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Resumo

Na rotina dos cursos pré-vestibulares costuma-se trabalhar, em um ano, os diversos conteitidos
que sdo estudados no ensino médio, conferindo muitas vezes maior profundidade ou énfase
relativas para alguns assuntos. Depara-se com alunos ja bem qualificados, outros menos.
Alguns, estudiosos ha alguns anos e conhecedores da maioria das questdes de exames anteri-
ores, precisam assentar e aprofundar para, além de acertar questdes, conclui-las em pequenos
intervalos de tempo; outros possuem um contato muito mais superficial e inicial com os con-
tetidos incidentes nos grandes vestibulares. Neste sentido, este trabalho apresenta sequéncias
de ensino constituidas de questdes escritas pelo autor, trabalhadas a partir da metodologia
da engenharia didatica, aplicadas para a revisdo de diversos contetados fundamentais para os
vestibulares do ENEM, FUVEST, UNESP, UNICAMP e UNIFESP, em todas as suas fases,
visando aprimorar os diversos niveis de conhecimento dos alunos. Além disso, faz-se uma
introducdo, através de problemas, ao conceito de esperanca matematica. Sendo assim, este
trabalho propde-se a apresentar atividades com questdes inéditas, formas atrativas de se de-
senvolver as aulas e possibilidades para apresentacdo de um conceito matematico novo para

os alunos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Pratica docente, Esperanca Matematica.






Abstract

In the routine of the pre-university courses one tends to work, in a year, the diverse contents
which are studied in high school, often giving greater depth or emphasis on some subjects.
There are already well-qualified students, others less. Some students, dedicated to studies for
some years, and knowledgeable of most of the questions of previous exams, need to settle and
deepen for, besides fixing questions, completing them in short intervals of time; others have
a contact much more superficial and initial with the contents incident on the great university
entrance exams. In this sense, this work presents sequences of teaching composed of questions
written by the author, worked on the methodology of didactic engineering, applied for the
revision of several fundamental contents for the university entrance exams ENEM, FUVEST,
UNESP, UNICAMP and UNIFESP, in all your phases, aiming to improve the different levels of
student’s knowledge . In addition, there is an introduction, through problems, to the concept of
statistical hope. Therefore, this work proposes to present activities with unpublished questions,
in forms attractive to develop the classes and possibilities to present a new mathematical

concept for students.

Keywords: Teaching of Mathematicas, Teaching Practice, Expected Value.
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1 Introducao

Nos cursos pré-vestibulares, ao decorrer do ano, estudam-se os contetdos programaticos
dos principais exames, geralmente num sistema de médulos, onde por exemplo, numa aula
modulo fala-se de produto notavel e fatoracdo. Ao fim desses médulos, costuma-se entrar no
periodo de revisdo, quando ha maior liberdade para transitar pelos assuntos da matematica
basica. Neste contexto que se aplicou a ideia de aulas que relacionassem temas matematicos
através de problemas costurados e abordagens diferentes das tradicionais, buscando integrar

os diversos niveis de conhecimento dos estudantes.

Figura 1.1: Introducdo

Conteudo
Programatico dos
Principais Exames

L

Cursos Pré-Vestibular

Niveis Desiguais de

T G <:| IZ:> Revisao Final — Flexibilidade

Fonte: O proprio autor.

Fez-se uso de sequéncias didaticas com diversos problemas inéditos, relacionando e am-
pliando os conceitos a partir de atividades mais participativas e menos convencionais para os
alunos e professor, que foram sendo dadas gradualmente adaptando-se com cuidado a rotina

tradicional da escola.

As aulas passaram por diversos conteiidos matematicos recorrentes nas provas dos exames
ENEM, FUVEST, UNESP, UNICAMP e UNIFESP, tendo sido possivel encaixar problemas

envolvendo o conceito de esperanca matematica.

Dentro dessas sequéncias, foram aplicados problemas escritos durante o curso do pro-

grama PROFMAT, e outros problemas de inspiracdes mais antigas, que geralmente surgiam
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a partir de problemas intrigantes de vestibulares anteriores, além dos mais importantes para
o professor: os que nasceram da integracdo destes passados e futuros da mente enquanto

matematico e pessoa.
No capitulo 1 ha uma breve explanacdo do conceito esperanca matematica.
No capitulo 2 ha uma breve apresentacido da engenharia didatica.

No capitulo 3 se da todo o desenvolvimento e aplicacdo do trabalho de acordo com as

fases da engenharia didatica.
Depois, tém-se as consideracdes finais do autor.

Espera-se que esta leitura incite a criatividade de professores, para que se possa conduzir
com leveza as frequentes dividas e desafios que surgem no decorrer do exercicio dessa profissdo
e de uma maneira conjunta ensinar, aprendendo ainda além do que se ensina, estando assim

em constante evoluc3o.



2 Esperanca matematica

A esperanca matematica trata de diversas aplicacdes para os conceitos de probabilidades
estudados no ensino basico e presentes no cotidiano, por exemplo, nos jogos de azar. A partir

de [?] este conceito pode ser definido da seguinte forma:

Seja X uma variavel aleatéria que pode assumir os valores X1, X2, X3, ..., Xn, COM proba-
bilidades respectivas iguais a p1, P2, P3, ..., Pn, €ntdo o valor esperado E(X) da variavel X,
é:

EX)=p1-x1+p2-X2+P3-X3+ ccc +Pn - Xn

Deve-se observar que p; +p,+p3+...+pn = 1, assim percebe-se que o valor esperado

nada mais é do que a média ponderada dos valores que a varidvel X pode assumir.

De fato:

Pr-X1+p2-X2+P3-X3+ ..+ Pn-Xn
P1+pP2+P3s+...+Pn

=Pp1-X1+P2-X2+P3- X3+ e +Pn - Xn = E(X)

Em seguida, serdo exibidos alguns exemplos praticos extraidos do livro Modelos probabi-

listicos aplicados a engenharia de producio de Reinaldo Morabito

2.1 Exemplos

2.1.1 Exemplo 1

Lanca-se um dado equilibrado varias vezes. Seja F a variavel aleatéria que representa a

face de cima obtida em cada lancamento. Qual é o valor esperado para F?

Observemos que F pode assumir os valores 1,2,3,4,5,6, assim, denotando por E(F) o

valor esperado pedido, temos:
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E(F)=1/6-1+1/6-2+1/6-3+1/6-4+1/6-5+1/6-6=23,5

E claro que a face 3,5 n3o existe, contudo, o valor representa um resultado médio esperado

para F.

2.1.2 Exemplo 2

Um grande lote de pecas é produzido. Cada peca tem probabilidade 0,9 de ser perfeita
e 0,1 de ser defeituosa. Lucra-se 5 reais por peca se ela for perfeita, e se tem um prejuizo de

1 real se a peca for defeituosa. Qual é o lucro médio por peca desse lote?

Seja L a variavel aleatéria que representa o lucro por peca, L pode assumir os valores

5,—1 assim:
E(L)=0,9-54+0,1-(—1)=4,4

Isto é, 4,4 reais é o melhor "palpite"para o lucro médio por peca quando muitas pecas

sdo produzidas.

2.1.3 Exemplo 3

Um equipamento tem probabilidade p = 1/5 de falhar em um dia. Lucra-se 2 reais se
ele ndo falhar nenhum dia durante uma semana de 5 dias, 1 real se ele falhar 1 ou 2 dias e -1

real se ele falhar 3 ou mais dias.
a) Quantos dias espera-se que o equipamento falhe por semana?
b) Qual o lucro esperado por semana?
Temos as seguintes probabilidades:
Probabilidade de falhar 0 dias: (4/5)°> = 0,32768
Probabilidade de falhar 1 dia: (4/5)*- (1/5) -5 = 0,4096

Probabilidade de falhar 2 dias: (4/5)3 - (1/5)%-10 =0, 2048
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Probabilidade de falhar 3 dias: (4/5)?-(1/5)%-10 =0,0512

Probabilidade de falhar 4 dias: (4/5)'(1/5)* -5 = 0,0064

Probabilidade de falhar 5 dias: (1/5)°> = 0,00032

Assim, o valor esperado E, pedido no item a, & dado por:

E =0,32768-0+0,4096-(1)+0,2048-(2)+0,0512-(3)+0,0064-(4)+0,00032-(5) =1
E o valor esperado do lucro, pedido no item b, é:

E(L) = 0,32768 - 2+ 0,4096 - (1) + 0,2048 - (1) + 0,0512 - (—1) + 0,0064 - (—1) +
0,00032 - (—1) =1,21184 reais.

Vale observar que na aplicacdo deste conceito em sala de aula, em vez de usar nos
exercicios o termo esperanca matematica ou valor esperado, utilizou-se valor médio, justamente
por ser uma expressdo que remete a algo usual no vocabulario matematico dos estudantes de

ensino médio.






3 Engenharia didatica

Nesse trabalho fez-se uso da engenharia didatica enquanto método. A engenharia didatica
consiste na preparacdo de uma estratégia de ensino de um determinado contetido para um pu-
blico especifico, por meio de um método rigoroso que planeja a atividade levando-se em conta
a experiéncia do professor para fazer previsdes acerca das possiveis apreensdes do estudante,
as dificuldades que podem aparecer, e a tentativa de sanar essas questdes por meio de uma
aplicacdo que aprimore o tradicional, traga novos elementos e seja possivel de se encaixar na

escola em que serd aplicada.

Esta metodologia traz o professor a posicdo de pesquisador, quando alia a preparacio
da sua aula a um método e & producdo do conhecimento. De acordo com [?] a engenharia

didatica

tem inspiracdo no trabalho do engenheiro, cuja producdo exige sélido conheci-
mento cientifico, basico e essencial, mas também exige enfrentamento de proble-
mas praticos para os quais ndo existe teoria prévia — momentos em que é preciso

construir solucées.

De maneira simplificada, este método pode ser dividido em fases, que sdo quatro segundo

[?], e estdo delineadas nas préximas quatro secBes deste capitulo.

3.1 Analises prévias

A anélise prévia consta de uma reflexdo sobre 0 modelo atual de ensino. Nela, leva-se
em conta os conceitos ensinados e também o contexto em que o profissional docente exerce
suas funcBes. A partir dai propde-se reorganizacdes e aprimoramentos do trabalho efetuado

tradicionalmente.
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3.2 Concepcao e analise a priori de experiéncias dida-
tico-pedagoégicas a serem desenvolvidas na sala de

aula de matematica

Nesta fase, concebem-se as ideias geradas nas analises prévias e as coloca na forma de
atividades a serem aplicadas na sala de aula. Estas atividades s3o construidas pelo professor
levando-se em conta a sua experiéncia com o ensino, levantando-se hip6teses sobre dividas,

aprimoramentos e possiveis efeitos que poderdo ser gerados.

3.3 Implementacao da experiéncia

Esta fase se da na sala de aula. E quando se coloca em pratica o que foi construido
até entdo e ja se iniciam as observacdes de acordo com as hipéteses que foram levantadas.
O ambiente é de cocriacdo: apesar de todas as previsdes feitas, costumam-se surgir novas

situacdes, para as quais buscam-se solu¢Bes no préprio momento.

3.4 Analise a posteriori e validacao da experiéncia

Apéds a aplicacdo das atividades, deve-se confrontar as hipéteses levantadas com o que
ocorreu na sala de aula. E um processo detalhado: recorda-se tudo o que foi planejado e
se compara com 0 que ocorreu na aplicacdo das atividades. Podem-se sugerir mudancas,

adaptacdes e reconstrucdes para a validacdo da experiéncia.

No decorrer do capitulo 4, as atividades serdo desenvolvidas de acordo com as fases
descritas acima, passando-se assim a nocdo pratica de como desenvolver um trabalho valendo-

se de tal método.



4 As atividades

As atividades trataram de diversos temas de matematica que compdem o conteido progra-
matico basico do ensino médio e possuem incidéncia nos vestibulares como ENEM, FUVEST,
UNESP, UNICAMP e UNIFESP. A liberdade nos temas se deu pois a aplicacdo ocorreu no

periodo de revisdo.

Uma das intencdes centrais do professor autor era trazer para seus alunos o conceito
de esperanca matematica (ou valor esperado) através de problemas que tivessem relacdo
com problemas de combinatéria e probabilidades ao nivel de matematica do ensino médio.
Entretanto, tal assunto ndo poderia ser explorado isoladamente em atividades de sala de aula,
pois as aulas de revisdo, feitas em um curso de preparacdo para exames vestibulares, requeriam
um passeio por varios temas da matematica do ensino médio. Assim, foi feita uma costura
de problemas, preparados pelo professor autor, e dentre esses foram apresentados problemas
introduzindo o conceito de esperanca matematica, os quais chamaram substancial atenc3o dos

alunos presentes.

4.1 Analises prévias

Os temas aplicados nas atividades devem ser estudados em seus conceitos e contextos:
0s conceitos sdo a matematica envolvida, j4 o contexto é o sistema de ensino em que as

atividades serdo aplicadas.

Atualmente, as aulas, no contexto de implementacdo deste trabalho, s3o tradicionalmente
expositivas. A participacdo dos alunos é nula e os contelidos matematicos sdo passados com
poucas relacdes entre si, fato que pode ser mudado num curso de revisdo, quando se deve

passar por todos os conceitos estudados durante o ano.
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Sendo assim, nas sequéncias didaticas a serem aplicadas, diversos contetdos se relacionam
e questdes geram outras questdes. Em diversos pontos, abre-se a possibilidade de maior

participacdo dos alunos.

4.2 Concepcao e analise a priori — apresentacao das

atividades

Esta secdo consiste na descricdo do planejamento da atividade que seria implementada,

razdo pela qual boa parte da conjugacdo verbal se da no futuro do presente do indicativo.

As questBes passardo por diversos conteiidos, de modo que muitas vezes um conduza ao
outro. Serdo levados em conta hipéteses e suposicdes sobre as possibilidades de raciocinio
dos alunos, o motivo desses comportamentos e a busca do aprimoramento e aprofundamento
do que se trabalhar. As hipoteses aqui formuladas serdo conflitadas e validadas na analise a

posteriori.

4.2.1 Atividade 1

A atividade 1 tem como parte dela as seis questdes apresentadas abaixo, escritas pelo
préprio autor deste trabalho. As cinco primeiras sdo de maltipla escolha. As seis questdes

também serdo discutidas nesta secdo e solucdes serdo propostas.

Enunciados das questdes

Questado 1) Um professor deve escolher 3 dias dentre os 5 da semana para lecionar suas
aulas em 2019, de modo que a escolha da segunda-feira exclua a escolha da sexta e vice-versa.

Nessas condicdes, quantas sdo as possiveis maneiras de se fazer essa escolha?
a) 10 b) 9 c) 8 d) 7 e) 6

Questdo 2) “A conica Hipérbole, usada por Apolénio para resolver o problema da tris-
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seccdo de um angulo, aparece também no dia-a-dia, sem percebermos a sua presenca, como
podemos ver nas figuras, onde um cone de luz intersecta uma parede paralela ao seu eixo,

ou na tecnologia dos modernos sistemas de GPS (Global Positioning System).” (Adaptado de

[?]).

Figura 4.1: Questdo 2
Figura 1 Figura 2

Fonte: O préprio autor.

Considere que uma hipérbole centrada na origem (0,0) de um plano cartesiano ortogonal,
com focos F; = (0,¢) e F, = (0, —c), vértices A; = (0,a) e A, = (0,—a), vértices imagina-
rios By = (b,0) e B, = (—b,0) com ¢ = b% + a?, a,b e ¢ nlimeros reais positivos, tais que

c>aec>Db,éo conjunto dos pontos P = (x,y) do plano tais que |[Dpr; — Dpr2| =2a o

2 2
X
:1_

que implica em = — —
a? b?

Levando em conta as informacdes acima, a regido hiperbélica do plano da parede deter-

minada pela luz da figura 4.1 pode ser dada por:

a) y <x?
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2 2
Yy X
A~

Questao 3) Duas grandezas X e Y sdo inversamente proporcionais quando est&o atrela-
das de modo que o produto dos valores que elas assumem é sempre 0 mesmo, uma constante.
Suponha duas grandezas x e y reais ndo nulas tais que x -y = 1 para todos os valores
assumidos por x e y. Essa relacdo forma no plano uma curva chamada
a) Elipse
b) Hipérbole
¢) Reta

d) Parabola

e) Circulo
Questdo 4) Duas grandezas X e Y sdo inversamente proporcionais quando estdo atrela-
das de modo que o produto dos valores que elas assumem & sempre o mesmo, uma constante.

Suponha duas grandezas x e y reais ndo nulas tais que x -y = 1 para todos os valores

assumidos por x e y. Essa relagdo formara no plano uma hipérbole rotacionada.

A curva que pode representar a inversa da funcdo dada pela expressdo x -y =1 ¢é

Figura 4.2: Questdo 4

Fonte: O préprio autor.
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Questdo 5) Considere a tabela que representa as possiveis somas que podem ocor-
rer no lancamento de dois dados convencionais associadas aos respectivos nimeros de casos

favoraveis. Por exemplo, (2,3) e (4,1) sdo 2 dos 4 casos favoraveis a soma 5.

Soma(S) |23 |4|5|6[7|8]9|10| 1112

Namero (N) |1 {2 |3 (4|56 (5|43 |21

Se chamarmos N o nimero de casos favoraveis a ocorréncia de uma determinada soma S,

entdo N esta corretamente expresso em termos de S, por meio de uma funcio, na alternativa

(

1, Se{2,3,11,12}
a) N(S) =1 2, Se{4,5,9 10}

3, Se{6,7,8}
)
S+1, S€{2,3,4,5,6,7}
b) N(S) =
—S+13, S€{8,9,10,11,12}
\
(
S—1,Se{23,4,5,67)
c) N(S) =
—-S+13, S€{7,8,9,10,11,12}
\
S—1,Sec(23,4,5,67)
d) N(S) =

S—3, Se{8910,11,12}

Questdo 6) E possivel elaborar uma funcdo de dominio real que passe por todos os

pontos de N(S) e que seja definida por uma dnica expressdo. Determine essa expressao.

Pretende-se passar por essas questdes em cerca de 70 minutos.

Discussdo das questdes

Nesta semana se daré o inicio das consideradas principais provas nos pré-vestibulares que
o professor trabalha. A atividade se inicia com um problema simples de contagem, que visa a

utilizacdo de combinacdes simples.
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Questao 1)

Este tema foi escolhido pois provoca a atencdo dos alunos pelo facil acesso e compreensio
da situacdo problema, o que n3o se deve confundir com um assunto considerado facil. Pelo
contrario, muitas vezes a enxurrada de férmulas que pode fazer parte da apresentacdo deste
tema no ensino médio e cursinho, faz com que os alunos se confundam na solucdo de problemas
extremamente simples, que algumas vezes poderiam ter solucdo na contagem mais natural que
existe, a dos dedos. Em outros casos, a confusdo vem pelo ndo entendimento dos possiveis

agrupamentos que podem ser feitos.

Antes da aplicacdo deste problema, ser3o revisados os conceitos de principio fundamental
da contagem, permutacdes, combinacbes, arranjos e combinacdes, depois, o problema sera
exibido e resolvido. A maneira de se revisar e a profundidade que sera dada é particular a cada

professor e contexto.

A escrita do enunciado tem inspiracdo no classico problema de formacdo de comissdes

envolvendo grupo de pessoas em que alguns n3o se ddo bem.

Como complemento para o tema de contagem, caso pareca necessario na aula, poderdo

ser exploradas as seguintes questdes:

Dois possiveis complementos para a questdo 1)

Complemento 1) Num churrasco ha 18 mulheres e 43 homens. L&, cada mulher
cumprimenta todas as outras uma unica vez com um abraco e cada mulher cumprimenta
todos os homens também com um abraco. Entre os homens, cada um cumprimenta todos os
outros com um aperto de m3o, com excecdo de 4 amigos que chegaram juntos ao churrasco
e ndo se cumprimentam la. O namero total de abracos e o namero total de apertos de mio

no churrasco sdo, respectivamente:

18-43
2!
18 -43

b) A+ 5 © Az — Asp

a) Cigo + e Cy32—Cyp2
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c) Cig2+18-43 e Cy3p—Cap

d) Cisp+18-43 e Cs9,

18-43
2!

e) Cigp + e Cs02

Complemento 2) Um jogo de futebol terminou com o seguinte placar:
Time A (7) x (5) Time B. De quantas formas distintas o placar poderia ter se desenvol-
vido até que atingisse o valor final de 7 a 57 (Um dos casos, por exemplo, é aquele em que o

time B fez o 5 primeiros gols e o time A fez os Gltimos 7).
a) 2!° b) 12! c) 792 d) 604.800 e) 12

Os gabaritos para as questes complementares sdo C e C.

Questdes 2, 3 e 4) Agora, possivelmente com os alunos atentos, aproveitando-se a
energia do inicio da aula pretende-se fazer uma revisdo das cénicas através da aplicacdo de

uma situacdo problema com hipérbole.

Este ndo é um assunto da mais alta incidéncia nas provas que estes estudantes tém como

alvo, no entanto, tem aparecido ocasionalmente, como é o caso de questdes recentes nas

provas do ENEM(2017) e UNESP(2018).

O enunciado da quest3o 2 ja inicia por si s6 a revisdo, que serd ampliada pelo professor
passando pelas formas da equacdo da hipérbole com eixo real na horizontal e na vertical,
com centro no ponto P = (xo,Yo) € comparando-as com as equa¢des das outras conicas.
Este contetido usualmente gera muitas dificuldades nos alunos que muitas vezes nem sequer

tiveram contato com o mesmo no ensino médio.

A questdo 3, tem como intuito lembrar da relacdo que as grandezas inversamente pro-
porcionais tém com a fung¢do de expressdo x -y = 1, que é uma hipérbole no plano cartesiano.
De certa forma, a hipérbole ser dada por essa equacio pode ndo soar tio claro para os alunos

que compararem com as equacdes vistas no exercicio passado, da-se entdo uma oportunidade



CAPITULO 4. AS ATIVIDADES 16

para abrir a mente a possibilidade das cénicas estarem rotacionadas no plano cartesiano, o
que algebricamente gera um termo misto da forma Bxy, com B n&o nulo, na equacdo das

hipérboles, elipses e parabolas. Isto ndo costuma ser estudado no ensino médio.

A questdo 4 trata da hipérbole da questdo 3, dando forma ao seu grafico e ainda visando

revisar com os alunos como obter a expressdo da funcdo inversa de uma funcdo dada.

Este trio de questdes deve ser exaustivo para os alunos, uma vez que trata de conicas,
desigualdades no plano e fungdes, por isso serd efetuado de maneira lenta e dando abertura

as davidas que surgirem.

Questdes 5 e 6) Aproveitando o tema funcdes, pretende-se realizar duas questdes que
relacionam funcdes e probabilidades, conduzindo-se os assuntos na direcdo do tema valor

esperado.

A questdo 5 trata da corriqueira situacdo do lancamento de dois dados. O enunciado e a
tabela basicamente respondem o problema. Desse modo, vai na linha de alguns problemas de
vestibular que costumam apresentar em seu préprio texto novos conceitos e ideias suficientes

para que os candidatos interpretem e respondam a quest3o.

Esse modelo de exercicio reflete também uma percepcdo do professor, ao enxergar que
no contexto de preparo para o vestibular, pode ser mais chamativo para os alunos apresentar
alguns conceitos por meio de exercicios propostos, em vez de um tratamento puramente

tedrico.

Na sequéncia, a questdo 6 — que surgiu como uma pergunta do autor a si mesmo —
busca olhar de maneira mais ampla para o resultado obtido ha pouco. Espera-se que os alunos
tenham dificuldade para responder esta questdo, pois envolve a associacdo de uma curva no
plano a determinada funcdo modular. O estudo do médulo de um namero real costuma gerar
davidas, pois os estudantes ja se deparam com dificuldades na definicdo de médulo. E muito
comum os alunos pensarem, por exemplo, que x & um namero positivo e seu oposto —x é

negativo, ndo entendendo com clareza que x é um namero real, podendo ser positivo, negativo
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ou nulo. O recurso visual do grafico muitas vezes elucida estas questdes, ainda que exija do

aluno o conceito de dominio e imagem de uma funcjo.

Outra dificuldade na questdo 6, pode ocorrer nos movimentos graficos. A translacdo
horizontal pode gerar confusdes, pois ao somarmos um namero k positivo no argumento da
funcdo, o seu grafico se movimento para a esquerda. Neste caso, vale a pena enfatizar que
isto ocorre pois a nova funcdo f(x + k) obtida, retornara as mesmas imagens de f ao receber
entradas x que sejam k unidades menor, movimentando-se assim k unidades para a esquerda.

No caso em que k é negativo a analise é feita de maneira analoga.

A atividade apresentada acima deve revisar temas de grande relevancia matematica, como
contagem, probabilidades e funcdes, além das cénicas, tema menos frequente nos vestibulares.
Os conteidos se relacionam durante as questdes, utilizando-se, por exemplo, funcdo modular

para resolver um problema originalmente de probabilidades.

Solucoes

Questdo 1) Para resolvé-la basta calcularmos o total de maneiras de efetuarmos a
escolha sem as restricdes da segunda-feira e da sexta-feira e depois excluirmos, do total de

casos, aqueles que possuem ambas.

(2) — G) =7, que conduz 3 alternativa D.

Questdo 2) A solucdo planejada é identificar que a hipérbole da figura 4.1 corresponde
a equacdo presente no proprio enunciado, e entdo decidir quanto ao sinal da inequacdo que
preenche corretamente a regido focal da hipérbole. Para tanto, identifica-se um ponto qualquer
x2

2 .
57, assim,

(x,y) do ramo superior da hipérbole: este ponto satisfaz a igualdade ﬁ—i =1+
(

se mantivermos a abscissa e deslocarmos o ponto na vertical para a regido focal (para cima)
desse ramo da hipérbole, observamos que o valor de y aumenta. Repetindo-se o procedimento
no ramo inferior da hipérbole, ao mantermos a abscissa escolhida e deslocarmos o ponto a

regido focal (para baixo) desse ramo, observamos que o valor absoluto de y aumenta.
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Dada a analise acima, conclui-se que nos dois casos y? aumenta, portanto a inequa-
cd30 que representa a regido da hipérbole e suas partes focais & a presente na alternativa C:
Y2 2

521—1—@.

Questao 3) Relacdes do tipo x-y = k, com k sendo um namero real positivo expressam

hipérboles no plano cartesiano, portanto a alternativa correta é a B.

Questao 4) Nesta questo, deve-se concluir que a funco tratada é idéntica a sua inversa,
sendo a alternativa correta a A. Usualmente, encontra-se a expressdo da inversa "trocando-se

x por y'e se isolando o y.

Questao 5) Espera-se que o problema possa ser feito testando-se alternativas ou notando-
se que a variacdo dos valores é linear. Ao entrarmos as somas 7 e 12, por exemplo, deve-se

obter correspondentes 6 e 1. Assim, marca-se corretamente a letra C.

Questao 6) Observa-se que os pontos da funcdo N(S) estdo contidos em duas semirre-
tas, uma crescente e outra decrescente e a unido destas duas semirretas no plano cartesiano

conduz as funcdes modulares.

De fato:
Partindo da funcdo f(x) = |x| constrdi-se, passo a passo, a funcdo g(x) = —f(x—7)+6.
A fungdo g(x) = —[x — 7| 4+ 6 responde a pergunta da quest3o.

A figura 4.3 exibe o grafico de g, passando pelos pontos B, C,D,E,F,G,H, [, ], K,L,

imagens da funcdo N(S) no plano cartesiano.
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Figura 4.3: Grafico que responde a questdo 6

0 /ﬁ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1“3\

Fonte: O proprio autor via GeoGebra.

4.2.2 Atividade 2

Aproveitando-se o aparecimento das probabilidades no fim da atividade 1, dois exercicios
serdo propostos envolvendo o tema esperanca matematica. O conceito ndo serd apresentado
previamente aos exercicios, pois deseja-se observar a postura dos estudantes em relacdo ao

tema.

Enunciados das questdes

Questdo 1)
Texto e imagem utilizados na Questdo 1 estdo descritos na figura 4.4.
Questdo 2)

Num evento beneficente, uma escola propde um jogo de dados que consiste, pro aposta-
dor, em acertar a soma dos valores das faces obtidas no lancamento simultaneo de dois dados.
Para brincar, o jogador investe 25 centavos e caso ganhe recebe 50 centavos. O jogador
deve apostar em duas somas, sendo uma par e outra impar, nio podendo essas somas serem

nameros consecutivos. Os dois dados sdo langcados e calcula-se a soma das faces. O jogador
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vence caso ocorra uma das somas escolhidas por ele.

Num dia em que o jogo foi realizado diversas vezes, probabilisticamente, a tendéncia é

que

a) esse jogo ndo compense para a escola dependendo da escolha dos participantes.
b) em hipétese alguma esse jogo compense para a escola.
c) esse jogo compense para a escola independente da escolha dos participantes.

d) esse jogo compense para escola dependendo da escolha dos participantes.

Figura 4.4: Atividade 2 - Quest3o 1
Compensa apostar nesse polémico jogo?

“Sao vinte e cinco animais, e cada um tem um ndmero que o representa conforme a ordem alfabética. Exemplos: o

venceu a Copa Libertadores de 2013, adivinha, é 13.

Cada bicho representa quatro dezenas conforme sua posi¢cao na TABELA. O avestruz possui 0os humeros 01, 02,03 e
04. A aguia, que vem logo depois, e ndo me pergunte o motivo, possui 0os nimeros 05, 06, 07 e 08. E possivel jogar
uma vez por dia”

Extraido e adaptado da internet.
0 kg; TR ER R Para apostar, pela manh3, deve-se escolher um bicho. O

AESTRT || Aui || Buko | Borsoiers (Cacmorin)  investimento é de R$1,00. A tarde, deve-se conferir se a dezena
o8+ 2|[075  25]|[00: =]

2 s W "I " A% sorteada corresponde a uma das quatro associadas ao bicho
- m{:; o 130 g A ,f‘}m'm;; escolhido. Se sim, o jogador recebe R$18,00. Por exemplo, se for o
2 ftui 15, recebe quem apostou na borboleta.
Com o intuito de analisar se probabilisticamente vale a
pena investir capital neste jogo, calcula-se o lucro médio diario de

uma pessoa que joga no bicho 100 dias. Qual o valor obtido?

¥ aa

CAVALD

-
"
=

LEW
= @ -

.'V— aa
L Touro

a)—028 b)—1 ) 0,28 d)2,8 )0

Fonte: O préprio autor.

Discussdo das questdes

Questao 1)

O texto foi retirado da internet! e tem como objetivo apresentar o funcionamento do jogo

LEIRAS, Yuri. O jogo do bicho funciona assim. Disponivel em: <https://medium.com/@YuriEiras/o-jogo-
do-bicho-funciona-assim-bf996abefb9>. Acesso em: 21 set. 2018.
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de forma descontraida. Em seguida, o enunciado é apresentado com carater formal.

Espera-se que os alunos consigam chegar A resposta correta sem nenhuma apresenta-
cdo prévia do tema esperanca matematica, uma vez que os conceitos de lucro e média sdo

conhecidos.

Pretende-se apresentar a solucdo somente apés os alunos tentarem resolver o problema

e o discutirem. Tal estratégia ndo é comum nos cursos pré-vestibulares.

N

Como possibilidade de complemento a apresentacdo do tema, serd levada a aula uma
planilha? que simula de maneira aleatéria 10 jogadores que apostam por 10, 100, 1000 e

10000 vezes no jogo exibindo lucro médio obtido por eles.
Finalmente, almeja-se formalizar de maneira breve o conceito de esperanca matematica.
Questao 2)

Novamente sera fornecido tempo para os alunos discutirem e resolverem. Esta questdo
coloca novamente o aluno numa funcdo ativa, de tomada de decisdo em uma situacdo pratica.
O enunciado sera apresentado primeiramente sem as alternativas para que os alunos de fato

facam suas apostas.

As questdes 1 e 2 dessa atividade utilizam-se de conceitos basicos de probabilidades e

lucro e devem permitir a introducdo ao conceito de esperanca matematica.

Pelo fato de ser um conceito totalmente novo a se trabalhar pelo professor e pelas pe-
culiaridades do contexto em que esta atividade sera aplicada, sera levado a aula um problema
tradicional como complemento, para que n3o haja risco da aula terminar antes do horario ou

em caso da tentativa de introducdo ao assunto ndo ocorrer bem.

Possivel complemento para a atividade 2) Considere as curvas x* + y?> = 1 e
x? +y? —2x + 2y — 1 = 0 que se interceptam nos pontos A e B. Sejam T a reta que passa

pelos pontos A e B e s a reta de equacdo y = —kx +m, com k,m € R . Em relagdo a

2disponivel em https://sites.google.com /site/papmem2015/sorteio.xlsx
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classificacdo do sistema de equacdes que envolve as retas T e s, esta correta a alternativa®
a) spd se k =—1

b) spisek=—Tem=0

c) spisek=—lem#0

d) spd se, e somente se, kK #—1em =20

e) sissk=—lem=0
Solucodes
Questao 1)

Chamando-se de L o lucro médio pedido e levando-se em conta as probabilidades de

vencer lucrando 17 reais e a de ndo vencer tendo um prejuizo de 1 real, teremos:

2 -100-17+2.100- (—1)
L=25 25 —_0.28
100 0

como o valor esperado da variavel lucro.
Questao 2)

Uma possibilidade é calcular o lucro médio de um jogador que faca a melhor aposta
possivel. As apostas permitidas e que possuem maior probabilidade de sucesso para o jogador
sdo nas somas 7 e 4 ou 5 e 8. Espera-se que os alunos concluam isso (principalmente se

tiverem sido atentos a questdo 5 da atividade 1) .

Ainda que o jogador faca a melhor aposta possivel, o seu lucro médio L serd negativo.

De fato:

9 27
L= 220,25+ 32-(-0,25) <0

3spd é abreviacio habitualmente usada para sistema possivel e determinado, spi para sistema possivel
indeterminado, si para sistema impossivel.
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O resultado mostra que a tendéncia é que os jogadores, ainda que facam as melhores
apostas, tenham prejuizo, ou seja, que a brincadeira compense para a escola em qualquer

hip6tese. Alternativa C.

Questdo complementar) A questdo 3 trabalha com sistemas, determinantes e geome-
tria analitica. Se o ponto A = (x4, Y) estd em ambas as circunferéncias, entdo ele é solugdo
do sistema que envolve suas equacdes:

X2 +y2 =1
X241y —2%+2y,—1=0
Subtraindo-se, temos: 2x, — 2y, = 0 & Yy = X, € de maneira idéntica podemos obter

Yb = Xp.
Conclui-se que a reta r tem equacdo y = x. Agora basta discutir o sistema que contém
Tes:
1 -1
=1+k
k 1

Dessa forma,

o sistema é spd se, e somente se, k # —1.

x—y=20 _ x—y=20
por outro lado, se k = —1: , que equivale a
—X+y=m X—y=-—-m

ou seja, o sistema é spi no caso em que m = 0, caso contrario teremos si.

Portanto, a alternativa correta é B.

4.2.3 Atividade 3

Na atividade 3, sera entregue aos alunos uma folha com duas questdes dissertativas.
Sera proposto que eles resolvam como se fosse a prova da segunda fase que eles fardo em
breve, e retornem ao professor, que podera dar um retorno no dia seguinte. Este procedimento

é atipico em cursos pré-vestibular.
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Na semana de aplicacdo dessa atividade, ocorrera a prova da primeira fase da FUVEST
e tera acabado de se passar as primeiras fases de UNICAMP e UNESP. Os problemas sio
discursivos, porém tratam temas de alta incidéncia no vestibular da FUVEST. As questdes sio

as seguintes:

Enunciados das questdes

Questdo 1)

a) calcule sen(‘;’—“) e cos({5) utilizando as aproximagdes V6=2,45¢ /2 =1,41

a) Considere f: R — R tal que f(x) = a-sen(x) + c - cos(x) com a = 0,965, b=1ec
sendo lados do triangulo ABC, retangulo em B, apresentado na figura 4.5. Determine o

valor maximo de f(x). Justifique o resultado.

Figura 4.5: Atividade 3 — Figura relativa ao item b da quest&o 1

Fonte: O préprio autor.

a) considere o grafico da funcdo f do item b

Figura 4.6: Atividade 3 — Figura relativa ao item ¢ da questdo 1

Eixoy

Xp Eixo x

Yp Q

Fonte: O préprio autor.

Determine a distancia entre os pontos P e Q, minimos da funcdo, e as coordenadas de P.
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Questdo 2) (Enunciado adaptado do vestibular da UNESP)

Considere que no ano de 1990 o consumo mundial de agua foi de 500km?, e que vem

aumentando 25 por cento a cada 10 anos.

a) Determine uma funcdo f(x) que expresse esse consumo em termos do tempo em anos,

com x = 0 representando o ano de 1990.

b) De acordo com f(x), a partir do dia de hoje, quanto tempo demorara para quadruplicar

o consumo mundial de dgua? Se necessario use log2 = 0,3 e log5 =0,7

c) Esboce, na escala x:;y = 1:100, o grafico de f(x) no plano cartesiano abaixo

Figura 4.7: Atividade 3 - Figura relativa ao item ¢ da questdo 2

Fonte: O préprio autor.

Discuss3o das questdes

Pretende-se que esses problemas sejam discutidos entre os alunos, resolvidos e entregues

ao fim de 70 minutos.

Questio 1)
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Exigem-se conceitos de trigonometria.

O item a visa revisar as féormulas de adico e subtraco de arcos e também a relacdo entre
os valores das funcdes trigonométricas aplicadas em dngulos complementares. Esses conceitos
geralmente sdo de conhecimento dos alunos, no entanto, diversas vezes ndo sdo notados como

as ferramentas que resolvem um determinado problema.

O item b trabalha com um caso especial de valor maximo de funcdes trigonométricas e

foi inspirado em problemas trabalhados em aulas do PROFMAT.

A maioria dos problemas de maximos e minimos de funcdo trigonométrica utilizam a ideia
de substituir a funcdo seno ou cosseno pelos valores 1,—1 ou 0. Neste caso, é facil perceber

que tal raciocinio ndo é vélido.
Ja o item c trabalha com graficos de funcdes trigonométricas e equacdes trigonométricas.
Questio 2)

Exigem-se conceitos de funcdes exponenciais e logaritmos, assunto geralmente visto como
delicado pelos alunos. Além disso ha alguns ingredientes especiais, como a modelagem de uma

funcdo e a construcdo de um grafico em escala diferente da 1:1.

Solucoes

Questao 1)

a) Escrevendo-se sen (2) como sen (X + Z) e desenvolvendo-se o seno da soma de

12
arcos, o resultado obtido sera @.

Usando-se as aproximagdes fornecidas, conclui-se que sen (3%) = 0, 965.
5m T __ T my —
Como 3% + 7% =7, segue que cos (55) = 0, 965.

E bem possivel que os alunos calculem os dois valores pedidos separadamente, sem notar

o fato de que eles sdo de arcos complementares.
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b) a funcdo f(x) pode ser escrita como

~ ~

0,965 - sen(x) + ¢ - cos(x) = sen(A) sen(x) + cos(A) cos(x)

~

e finalmente f(x) = cos(x — A) que tem valor maximo igual a 1.

E improvavel que um aluno inexperiente que se depara com a funcdo
f(x) = a-sen(x) + c - cos(x) tenha facilidade para encontrar seu valor maximo, no entanto,

espera-se que a construcdo do problema desde o item a viabilize a solucio.

Em c), a distancia entre P e Q & o periodo de f que é 27.

5m

Seguindo, sendo f(x) = cos(x—ﬁ), observa-se que A= arcsen(0, 965), ou seja, A= 5

Dai resolvemos a equacdo

f(x) =cos(x — %) =—-1=x—2Z =n+k2m, k€ Z = x = Z +k2n, k € Z,

tomando-se k = —1 obtém-se x,, = —%‘, portanto P = (—%‘;—1 ).

Questdo 2)
A funcdo que responde o item a é f: R, — R tal que f(x) =500 - (1,25)¥/1.

E possivel que a equac3o seja escrita pelos estudantes como f(x) = 500 - (1,25)%, neste

caso x corresponde ao namero de periodos de 10 anos.

Em b deve-se buscar x que satisfaca a igualdade 4 - 500 = 500 - (1,25)1°, segue que
4 =(1,25)1 = log(4) = % -log(3) = x = 60 & o tempo em anos para que se quadruplique

um determinado consumo.
Em c, o grafico é aquele mostrado na figura 4.8.

Feitos os itens a e b, basta conhecer a curva caracteristica de uma funcdo exponencial
crescente e fazé-la passar pelos pontos (0,500) e (60,2000). Tal curva costuma ser conhecida

dos alunos, pois a funcdo 2* costuma aparecer bastante nas aulas durante o ano.
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Figura 4.8: Atividade 3 - Figura relativa ao item ¢ da questdo 2

2000
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Fonte: O proprio autor via GeoGebra.

4.3 Implementacao da experiéncia, analise a posteriori

e validacao

Neste etapa, as atividades planejadas ja foram aplicadas em salas de aula, e entdo, sera
feita uma analise que conflite as hipdteses formuladas na secdo anterior. Aqui, podem-se

comentar possibilidades de alteracdes da atividade e sua validac3o.

4.3.1 Atividade 1

Questio 1

A revis3o foi feita e o problema apresentado. Destaca-se uma solucio diferente que varios

alunos compartilharam:

Contam-se os casos que possuem a segunda-feira mas ndo a sexta, os que possuem a

sexta mas n3o a segunda e o (nico caso que ndo possui ambas, dai vem

Cop+GCsp+1=7

Assim, o problema fica enriquecido, pois apresentou duas solucdes. Vale comentar tam-
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bém que, em uma das salas, durante a revisdo, um grupo de alunos pediu um exercicio que

trabalhasse com arranjos e combinacdes, para entender melhor a diferenca.

Nesta sala, foi resolvido também o problema complementar do churrasco presente na
pagina 14. Foi mostrado que a combinacdo poderia ser trocada por arranjo, por exemplo,

caso os abracos entre mulheres ocorressem na entrada e na saida do churrasco.

Questdo 2

Nesta, os alunos permaneceram em siléncio e copiaram a revisdo. E perceptivel que
muitos tém dificuldade para resolver o problema e simplesmente esperam a explicacdo do
professor. Na resolucdo, analisar a desigualdade usando-se hipérbole é inédito para todos eles,

mas a grande maioria manifesta ter compreendido a longa e cadenciada explicacdo.

Questdo 3

Constatou-se que os alunos costumam conhecer o grafico de grandezas inversamente
proporcionais através das aulas de fisica, ao se relacionar as grandezas resisténcia elétrica e
corrente elétrica, e também pela quimica, pela relacdo pressdo e volume, chegando-se facil-

mente 3 resposta, ainda que alguns por eliminaco.

Questdo 4

Em uma das salas, um grupo de alunos ficou confuso ao buscar a expressdo da funcdo

inversa, pois resultava na mesma funcdo. Nesta sala foi trabalhado um outro exemplo, pensado

1
In(x) "

na hora: encontrar a inversa da fun¢do y =

Questdo b

Muitos transmitiram positiva surpresa por perceber esse padrdo da relacdo apresentada

no enunciado entre as somas e o nimero de casos possiveis.
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Questao 6

Esta questdo os deixou intrigados e eles passaram a discutir a solucdo do problema em
grupos. Um aluno indaga “Como transformar duas sentencas em uma?”, outro “A curva sera
uma parabola?”’. Esta altima pergunta mostra que apesar de ter respondido a questdo anterior,
o aluno n3o associou a escolha das expressdes com a curva que ela representa no plano (se for
analisada com dominio real). Apenas em uma das salas, uma aluna experiente respondeu bem
depressa que a funcio poderia ser modular, pedi entdo a turma que chegassem na expressio.
Por ter muitos alunos e estar no fim de uma aula, expus a solucdo definitiva na lousa. Nas
outras turmas, os alunos apenas pensaram em funcdo modular apés ter sido feito na lousa
o desenho das duas semirretas que contém os pontos da relacdo. Os alunos demonstraram
habilidade para, partindo da funcdo médulo de x, transportar o grafico até os pontos desejados;

provavelmente porque isso foi trabalhado em todos os tipos de funcdo durante o ano.

Validacao

A dindmica da atividade 1, com os exercicios sendo interligados pelos temas foi muito
valida, fazendo com que os alunos permanecessem atentos e participativos, conferindo maior
fluidez a aula. Se ndo houvesse obrigacdo em cumprir diversos contetdos para esta Gnica aula,
seria possivel estender esta atividade para pelo menos mais uma aula, o que provavelmente
geraria ainda mais "costuras"entre os assuntos da matematica. Ainda assim, a revisdo de

temas foi cumprida de acordo com o planejado.

4.3.2 Atividade 2

Questio 1

O jogo do bicho despertou atencdo até dos alunos menos envolvidos. Alguns comparti-

Ilharam sobre familiares mais antigos que jogavam.
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Em duas das salas, diversos alunos conseguiram chegar rapidamente no valor de —0, 28.

Interessei-me e pedi para ver algumas solucdes, a conta que mais apareceu foi a seguinte:

4.17 — 96 = —28 dai ja concluiam alternativa A. Um aluno também comentou que
—0, 28 seria a (nica possivel, sem fazer célculos, pois sabia que o jogo do bicho n3o gera
lucro a longo prazo e —1 "'ndo faria sentido”. Talvez uma boa alternativa para uma préxima

aplicacdo seja —28.

Na solucdo desenvolvida na lousa, procedendo-se assim:

£ -100-17+2.100- (1) 1 24
_ 25 25 — . _ 1 = —
L= 100 =35 5 0,28

foi solicitado que observassem que a solucdo é na verdade a soma dos produtos das
probabilidades com o valor do lucro associado a elas. Também foi chamada a atencdo para
o cancelamento do namero 100, mostrando que na verdade o niimero de vezes que a pessoa
joga ndo precisa ser levado em consideracdo no calculo. Neste ponto é importante enfatizar
que o lucro médio &€ um valor esperado e que essa tendéncia torna-se mais confidvel 3 medida
que o nimero de jogos aumenta. Neste sentido, a exibicdo da planilha foi de grande utilidade,
pois nela &€ comum ver jogadores que ap6s apenas 10 jogos, ou mesmo 100, possuiam lucro
médio positivo, no entanto, a medida que o namero de jogos aumenta, o lucro médio tende
ao resultado calculado. Essa exibicdo da planilha causou uma reacdo positiva dos alunos e

elucidou a discuss3o.

Figura 4.9: Planilha — Jogo do bicho

K L M N 0 p Q R S T U
10 0,3 -1 -1 -1 1 1 0,8 -1| -1.| -1
100 064 -046 0,08  -028 026  -028 01 046  -064 -1
1000 01 -035714 -0,48571 -026531 -0,0449 -0,11837 -032041 -0,24694 -033878  -0,357142857
100000 -02404  -03394 -03034 02818 -02116 02458 -02872  -028 -0,3142 -0,3106
10000000 -0,28666 -0,26794 -0,28954 -0,28738 -0,26776 -0,29458 -0,27316 -0,29296 -0,28864 -0,27478

Fonte: O préprio autor.
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Questao 2

Foi sugerido que eles “fizessem suas apostas’, deixando o problema mais interativo. As
apostas 5 e 8, 4 e 7 apareceram, mas curiosamente apareceram também 2 e 11, 5e 10 e
até 6 e 7. Esta altima seria uma étima aposta, mas ndo é valida de acordo com o enunciado
do problema. Ja 2 e 11 é a pior aposta. Pedi a todos que calculassem os lucros médios
associados a suas respectivas apostas. Todos que calcularam notaram que o lucro médio é

negativo. Concluiu-se assim a alternativa correta.

Um aluno chamou a atencdo para o fato de que a alternativa A esta correta se, e somente

se, a D também estiver. Para uma préxima aplicacdo pode-se alterar uma das duas alternativas.

Validacao

Estas duas atividades mostraram que &€ muito produtivo abrir espaco para a maior par-
ticipacdo dos alunos, ainda que num espaco de pré-vestibular, além disso, aprende-se muito
formulando questdes e aplicando-as nas salas, pois diferente das questdes classicas de vesti-
bular, fica em aberto a possibilidade da questdo ter algum ponto que deva ser aprimorado,
como ocorreu. Conclui-se também, que este tratamento inicial do tema esperanca matema-
tica é totalmente possivel e gera muito interesse nos alunos, pelo cunho pratico do assunto,
enaltecendo o fato de que problemas desse tipo aplicam os conceitos de probabilidade. Na
avaliacdo do professor, esta atividade ficaria ainda mais produtiva caso as solucdes dos alunos

fossem coletadas por escrito, pois abriria mais possibilidades de discuss3o.

4.3.3 Atividade 3

Nas duas salas em que esta atividade foi aplicada, a dindmica despertou empolgacdo dos
alunos, que logo comecaram a fazer. Em uma das salas, apés a leitura das questdes, um aluno
indagou se poderia discutir a questdo com os colegas. Disse a ele que sim, pois observar essa

manifestacdo e interesse dos alunos que permanecem tdo passivos durante o ano certamente



CAPITULO 4. AS ATIVIDADES 33

ja justifica a atividade. Durante todo o tempo que levaram para tentar responder as questdes,
ndo foram tiradas diavidas. Foi combinado que a atividade seria entregue para ser analisada e

no dia seguinte resolvida na lousa com abertura para perguntas.

No mesmo dia, durante a tarde, foram analisadas todas as folhas entregues. Um total de
50, sendo 10 em branco. Naquelas que continham solucdes, foram marcados alguns pontos

relevantes que surgiram para se trabalhar no préximo dia.

Questdo 1

observacdo i) obtencdo de valores maiores do que 1 para o seno e o cosseno pedidos;
observaco ii) seno e cosseno obtidos em dois calculos diferentes;
observacio iii) escrita da fung¢do na forma sen(x + C);

observacido iv) conclusdo de que o valor maximo de f ocorre quando sen(x) = cos(x) = 1;

observacdo v) conclusdo direta de que o valor maximo de f corresponde a hipotenusa do
triangulo;

observacgdo vi) ndo conseguir concluir o item ¢ por ndo perceber que A = “;’—7;

Questdo 2

observac&o i) construcdo do grafico com a concavidade para baixo;
observacio ii) escrita da funcdo f(x) com o namero 1,25 elevado a x;
observacio iii) incompreensdo da escala do grafico;

Registros relativos a esta atividade encontra-se no anexo deste trabalho.
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Questdo 1 - Solucionando com os alunos

No dia seguinte as quest&es foram resolvidas na lousa com o amparo das observacées

acima.

Em 1, chamou-se a atencdo para o fato de que os angulos sdo complementares, portanto
possuem as cofuncdes trigonométricas com o mesmo valor e também que as funcdes seno e
cosseno sdo limitadas no intervalo fechado de —1 a 1. Além disso, foi mostrado no ciclo que

ndo existe x tal que sen(x) e cos(x) sejam simultaneamente iguais a 1.

~

O item b foi resolvido escrevendo-se a funcdo como sen(x+C) e também como cos(x—A).

Quanto & conclusdo direta de que o valor maximo de f corresponde & hipotenusa, foi
comentado que é uma maneira rapida de realizar o problema, no entanto, numa prova aberta

é melhor apresentar a justificativa através dos calculos.

Comentou-se que, se no item a o enunciado pedisse a resposta em nimero decimal, mais
alunos teriam percebido o 0,965 e teriam concluido que A = 27 ¢ conseguido fazer o item ¢
' 12 g :

Ao perceber este fato, um aluno sugeriu que a coordenada x, fosse descoberta levando em
S5m Vi

conta o movimento do grafico de cosseno em 5 unidades a direita, assim, x, = —m+ ?—g =5

Questao 2 - Solucionando com os alunos

Os graficos de funcdes exponenciais e logaritmos foram revistos, a escala 1:100 foi expli-
cada e foi mostrada a diferenca entre a func3o elevada a x e a x/10. Foram exibidas solucdes
corretas utilizando-se as duas ideias, no entanto, observou-se que o grafico da funcdo difere

nos dois casos.

Validacao

A dindmica desta atividade, realizada em 2 dias, dando-se tempo para os alunos res-

ponderem as questdes, analisando-se suas dividas e construindo a aula seguinte a partir de
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pontos relevantes, foi extremamente construtiva, pois além de captar diversas possibilidades
de davidas dos alunos que normalmente ndo se captam, funciona como um guia para montar
uma aula bem direcionada, o que costuma ser dificil para o professor numa sala com mais de
40 alunos. Atingiu-se, portanto, o objetivo de revisar os conteidos com ampla participacdo

dos alunos.






5 Consideracoes finais

Percebeu-se que a aplicacdo das atividades, valendo-se da escrita de questdes aplicadas
pelo método da engenharia didatica, enriquece o processo de ensino-aprendizagem nas salas
de aula de ensino de matematica e que é possivel e produtivo abordar o conceito de esperanca

matematica no ensino basico.

O uso da engenharia didatica pode ser incorporado pelo docente e adaptado a sua rotina
corrida, pois coloca a confeccdo e aplicacdo de suas aulas num método cientifico, gerando
confianca e melhores solucées para os problemas que aparecem. Além disso, o mesmo trabalho
pode ser usado em outros anos, praticando-se as mudancas apontadas na dltima fase do

método da engenharia didatica.

A escrita de questBes muda a posicdo assumida pelo professor, que deixa de somente
olhar para problemas conhecidos. Através deste processo é possivel criar novas conexdes entre

os assuntos trabalhados e aumentar o rigor de seus ensinamentos matematicos.

O conceito de valor esperado pode ser trabalhado nas salas de ensino médio e pré-
vestibulares. Trata-se de uma maneira atraente de se dar aplicacdes para assuntos relevantes
como lucros e probabilidades, podendo na verdade ir muito mais adiante do que foi neste

trabalho, que sofreu com as limitacdes da rotina e do tempo no contexto em que foi aplicado.

A partir disso, espera-se que este método possa ser mais utilizado pelos professores,
nas mais diversas rotinas, e que o conceito de valor esperado seja parte do repertério dos

professores de matematica no nivel basico.
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Anexo A Registros em imagens da

atividade 3

Figura A.1: Atividade 3 - Folha de questdes.

; oes
1) a) calcule sen (%) e cos (—:;J utilizando as apr?ximac

V6 =245¢2 = 1,41

a = 0,965, b = 1 e c lados do tridngulo ABC, retangulo em B, na figura
abaixo. Determine o valor maximo de f(x). Justifique o resultado.

N B o g T T R | AL i A i T S b et e &

c) considere o gréfico da fungdo f do item b

Eixoy

A\, *p / /\ Eixo x
P

Vo Q

Determine a distdncia entre os pontos P e (, minimos da fungdof, e as
coordenadas de P

Fonte: O préprio autor.
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Figura A.2: Atividade 3 - Folha de questdes.

r'-"" e - | o —
' ' : i
 2) (UNESP Modificada) T =

i L a e Do

cgnsidere que no ano de 1900 o consumo mundial dE

de 500 km?, e que vem aumentado 25% ke

a) Determine uma fungéo f(x) que expresse esse consum: "
‘em termos do tempo em anos, com x = 0 representando
ano de 1900.

b) De acordo com f (x), a partir do dia de hoje, quanto ;:em:o
demnraré para quadruplicar o consumo mundial de agua.

Se necessario utilizelog2=0,3 € log5=0,7
c) EShﬂce, na escala xy = 1: 100, 0 graf‘ ico de f (x) no plano

ﬂ'l‘..i.#. I

R,

- o -
. - 4»_"i. g EeEE anesn SEERERARA R - e
G e T B S el W v R ) e R
= HEE ==t
e e |
it = =gl —
e = e

Fonte: O préprio autor.
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Figura A.3: Atividade 3 — Obtenco, por um aluno, de seno e cosseno maiores que 1 —
Observacdo i, pagina 33.

Fonte: O préprio autor.

Figura A.4: Atividade 3 — Observac3o ii, pagina 33.

Fonte : O Préprio autor
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Figura A.5: Atividade 3 - Observacio iii.

Fonte: O préprio autor.
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Figura A.6: Atividade 3 - Observacdo iv.
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Figura A.7: Atividade 3 — Observacdo v.

Fonte: O préprio autor
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Figura A.8: Atividade 3 - Observacio vi.

Fonte: O préprio autor.
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Fonte: O préprio autor
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Figura A.10: Aividade 3 — Solucdo incompleta.

Fonte: O préprio autor.
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Figura A.11: Atividade 3 — Observacdo i sobre a questdo 2, pagina 33.
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Fonte: O préprio autor.



