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Resumo

Mesmo sem saber, nos deparamos o tempo todo com objetos que remetem a
ideia de poliedros, que sao sélidos geométricos formados por poligonos convexos ou nao,
regulares ou nao. Podem ser classificados entre convexos e nao convexos. Se suas faces
forem todas congruentes entre si e se seus vértices também forem congruentes, entao o
poliedro sera regular. Neste trabalho fizemos uma abordagem histérico-descritiva dos
poliedros, dando especial atengao aos poliedros regulares. A partir de trés diferentes
defini¢oes podemos ter cinco, nove ou infinitos poliedros regulares. Adotamos a definicao
cuja interpretacao nos remete a existéncia de nove poliedros regulares: os cinco de Platao,
que sao os convexos, e os quatro de Kepler-Poinsot, os nao convexos, onde todas as faces
sao poligonos regulares e congruentes e todos os vértices sao congruentes. Se suas arestas
e vértices forem todos congruentes, entao o poliedro serd semirregular. Este grupo de
poliedros, formado apenas por solidos convexos, € infinito, pois apesar de existirem treze
cujos vértices sao formados por faces diferentes, temos também os infinitos prismas e
antiprismas formados por arestas e vértices congruentes. Ao longo deste trabalho veremos

definicoes, relacoes, entre outros, a respeito dos poliedros regulares.

Palavras chave: Geometria Espacial; Poliedros Regulares; GeoGebra.



Abstract

Without even knowing it, we encounter all the time with objects that remit the
idea of polyhedron, which are geometric solids formed by convex polygons or not, regular
or not. They can be classified into convex and non-convex. If their faces are all congruent
among them and if their vertices are also congruent, then the polyhedron will be regular.
In this work we made a historical-descriptive approach of the polyhedron, giving special
attention to regular polyhedron. From three different definitions we can have five, nine
or infinite regular polyhedron. We used the definition which the interpretation brings us
the existence of nine regular polyhedron: the five of Plato, which are convex, and the
four of Kepler-Poinsot, non-convex, where all faces are regular and congruent polygons
and all vertices are congruent. If their edges and vertices are all congruent, then the
polyhedron will be semi-regular. This group of polyhedron, formed only by solid convex,
is infinite, because although there are thirteen whose vertices are formed by different
faces, we also have the infinite prisms and antiprisms formed by edges and congruent
vertices. Throughout this work we will see definitions, relationships, among others, about

the regular polyhedron.

Keywords: Spatial Geometry; Regular Polyhedra; GeoGebra.
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Introducao

Os poliedros sao corpos geométricos presentes no nosso cotidiano. Mesmo quando
observamos uma lata de lixo, implicitamente, estamos observando um sélido geométrico.
Nao é possivel estabelecer uma data para a criagao do primeiro poliedro, mas sabendo que
as famosas piramides egipcias existem desde aproximadamente 2000 a. C. [14], é possivel
afirmar que existem pelo menos desde esta época.

Também ha séculos os poliedros regulares vem encantando grandes estudiosos e
pensadores pela sua beleza e perfeicao.

Prova disso é a grande admiracao que Platao tinha pelos sélidos convexos regula-
res. O grande filésofo associava um aspecto mistico a eles, e apesar de nao ter descoberto-
os, foi grande apreciador de cada um deles. O trecho a seguir mostra que Platao associava

os poliedros convexos regulares a origem do fogo, da terra, da agua e do ar.

“Em primeiro lugar, é claro para toda a gente que o fogo, a terra, a
agua e o ar sao corpos, e que todos os corpos sao solidos. Todos os corpos sao
limitados por superficies e todas as superficies rectilineas sdo compostas por
triangulos. H4 dois tipos fundamentais de triangulos, cada um deles tendo um
angulo recto e dois angulos agudos [...]. Postulamos isso como a origem do
fogo e dos outros corpos, combinando o nosso argumento a verosimilhanca e a
necessidade; as suas origens tultimas sao conhecidas dos deuses e dos homens a
quem os deuses amam.

Devemos continuar a indagar quais sao os quatro corpos mais perfei-
tos possivel que, embora diferentes uns dos outros, sao capazes de se transformar
uns nos outros. Se conseguirmos encontrar a resposta para esta questdo temos
a verdade sobre a origem da terra e do fogo e dos dois termos entre eles; porque
nunca admitiremos que haja corpos visiveis mais perfeitos que estes, cada um
do seu tipo. Assim, devemos fazer o possivel para construirmos quatro tipos de
corpo perfeito [...]” apud [32]

Desta forma, podemos perceber quao profunda era a sua admiracao.

Além disso, nos Elementos, que é um tratado de matematica e gedmetra cons-
tituido de 13 livros, escrito por Euclides em Alexandria por volta de 300 a.C., os poliedros
sao estudados nos livros XI, XII e XIII, e a partir da proposi¢ao 13 do livro XIII, os po-

liedros de Platao sao estudados minuciosamente. [32]
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Arquimedes é outro exemplo de grande pensador que se interessou por um con-
junto especifico de sélidos, os semirregulares. Ele é o “responsédvel” pelo conjunto de
poliedros que tem todas as arestas congruentes e todos os vértices congruentes. Estes
solidos também chamaram a atencao de Kepler, tanto que o astronomo atribuiu nome a
cada um dos treze poliedros, os que restam se retirarmos os prismas e antiprismas.

Kepler, juntamente com Poinsot, descobriram os quatro tultimos poliedros regu-
lares, tao belos e interessantes quanto os cinco primeiros.

Se homens renomados, como os citados aqui, ficaram fascinados por estes sélidos,
o que dizer de alunos e professores do ensino basico? E impossivel passarem desapercebidos
e nao querermos saber suas histérias, seus processos de formacao.

Entretanto, o estudo de poliedros no ensino médio é, na maioria das vezes,
muito superficial. Isto porque o vemos como uma introdugao para ensinarmos prismas,
piramides, e em seguida corpos redondos. Quando procuramos nas Orientacoes Curricula-
res para o Ensino Médio [9] assuntos referentes a Geometria, percebemos que a abordagem
feita a respeito de poliedros é muito limitada, e sequer sao citadas as existéncias dos po-

liedros de Kepler-Poinsot e de Arquimedes:

“O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvi-
mento da capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como por
exemplo, orientar-se no espago, ler mapas, estimar e comparar distdncias per-
corridas, reconhecer propriedades de formas geométricas béasicas, saber usar
diferentes unidades de medidas. |...]

O trabalho de representar as diferentes figuras planas e espaciais, pre-
sentes na natureza ou imaginadas, deve ser aprofundado e sistematizado nesta
etapa de escolarizacdo. [...]

Para trabalhar com poliedros, existem também programas interes-
santes. Neles h4 poliedros em movimento, sob diferentes vistas |[...].

O estudo de poliedros, o Teorema de Euler e a classificagao dos
poliedros platénicos compéem um interessante tépico. [...]” [9]

Nos dias atuais, a pergunta tao comum “Para qué eu vou usar isso?” requer uma
resposta melhor elaborada. O aluno do ensino béasico nao escolheu estudar Matematica:
ela foi imposta a ele. Logo, o professor precisa conquistar a atencao do aluno, o que nao
é tarefa facil. E nesse sentido que trabalhar com poliedros, principalmente os regulares,
pode ajudar. Eles chamam a atencgao pela sua beleza e peculiaridade.

Desta forma, aprofundar os conhecimentos a respeito desse assunto poderia au-
mentar o interesse do aluno no estudo da geometria plana e espacial como um todo. Além
disso, a visualizagao das faces e vértices de um poliedro estrelado por parte deles seria

uma grande contribuicao para aumentar a sua capacidade de visualizagao e para desvin-
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culé-los do tradicional. Por isso, queremos, com este trabalho, aprofundar os estudos a
respeito dos poliedros, focando nos regulares. Para isso, apresentaremos e discutiremos
diferentes defini¢oes a respeito de poliedros: poliedros convexos, poliedros nao convexos,
poliedros regulares e poliedros semirregulares. Explicaremos também, os processos de
construgao dos poliedros de Platao (e seus duais), de Kepler-Poinsot e de Arquimedes. E
ainda, demonstraremos que existem apenas cinco poliedros regulares convexos.

Além disso, durante todo o trabalho, serao relatados fatos histéricos relativos
aos assuntos abordados. Serao feitas também, biografias dos matematicos, astronomos,
filésofos, entre outros, que contribuiram de maneira significativa para o descobrimento
dos solidos. Apresentaremos contextualizacoes dos poliedros de Platao com a natureza,
arte, etc.

O primeiro capitulo apresenta os poliedros de maneira geral. Expoe conceitos,
definicoes, classifica-os quanto a sua convexidade, além de dar uma ideia do que sao
poligonos.

O segundo e terceiro capitulos sao voltados para o estudo de poliedros regulares
e semirregulares, respectivamente. Apresentam diferentes defini¢oes para estes poliedros,
quais sao a partir de cada defini¢ao, suas histérias e seus processos de construcao. Neles,
os poliedros de Platao, de Kepler-Poinsot e de Arquimedes serao observados de maneira
aprofundada.

No decorrer do trabalho, nos depararemos com varias figuras ilustrativas que
auxiliarao de forma significativa no entendimento de cada topico. Estas imagens foram
elaboradas, na sua maioria, no software GeoGebra 5.0 JOGL1 Beta, além dos softwares

Great Stella e s3D SecBuilder.
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Capitulo 1

Poliedros

Poliedros sao solidos geométricos presentes nas nossas vidas, seja no formato de
uma lata de 6leo usada no preparo de alimentos, ou de um dado utilizado nos jogos de
entretenimento, em embalagens de variados produtos consumidos diariamente, além das
tao famosas piramides do Egito, dos “Arranha-céus” de grandes cidades, enfim, varios
objetos triviais presentes no nosso cotidiano tem a forma de um poliedro.

Podemos classifica-los entre convexos e nao convexos. Os convexos sao aqueles
onde quaisquer dois pontos, pertencentes a superficie do poliedro ou ao seu interior,
definem um segmento de reta contido no poliedro. Os nao convexos, ou concavos, sao
aqueles onde isso nao acontece para todos os pares de pontos.

Dentro do grupo dos convexos, destacam-se, entre outros, os poliedros de Platao,
de Arquimedes, de Catalan, e de Johnson. Os poliedros de Platao possuem todas as
faces com o mesmo nimero de lados e em todos os vértices concorrem o mesmo numero
de arestas. Ja os poliedros de Arquimedes, tém todos os vértices e arestas congruentes.
No entanto, nem todas as faces tém o mesmo numero de arestas. Apesar disso, todas
sao poligonos regulares. Dentro do grupo dos poliedros nao convexos, destacam-se os de
Kepler-Poinsot, que também possuem todas as faces com o mesmo nimero de arestas e
em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de arestas.

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes equivalentes.

Garcia e Castilho [18] definem poliedros de uma forma muito sucinta: “|...] todo
sélido fechado formado exclusivamente por superficies planas (poligonos)”.

Ja Lima et al. [21] colocam alguns detalhes. Segundo eles, um poliedro é a uniao

de um numero finito de poligonos planos, sendo que cada lado de um destes poligonos é
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lado também de um tnico outro poligono.

lezzi et al. [19] explicam, a priori, o que sao sdlidos geométricos: “[...] for-
mas tridimensionais idealizadas pela Geometria [...]”. Em seguida, definem poliedros
como “[...] sélidos geométricos cujas superficies sdo formadas apenas por poligonos pla-

nos (triangulos, quadrildteros, pentdgonos, etc.) ”, e complementam esclarecendo que “A
palavra poliedro vem do grego antigo, em que poli significa ‘véarios’, e edros, ‘faces’ ”.

Segundo Dante [10]:

“Cada poliedro é formado pela reuniao de um nimero finito de regioes
poligonais planas chamadas faces e a regiao do espago limitada por elas. Cada
lado de uma dessas regioes poligonais é também lado de uma outra tnica regiao
poligonal. A interseccdo de duas faces quaisquer é um lado comum, ou é um
vértice, ou é vazia.

Cada lado de uma regiao poligonal comum a exatamente duas faces
é chamado aresta do poliedro. E cada vértice de uma face é um wvértice do
poliedro”. [10]

Segundo Coxeter [7], um poliedro é um conjunto finito de poligonos, onde cada
aresta é comum a dois, e somente dois deles, sendo que os que estao ao redor de um vértice
formam uma tnica sequéncia de poligonos. Estes sao as faces, e seus lados e vértices sao,
respectivamente, as arestas e vértices do poliedro. Para ele, cada vértice possui uma figura
que o representa (figura do vértice). O autor explica que, marcando os pontos médios
das arestas que concorrem no vértice, e ligando-os, de forma que cada segmento formado
esteja contido em uma das faces que o circundam, formamos um poligono que representa
a figura do vértice. Sendo assim, a figura do vértice de um cubo, por exemplo, é um

triangulo, como podemos observar na Figura 1.1.

i/ﬁ
—

Figura 1.1: Figura do vértice
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Harold Scott MacDonald Coxter (1907 — 2003) foi um matemético naturalizado
canadense, mas nascido na Inglaterra, cujo campo de trabalho foi a geometria. Estu-
dou, entre outros assuntos, os politopos regulares. Politopos sao generalizagoes, para
um numero arbitrario de dimensoes (finitas), dos conceitos conhecidos de poligonos e
poliedros. Basicamente sdo o termo geral da sequéncia: ponto (dimensao 0), segmento
(dimensao 1), poligono (dimensao 2), poliedro (dimensao 3), etc.

Para compreendermos melhor o que sao os poliedros, quais os tipos, quais as
peculiaridades, etc., é preciso, a priori, conhecermos bem suas faces, seus vértices, pois
sao quem atribuem caracteristicas aos poliedros e diferenciam uns dos outros. Como faces

e figuras dos vértices sao poligonos, entao vamos defini-los, classifica-los e exemplifica-los.

1.1 Poligonos

Poligonos sao regioes planas delimitadas por segmentos de reta que formam uma
linha poligonal fechada. Linha poligonal fechada é um conjunto de segmentos consecutivos
que nao estao alinhados na mesma reta e que se fecham. Exemplos triviais de poligonos
sao os triangulos, os retangulos, quadrados, etc.

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes equivalentes.

Dolce e Pompeo [13], definem poligonos como a reuniao dos segmentos A; A,

AxAs, ..., A,_1A,, A A; onde Ay, As, ..., A,_1, A, sao uma sequéncia de pontos de
um plano, todos distintos, sendo que trés deles consecutivos nao sao colineares, e n > 3.
Entendemos por pontos consecutivos os pontos A,_1, A, e A1, bem como A, A; e A,

etc. Segundo os autores, os pontos Ay, Ao, ..., A,_1, A,, sdo os vértices do poligono,

os segmentos A;As, AsAs, ..., A 1A,, A,A;, sao os lados do poligono e os angulos
Al = An/ilAg, Ag = A1A2A3, ey fin = An_lfinAl sao os angulos do poligono.

Na Figura 1.2 temos um poligono que ilustra a definicao acima.
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Figura 1.2: Poligono qualquer

Ja Garcia e Castilho [18], antes de definirem poligonos, definem linha poligonal
como “[...] uma figura plana formada por segmentos de reta consecutivos e nao colineares.
A linha poligonal pode ser aberta ou fechada”. Na sequéncia, definem poligono como “|. . ]
a figura formada por uma linha poligonal fechada”.

Para Dante [11], “Poligono ¢ uma linha fechada formada apenas por segmentos

de reta que nao se cruzam no mesmo plano”.

1.1.1 Poligonos Regulares

Sao poligonos onde todos os lados sao congruentes entre si e todos os angulos
também.

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes equivalentes.

Segundo Dolce e Pompeo [13], “Um poligono que possui os lados congruen-
tes é equilatero. Se possui os angulos congruentes, é equiangulo”. Mas ao definirem
poligono regular, referem-se apenas aos convexos: “Um poligono conexo é regular se, e
somente se, tem todos os lados congruentes (é equildtero) e todos os angulos congruentes
(é equiangulo)”. Dante [11], quando define poligonos regulares, também faz referéncia
apenas aos convexos: “Um poligono convexo é denominado regular quando todos os seus
lados sao congruentes e todos os seus angulos internos sao congruentes”.

Na Figura 1.3 temos exemplos de alguns poligonos regulares convexos.
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Figura 1.3: Triangulo equilatero, quadrado e pentagono regular

Garcia e Castilho [18] restringem a defini¢ao de poligonos regulares aos convexos:
“E todo poligono convexo que possui todos os lados e todos os angulos com as mesmas
medidas (equildtero e equiangulo)”.

Apesar das definicoes acima, os poligonos regulares nao resumem-se a apenas
convexos. Nas secoes seguintes, veremos que existem poligonos regulares que nao sao
convexos. Por enquanto, fica aqui, na Figura 1.4, um exemplo de um poligono regular nao

convexo. Nela, podemos observar que os lados do poligono sao os segmentos conguentes

(FG = GH = HI = IJ = JF = 12.9 unidades) FG, GH, HI, IJ, JF, e que F =
G=H=1=J=36. Portanto, pela definicao dada acima de poligonos equilateros e
poligonos equiangulos, podemos afirmar que o poligono abaixo é equilatero e equiangulo,

e que consequentemente, é regular, apesar de concavo.
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Yy = 36°

12.9

Figura 1.4: Poligono nao convexo regular

1.1.2 Poligonos Convexos

Sao poligonos onde quaisquer dois pontos pertencentes ao poligono ou ao seu
interior definem um segmento de reta contido no poligono.
A seguir apresentaremos algumas defini¢oes equivalentes.

Segundo Dolce e Pompeo [13]:

“Um poligono [...] é um poligono convexo se, e somente se, a reta
determinada por dois vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais
(n — 2) vértices num mesmo semiplano dos dois que ela determina.” [13]

A Figura 1.5 ilustra a definicao acima. Nela temos um poligono e todas as retas
determinadas pelos seus vértices. Podemos observar que todas elas deixam todos os

demais vértices num mesmo semiplano. Portanto, o poligono em questao é convexo.
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Figura 1.5: Poligono convexo

Para Garcia e Castilho [18], um poligono sera convexo se, dados dois pontos A
e B no interior de um poligono, o segmento de reta AB estiver inteiramente contido no
interior do poligono.

Dante [10] explica, a priori, que “Uma regiao do plano é convera quando o seg-
mento de reta que liga dois pontos quaisquer dessa regiao esta inteiramente contido nela”.
Em seguida, afirma que “Um poligono é convexo quando o segmento que liga dois de seus
pontos estd sempre contido nele”.

A Figura 1.6 ilustra as duas tltimas defini¢oes dadas. Nela temos um poligono e
os pontos A e B, ambos pertencentes ao seu interior, e os pontos C' e D, ambos perten-
centes ao poligono. Podemos observar que os segmentos de reta AB e C'D estdo contidos
no interior do poligono, bem como qualquer outro segmento definido por dois pontos

pertencentes a ele ou ao seu interior. Portanto, o poligono em questao é convexo.

Figura 1.6: Poligono convexo
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1.1.3 Poligonos Nao Convexos

Ou poligonos concavos, sao poligonos onde nem todos os pares de pontos perten-
centes ao poligono ou ao seu interior definem um segmento que esteja contido no poligono
ou no seu interior.

Dolce e Pompeo [13] definem poligonos nao convexos a partir da definicao de
poligonos convexos. Segundo eles, se um poligono nao é convexo, entao ele é concavo.

Na Figura 1.7 temos o poligono DCEF'G, e as retas definidas pelos seus vértices.

— — —
Podemos observar que as retas DE, EF e F(@G, deixam os demais vértices num mesmo
> <

semiplano. No entanto, as retas C'D e C'G separam os vértices entre os dois semiplanos

definidos por cada uma delas. Portanto, o poligono DCEF'G nao é convexo.

Figura 1.7: Poligono nao convexo

Garcia e Castilho [18] seguem o mesmo raciocinio. Se o poligono nao for convexo,
serd concavo. Ou seja, dados dois pontos A e B no interior de um poligono, se o segmento
de reta AB néo estiver contido no seu interior, entdo este poligono serd concavo.

Na Figura 1.8 temos um poligono e os pontos A e B, ambos pertencentes ao seu
interior. Podemos observar que o segmento de reta AB nao estd contido no interior do
poligono. Desta forma, nao podemos garantir que qualquer segmento definido por dois
pontos pertencentes ao poligono ou ao seu interior definem um segmento que esta todo

no contido nesta regiao. Portanto, o poligono em questao nao é convexo.
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Figura 1.8: Poligono nao convexo

1.1.3.1 Poligonos Estrelados

Ao prolongarmos os lados de um poligono, é possivel obter ou nao outro poligono.
Por exemplo, as retas que contém os lados de um triangulo qualquer, somente se inter-
sectam nos vértices deste triangulo. O mesmo acontece com as retas que contém os lados
de um quadrado. No entanto, se prolongarmos os lados de um pentdgono, que nao te-
nha nenhum par de lados paralelos, havera novas intersecgoes entre elas e sera formado
outro poligono famoso, nao convexo, denominado pentagrama ou pentagono estrelado. A

Figura 1.9 ilustra esse processo, chamado de “Estrelacao” de um poligono.

Figura 1.9: Estrelacao do pentagono

Alguns poligonos podem ter mais do que uma estrelacao, como é o caso do

heptagono (Figura 1.10).
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Figura 1.10: Estrelagoes do heptédgono

Entretanto, segundo Atractor: Matemadtica Interativa [3], esta nao é a tnica
condicao para construirmos um poligono estrelado. E necessdrio também que, partindo
de um vértice deste poligono e, contornando-o por inteiro, retornemos ao vértice “de
partida”. Desta forma, nao existe o hexagono estrelado, por exemplo, pois, apesar de
seus lados se intersectarem ao serem prolongadas, nao é possivel passarmos por todos os

vértices ao contornd-lo partindo de um unico vértice (Figura 1.11).

Figura 1.11: Prolongamento dos lados do hexagono
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Se o pentagono for regular, entao o pentagrama, construido a partir dele também
serd regular, ja que todos os lados e angulos internos também serao congruentes. O mesmo
acontece com todos os demais poligonos estrelados.

Marques [22] explica como se faz a constru¢ao de um poligono estrelado regular.
Para construirmos um poligono regular convexo, fazemos rotacoes de comprimento 2%
em torno de um ponto, onde n é o numero de lados do poligono. Em seguida, ligamos
os pontos e pronto, esta formado o poligono convexo regular. Ja no caso dos poligonos
estrelados regulares, as rotacoes sao de % x 2w, onde d é o niumero de voltas dadas até
retornar ao vértice de partida. Se d e n forem primos entre si, entao o poligono é estrelado.
Desta forma, para se construir um pentdagono regular, os vértices sao marcados a cada
rotacao de 72° ou 2%md, e para o pentagrama regular, a cada 144° ou (% X 27r) rad.

Coxeter [7] faz uma explanagao a respeito destes poligonos. Explica que dada

uma rotacao S qualquer, de medida 27”, os pontos A; = Ags'(i = 0,+1,+2,...) sdo os

vértices de um poligono regular e AgAy, A1 As, AsAs, ... sdo os lados. Além disso, p deve
ser um numero racional maior ou igual a 2. Isto porque se p = 2, temos um poligono com
2 lados coincidentes e 2 vértices, ou seja, um segmento de reta, e se fosse irracional, nao
seria possivel retornarmos ao vértice Ag. Se p é um numero inteiro, temos um poligono
regular convexo. No entanto, se é fracionario, é um poligono regular estrelado. Logo, se
p =%, onde n e d sdo primos entre si, com n representando o niimero de vértices (ou lados)
e d o numero de voltas dadas em torno do centro para voltar a Ay, o poliedro regular é
estrelado. d representa também a “densidade” do poligono, ou seja, ao tragarmos um raio
a partir do centro do poligono, o nimero de lados que este raio intersecta, representa o
valor da “densidade”. A partir dessa explicacao, podemos afirmar que num pentagrama
p = g, e entender porque o hexdgono, por exemplo, nao tem estrelacao. No caso deste
poligono, temos n =6 e d = 2. Logo, p = g, ou seja, p = 3, que simboliza um triangulo

equilatero, como veremos posteriormente, e nao um “hexagono estrelado”.

1.2 Poliedros Convexos

Em geral, quando falamos em poliedros, automaticamente associamos a ideia de
poliedros convexos, até porque é o tipo mais comumente visto e estudado.

A seguir apresentaremos algumas defini¢oes equivalentes.
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Lima et al. [21] definem poliedro convexo como todo poliedro cujo interior é
convexo, ou seja, quando quaisquer dois pontos pertencentes ao seu interior definem um
segmento contido no seu interior.

Segundo Dolce e Pompeo [12],

“Consideremos um numero finito n (n > 4) de poligonos planos con-
vexos (ou regides poligonais convexas) tais que:
a) dois poligonos nao estdo num mesmo plano;

b) cada lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;

¢) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos num mesmo semi-
espago.

Nessas condigoes, ficam determinados n semi-espagos, cada um dos
quais tem origem no plano de um poligono e contém os restantes. A intersecio
desses semi-espacos é chamado poliedro convezo.

Um poliedro convexo possui: faces, que sao os poligonos conve-
x0s; arestas, que sao os lados dos poligonos e wvértices, que sao os vértices dos
poligonos.

A reuniao das faces é a superficie do poliedro”. [12]

Segundo Dante [10], “[...] um poliedro é convexo se qualquer reta nao paralela a
nenhuma das faces intersecta suas faces em, no maximo, dois pontos”.
Na Figura 1.12, podemos observar um poliedro convexo qualquer, e a carac-

teristica que o torna convexo.

Figura 1.12: Poliedro convexo
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1.2.1 Relacao de Euler

A Relagao de Euler é uma equagao que envolve o nimero de vértices (1), arestas
(A) e faces (F') de um poliedro convexo qualquer.

Recebeu este nome, pois foi descoberta em 1750 por Leonhard Euler (1707—1783),
um matematico suico muito reconhecido. Nasceu em Basileia, onde trabalhou por muito
tempo. Também passou por Berlim, na Alemanha, e em Sao Petesburgo, na Russia. Eu-
ler graduou-se em Filosofia, pois era desejo de seu pai que seguisse os estudos religiosos.
No entanto, pouco tempo depois mudou seu objetivo académico, ja que era amante da
Matemaética. Foi aluno de Johann Bernoulli (1667 — 1748), que referiu-se a ele como “o
principe dos matematicos”. Deu algumas contribuigoes para o desenvolvimento da Ma-
tematica, como a criacao da Teoria dos Grafos, a descoberta de trés pontos importantes
associados a cada triangulo, que sdo o baricentro (encontro das medianas), ortocentro (en-
contro das alturas) e circuncentro (centro da circunferéncia que contém os trés vértices),
entre outros. Contribuiu também para o desenvolvimento da Matematica Recreativa, com
os quadrados e hexdgonos méagicos, além de ter sido uma das inspiragoes para a criacao
do Sudoku. [29]

Dolce e Pompeo [12] demonstram de forma clara e de facil entendimento a Relagao
de Euler.

Primeiramente, é necessario definir superficie poliédrica limitada convexa.

“[...]JE a reunido de um nimero finito de poligonos planos e convexos
(ou de regides poligonais convexas), tais que:
a) dois poligonos nao estdo num mesmo plano;

b) cada lado de poligono nao estd em mais que dois poligonos;

¢) havendo lados de poligonos que estdo em um s6 poligono, eles devem
formar uma tnica poligonal fechada, plana ou nao, chamada contorno;

d) o plano de cada poligono deixa os demais num mesmo semi-espago
(condigao de convexidade).
As superficies poliédricas limitadas convexas que tém contorno sao
chamadas abertas. [...]" [12]

Relagao de Fuler: Para todo poliedro convexo, ou para sua superficie, vale a relacao

V-A+F=2

em que V é o nimero de vértices, A é o numero de arestas e F' é o numero de faces do
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poliedro.

Demonstracao: Podemos provar que, para uma superficie poliédrica limitada convexa
aberta é vélida a relacao V — A+ F = 1, onde V é o numero de vértices, A é o nimero
de arestas e F' é o numero de faces. Chamando a proposicao em relacao a faces de
P(F):V — A+ F =1, e aplicando o Principio da Inducao Finita, temos:

(1) Queremos provar que P(1) é verdadeira.

Para F' = 1 a superficie em questao é apenas um poligono. Por definicao, num
poligono plano qualquer, o nimero de vértices é igual ao nimero de arestas, ou seja,
V = A. Logo:

P(1):V-A+F=A-A+1=1

Portanto, P(1) é verdadeira, pois vale para F' = 1.
(71) Queremos provar que se P(F') é verdadeira, entdao P(F + 1) é verdadeira.
Seja uma superficie poliédrica limitada aberta com F' faces, A arestas e V' vértices.
Se a essa superficie for acrescentada uma face de n arestas sendo que m delas (n > m)
coincidam com arestas ja existentes, entao a nova superficie poliédrica limitada aberta
terd Fy = F + 1 faces, A, = A+n —m arestas e V; =V 4+ n — (m + 1) vértices, ja que
m + 1 vértices irao coincidir. Assim, usando que V' — A+ F = 1, temos:
PF+1):V,=A;+F, = V4+n—(m+1)]—(A4+n—m)+(F+1)=
= V4+n—(m+1l)—A—(n—m)+F+1=
= n—-n—-m+m-—-1+14V —-A+F =

= V-A+F=1
Portanto, P(F +1) é verdadeira, ja que a relagdo nao se altera se for acrescentada

ou retirada uma face da superficie em questao.

Como (i) e (it) sao verdadeiras, entdo fica provado que V.— A+ F = 1 se a
superficie poliédrica limitada for aberta.

Por fim, seja agora uma superficie poliédrica limitada fechada com F' faces, A
arestas e V vértices. Retirando uma face, a nova superficie torna-se poliédrica limitada
aberta com F, = F' — 1 faces, A, = A arestas e V, = V vértices. Desta forma, usando

que V, — A, + F, = 1, temos:

Vio—Ag+F,=1<—V -A4+F—-1=1<—V -A+F=2

Portanto, provamos que para todo poliedro convexo vale a relagao de Euler.
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1.3 Poliedros Nao Convexos

Da mesma forma que existem poligonos que nao sao convexos, existem também
poliedros que nao sao convexos.

Se poliedros convexos sao aqueles onde quaisquer dois pontos pertencentes a ele
ou ao seu interior definem um segmento contido nele ou no seu interior, entao os poliedros
onde isso nao acontece sao chamados nao convexos.

Na Figura 1.13, podemos observar um poliedro nao convexo qualquer, e a carac-

teristica que o torna nao convexo.
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Figura 1.13: Poliedro nao convexo

1.3.1 Caracteristica de Euler

Para poliedros convexos, V — A+ F = 2, como vimos anteriormente. No entanto,
V — A+ F nem sempre serd igual a 2. De maneira geral, temos que x(P) =V — A+ F,
ou seja x(P) é a soma alternada de by — by + by, onde x(P) é a caracteristica de Euler, e
by representa o nimero de vértices (dimensao 0), b; o nimero de arestas (dimensao 1) e
by representa o numero de faces (dimensao 2). No caso dos poliedros convexos, x(P) = 2,

e da superficie poliédrica limitada convexa aberta, y(P) = 1. [31]
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1.3.2 Poliedros Estrelados

Da mesma forma que ao prolongarmos os lados de um poligono podemos obter um
poligono estrelado, ao prolongarmos as faces de um poliedro podemos obter um poliedro
estrelado. Se o fizermos com as faces de um tetraedro, de um hexaedro ou de um octaedro,
por exemplo, nada acontecerd, mas se o fizermos com o dodecaedro, podemos encontrar
trés poliedros diferentes, repetindo-se o processo chamado de “Estrelagao” de um poliedro.

A partir da primeira estrelacdo, é obtido um poliedro que recebe o nome de
Pequeno Dodecaedro Estrelado. A partir da segunda, o Grande Dodecaedro e a partir da
terceira, o Grande Dodecaedro Estrelado. A primeira, segunda e terceira estrelagoes em

questao, respectivamente, estao ilustradas na Figura 1.14.

Figura 1.14: Estrelagoes do Dodecaedro

Além do dodecaedro, o icosaedro também pode ser estrelado. Coxeter provou que
este poliedro de Platao pode ser estrelado 59 vezes. Mas dentre todas essas estrelagoes, a
mais notdria ¢ a 16%, chamada de Grande Icosaedro. [20] [32].

Ao “estrelarmos” o icosaedro pela primeira vez, o sélido formado parece o Grande
Dodecaedro Estrelado. No entanto, as faces das piramides de bases triangulares formadas
que, aparentemente formam um poligono, nao estao contidas num mesmo plano. Assim,

nao formam um pentagrama, apesar de parecer muito proximo a ele.
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Capitulo 2

Poliedros Regulares

Dependendo da definicao adotada, é possivel existir cinco poliedros regulares, ou
nove, ou infinitos.

A partir da definicao “Poliedro regular é todo poliedro convexo onde suas faces
sao poligonos regulares congruentes e seus vértices sao congruentes”, existem apenas cinco
poliedros regulares: os de Platao.

Ja a partir da definicao “Poliedro regular é todo poliedro onde suas faces sao
poligonos regulares congruentes e seus vértices sao congruentes”, existem nove poliedros
regulares: os cinco de Platao e os quatro de Kepler-Poinsot.

Mas se poliedro regular for considerado como “todo poliedro onde os vértices e as
arestas sao congruentes”, entao existem, além dos nove anteriores, os infinitos poliedros
de Arquimedes.

Aqui adotaremos a segunda defini¢ao, pois segundo Veloso [32] e Marques [22]
Cauchy provou, em 1913, que existem nove, e apenas nove poliedros regulares.

No entanto, quando procuramos a definicao de poliedros regulares, o mais comum
¢ encontrarmos a definicao de poliedros convexos regulares.

Garcia e Castilho [18], por exemplo, ao definir poliedros regulares, definem poli-

edros convexos regulares:

“Um poliedro é regular quando satisfaz as trés seguintes condigoes:
a) Todas as faces sdao poligonos regulares com o mesmo ndmero de lados.

b) Em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de arestas.

¢) E um poliedro convexo. [18]

Ja Lima et. al. [21] d4 a defini¢do de poliedro convexo regular. No entanto, no
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seguinte trecho que transcreveremos aqui, é possivel verificar a associacao que os autores
fazem de poliedros regulares com poliedros convexos regulares: “Desde a antiguidade sao
conhecidos os poliedros regulares, ou seja, poliedros convexos cujas faces sao poligonos
regulares iguais e que em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de arestas. |...]”

De fato aqui estao falando de poliedros regulares, no entanto, apenas dos conve-
XOS.

Em seguida, definem, de fato, poliedros convexos regulares: “Um poliedro convexo
é regular quando todas as faces sao poligonos regulares iguais e em todos os vértices
79

concorrem o mesmo numero de arestas.

Eves, traduzido por Domingues [15], por sua vez, afirma que:

“Um poliedro se diz regular se suas faces sao poligonos regulares con-
gruentes e se seus angulos poliédricos sao todos congruentes. Embora existam
poligonos regulares de todas as ordens, sucede que sé hé cinco poliedros regu-
lares diferentes [...]”[15]

Assim, percebemos novamente a tendéncia de associar poliedros regulares aos
poliedros convexos regulares.

Vaérios autores, como Dolce e Pompeo [12], definem os poliedros convexos regula-
res como sendo aqueles cujas faces sao poligonos convexos regulares e congruentes entre
si, e cujos angulos poliédricos também sao congruentes.

Dante [10] também corrobora com esta defini¢ao. Para ele “Um poliedro convexo
é regular quando todas as faces sao regioes poligonais regulares e congruentes e em todos
os vértices concorre o mesmo nimero de arestas”.

A partir destas definigoes, e de alguns teoremas que veremos e demonstraremos
aqui, poderemos concluir que existem apenas cinco tipos de poliedros convexos regulares,
os quais sao denominados Poliedros de Platao.

Para que um poliedro seja regular é necessario que trés condigoes sejam atendidas:
i) as faces devem ser poligonos regulares;
ii) as faces devem ser congruentes entre si;
iii) e os angulos sélidos também devem ser iguais.

No entanto, se trocarmos “angulo sélido” pela ideia de “figura do vértice”, po-
demos substituir as trés condicoes acima, por apenas duas: basta que as faces e que as

figuras dos vértices sejam regulares para que o poliedro seja regular. Isto porque se as
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faces sao regulares, entao as arestas devem ser congruentes e se as figuras dos vértices sao
regulares, entao as faces também sao iguais, pois faces diferentes, mesmo que regulares
nunca, definirdo um poligono regular como figura do vértice. [7]

De maneira geral, damos aqui a seguinte defini¢ao para poliedros regulares: Todo
poliedro cujas faces sao poligonos regulares congruentes e cujos angulos poliédricos sao
congruentes.

Esta definicao pode ter mais que uma interpretacao. Se a definicao de poliedros
regulares for restringida, ou seja, se nao forem admitidas como faces poligonos que se
intersectam além dos vértices, entao de fato, os tinicos solidos regulares existentes sao os
cinco de Platao (tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro). Mas se esta de-
finicao for interpretada tal qual foi escrita, entao nao havera restricao quanto a intersecgao
das faces. Desta forma, podemos acrescentar aos poliedros regulares, os quatro poliedros
regulares nao convexos, denominados Poliedros de Kepler-Poinsot (pequeno dodecaedro
estrelado, grande dodecaedro, grande dodecaedro estrelado e grande icosaedro), ja que
sao, de fato, poliedros cujas faces sao poligonos regulares congruentes e cujos angulos
poliédricos também sao congruentes. Assim, o grupo dos poliedros regulares é composto

por nove sélidos.

2.1 Poliedros de Platao

Sao poliedros convexos onde todas as faces possuem o mesmo nimero de arestas
e em todos os vértices também concorrem o mesmo nimero de arestas: tetraedro, hexa-
edro, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Foram assim denominados porque Platao tinha
profunda admiracao pelos sélidos.

Platao foi um filésofo muito conhecido. Nasceu em Atenas, Grécia, por volta do
ano de 429 a. C. e morreu por volta do ano de 348 a. C. Foi amigo e intimo de Sécrates,
mas nao foi com este outro grande filésofo que tomou gosto pela matematica. Depois
da morte do seu grande amigo, Platao viajou muito. Em Cirene, uma antiga colonia
grega na atual Libia, que estudou matematica com Teodoro. Passou também pelo Egito,
pela Baixa Italia e Sicilia, onde conheceu os pitagéricos. Tornou-se amigo de Arquitas de
Tarento e de Timeo de Loécrida. Por volta de 389 a. C. voltou a Atenas e fundou sua

escola, onde dedicou o resto da sua vida ensinando e escrevendo. Sua filosofia natural é
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em parte baseada na dos pitagéricos. Para ele, todo o universo estava fundamentado na
aritmética e na geometria. Por isso, acreditava que para aprender filosofia, era preciso
primeiro saber geometria. Platdo nao contribuiu muito com obras matematicas, mas
cooperou para o avango da logica e de métodos de emprego da geometria. [4]

Eves [15] afirma que, apesar de serem conhecidos assim, os poliedros de Platao
nao foram descobertos por este filésofo. Segundo o autor, no Livro XIII dos FElementos
de Euclides, hd uma observacao que diz que o tetraedro, o cubo e o dodecaedro se devem
aos pitagdricos, enquanto o octaedro e o icosaedro a Teeteto.

Existe no museu Ashmolean Museum of Oxford um conjunto de cinco pedras,
que reproduzem com exatidao os poliedros de Platao, conforme a Figura 2.1. Foram
esculpidas por volta do ano de 1400 a. C., e tem aproximadamente o tamanho de um

punho. [25]

Figura 2.1: Poliedros de Platao esculpidos no periodo neolitico
Fonte: http://www.math.ist.utl.pt/ ppinto/plato5.htm

Acredita-se que estas pedras foram esculpidas por povos neoliticos que viveram
na Escécia. [27]

Segundo Eves [15] e Boyer, traduzido por Gomide [2], quatro dos cinco sélidos
em questao eram associados aos quatro elementos de Empédocles (fogo, terra, ar e dgua).
O fogo correspondia ao tetraedro, a terra ao cubo, o ar ao octaedro e a agua ao icosaedro.
O segundo autor afirma, ainda, que provavelmente o fascinio que os pitagdricos tinham
sobre o dodecaedro foi o que levou Platao a defini-lo como simbolo do universo. Estas

relacoes estao apresentadas na Figura 2.2.
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Tetraedro
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Figura 2.2: Correspondéncia entre os poliedros de Platao e os elementos de Empédocles
Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43 /sol_plat.htm

Platao afirma em um de seus textos, incluido no didlogo Timeu (apud [32]), que
a agua, o fogo, o ar e a terra sao corpos, e que como corpos sao sélidos limitados por su-
perficies retilineas, entao os quatro elementos também sao sélidos limitados por superficies
retilineas. No entanto, nao é qualquer sélido que é capaz de representa-los: devem ser
os corpos mais perfeitos possiveis que, mesmo sendo diferentes entre si, sao capazes de se
transformar uns nos outros. Segundo Platao, o cubo representa a terra, pois é o solido
mais imével, ja que é formado por quadrados, que é mais firme que triangulos equilateros.
Assim, a segunda figura menos maével, o icosaedro, é atribuida a dgua, elemento mais
estavel depois da terra, a intermediaria, o octaedro, ao ar e a mais instavel, o tetraedro,
ao fogo. Desta forma, afirma que a figura que tem o menor niimero de faces devera ser a
mais mével, mais cortante, mais penetrante, mais leve. Por fim, afirma que o dodecaedro
era a ultima construcao que faltava para organizar as constelacoes do céu.

Eves [15] relata que Kepler sugeriu uma explicagdo para estas associagoes. Se-
gundo ele, as relacoes volume-superficie referiam-se a caracteristicas de umidade, de forma
que, o tetraedro, cujo volume intuitivamente seria menor, corresponderia ao fogo, que é
mais seco, enquanto que o icosaedro, de volume maior, a agua, o mais imido dos elemen-
tos. Quanto ao cubo e ao octaedro, por ter mais estabilidade o cubo equivaleria a terra,
e por ser mais instavel, o octaedro ao ar. O dodecaedro representaria o Universo, pois da
mesma forma que o zodiaco tem 12 secoes, este solido tem 12 faces.

Johannes Kepler (1571 — 1630) nasceu na Alemanha. Apesar de ser uma crianga
fraca e doente, logo apresentou muita habilidade com a matematica. Estudou em um se-
minario protestante, mas pouco tempo antes de ordenar-se pastor, mudou-se para Austria
onde foi ensinar Astronomia. Era muito mistico e religioso, e acreditava, tal qual os pi-

tagdricos, que existia uma explicacao matematica para toda a estrutura do Universo.
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Seu primeiro trabalho foi o desenvolvimento de uma teoria sobre as érbitas dos planetas
do Sistema Solar, onde relacionava-as com o sélidos de Platao. A partir dai, tornou-se
um astronomo famoso. Foi convidado por Tucho Brahe, grande astronomo que fez ob-
servagoes sistematicas do céu, a trabalhar como seu assistente em Praga, atual capital da
Republica Tcheca. Acreditava que as orbitas dos planetas eram circulares. No entanto,
nao obteve sucesso ao tentar ajustar os dados das observagoes da orbita de Marte, feitas
por Brahe, a um circulo. Verificou entao, que supondo a érbita do planeta oval, seus
calculos concordariam com os dados das observagoes. Concluiu entao que as érbitas dos
planetas eram elipticas, com o Sol em um de seus focos. A partir dai, elaborou suas trés
leis do movimento planetario. [6]

Segundo Carvalho Filho e Germano [6], Kepler acreditava que havia alguma
relacao entre o fato de existirem apenas cinco poliedros convexos regulares e existirem
seis planetas, ja que na época somente eram conhecidos Mercurio, Vénus, Terra, Marte,
Jupiter e Saturno. O astronomo construiu uma espécie de sistema solar, onde colocava
os cinco solidos platonicos uns dentro dos outros, separados por esferas concéntricas, cir-
cunscritas a uns e inscritas em outros. Acreditava que se a ordem dos sélidos inscritos
fosse octaedro, icosaedro, dodecaedro, tetraedro e por fim, hexaedro, entao haveria uma
relacao entre os intervalos destas esferas e o tamanho das érbitas dos planetas. No en-
tanto, seu modelo de sistema solar, denominado de Mysterium Cosmographicum (Figura
2.3), foi totalmente desaprovado quando os demais planetas, Urano Netuno e Plutéo,

foram descobertos.

Figura 2.3: Mysterium Cosmographicum
Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/solidos-platonicos-br.html
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2.1.1 Construcao dos Sdlidos

Platao explica, em um de seus textos, incluido no didlogo Timeu (apud [32]),
que quatro desses solidos mais perfeitos sao gerados a partir de dois tipos de triangulos
retangulos notéaveis: o isésceles, representado a esquerda da Figura 2.4, e o cujos angulos

agudos sao 30° e 60°, representado a direita.

0=90° (=45

Figura 2.4: Triangulos retangulos notéaveis

Segundo ele, cada face do tetraedro, do octaedro e do icosaedro era formada pela
reuniao de seis triangulos 30°, 60° e 90°. De fato, se reunirmos dois desses triangulos
congruentes de forma que as hipotenusas se encontrem e os angulos congruentes sejam
adjacentes, e se repetirmos esse procedimento trés vezes, com triangulos congruentes aos
primeiros, e em seguida os seis triangulos se encontrarem em seus respectivos angulos de
60°, sera possivel obtermos um triangulo equildtero. A Figura 2.5 reproduz a formagao

dessas faces.
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Figura 2.5: Construcao do triangulo equilatero a partir de triangulos retangulos

Desta forma ele mostra que é possivel reunirmos até cinco desses triangulos, ja
que a integragao de um sexto triangulo resultaria num angulo plano (de 360°), e entao nao
haveria angulo poliédrico. Temos a representagao da formacao do tetraedro, do octaedro

e do icosaedro, respectivamente, na Figura 2.6.
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Figura 2.6: Formacao do tetraedro, octaedro e icosaedro

Assim, formamos o tetraedro, com quatro triangulos equildteros, sendo que a
combinagao de trés deles constitui um angulo sélido; o octaedro, com oito triangulos
equilateros, sendo que a combinacgao de quatro deles constitui um angulo sélido; e o ico-
saedro, com vinte triangulos equilateros, sendo que a combinacao de cinco deles constitui
um angulo sélido. [28]

Como cada face destes trés soélidos é formada pela reuniao de seis triangulos
retangulos, como explicamos anteriormente, entao o tetraedro é formado por 24 triangulos,
ja que tem 4 faces; o octaedro por 48 e o icosaedro por 120.

Por outro lado, se ligarmos quatro triangulos retangulos isdsceles e congruentes,
de forma que seus angulos retos se encontrem, o poligono que formaremos sera um qua-
drado, justamente o poligono convexo regular que define o cubo. A Figura 2.7 reproduz

a formagao dessa face.
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Figura 2.7: Construcao do quadrado a partir de triangulos retangulos

Analogamente ao caso dos triangulos equilateros, somente é possivel reunir trés

desses quadrados. A Figura 2.8 mostra como é formado o hexaedro.

N

E— >

Figura 2.8: Formacao do hexaedro

Assim formamos o hexaedro, com seis quadrados, sendo que a combinacao de trés
deles constitui um angulo sélido. [28]
Como cada face é formada pela reuniao de 4 triangulos retangulos isosceles, entao

o hexaedro é formado por 24 triangulos, ja que tem 6 faces.

42



Desta forma, Platao explica a montagem do tetraedro, hexaedro, octaedro e ico-
saedro.
O quinto poliedro (dodecaedro) é formado a partir de pentdgonos regulares, con-

forme podemos observar na Figura 2.9.

Figura 2.9: Dodecaedro

Segundo Albino (apud [28]):

“Deus serviu-se do dodecaedro para o universo: por isso se veem no
céu doze signos zodiacais no circulo do zodiaco, e cada um destes se divide em
trinta partes; e como no dodecaedro, que resulta composto de doze pentidgonos
divididos cada um em cinco triangulos, cada um ulteriormente composto de
seis triangulos, encontram-se complexivamente trezentos e sessenta triangulos,
assim também no zodiaco encontram-se o mesmo nimero de partes.”

A partir da fala de Albino, é possivel imaginar que a construcao deste sélido
segue os mesmos procedimentos usados para a construcao dos demais. Primeiramente
formariamos os triangulos retangulos de angulos agudos iguais a 30° e 60°. Em seguida,
agrupariamos seis destes triangulos, formando um triangulo equilatero. A reuniao de
cinco destes triangulos formaria uma das faces, ou seja, um pentdgono, de forma que
cada um deles seria composto por 30 triangulos retangulos. Ja que o dodecaedro tem 12
faces, entao o sélido teria 360 triangulos retangulos em sua constituicao. No entanto, os
matematicos observam que a formacao do dodecaedro a partir destes procedimentos nao
¢é possivel, ja que a reuniao de cinco triangulos equilateros nao resulta em um pentagono,
e sim um angulo poliédrico. Logo, para que o texto de Albino fosse justificado, seria
necesséria a utilizacao de triangulos diferentes dos retangulos definidos por Platao. [28]

Desta forma, é possivel concluir que nao formamos este sélido a partir de triangulos
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retangulos, como é o caso dos demais.

2.1.2 Os Poliedros de Platao na natureza

Os Poliedros de Platao estao presentes na natureza, nos lugares mais inusitados.
Existem células, cristais, moléculas, organismos vivos, etc., com o seu formato, além de
obras de arte que contemplam a sua perfeicao.

Podemos citar como exemplos a calcopirita, a magnetita e a galena, minerais que
se cristalizam quase sempre no formato de tetraedro, octaedro e hexaedro, respectiva-

mente. Podemos observé-las na Figura 2.10. [17]

Figura 2.10: Calcopirita, magnetita e galena, respectivamente
Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html

Além destes minerais, existe também a pirita, um dissulfeto de ferro, cujos cristais

aparecem no formato de cubo, dodecaedro ou octaedro (Figura 2.11). [34]

Figura 2.11: Pirita
Fonte: http://www.mindat.org/min-3314.html

Alguns radiolarios, que sao microfésseis, exclusivamente marinhos, como o Clir-
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coporus octahedrus, Circogonia icosahedra, Lithocubus geometricus e Circorrhegma dode-

cahedra, também tém o formato de sélidos platonicos (Figura 2.12). [16] e [17]

Figura 2.12: Radiolarios
Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/solidos-platonicos-br.html

O virus da herpes é um exemplo de organismo vivo que assume a simetria
icosaédrica, ja que o icosaedro é a maneira mais simples de montar subunidades proteicas

idénticas repetidas, as quais constituem as estruturas virais (Figura 2.13). [17]

Figura 2.13: Virus da herpes
Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/icosaedro-br.html

O arranjo geométrico dos atomos da estrutura de alguns materiais sélidos assume

o formato de cubo (Figura 2.14). [5]
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Figura 2.14: Estrutura de alguns materiais sélidos
Fonte: http://www.trajanocamargo.com.br

O dodecaedro de bronze, que podemos observar na Figura 2.15, um objeto encon-
trado em 1939 na Alemanha, que pode ter sido um candelabro, um instrumento de guerra
ou de medida, ou um objeto mistico também é um exemplo da utilizacao dos poliedros de
Platao [17]. J4 foram encontrados aproximadamente 100 desses objetos feitos em bronze

ou em pedra, que datam dos séculos IT ou III. [§]

Figura 2.15: Dodecaedro de bronze
Fonte: http://teoriadaconspiracao.org/discussion/46/dodecaedro-romano/pl

Existe também o Icosaedro Romano de Bronze, que tal qual o Dodecaedro de

Bronze, nao sabe-se a sua real utilizagao (Figura 2.16). [17]
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Figura 2.16: Icosaedro de bronze
Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/icosaedro-br.html

2.1.3 Definicao dos Poliedros de Platao e suas consequéncias

Segundo Dolce e Pompeo [12], um poliedro poderd ser chamado poliedro de Platao
se, e somente se, todas as faces possuirem o mesmo nimero de arestas, todos os angulos
poliédricos possuirem o mesmo nimero de arestas e, valer a relacao de Euler.

A definicao acima também nos permite provar que existem cinco, e somente cinco,

modalidades de poliedros de Platao.

Propriedade 1: Existem cinco, e somente cinco, modalidades de poliedros de Platao.

Demonstracao: Seja um poliedro com F' faces, A arestas e V' vértices. Suas faces possuem,
cada uma, n arestas, e seus vértices (angulos poliédricos) possuem, cada um, m arestas.
E preciso que n > 3, com n € N, j4 que caso contrario nao temos poligono, e que m > 3,
com m € N, ja que caso contrario também nao temos angulo poliédrico. A partir das

condicoes impostas pela definicao, temos:

i) Como todas as faces devem ter o mesmo numero de arestas, e cada aresta esta em

duas, e somente duas, faces, entao:

nF =24 e p =22 (2.1)
n

ii) Como todos os angulos poliédricos devem ter o mesmo nimero de arestas, e cada
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aresta estd em dois, e somente dois, angulos, entao:

mV =2AV = % (2.2)

iii) Como o poliedro deve satisfazer a relagao de Euler para ser um poliedro de Platao,

entao, substituindo (2.1) e (2.2) na relagao de Euler, temos:

V—A+F:2<:>%—A+%:2
m n

Dividindo toda a equagao por 2.4, obtemos:

4= 2.
m 2+n A (2.3)

Estabelecemos que n > 3 e m > 3. No entanto, se ambos fossem, simultanea-

mente, maiores que 3, teriamos:

(2.4)

1 1
n>3<=n>4d<— — < -
n 4

1
m>3<—=m>4<— — <

1
=<3 (2.5)

Somando as desigualdades (2.4) e (2.5), temos:

+-—<s<—= —+

IN
o

(2.6)

S|
|
DN | —

1
m

S|
DN | —

1
m
Substituindo (2.3) em (2.6), temos:

1

— <0
A-)

o que é absurdo, ja que A é o numero de arestas do poliedro, por isso deve ser um nimero
natural maior que zero.

Com isso concluimos que, obrigatoriamente m = 3 ou n = 3, ou seja, ou as faces
serao triangulares ou os angulos poliédricos serao triedros.

Para m = 3, temos, substituindo em (2.3):
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1 1 1 1 1 1
+o=—>0<=——=->0<= —> - <=n<6.
n A n 6 n 6

Wl
N | —

Logo, se m = 3, entao n = 3, n = 4 ou n = 5. Ou seja, se os angulos poliédricos
forem triedros, entao as faces serao triangulos, quadrilateros ou pentagonos. Para n = 3,
temos, substituindo em (2.3):
1 1 1 1

1
=— >0« ——=—>0<«= — > -—<—=m<0.
m 6

11
2 3 A m 6

1
m
Logo, se n = 3, entao m = 3, m = 4 ou m = 5. Ou seja, se as faces forem
triangulares, entao os angulos poliédricos serao convexos de trés, quatro ou cinco arestas.
Desta forma, os poliedros de Platao sdo determinados pelos pares (n,m): (3,3);
(4,3); (5,3); (3,4) e (3,5). Posteriormente entenderemos a verdadeira relevancia desses
“pares”.
Portanto, existem cinco, e somente cinco modalidades de poliedros de Platao.
Substituindo os valores dos pares (n,m) em (2.3), é possivel encontrar o nimero
de arestas A, e a partir dai, o nimero de vértices V e de faces I’ de cada um dos cinco

poliedros de Platao:
Para (3, 3), obtemos:

_1@2—3+2_1<:}
A 6 A

1
:Z¢:A:6

. 1
6

Wl =
N | =
W

Substituindo o valor encontrado para A em (2.1) e (2.2), temos:

F:§<:>F:4
3
2.6

Desta forma, obtemos um poliedro de Platao cujas faces e vértice sao, respectivamente,
triangulos e triedros. Como os nomes sao dados a partir do nimero de faces, que neste

caso é quatro, entdo o poliedro obtido é o Tetraedro (Figura 2.17).
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Figura 2.17: Tetraedro

Na planificacao do tetraedro (Figura 2.18) podemos observar os 4 triangulos que

formam-no.

Figura 2.18: Planificacao do tetraedro

Para (4, 3), obtemos:

_l;}—4_6+3—l<:>i—l<:>14—12
A 12 A 12 A N

1
4

W =
N | —

Substituindo o valor encontrado para A em (2.1) e (2.2), temos:



212

v
3

<~— V =8.

Desta forma, obtemos um poliedro de Platao cujas faces e vértice sao, respectiva-
mente, quadrados e triedros. Como aqui o niimero de faces é seis, entao o poliedro obtido

¢ o Hexaedro (Figura 2.19).

Figura 2.19: Hexaedro

Na planificacdo do hexaedro (Figura 2.20) podemos observar os 6 quadrados que

formam-no.

Figura 2.20: Planificagao do hexaedro

Para (5,3), obtemos:

<:>10—15+6_1<:) 1
30 A 30

_|_

| =
S
SSES

1
)

Wl =
DN | —
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Substituindo o valor encontrado para A em (2.1) e (2.2), temos:

F:—2'530<:>F=12
2.
Vz%(z}VzQO.

Desta forma, obtemos um poliedro de Platao cujas faces e vértice sao, respectivamente,
pentagonos e triedros. Como aqui o nimero de faces é doze, entao o poliedro obtido é o

Dodecaedro (Figura 2.21).

Figura 2.21: Dodecaedro

Na planificacao do dodecaedro (Figura 2.22) podemos observar os 12 pentdgonos

que formam-no.

Figura 2.22: Planificacdo do dodecaedro
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Para (3,4), obtemos:

1 — 4 1 1 1
— ﬁﬂ: = — = — <— A =12

+ A 12 A 12 A

A~ =
DO | —
Wl =

Substituindo o valor encontrado para A em (2.1) e (2.2), temos:

F:2.12 Fog
3
2.12
V:T<:>V:6.

Desta forma, obtemos um poliedro de Platao cujas faces e vértice sao, respecti-
vamente, triangulos e angulos poliédricos de 4 arestas. Como aqui o nimero de faces é

oito, entao o poliedro obtido é o Octaedro (Figura 2.23).

Figura 2.23: Octaedro

Na planificagao do octaedro (Figura 2.24) podemos observar os 8 triangulos que

formam-no.
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Figura 2.24: Planificacao do octaedro

Para (3,5), obtemos:

@6—15—1—10_1(:} 11
30 A 30 A

| =

i1
S =

U] =
N =

Substituindo o valor encontrado para A em (2.1) e (2.2), temos:

P20 g
3
V:%@V:u.

Desta forma, obtemos um poliedro de Platao cujas faces e vértice sao, respecti-
vamente, triangulos e angulos poliédricos de 5 arestas. Como aqui o nimero de faces é

vinte, entdo o poliedro obtido é o Icosaedro (Figura 2.25).
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Figura 2.25: Icosaedro

Na planificagao do icosaedro (Figura 2.26) podemos observar os 20 triangulos que

formam-no.

Figura 2.26: Planificacao do icosaedro

Ainda segundo Dolce e Pompeo [12], para o poliedro convexo ser regular, é ne-
cessario que suas faces sejam poligonos convexos regulares congruentes e seus angulos
poliédricos também sejam congruentes. A partir desta definicao é possivel provar que

existem apenas cinco tipos de poliedros convexos regulares.

Propriedade 2: Existem cinco, e somente cinco, tipos de poliedros convexos regulares.

Demonstracao: Usando as condigoes descritas acima, temos:
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i) Para que todas as faces sejam poligonos convexos regulares e congruentes, é ne-

cessario que todas as faces tenham o mesmo ntimero de arestas;

ii) Para que todos os angulos poliédricos sejam congruentes, é necessario que todos eles

tenham o mesmo numero de arestas.

Assim, podemos afirmar que todos os poliedros regulares convexos sao também
poliedros de Platao. Portanto existem cinco e somente cinco tipos de poliedros regula-
res: tetraedro regular, hexaedro regular, octaedro regular, dodecaedro regular e icosaedro
regular.

Desta forma, podemos perceber que todo poliedro convexo regular é um poliedro
de Platao, mas que nem todo poliedro de Platao é um poliedro convexo regular. Um
paralelepipedo qualquer, por exemplo, é um poliedro de Platao, mas somente se for um

cubo, sera convexo regular.

2.1.4 Dualidade dos Poliedros de Platao

Ao ligarmos os centros geométricos (pontos centrais) de faces consecutivas de
um poliedro, formando segmentos de reta, obtemos outro poliedro. O sélido formado é
chamado de dual do sélido original. Neste novo sélido, o niimero de vértices serd igual ao
nimero de faces do poliedro original, ja que os vértices do novo poliedro equivalem aos
pontos centrais das faces do primeiro poliedro, e as faces serao os poligonos formados pela
reuniao dos segmentos obtidos com a ligacao dos pontos centrais das faces consecutivas
que circundam cada vértice.

Se fizermos este procedimento com os sélidos platonicos, os poliedros resultantes
também serao poliedros de Platao.

Desta forma, o dual do cubo tera seis vértices (nimero de faces do cubo), e suas
faces serao triangulos (poligono formado pela reuniao dos segmentos obtidos com a ligagao
dos pontos centrais das faces consecutivas que circundam cada vértice do cubo). Como
cada face possui trés arestas, temos que:

3F:2A<:>A:¥ (2.7)

Substituindo (2.7) e o nimero de vértices na relacao de Euler, temos:
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V-A+F=2

62 =2

12 -3F +2F =4

F =8

Logo, o dual do cubo é o octaedro, ja que possui oito faces, seis vértices e doze

arestas (Figura 2.27).

Figura 2.27: Dual do cubo

Repetindo o mesmo raciocinio com o octaedro, seu dual terd oito vértices e suas

faces serao quadrados. Como cada face possui quatro arestas, temos que:

AF = 2A < A =2F (2.8)

Substituindo (2.8) e o nimero de vértices na relagdo de Euler, temos:

V-A+F=2
8—2F+F =2
F=6
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Logo, o dual do octaedro é o cubo, ja que possui seis faces, oito vértices e doze

arestas (Figura 2.28).

Figura 2.28: Dual do octaedro

O dual do dodecaedro terda doze vértices, e suas faces serao triangulos. Como
cada face possui trés arestas, temos que, tal qual o dual do cubo, 3F = 2A. Substituindo

(2.7) e o nimero de vértices na relagao de Euler, temos:

V-A+F=2
12—%—#—]7:2

24 -3F +2F =4
F =20

Logo, o dual do dodecaedro é o icosaedro, ja que possui vinte faces, doze vértices

e trinta arestas (Figura 2.29).
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Figura 2.29: Dual do dodecaedro

Repetindo o mesmo raciocinio com o icosaedro, seu dual terd vinte vértices e suas

faces serao pentagonos. Como cada face possui cinco arestas, temos que:

F
5F:2A<:>A:57 (2.9)

Substituindo (2.9) e o nimero de vértices na relagao de Euler, temos:

V—-A+F=2
F
20—57+F:2

40 - 5F +2F =4
F=12

Logo, o dual do icosaedro é o dodecaedro, ja que possui doze faces, vinte vértices

e trinta arestas (Figura 2.30).
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Figura 2.30: Dual do icosaedro

Por fim, o dual do tetraedro terda quatro vértices, e suas faces serao triangulos.
Como cada face possui trés arestas, temos que, tal qual o dual do cubo, 3F = 2A.

Substituindo (2.7) e o numero de vértices na relagdo de Euler, temos:

V—A+F=2
4—§+F:2

8—3F +2F =4
F=4

Logo, o dual do tetraedro é o proprio tetraedro, ja que possui quatro faces, quatro

vértices e seis arestas (Figura 2.31).
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Figura 2.31: Dual do tetraedro

2.2 Poliedros de Kepler-Poinsot

Os Poliedros de Kepler-Poinsot sao poliedros nao convexos cujas faces sao poligonos
regulares congruentes, e cujos angulos poliédricos também sao congruentes. As faces des-
ses sélidos podem ser convexas ou nao convexas. Sao eles: Pequeno Dodecaedro Estrelado,
Grande Dodecaedro, Grande Dodecaedro Estrelado e Grande Icosaedro. Sao os quatro
que faltavam para fechar o grupo dos nove sélidos regulares.

Segundo Wolfram MathWorld [23], estes quatro poliedros foram denominados
assim, pois Kepler, por volta do ano de 1600, estudou os dois primeiros e os descreveu
em sua obra Harmonice Mundi. No entanto, nao foram descobertos pelo alemao. Havia o
desenho do pequeno dodecaedro estrelado no piso da Catedral de San Marco, em Veneza,

como um mosaico de Paolo Uccello, em 1430 (figura 2.32).
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Figura 2.32: Mosaico de Paolo Uccello
Fonte: http://www.veraviana.net /keplerpoinsot.html

Ja o grande dodecaedro estrelado foi publicado por Wenzel Jamnitzer, em 1568.
Os dois tultimos foram descobertos por Poinsot, por volta do ano de 1800.

Louis Poinsot (1777 — 1859) nasceu em Paris, na Franga. Comegou a fazer en-
genharia, mas percebeu que se interessava mais pela Matematica abstrata do que pelas
disciplinas praticas do curso. Por isso resolveu ser professor de Matemética. Comecou
entao a lecionar em importantes escolas e universidades de Paris. Foi eleito pela Academia
de Ciéncias para substituir Lagrange na se¢ao de Matematica. Sua pesquisa em geometria,
estatica e dinamica é importante. Foi o inventor da mecanica geométrica, investigando
como um sistema de forcas que atuam sobre um corpo rigido pode ser resolvido em uma
unica for¢a e uma dupla. Além disso, Poinsot trabalhou em teoria dos ntimeros e sobre
este tema, estudou equagoes diofantinas, a forma de expressar niimeros como a diferenca
de dois quadrados e raizes primitivas. No entanto, ele é mais conhecido por sua dedicacao

a geometria. [26]

2.2.1 Pequeno Dodecaedro Estrelado

O pequeno dodecaedro estrelado é a primeira estrelacao do dodecaedro.
Logo, tal qual o sélido platonico, possui doze faces e trinta arestas. No entanto, em
cada vértice concorrem cinco faces, diferentemente do dodecaedro (onde em cada vértice

concorrem trés faces), totalizando doze vértices (Figura 2.33). Assim, com V = 12, A = 30
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e F' =12, sua caracteristica de Euler é y(P) = —6.

Figura 2.33: Pequeno dodecaedro estrelado

No primeiro momento, o solido parece a reuniao de vérias piramides regulares de
base pentagonal. Se vista desta forma, este poliedro é somente um poliedro nao convexo.
No entanto, as suas faces sao os pentagramas, que na figura aparecem cada um de uma
cor, e os seus vértices sao os encontros destes pentagramas. Podemos perceber que, desta
forma, todas as suas faces sao poligonos regulares congruentes e seus angulos poliédricos
também sao congruentes. Portanto, pela definicao de poliedros regulares, o pequeno

dodecaedro estrelado é um poliedro regular.

2.2.2 Grande Dodecaedro

O grande dodecaedro ¢ a segunda estrelacao do dodecaedro.
Da mesma forma que o pequeno dodecaedro estrelado possui doze faces, trinta
arestas e doze vértices, o grande dodecaedro também apresenta as mesmas caracteristicas.

A diferenca entre eles é o tipo de face. Neste, as faces s@o pentagonos regulares, e nao
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pentagramas (Figura 2.34). Assim, com V =12, A =30 e F' = 12, sua caracteristica de

Euler também ¢é y(P) = —6.

Figura 2.34: Grande dodecaedro

Neste caso, também temos poligonos regulares congruentes como faces e vértices
congruentes. Portanto, pela definicao de poliedros regulares, o grande dodecaedro também

¢ um poliedro regular.

2.2.3 Grande Dodecaedro Estrelado

O Grande dodecaedro estrelado ¢é a terceira estrelagao do dodecaedro.
Neste sélido, os nimeros de faces, vértices e arestas sao exatamente iguais aos
nimeros do sélido platonico (Figura 2.35). Logo, apesar de nao ser convexo, este poliedro

satisfaz a relagdo de Euler, ou seja, sua caracteristica de Euler é x(P) = 2.
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Figura 2.35: Grande dodecaedro estrelado

A principio, o sdlido parece a reuniao de varias piramides regulares de base tri-
angular. Se visto desta forma, este, tal qual o pequeno dodecaedro estrelado, também ¢é
somente um poliedro nao convexo. No entanto, as suas faces s@o os pentagramas, que na
figura aparecem cada um de uma cor, e os seus vértices sao os encontros de trés destes
pentagramas. Podemos perceber que, desta forma, todas as suas faces sao poligonos re-
gulares congruentes e seus vértices também sao congruentes. Portanto, pela definicao de

poliedros regulares, o grande dodecaedro estrelado também é um poliedro regular.

2.2.4 Grande Icosaedro

O grande icosaedro ¢, dentre as 59 estrelagoes do icosaedro, a 16%. [20] [32]

Da mesma forma que o sélido platonico, este poliedro também possui vinte faces,
também triangulares, trinta arestas e doze vértices (Figura 2.36). Portanto, também
satisfaz a relacao de Euler, apesar de nao ser convexo, ou seja, sua caracteristica de Euler

também é x(P) = 2.
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Figura 2.36: Grande icosaedro

Neste caso, também temos poligonos regulares congruentes como faces e vértices
congruentes. Portanto, pela definicao de poliedros regulares, o grande icosaedro também

¢ um poliedro regular.

2.2.5 Dualidade dos Poliedros de Kepler-Poinsot

Da mesma forma que os poliedros de Platao possuem duais, e seus duais sao outros
poliedros também de Platao, os poliedros de Kepler-Poinsot também possuem duais, e
seus duais também sao poliedros de Kepler-Poinsot.

O processo para encontrarmos os duais destes sélidos é o mesmo explicado ante-
riormente.

Desta forma, o dual do pequeno dodecaedro estrelado tera doze vértices (ntimero
de faces do pequeno dodecaedro estrelado), e suas faces serdao pentdgonos (poligono for-
mado pela reuniao dos segmentos obtidos com a ligacao dos pontos centrais das faces

consecutivas que circundam cada vértice do pequeno dodecaedro estrelado). Como cada
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face possui cinco arestas, temos que:

5F:2A<:>A:§ (2.10)

Substituindo (2.10) e o nimero de vértices deste novo poliedro na caracteristica

de Euler do pequeno dodecaedro estrelado, temos:

V—A+F=—6

F
12—%—+F:—6

24 - 5F +2F = —12
F=12

Logo, o dual do pequeno dodecaedro estrelado é o grande dodecaedro, ja que
possui doze faces, doze vértices e trinta arestas.

Repetindo o mesmo raciocinio com o grande dodecaedro, seu dual tera doze
vértices e suas faces serao pentagramas. Como cada face possui cinco arestas, temos
que, tal qual o dual do pequeno dodecaedro estrelado, 5F = 2A. Substituindo (2.10) e o
nimero de vértices deste novo poliedro na caracteristica de Euler do grande dodecaedro,

temos:

V—A+F=-6

12—%+F:—6

24 —5F 4+ 2F = —12
F=12

Logo, o dual do grande dodecaedro é o pequeno dodecaedro estrelado, ja que
possui doze faces, doze vértices e trinta arestas.

O dual do grande dodecaedro estrelado tera doze vértices, e suas faces serao
triangulos. Como cada face possui trés arestas, temos:

F
3F:2A<:>A:37 (2.11)
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Substituindo (2.11) e o nimero de vértices deste novo poliedro na caracteristica
de Euler do grande dodecaedro estrelado, temos:
3F

12— —+F=2
2+

24 -3F +2F =4
F =20

Logo, o dual do grande dodecaedro estrelado é o grande icosaedro, ja que possui
vinte faces, doze vértices e trinta arestas.

Por fim, o dual do grande icosaedro terd vinte vértices, e suas faces serao penta-
gramas. Como cada face possui cinco arestas, temos que, tal qual o pequeno dodecaedro
estrelado, 5F' = 2A. Substituindo (2.10) e o niimero de vértices na caracteristica de Euler
do grande icosaedro, temos:

S5F

20——+F=2
2+

40 - 5F +2F =4
F=12

Logo, o dual do grande icosaedro ¢ o grande dodecaedro estrelado, ja que possui
doze faces, vinte vértices e trinta arestas.

As equacgoes apresentadas acima sobre dualidade dos poliedros de Kepler-Poinsot
sao validas da mesma forma que para os solidos de Platao, apesar de nao encontrarmos

bibliografia que embase.

2.3 Simbolo Schlafli

Ludwig Schléfli (1814 —1895) foi um geémetra e uma das figuras mais importantes
quando se fala de dimensoes do espaco maiores que 3. E considerado pessoa fundamen-
tal da geometria multidimensional. [33] Além disso, introduziu a ideia do que hoje é
conhecido como vetores, normas e algebra linear, matematica de suma importancia para
o desenvolvimento da fisica moderna, estatistica, equacoes diferenciais e simulacao de

realidades por computadores. [30]

68



O simbolo Schlafli, que representa, entre outros, poligonos regulares e poliedros
regulares, é chamado assim pois foi criado pelo geometra. Um poligono regular é simboli-
zado por {p}, onde p representa o nimero de lados que o compoem, um poliedro regular
por {p,q}, onde p representa o nimero de arestas por faces, ou seja, o tipo de poligono
que as faces assumem, e ¢ representa a figura do vértice. [24]

Desta forma, um tridngulo equildtero é representado por {3}, um quadrado por
{4}, um pentagono regular por {5} e assim por diante.

Se marcarmos os pontos médios das arestas que circundam um vértice do tetra-
edro, e os ligarmos, formaremos um triangulo equilatero. Logo, este é o poligono regular
que representa a figura do vértice deste poliedro. Portanto, p = 3, ja que as faces sao
triangulares, e ¢ = 3, ja que a figura do vértice é um triangulo. Desta forma, seu simbolo
Schlafli é {3, 3}.

Repetindo o mesmo processo para o hexaedro, dodecaedro, octaedro e icosaedro,
formaremos, respectivamente, um triangulo equilatero em cada um dos dois primeiros
solidos, um quadrado e um pentagono regular. Portanto, para o hexaedro p = 4, ja que as
faces sao quadrangulares, e ¢ = 3, ja que a figura do vértice é um triangulo. Desta forma,
seu simbolo Schléfli é {4,3}. Para o dodecaedro p = 5, ja que as faces sdo pentagonais,
e ¢ = 3, ja que a figura do vértice é um triangulo. Desta forma, seu simbolo Schlafli é
{5,3}. Para o octaedro p = 3, ji que as faces sao triangulares, e ¢ = 4, j& que a figura
do vértice é um quadrado. Desta forma, seu simbolo Schléfli é {3,4}. Para o icosaedro
p = 3, ja que as faces sao triangulares, e ¢ = 5, ja que a figura do vértice é um pentagono.
Desta forma, seu simbolo Schléfli é {3,5}.

Coxeter [7] chama ¢ de “figura do vértice”, que equivale a um poligono, como ex-
plicado anteriormente. Este poligono, tal qual qualquer outro, também pode ser estrelado.
Logo, ¢ também pode ser representado por um poligono estrelado e, conforme explicado
anteriormente, também pode ser representado por um numero fracionario. Logo, a partir
da definicao dada pelo autor a respeito de poliedros regulares, apresentada anteriormente,
poliedros que tenham como figura do vértice um poligono estrelado regular também pode
ser regular, desde que suas faces sejam regulares. Portanto, mais uma vez podemos re-
forcar a ideia de que os poliedros de Kepler-Poinsot sao regulares.

Se marcarmos os pontos médios das arestas que circundam um vértice do pequeno

dodecaedro estrelado, e os ligarmos, formaremos um pentagono regular. Logo, este é o
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poligono regular que representa a figura do vértice deste poliedro. Portanto, p = g, ja
que as faces sao pentagramas, e ¢ = 5, ja que a figura do vértice é um pentdgono. Desta
forma, seu simbolo Schlafli é {2, 5}.

Repetindo o mesmo processo para o grande dodecaedro, grande dodecaedro es-
trelado e grande icosaedro formaremos, respectivamente, um pentagrama regular, um
triangulo equilatero e um pentagrama regular. Portanto, para o grande dodecaedro p = 5,
ja que as faces sao pentdagonais, e ¢ = g, ja que a figura do vértice é um pentagono. Desta
forma, seu simbolo Schlafli é {5, %} Para o grande dodecaedro estrelado g, ja que as faces
sao pentagramas, e ¢ = 3, ja que a figura do vértice é um triangulo. Desta forma, seu
simbolo Schlafli é {g, 3}. Para o grande icosaedro p = 3, j& que as faces sdo triangulares,
eq= g, ja que a figura do vértice é um pentagrama. Desta forma, seu simbolo Schlafli é
{3.5}.

Outra caracteristica importante que o simbolo Schléfli define é o sélido dual de
cada poliedro regular. O dual do poliedro regular {p,q} é o poliedro regular {q,p} e
do poliedro regular {q,p} é o poliedro regular {p,q} [24]. De fato vimos anteriormente
que o dual do hexaedro {4,3} ¢ o octaedro {3,4} e vice-versa, do dodecaedro {5,3} é o
icosaedro {3,5} e vice-versa, e do tetraedro {3,3} é ele mesmo {3,3}. Desta forma, o
dual do pequeno dodecaedro estrelado {2,5} ¢ o grande dodecaedro {5, 2} e vice-versa, e
do grande dodecaedro estrelado {2,3} ¢ o grande icosaedro {3,3} e vice-versa.

Além disso, mosaicos, malhas, grades, de duas dimensoes também podem ser
definidos pelo simbolo Schlafli. Por exemplo, {4,4}, pode representar um tabuleiro de
xadrez, ja que teremos quatro quadrados em torno de cada vértice (Figura 2.37). Da
mesma forma, favos de abelha podem ser representados por {6,3}, j& que possuem trés

hexdgonos em torno de cada vértice (Figura 2.38). [30]
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Figura 2.37: Tabuleiro de Xadrez
Fonte: http://www.tabuleirodexadrez.com.br /tabuleiro-e-pecas-do-xadrez.htm

Figura 2.38: Favos de abelha
Fonte: http://favitodemel.blogspot.com.br/2009_03_01_archive.html

Assim, podemos afirmar com o que vimos anteriormente, que o simbolo Schlafli
define, com faces triangulares, o grande icosaedro {3, g}, o tetraedro {3,3}, o octaedro
{3,4}, o icosaedro {3,5}, e a grade triangular {3,6}, j4 que a reunido de apenas dois
triangulos nao resulta num angulo sélido e nao conseguimos reunir em torno de um mesmo
vértice mais que seis tridngulos. Com faces quadrangulares, o hexaedro {4,3} e a grade
quadrangular {4,4}, j& que a reunidao de apenas dois quadrados nao resulta num angulo
s6lido e nao conseguimos reunir em torno de um mesmo vértice mais que quatro quadrados.
Com faces pentagonais o grande dodecaedro {5, g} e o icosaedro {5,3}, j4 que a reunido
de apenas dois pentagonos nao resulta num angulo sélido e nao conseguimos reunir em

torno de um mesmo vértice mais que trés pentagonos regulares. Com faces hexagonais
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apenas a grade hexagonal {6,3}, j4 que a reunido de apenas dois hexdgonos nao resulta
num angulo sélido e nao conseguimos reunir em torno de um mesmo vértice mais que trés
hexagonos.

Os politopos regulares de dimensoes maiores que 3, também sao representados

pelo simbolo de Schléfli, na forma {p,q,r,...}.
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Capitulo 3

Poliedros Semirregulares

3.1 Poliedros de Arquimedes

Existem poliedros convexos cujos angulos poliédricos sao congruentes e cujas faces
sao poligonos convexos regulares, no entanto, nao congruentes entre si. A estes sélidos da-
se 0 nome de poliedros de Arquimedes. Sao denominados assim, pois foi este matematico
quem os estudou. Por terem todos os vértices e arestas congruentes, estes solidos também
sao chamados de semirregulares.

Arquimedes (281 a. C. - 212 a. C.) nasceu em Siracusa, na Grécia Antiga, e
passou algum tempo no Egito, onde provavelmente estudou com os sucessores de Euclides
na cidade de Alexandria, centro da ciéncia grega da época. E considerado um dos maiores
cientista da humanidade e o maior matematico da sua época. Apesar disso, era mais
conhecido na antiguidade pelos trabalhos de engenharia e de construcao de armas de
guerra. H4 relatos que Siracusa venceu varias batalhas contra Roma gracas aos seus
inventos, como catapulta, guindaste, espelhos ardentes etc., até que finalmente Roma
cercou a cidade durante 3 anos, e um soldado romano capturou e matou Arquimedes. O
rei de Roma ficou contrariado, pois havia dado ordens para que a vida do cientista fosse
poupada, ja que a sua genialidade dificultou tanto a invasao da cidade. E também o autor
da expressao “Eureca! 7 que significa “Encontrei! 7, a qual disparou varias vezes quando
descobriu como verificar se a coroa que o rei de Siracusa mandou fazer era de ouro puro
ou se havia sido fraudada. Esta histéria é famosa, pois a intuicao de como comprovar a
fraude deu-se durante um de seus banhos. Quando percebeu que ao colocar sua perna

na banheira a adgua aumentava seu nivel na mesma propor¢ao, entendeu como fazeé-la,
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e saiu correndo pelado até sua casa. Desta maneira surgiu o principio fundamental da
hidrostatica. Era tao apaixonado pela geometria, que tinha o desejo de que em seu timulo
fosse construido uma esfera e um cilindro circunscrito a ela, com uma inscricao da razao
entre seus volumes. E o autor de vdrias obras como Sobre a esfera e o cilindro, Medida
do circulo, Quadratura da pardbola, entre outros. [1]

Existem infinitos poligonos regulares. Logo, tomando qualquer um deles como
base de um prisma e quadrados como faces laterais, temos um poliedro de Arquimedes.
Além disso, se os quadrados forem substituidos por triangulos equilateros, entao sera
formado um antiprisma, que também pode ser considerado um soélido de semirregular.
Desta forma, existem infinitos poliedros de Arquimedes. Na Figura 3.1, temos como
exemplo desses poliedros, o prisma heptagonal a esquerda, e o antiprisma heptagonal a

direita.

Figura 3.1: Prisma e antiprisma heptagonal

Podemos observar nas figuras que todas as arestas e vértices de ambos os solidos
arquimedianos sao congruentes.

No entanto, se estes prismas e antiprismas forem desconsiderados, entao os po-
liedros arquimedianos se resumirao a apenas treze solidos. Isto porque somente treze
combinagoes entre poligonos regulares formam angulos poliédricos cuja reuniao resulte
num poliedro onde vértices e arestas sejam congruentes. [32]

Cada tipo de vértice corresponde a um unico poliedro arquimediano. A notagao
para cada um deles é dada a partir do tipo de poligono regular que o circunda e quantas
vezes este o faz. Por exemplo, no cubo truncado, todos os angulos poliédricos sao formados

por um triangulo e dois octégonos. Logo, sua notacao é 3.8%. J4 no cuboctaedro, todos
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os vértices sao compostos por dois triangulos e dois quadrados. Por isso, sua notacao é
(3.4)% No caso do rombicosidodecaedro, cada angulo sélido é formado por um triangulo,
um quadrado, um pentagono e por iltimo outro quadrado. Desta maneira, sua notacao é
3.4.5.4. Nas Figuras 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 estao representados todos os tipos de vértices
destes solidos, sendo que seus nomes sao dados na sequéncia que aparecem, da esquerda

para a direita.

3.8 (3.4 1.6

Figura 3.2: Vértices do cubo truncado, cuboctaedro e octaedro truncado

Figura 3.3: Vértices do cuboctaedro truncado, rombicuboctaedro e icosaedro truncado
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(3.5) : 3102 —

Figura 3.4: Vértices do icosidodecaedro e dodecaedro truncado

4.6.10 a‘_—_ 3454

Figura 3.5: Vértices do icosidodecaedro truncado e rombicosidodecaedro

Figura 3.6: Vértices do tetraedro truncado, cubo snub e dodecaedro snub

Kepler também se interessou por esses sélidos. Como os livros de Arquimedes
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a respeito do assunto foram perdidos, entao o alemao reconstruiu-os e atribuiu nomes a
cada um deles. [32]

Dentre os treze poliedros, onze podem ser obtidos a partir de truncaturas (cortes)
dos poliedros de Platao. Por isso recebem o nome de poliedros truncados. Os outros dois

sao os chamados arquimedianos snub’s.

3.2 Processos de construcao dos sélidos truncados

Seja um tetraedro regular. A partir de um vértice e sobre cada uma das trés

’ . ~ . A . 1
arestas que concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de 3 de aresta
desse vértice sao assinalados. Esses trés pontos formam um triangulo equilatero. Retira-
se, entao, o tetraedro formado. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices do

tetraedro, obtemos o poliedro arquimediano Tetraedro Truncado (Figura 3.7).

e

Figura 3.7: Formacao do tetraedro truncado

Como cada vértice e cada face do tetraedro dao origem a, respectivamente, um
triangulo e um hexdgono, ambos regulares, entao este poliedro é composto por quatro
triangulos e quatro hexagonos. Desta forma, o sélido possui dezoito arestas, oito faces e
doze vértices.

Seja um cubo. A partir de um vértice e sobre cada uma das trés arestas que
concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de ﬁ de aresta desse
vértice sao assinalados. KEsses trés pontos formam um triangulo equilatero. Retira-se,

entao, o tetraedro formado. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices do cubo,
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obtemos o poliedro arquimediano Cubo Truncado (Figura 3.8).

tococooodlto oo oo oo

Figura 3.8: Formacao do cubo truncado

Como cada vértice e cada face do cubo dao origem a, respectivamente, um
triangulo e um octégono, ambos regulares, entao este poliedro é composto por oito
triangulos e seis octogonos. Desta forma, o sélido possui 36 arestas, 14 faces e 24 vértices.

Seja um octaedro regular. A partir de um vértice e sobre cada uma das trés

/o ~ s A . 1
arestas que concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de s de aresta
desse vértice sao assinalados. Esses quatro pontos formam um quadrado. Retira-se, entao,
a piramide de base quadrada formada. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices

do octaedro, obtemos o poliedro arquimediano Octaedro Truncado (Figura 3.9).

00

Figura 3.9: Formacao do octaedro truncado

Como cada vértice e cada face do octaedro dao origem a, respectivamente, um
quadrado e um hexagono regulares, entao este poliedro é composto por seis quadrados e

oito hexdgonos. Desta forma, o sélido possui 36 arestas, 14 faces e 24 vértices.
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Seja um dodecaedro regular. A partir de um vértice e sobre cada uma das trés

arestas que concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de —————
244/242 cos(72°)

de aresta desse vértice sao assinalados. Esses trés pontos formam um triangulo equilatero.
Retira-se, entao, o tetraedro formado. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices

do dodecaedro, obtemos o poliedro arquimediano Dodecaedro Truncado (Figura 3.10).

Figura 3.10: Formacao do dodecaedro truncado

Como cada vértice e cada face do dodecaedro dao origem a, respectivamente,
um triangulo e um decdgono, ambos regulares, entao este poliedro é composto por vinte
triangulos e doze decadgonos. Desta forma, o sélido possui 90 arestas, 32 faces e 60 vértices.

Seja um icosaedro regular. A partir de um vértice e sobre cada uma das cinco
arestas que concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de % de aresta
desse vértice sao assinalados. Esses cinco pontos formam um pentagono regular. Retira-se,
entao, a piramide de base pentagonal formada. Repetindo o mesmo processo para todos
os vértices do icosaedro, obtemos o poliedro arquimediano Icosaedro Truncado (Figura

3.11).

Figura 3.11: Formagao do icosaedro truncado
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Como cada vértice e cada face do icosaedro dao origem a, respectivamente, um
pentagono e um hexdgono, ambos regulares, entao este poliedro é composto por doze
pentagonos e vinte hexagonos. Desta forma, o solido possui 90 arestas, 32 faces e 60
vértices.

Seja um cubo. A partir de um vértice e sobre cada uma das trés arestas que
concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de % de aresta desse vértice
sao assinalados. Esses trés pontos formam um triangulo equilatero. Retira-se, entao, o
tetraedro formado. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices do cubo, obtemos

o poliedro arquimediano Cuboctaedro (Figura 3.12).

Figura 3.12: Formacao do cuboctaedro a partir do cubo

Como cada vértice e cada face do cubo dao origem a, respectivamente, um
triangulo equilatero e um quadrado, entao este poliedro é composto por oito triangulos e
seis quadrados. Desta forma, o solido possui 24 arestas, 14 faces e 12 vértices.

O cuboctaedro recebe este nome, pois pode ser obtido a partir tanto do cubo
quanto do octaedro.

Seja um octaedro regular. A partir de um vértice e sobre cada uma das trés
arestas que concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de % de aresta
desse vértice sao assinalados. Esses quatro pontos formam um quadrado. Retira-se, entao,
a piramide de base quadrada formada. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices

do octaedro, obtemos o poliedro arquimediano Cuboctaedro (Figura 3.13).
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Figura 3.13: Formacao do cuboctaedro a partir do octaedro

Como cada vértice e cada face do octaedro dao origem a, respectivamente, um
quadrado e um triangulo equilatero, entao este poliedro é composto por seis quadrados e
oito triangulos. Desta forma, o sélido possui 24 arestas, 14 faces e 12 vértices.

Seja um dodecaedro regular. A partir de um vértice e sobre cada uma das trés
arestas que concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de % de aresta
desse vértice sao assinalados. Esses trés pontos formam um triangulo equilatero. Retira-
se, entao, o tetraedro formado. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices do

dodecaedro, obtemos o poliedro arquimediano Icosidodecaedro (Figura 3.14).

Figura 3.14: Formagao do icosidodecaedro a partir do dodecaedro

Como cada vértice e cada face do dodecaedro dao origem a, respectivamente, um
triangulo e um pentagono, ambos regulares, entao este poliedro é composto por vinte
triangulos e doze pentagonos. Desta forma, o solido possui 60 arestas, 32 faces e 30

vértices.
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Tal qual o Cuboctaedro, este poliedro também recebe o nome de Icosidodecaedro
porque pode ser obtido tanto a partir do dodecaedro quanto do icosaedro.

Seja um icosaedro regular. A partir de um vértice e sobre cada uma das cinco

/o ~ s A . 1

arestas que concorrem nesse vértice, os pontos que estao a uma distancia de 5 de aresta
desse vértice sao assinalados. Esses cinco pontos formam um pentdgono regular. Retira-
se, entao, a piramide de base pentagonal formada. Repetindo o mesmo processo para
todos os vértices do icosaedro, obtemos o poliedro arquimediano Icosidodecaedro (Figura

3.15).

Figura 3.15: Formagao do icosidodecaedro a partir do icosaedro

Como cada vértice e cada face do icosaedro dao origem a, respectivamente, um
pentagono e um triangulo, ambos regulares, entao este poliedro é composto por doze
pentagonos e vinte triangulos. Desta forma, o sélido possui 60 arestas, 32 faces e 30
vértices.

Esses sao os poliedros arquimedianos formados a partir do truncamento dos cinco
poliedros platonicos. Os demais sao formados a partir das truncaturas sucessivas dos
solidos truncados.

A partir de truncaturas de um cuboctaedro obtemos um poliedro convexo qual-
quer, com faces retangulares, hexagonais e octogonais. Como cada vértice do cuboctaedro
dé origem a um retangulo, cada face triangular a um hexagono e cada face quadrangular
a um octégono, entao este poliedro é composto por doze retangulos, oito hexagonos e
seis octégonos. Desta forma, o solido, que aqui sera denominado “Poliedro P”, possui 72
arestas, 26 faces e 48 vértices. A partir deste poliedro P obtemos o poliedro arquimediano

Cuboctaedro Truncado (Figura 3.16).
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Figura 3.16: Cuboctaedro truncado

Como cada face retangular do poliedro P da origem a um quadrado, cada face
hexagonal a um hexdgono regular e cada face octogonal a um octégono regular, entao este
poliedro é composto por doze quadrados, oito hexagonos e seis octogonos. Desta forma,
o sélido, possui 72 arestas, 26 faces e 48 vértices.

Seja um cuboctaedro truncado. A partir dos vértices que definem um quadrado
e sobre as arestas que concorrem nesses vértices e que nao definem o quadrado, os pontos
que estao a uma distancia de % de aresta desses vértices sao assinalados. Esses quatro
pontos formam um quadrado. Retira-se, entao, o tronco de piramide de base quadrangular
formado. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices que definem os quadrados,

obtemos o poliedro arquimediano Rombicuboctaedro (Figura 3.17).

. <l

Figura 3.17: Rombicuboctaedro

Como cada face quadrangular do cuboctaedro truncado dé origem a um qua-
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drado, cada face hexagonal a um triangulo equilatero e cada face octogonal também a um
quadrado, entao este poliedro é composto por dezoito quadrados e oito triangulos. Desta
forma, o solido possui 48 arestas, 26 faces e 24 vértices.

A partir de truncaturas de um icosidodecaedro obtemos um poliedro convexo
qualquer, com faces retangulares, hexagonais e decagonais. Como cada vértice do icosi-
dodecaedro da origem a um retangulo, cada face triangular a um hexagono e cada face
pentagonal a um decagono, entao este poliedro é composto por trinta retangulos, vinte
hexagonos e doze decagonos. Desta forma, o sélido, que aqui serd denominado “Poliedro
Q”, possui 180 arestas, 62 faces e 120 vértices. A partir deste poliedro Q obtemos o

poliedro arquimediano Icosidodecaedro Truncado (Figura 3.18).

Figura 3.18: Icosidodecaedro truncado

Como cada face retangular do poliedro Q da origem a um quadrado, cada face
hexagonal a um hexagono regular e cada face decagonal a um decagono regular, entao
este poliedro é composto por trinta quadrados, vinte hexagonos e doze decagonos. Desta
forma, o solido, possui 180 arestas, 62 faces e 120 vértices.

Seja um icosidodecaedro truncado. A partir dos vértices que definem um qua-
drado e sobre as arestas que concorrem nesses vértices e que nao definem o quadrado, os
pontos que estao a uma distancia de % de aresta desses vértices sao assinalados. Esses
quatro pontos formam um quadrado. Retira-se, entao, o tronco de piramide de base qua-

drangular formado. Repetindo o mesmo processo para todos os vértices que definem os

quadrados, obtemos o poliedro arquimediano Rombicosidodecaedro (Figura 3.19).
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Figura 3.19: Rombicosidodecaedro

Como cada face quadrangular do icosidodecaedro truncado da origem a um
quadrado, cada face hexagonal a um triangulo equilatero e cada face decagonal a um
pentagono regular, entao este poliedro é composto por trinta quadrados, vinte triangulos
e doze pentdgonos. Desta forma, o solido possui 120 arestas, 62 faces e 60 vértices.

Os solidos cujos nomes sao constituidos pelo prefixo “rombi” se deve ao fato
destes poliedros serem inscritiveis em solidos com faces rombicas, ou seja, solidos cujas
faces sao losangos (o romboedro, que é um hexaedro que tem como faces losangos, é um

exemplo de sélido com faces rombicas). [32]

3.3 Solidos snub s

Estes dois poliedros arquimedianos nao podem ser obtidos a partir da truncatura
de outros solidos. Sao eles: Cubo Snub, a esquerda da Figura 3.20, e Dodecaedro Snub,

a direita. Recebem estes nomes pelos seus processos de formacao.
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Figura 3.20: Cubo snub e Dodecaedro snub

Estes so6lidos sao obtidos a partir de um processo chamado “Snubificacao”, que
consiste em afastar todas as faces do poliedro, rotacioné-las um determinado angulo (nor-
malmente 45°), e preencher os espagos vazios com poligonos. Desta forma, o cubo snub é
formado a partir da snubificacao do hexaedro, e o dodecaedro snub é formado a partir da
snubifica¢ao do dodecaedro. [14]

A traducgao de “snub” é, segundo o dicionario de inglés online Michaelis, “nariz
pequeno e arrebitado” ou “arrebitado”. Por isso esses sélidos também sao chamados de
“achatados”.

O primeiro é formado por 6 quadrados e 32 triangulos equilateros. Logo, possui
60 arestas, 38 faces e 24 vértices.

Ja o segundo ¢é formado por 12 pentagonos regulares e 80 triangulos equilateros.

Logo, possui 150 arestas, 92 faces e 60 vértices.
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Conclusao

Ao aprofundarmos os estudos a respeito de poliedros regulares, podemos perceber
que este assunto nao ¢é tao limitado quanto vemos nas Orientagoes Curriculares para o
Ensino Médio [9]. Pelo contrério, é amplo, mas muito pouco difundido no Brasil. Quase
nao ha obra brasileira que trate do tema Poliedros Regulares Estrelados, por exemplo.

Em nossos estudos, encontramos, entre outros autores que se dedicaram ao estudo
dos poliedros, Coxeter. Sua obra Regular Polytopes, citada neste trabalho, é totalmente
voltada ao estudo dos poliedros regulares, e a demonstragoes de que existem apenas nove.
A principio, estas demonstracoes parecem faceis, como a de que existem apenas cinco
poliedros convexos regulares, apresentada aqui. No entanto, € muito mais elaborada, tanto
que a maioria das defini¢oes, equagoes, entre outros, encontrados em seu livro destina-se
principalmente ao entendimento destas demonstracgoes.

Além disso, a elaboracao das figuras observadas no trabalho, elaboradas através
dos softwares GeoGebra 5.0 JOGL1 Beta, Great Stella e s3D SecBuilder, reforcaram
conceitos de geometria plana e espacial, além de nos capacitar a manused-los de forma
eficiente.

Desta forma, nosso objetivo, de maneira geral, foi o de apresentar os poliedros
regulares de maneira mais profunda. De modo especifico, defini-los, apresentar e demons-
trar alguns teoremas, despertar o interesse pelo assunto e discutir definigoes, fazer uma
reflexao a respeito das que nos dao abertura para varias interpretacgoes.

Apesar de dedicarmos muita atencao a demonstracao de que existem apenas nove
poliedros regulares, apresentada por Coxeter [7], decidimos nao colocé-la, tendo em vista

o escopo do nosso trabalho e os complicadores técnicos desta demonstragao.
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