UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
SETOR DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROFMAT - MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

ANDERSON ZACHER DUTRA

FRACOES CONTINUAS: UMA LEITURA ATUALIZADA

CURITIBA
2019



ANDERSON ZACHER DUTRA

FRACOES CONTINUAS: UMA LEITURA ATUALIZADA

Dissertagao apresentada ao curso de Mestrado Profis-
sional em Matematica, Setor de Ciéncias Exatas, da
Universidade Federal do Parana - UFPR, como requi-
sito parcial para obtencao do titulo de Mestre em Ma-
tematica.

Orientadora: Adriana Luiza do Prado

CURITIBA

2019



Catalogacgdo na Fonte: Sistema de Bibliotecas, UFPR
Biblioteca de Ciéncia e Tecnologia

D978f Dutra, Anderson Zacher

Fragdes continuas: uma leitura atualizada [recurso eletrbnico] /
Anderson Zacher Dutra, 2019.

Dissertacdo (mestrado) — Mestrado Profissional em Matematica,
Setor Ciéncias Exatas da Universidade Federal do Parana.

Orientadora: Adriana Luiza do Prado

1. Matematica — ensino médio. 2. Fragdes continuas. I.
Universidade Federal do Parana. Il. Prado, Adriana Luiza do. I1. Titulo.

CDD 510.22

Bibliotecéria: Vilma Machado CRB9/1563



MINISTERIO DA EDUCAGCAQ

SETOR SETOR DE CIENCIAS EXATAS

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGAQ
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - 31075010001P2

TERMO DE APROVAGAO

Os membros da Banca Examinadora designada pelo Colegiado do Programa de Pés-Graduacdo em MATEMATICA EM REDE
NACIONAL da Universidade Federal do Parana foram convocados para realizar a arguigdo da Dissertagdo de Mestrado de
ANDERSON ZACHER DUTRA intitulada: Fragdes continuas - uma leitura atualizada, apés terem inquirido o aluno e realizado a
avaliacdo do trabalho, sé&o de parecer pela sua A«PQJQ\/' .P(QXE) no rito de defesa.

A outorga do titulo de mestre esta sujeita a homologagéo pelo colegiado, ao atendimento de todas as indicagdes e corregdes

solicitadas pela banca e ao pleno atendimento das demandas regimentais do Programa de Pés-Graduagéo.

CURITIBA, 03 de Maio de 2019.

/ /Ny
/Jp Lo b Ao A
ADRIANA LUIZA DO PRADO

Presidente da Banca Examinadora (UFPR)

K&W\’&&w\) N
ALDEMIR JOSE SILVA PINTO
Avaliador Interno (UFPR)

DIEGO DAS NEVES DE SOUZA
Avaliador Externo (DMAE - POA) “~

. \)U, ey Mo, oo Saﬁ

CAMPUS CENTRO POLITECNICO - CURITIBA - Parana - Bfasil
CEP 81531-980 - Tel: (41) 3361-3041 - E-mail: aldemirsp@ufpr.br



Agradecimentos

Sempre que finalizamos um trabalho nos damos conta de que ele é fruto de um esforco
conjunto, e percebemos que precisamos agradecer aos companheiros de jornada: profes-
sores, familiares e amigos, que foram fundamentais para a concretizagao de nosso sonho.
Meus sinceros e infinitos agradecimentos a todos aqueles que de alguma forma con-
tribuiram para esse momento.

Primeiramente a Deus. O que é nascido de Deus vence o mundo; e esta é a vitoria que
vence o mundo: a nossa fé. Amém! (1 Joao 5:4).

Aos meus familiares, que sempre me auxiliaram nos momentos de dificuldade.

A Universidade Federal do Parand, pela oportunidade de estudo e engrandecimento in-
telectual.

A professora Dra. Adriana Luiza do Prado, pela paciéncia na orientacao e sugestoes para
a conclusao do trabalho.

Ao Professor Dr. Alexandre Luiz Trovon de Carvalho, pela solicitude em contribuir para
que essa obra fosse realizada.

Aos colegas de turma, que tornaram a matematica ainda mais prazerosa em suas com-
panhias.

A todos voceés, o meu muito obrigado!



“Vocé precisa ter incentivo e motivacao para entender
que seus erros estao te ajudando a tornar-se melhor do

que antes.” (Willyan Guerra)



RESUMO

O objetivo principal desta exposicao é fornecer ao professor de matemaética, con-
siderando o aprendizado no Ensino Médio, maior envolvimento no estudo das fragoes
continuas. Alguns temas matemadticos, geralmente abordados no Ensino Superior, estao
longe de serem discutidos no ensino secundario. Esta dissertacao, tras um tratamento
envolvendo aspectos epistemoldgicos das Fracoes Continuas a fim de serem objetos de
estudo no Ensino Médio. O tratamento das Fragoes Continuas surge, nao como mais
um componente, mas sim como um tema que permite articular e significar os préprios
conhecimentos matematicos presentes no atual curriculo de Matematica.

Palavras-chave: Conjuntos Numéricos. Algoritmo de Euclides. Fragoes Continuas.

Reduzidas.



ABSTRACT

The main objective of this exhibition is to provide the mathematics teacher, given the
high school education, a greater involvement in the study of continuous fractions. Cer-
tain mathematical subjects, generally dealt with in higher education, are far from being
discussed in secondary education. This thesis provides a treatment involving epistemolo-
gical aspects of continuous fractions in order to be objects of study in high school. The
treatment of continuous fractions appears not as a component but as a theme for arti-
culating and signifying the mathematical knowledge present in the current mathematics
curriculum.

Key words: Numerical Sets. Euclidean Algorithm. Continued Fractions. Reduced.
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Introducao

Estamos na era digital e neste novo paradigma educacional que resvala com tecno-
logias de informacao e comunicacao inseridas em nossas praticas docentes, precisamos
usufruir de suas potencialidades para nos comunicar. Assim como tais tecnologias po-
dem beneficiar o discente no seu aprendizado, também podem lesa-lo. Sob esta oOtica é
que se resolveu fazer esta dissertacao, ou seja, deixar um pouco de lado as tecnologias e

resgatar a matematica classica para a sala de aula.

O objetivo deste trabalho é apresentar a teoria de fracoes continuas enfatizando seus
aspectos de aproximacao e mostrar como se realizam calculos que, inicialmente, s6 pode-
riam ser efetuados por métodos mais ortodoxos, com ajuda de calculadoras e /ou tdbuas
de logaritmos. O intuito é minimizar os 6bices encontrados pelos alunos em tais assuntos.
As fragoes continuas constituem um exemplo interessante de procedimento que é finito,

quando operado sobre niimeros racionais, e infinito, quando o nimero dado ¢ irracional.

Sendo assim, o trabalho se desenvolve em seis capitulos: no primeiro capitulo é exposta
parte da histéria da construgao dos Conjuntos Numéricos, suas principais propriedades

e seus principais personagens.

No segundo capitulo explorou-se as diferencas entre os nimeros Algébricos e Trans-
cendentes, para complementar o estudo desta dissertagao, apresentando exemplos e pro-

priedades.

No terceiro capitulo foi apresentado o Contexto Histérico das Fracoes Continuas, sua
possivel origem e sua relacao com o algoritmo de Euclides, além de alguns matematicos

que as estudaram.

No quarto capitulo foi aplicado o algoritmo de Euclides como ferramenta para calculo
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do m.d.c. e para obtengao da Fracao Continua.

No quinto Capitulo foi abordado o estudo das Fragoes Continuas propriamente dito,
como: sua representacao simbodlica, fracoes continuas reduzidas, lei de formacao das

reduzidas, Fragoes Continuas Periddicas.

No sexto Capitulo apresentaremos algumas aplicacoes das fracoes reduzidas como

calculo de logaritmos, calculo de raiz quadrada e calculo de expressoes irracionais.

No campo anexo abordamos conceito, tipos e exemplos de anel e corpo.
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Capitulo 1

Conjuntos Numéricos

1.1 Conjunto dos Nimeros Naturais (N)

Os numeros estao presentes na vida do homem desde os primérdios da criagao. Para o
ser humano primitivo os nimeros tinham duas fung¢oes bésicas: a contagem e a medigao.
Num primeiro instante a humanidade desenvolveu de maneira lenta o principio de conta-
gem como a comparacao entre grandezas discretas, como por exemplo, o pastor de ovelhas
que para controlar seu rebanho utilizava pedras guardadas em uma sacola, cada ovelha
correspondia a uma pedrinha. No inicio e final do dia ele fazia as devidas comparacoes,
se sobrassem pedras, faltavam ovelhas. Assim se originou a palavra calculo que do latim
“Calculus” significa pedrinha. Na proxima se¢ao veremos uma abordagem formal para o

conjunto dos nimeros naturais, o qual serd denotado por N.

1.1.1 Os Axiomas de Peano
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Giuseppe Peano - FONTE: Famous Mathematicians !

O Matematico Italiano Giuseppe Peano, no inicio do século XX, fez a caracterizacao
do conjunto dos naturais de forma axiomaética e tomando como base seus quatro axiomas,
conhecidos como Axiomas de Peano, faremos a construcao do conjunto N, como citado
em [9] e [6]. Como sabemos alguns matemédticos nao consideram o nimero zero como
pertencente ao conjunto N, porém por conveniéncia, neste trabalho faremos a construcao
de tal conjunto com o ntimero zero pertencente a ele. Definiremos também, as operagoes

de adicao, multiplicacao, a relacao de ordem e algumas propriedades em N.

Em N temos que a principal ideia é a de sucessor e, deixamos claro, que sucessor é
aquele que aparece logo apds. Os Axiomas de Peano, citados acima, foram sintetizados
de forma concisa e precisa. Estes axiomas sao as regras basicas para construcao de N.
Usaremos a notacao A;, A, Az, A4 para identificd-los, e os elencaremos em seguida:

A; - Todo nimero natural tem um inico sucessor.

Ay - Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes.

Az - Existe um tnico nimero natural, chamado de “zero” e representado pelo simbolo 0,
que nao ¢ sucessor de nenhum outro.

Ay - Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X C N). Se 0 € X e se além disso,

o sucessor de todo elemento de X ainda pertencer a X, entao temos que X = N.

!Disponivel em: <https://famous-mathematicians.com/giuseppe-peano> acesso Abril 2018
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Os Axiomas de Peano se tornaram tao sélidos na mateméatica que até os dias atu-
ais afirmamos que tudo que se sabe sobre os numeros naturais pode ser demonstrado
como conseqiiéncia destes quatro axiomas. Um engenhoso processo chamado sistema de
numeracao decimal, com auxilio dos dez simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, nos permite re-
presentar qualquer nimero natural. Os simbolos que compoe esse sistema de numeragao
decimal possuem nomes, assim como qualquer outro substantivo, como vimos aquele que
nao ¢é sucessor de nenhum outro chama-se “zero”, seu sucessor, representado pelo simbolo
1, chama-se “um”, o sucessor, representado pelo simbolo 2, chama-se “dois”, o sucessor
do dois, representado pelo simbolo 3, chama-se “trés” e assim sucessivamente, até que os

nomes dos nimeros se tornam bastante complicados.

Assim, segue que o conjunto dos nimeros naturais é:
N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10...}.

Obs.: Como dito anteriormente o nimero 0 (zero) por muitos autores nao é conside-

rado um numero natural, sendo assim sua representagao é facultativa.

Para quaisquer naturais a, b e ¢ temos a seguinte tabela de propriedades:

ADICAO MULTIPLICACAO
Fechamento ou Fecho (a+0b)eN (a.b) € N
Associatividade a+(b+c)=(a+b)+c| al(bc)=(ab).c
Comutatividade a+b=b+a a.b="b.a
Existéncia de um Elemento neutro a+0=a al=a
Distributividade a.(b+c)=ab+a.c
Nenhum divisor de zero ab=0=(a=0 ou b=0)

1.2 Conjunto dos Nimeros Inteiros (Z)

Durante milénios a humanidade trabalhou com sistemas inadequados, com a falta de

um simbolo para o zero (vazio) e também de uma simbologia para os nimeros negativos
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que hoje usamos para expressar, por exemplo, uma divida ou representar a profundidade
do nivel do mar. Sabe-se que com o advento do zero estes obstaculos foram superados
0 que permitiu o prolongamento dos nimeros “naturais” aos numeros “relativos” pela

incorporacao a estes de seus “simétricos” com relacao ao zero.

Dentro da cronologia dos algarismos os niimeros negativos surgiram em primeiro lugar
na China antiga, pois este povo calculava usando colegoes de barras vermelhas para os
nimeros positivos e barras pretas para os nimeros negativos, contudo nao aceitavam que
um nimero negativo fosse solucao de uma equacao. Coube aos matematicos indianos
descobrirem os nimeros negativos quando da tentativa de formular solucoes de equacgoes
quadraticas, descobriram os nimeros negativos, antes chamados de “numeri absurdi” e

“numeri ficti” [12].

Nicolas Chuquet - FONTE: SUTORI 2

Ainda na cronologia dos nimeros negativos, em 1484 o mateméatico Francés Nicolas
Chuquet comega a utilizar com destreza o zero e também os ntimeros negativos, e em 1489
o matemaético alemao Johann Widmann de Eger introduz os sinais + e - em substituicao

[13)]

as letras “p” inicial de piu (mais) e de “m” inicial de minus (menos), segundo [8].

2Disponivel em: <https://www.sutori.com/item/nicolas-chuquet-1445-1488-european-
mathematician> acesso em Junho 2018
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Simon Stévin - FONTE: BRITANNICA *

Em 1582 o matemadtico Belga Simon Stévin (1548 d.C. - 1620 d.C.) elaborou um sis-
tema de notacao unificando o dominio de aplicacao das regras aritméticas, que é uma

aproximacao das regras que hoje sao aplicadas aos ntimeros inteiros [10].

A necessidade de um novo conjunto era inevitavel, uma vez que dados x,y € N, a
diferenca entre = e y, ou seja, r —y ¢ N, se x < y. Assim temos o conjunto dos Nimeros
Inteiros, representado por Z, o qual é formado pelos niimeros naturais e pelos nimeros

negativos, descrito como:

Z={ . —5—4,-3-2-1,01,2,34,5, ..}

3Disponivel em: <https://lexique.netmath.ca/johann-widmann-1460-1498/> acesso Junho 2018
4Disponivel em:  <https://www.britannica.com/biography/Simon-Stevin/media/565994 /14526 >
acesso Junho 2018
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1.2.1 Subconjuntos de Z

Utilizamos as seguintes notagoes para representar os subconjutos do Conjunto dos

Numeros Inteiros.

7Z=7—-{0}={xe€Z|x#0} ={...,—3,-2,—1,1,2,3, ...} (Conjunto dos Inteiros
nao-nulos)
Zy={x€Z|xz>0}=1{0,1,2,3,...} (Conjunto dos Inteiros nao negativos)
7 ={rx € Z |z >0} ={1,23,..} (Conjunto dos Inteiros ndo negativos, excluindo
Z€ero)
Z_={xe€Z|x<0}={.,-3,—-2,—1,0} (Conjunto dos Inteiros nao positivos)
7 ={xeZ|x<0}={..,-3,-2,—1} (Conjunto dos Inteiros ndo positivos, excluindo

Z€ero)

Para quaisquer inteiros a, b e ¢ temos a seguinte tabela de propriedades:

ADICAO MULTIPLICACAO
Fechamento ou Fecho (a+0b) € Z (a.b) € Z
Associatividade a+(b+c)=(a+b)+c| al(bc)=(abd).c
Comutatividade a+b=>b+a a.b=b.a
Existéncia de um Elemento neutro a+0=a al=a
Existéncia de inverso na adigao dd e€Zla+d =0
Distributividade a.(b+c¢)=ab+a.c
Nenhum divisor de zero ab=0= (a=0o0ub=0)

1.3 Conjunto dos Nimeros Racionais (Q)

A palavra fracao deriva do latim “fractus” que significa “partido”, “quebrado”, assim
pode-se dizer que a fracao é a representacao das partes iguais de um todo. As primeiras
noticias sobre o uso das fragoes remetem a cerca de 3000 a.C. e véem do Egito. As terras
que margeavam o Rio Nilo eram divididas entre grupos familiares, em troca de pagamento

de tributos para o Estado. Durante inundacoes do Rio Nilo, muitas terras ficavam sub-
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mersas, e isso fazia com que elas recebessem nutrientes. Essas terras tornavam-se muito
férteis para a agricultura. Como os tributo eram pagos proporcionalmente as areas a
serem cultivadas, quando as aguas baixavam, era necessario remarcar os limites entre os
terrenos de cada proprietario. Para essas marcagoes os proprietarios usavam cordas (que
seriam uma espécie de medida), esticando-as e, assim, verificavam quantas vezes aquela
unidade de medida (encontrada através da corda esticada) estava contida nos lados do
terreno. No entanto, por mais eficientes que tentassem ser, nao encontravam um numero
inteiro para representar tais medidas, o que os levou a utilizacao de fragoes.

Os antigos egipcios, utilizavam apenas fragoes da forma % de modo que todas as demais

fragoes tinham que ser expressas como somas de fragoes de numerador 1 e denominadores

3

2
1 e 3, sendo

diferentes. S6 duas fracoes podiam ser apontadas como excecao a tal regra:
que a ultima era contemplada como fracao geral, uma vez que era utilizada como base
para diversas operagoes matematicas. Os babilonios usavam em geral fragoes com deno-
minador 60. E provavel que o uso do niimero 60 pelos babilonios se deve ao fato que é um
nimero menor do que 100 com maior quantidade de divisores inteiros [8]. Os romanos,
por sua vez, usavam constantemente fragoes com denominador 12. Provavelmente os ro-
manos usavam o numero 12 por ser um numero que embora pequeno, possui um nimero
expressivo de divisores inteiros, como visto em [2]. Com o passar dos tempos, muitas
notacgoes foram usadas para representar fracdes. A forma de escrever fragoes usando um
numero sobre outro vem dos hindus, eles colocavam um nimero sobre outro sem o trago,

com o tamanho da parte abaixo e o nimero de vezes que essa parte devia ser contada

em cima. Esse costume se espalhou pela Europa mais tarde, como em [6].

Assim, o conjunto dos Numeros Racionais, representado por Q, é definido como o
quociente de dois niimeros inteiros, sendo o denominador diferente de zero, o conjunto

pode ser descrito como:

Q={p/a|p,q€Zeq#0}

Assim, todo nimero que pode ser escrito como a razao entre dois niimeros inteiros,
com o denominador diferente de zero, é chamado de niimero racional. Em particular, os

nimeros naturais e inteiros sao racionais, pois podem ser representados como quociente
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dele mesmo, por 1. Entao, podemos afirmar que o conjunto dos niimeros naturais e o dos
nimeros inteiros podem ser vistos como subconjuntos do conjunto dos niimeros racionais.
Além dos naturais e dos inteiros, as fracoes, os decimais finitos e os decimais infinitos

periodicos sao nuimeros racionais.

2 -3 4
Exemplo: Sao racionais os niimeros 2 = I; -3 = T; 1,5 = 5; 0,44444... = 9

1.3.1 Subconjuntos de Q

Utilizamos as seguintes notacoes para representar os subconjutos do Conjunto dos
Numeros Racionais.
Q* = Q — {0} (Conjunto dos Racionais nao-nulos)
Q4+ = (Conjunto dos Racionais nao negativos)

Q% = (Conjunto dos Racionais nao negativos, excluindo zero)

R ©
il

(
(Conjunto dos Racionais nao positivos)
(

Conjunto dos Racionais nao positivos, excluindo zero)

Para quaisquer racionais %, 2 e % temos a seguinte tabela de propriedades:
ADICAO MULTIPLICACAO
Fechamento ou Fecho (1+95€Q ($-9€Q
Assossiatividade pt G+ =G+ +7| ¢+ (G- =G"9"7%
Comutatividade Fte=5+7% Fre=5c-%
Existéncia de um Elemento neutro 7+0=% 7-1=3
Existéncia de inverso (simétrico) | V¢, 3 @ cQ| 7+ @ — vy eQr; 3 g | & g =1
Distributividade G =%-5+t5%

1.3.2 Fragoes Equivalentes

Fragoes equivalentes sao fracoes representadas por expressoes diferentes mas que re-

sultam na mesma quantia.
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Sendo a,b,c,d e € Z* dizemos que as fragoes 7 e 5 sao equivalentes se, e somente se

a.d =b.c.

1.3.2.1 Propriedades das Fracoes Equivalentes

a a
Rﬂ 1 L= = =
eexwab b
S. ,t, '(I_C:>C_a
mmetrica: b_d d_ b
T . a ¢ c e:>a e
ransitiva: — = — € — = — - = —
b d d f b f

1.3.3 Ordenacao dos Racionais

Como serd mais utilizado, no decorrer deste trabalho, os niimeros racionais, aborda-
remos somente a ordenacao destes. A relacao de ordem entre ntimeros racionais sempre

é estabelecida a partir de representagoes fracionarias de denominadores positivos.
a c

Dados dois ntimeros racionais r = 7 es= 7 temos:
a ¢
—>—<=ad>cb
b~ d

O corpo (vide ANEXO A) [Q, +, -, <] tem a estrutura de corpo ordenado, ou seja, é

um corpo no qual a relagao de ordem verifica as duas seguintes propriedades:

Sendo 7, s,t € Q

lLLr<s<r+t<s+tViteQ
(S)r+t+(—t) <s+t+(—t)
r+0<s+4+0

r<s
2. r<s<rt<st vV t>0
(@)r-t-%<s-t-%
rot<s.t

r<s
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1.3.4 Representagao decimal

, . a . .1 . .
Pode-se transformar um nimero racional 7 para a forma decimal dividindo o inteiro

a pelo inteiro b,com isso podemos obter dois casos:

1. Um numero decimal que tem uma quantidade finita de algarismos, diferentes de
zero, isto é, um decimal exato.
—2 6 71

E los: — =-2; — = ;. — =
xemplos 1 50 0, 3; 100

0,71
2. Um numero decimal que tem uma quantidade infinita de algarismos que se repetem
periodicamente, isto é, uma dizima periédica.

1 _
Exemplos: 3= 0,333... = 0,3 — dizima peridédica simples

2 _
7= 0,285714285714... = 0,285714 — dizima periddica simples

11 _
i 1,8333... = 1,83 — dizima periddica composta

Todo numero na forma de decimal exata ou de dizima periddica pode ser convertido

N - a , .
a forma de fracao b portanto, representa um numero racional.

1.4 Conjunto dos Niimeros Irracionais (I)

Acreditava-se que todo nimero poderia ser escrito como a razao entre dois inteiros.
Mas isso comecou a ser extinto na Grécia Antiga, entre a sociedade pitagoérica. Para
eles foram duas sensagoes bem opostas, algo surpreendente e intrigante, o fato de que a
medida do comprimento da diagonal de um quadrado de lado unitario nao poderia ser
expressa como um numero racional. A incansdvel busca para encontrar qualquer fragao
que multiplicada por ela mesma resulta em 2 fracassou. Foi um golpe mortal na filosofia

pitagérica, pois para tudo se dependia dos ntiimeros inteiros.
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A descoberta da irracionalidade de v/2 provocou tamanha consternacio entre os pi-
tagoéricos que, por algum tempo, se manteve a questao em segredo. Alguns historiadores
acreditam que o pitagdrico Hipaso foi expulso da sociedade por revelar o segredo e teria
sido lancado ao mar. Hoje os Numeros Irracionais, definidos como ntimeros que nao po-
dem ser expressos como a razao entre dois inteiros, sao bem aceitos. Os niimeros racionais
parecem ilhas de ordem num interminavel oceano de desordem representado pelos irraci-
onais. H4 um ntmero infinito de racionais, porém os irracionais sao bem mais numerosos,
no sentido de que os racionais sao contaveis e os irracionais nao. Enquanto os niimeros
racionais tem um padrao como as dizimas peridédicas os irracionais sao desprovidos de

padrao. Os numeros irracionais formam espagos entre os padroes.

Um numero irracional é um nimero real que nao pode ser obtido pela divisao de dois

nimeros inteiros, ou seja, sao nimeros reais mas nao racionais.

3 3
Exemplo: Podemos escrever - = 0,428571428571428571...(? € Q) e por outro lado
V2 = 1,414213562373095... e observe que v/2 nio pode ser escrito como quociente de

dois inteiros, logo ¢ irracional.

1.5 Conjunto dos Nimeros Reais (R)

O matematico Georg Cantor estudou os conjuntos infinitos e se era possivel conté-los.
Ele descobriu que os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros e racionais sao enumeraveis
(ou contdveis), pois era possivel estabelecer uma bije¢ao entre estes conjuntos e o conjunto
dos numeros naturais. Porém o conjunto dos numeros irracionais nao é enumeravel
(incontével). A unido dos conjuntos dos niimeros racionais e dos irracionais formam

o conjunto dos Numeros Reais, representado por R, que nao é enumeravel. Notagao:

R=QUI

Os numeros Reais podem ser classificados em Algébricos e Transcendentes.
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Georg Cantor - FONTE: Nextews °

Definicao 1.1. Dizemos que um ntmero é algébrico se o mesmo é solucao de uma

equagao polinomial com coeficientes inteiros. Caso contrario ele é dito transcendente.

Deste fato ja podemos concluir que todo niimero racional, é algébrico pois é solugao
da equacao polinomial de coeficientes inteiros gz — p = 0. Além disso, alguns irracionais
também sao algébricos como por exemplo v/2 que é solucdo da equacdo z2? - 2 = 0.
Existem porém alguns nimeros irracionais que nao sao solu¢ao de nenhuma equagao
polinomial com coefientes inteiros. E o caso do 7, do e e dos numeros de Liouville. Estes
sao chamados nimeros transcendentes. Alids, o matematico francés Joseph Liouville foi o
autor da primeira demonstracao da existéncia de niimeros transcendentes estabelecendo

um critério para que um numero seja transcendente.

Este resultado permitiu a construcao da famosa constante de Liouville, qual seja:

0,110001000000000000000001...

°Disponivel em: <http://nextews.com/images/73/4f/734f97a87e390ecf.jpg> acesso Abril 2018

23



Joseph Liouville - FONTE: PINTEREST ¢

Sera explorado mais sobre os niimeros algébricos e transcendentais no préximo capitulo.

SDisponivel em: <https://br.pinterest.com/pin/608126755908312892/?lp=true> acesso MAIO 2018
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Capitulo 2

Numeros Algébricos e

Transcendentais

Neste capitulo vamos abranger os niimeros algébricos e transcendentes, como comple-

mento de estudo desse trabalho, apresentando exemplos e propriedades desses nuimeros.

Como observamos no capitulo anterior os niimeros Reais podem ser classificados em

Algébricos e Transcendentes.

2.1 Numeros Algébricos

Definicao 2.1. Qualquer solucao real de uma equacao polinomial da forma

At + ap 12"+ . ax+ag=0

onden € N,a; € Z para todo i = 1,2, ..., n é chamado nimero algébrico. O conjunto

destes ntimeros serda denotado por Q.

Exemplo: Todo nimero racional é algébrico, como ja citado anteriormente, todo niimero
da forma £ com p € Zeqé€ Z* éraiz do polinomio gr —p. Entretanto, nem todo niimero

algébrico é racional, j& que v/2 é algébrico e nao é racional.
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Exemplo: v/2 4 v/3 é um niimero algébrico pois é solucio da equacao ¢ — 6z2* — 62° +

1222 — 362 + 1 = 0.

2.2 Numeros Transcendentes

Definicao 2.2. Os numeros que nao sao algébricos sao chamados transcendentes e o
conjunto destes niimeros sera denotado por T. Observe que, por definicao, o conjunto T

é o complementar do conjunto Q, também denotado por T = Q.

Exemplo: Sao transcendentes os nimeros 7, e (base do logaritmo neperiano), os Nimeros

de Liouville.

2.3 Conjunto enumeravel

Definigao 2.3. Um conjunto A é dito enumeravel se A é finito ou se existe uma bijecao

fN—= A

Exemplo: Os conjuntos N, Z, QQ sao enumeraveis.

Teorema 2.1. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

1. O congunto dos numeros reais, R, € nao enumerdvel.
2. A unido enumerdvel de conjuntos enumerdveis € enumerduvel.

3. Se o conjunto A € enumerdvel entdo A" = Ax A X ... x A € enumerdvel.

As demonstragoes do teorema 2.1 se encontram em [7].

Teorema 2.2. O conjunto
Zlx] = {a,z" + ap_ 12" + ...+ ayx + agln € Nya, #0,a; €ZVi=1,2,3,...,n}

€ enumerdvel.

Demonstragao:
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Como Z é enumeravel é fdacil ver que Z* também é enumerdvel e pelo Teorema 3.1

seque que Z X 7. X ... xX 7* ¢ enumerdvel. Considere a func¢ao

[f:ZXZLx .. xZ*— Zx]

-1
(ag, a1, g, ..., ap) — apx™ + ap_12" ' + ...+ a1 + ag.

Note que f € obviamente bijetora, ja que admite inversa igual a

Y apar" +an_ 12"+ . .+ ayx+ag) = (ag, a1, as, ..., a,) donde podemos concluir que

Z[x] € enumerdvel.

Sabemos que um polindomio nao nulo, de grau n e com coeficientes em um dominio
de integridade (vide ANEXO A) possui no maximo n raizes nesse dominio. Logo, dado
um polinoémio nao nulo p(z) = a,z" +a, 12" +... + a1z +ay em que a; € Z para todo

1=1,2,3,...,n temos que o conjunto

Rp ={k €R | p(k) =0}

¢ finito e, portanto, enumeravel.

Teorema 2.3. Q ¢ enumerdvel.

Demonstracao: Observe que Q € uma uniao enumerdvel de conjuntos enumerdveis

e assim pelo teorema (2.2) seque que o conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.

Com os resultados acima, ja pode-se concluir que os nimeros transcendentes sao
muitos. Temos que R = Q U T e sabemos que R é nao enumeravel. Logo, T é nao
enumeravel pois senao teriamos que R é a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis,

o que implicaria que R é enumeravel o que é um absurdo.

Com este fato podemos concluir também que existem nimeros transcendentes, pois,
se T = () terfamos novamente um absurdo de R = Q ser enumerdvel. E, mais do que
isso, conclui-se que existem mais nimeros transcendentes do que algébricos, no sentido

de que os algébricos sao contaveis e os transcendentes nao.
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Capitulo 3

Contexto Historico

A origem das fracoes continuas é um grande dilema no seu aspecto histérico, pois se
tem conhecimento dessas fragoes por toda histéria da Matematica, conforme Beskin [1] e
Andrade e Bracciali [3]. O algoritmo da divisao de Euclides (325 a.C. - 265 a.C.) que tem
por objetivo o calculo do Maximo Divisor Comum (m.d.c.), é utilizado para obtencao
de uma fracao continua de certo niimero racional, basta aplica-lo sucessivamente numa
divisao de inteiros. Nao se sabe se Euclides ou seus antecessores utilizaram este algoritmo

para estudo das fragoes continuas, porém significou o inicio do seu progresso.

Aryabhata - FONTE: PRABOOK !

Aos anos que se seguiram o estudo das fracoes continuas nao obteve evolucgoes sig-
nificativas, pois foi limitado a exemplos especificos. O matematico indiano Aryabhata
(476 d.C. - 550 d.C.) utilizou-as para resolver equagoes lineares diofantinas, mas nao
desenvolveu um método genérico, apenas utilizou as fragoes continuas para alguns exem-
plos especificos. No decorrer dos anos é possivel encontrar sinais de fragoes continuas na

escrita matematica grega e arabe, porém ainda de uso apenas especifico.

!Disponivel em: <https://prabook.com/web/aryabhata.-/727126/> acesso MAIO 2018
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Rafael Bombelli - FONTE: ALCHETRON 2

As fragoes continuas voltaram a ser tema de estudo na Europa do século XVI, quando
os cientistas bolonheses Rafael Bombelli (1526 d.C. - 1572 d.C.) e Pietro Antonio Cataldi
(1548 d.C. - 1626 d.C.) fizeram também suas contribui¢oes neste campo, apesar de forne-

cerem apenas mais exemplos. Bombelli demonstrou uma aproximacao da raiz quadrada

4 18

de 13 utilizando uma fracao continua dada por v13 ~ 3 + — I 5
6+~
6

Cataldi, em 1613, obteve a aproximacao para /18, ele é considerado por muitos o
descobridor das fracoes continuas. Sua aproximacao ficou da seguinte maneira /18 ~
2
4+ 3 Mas assim como Bombelli, nao prosseguiu os estudos.

2

Pietro Antonio Cataldi - FONTE: AUTORI 3

2Disponivel em: <https://alchetron.com/Rafael-Bombellic/> acesso MAIO 2018
3Disponivel em: <http://mathematica.sns.it/autori/1366/> acesso MAIO 2018
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John Wallis - FONTE: INDIA TODAY *

Sobannis Wallis S. T. D, T
Ge fefloris SAVILIANI,

OPERA MATHEMATICA
LRI SR G

o Flnen Primin.

E Tueatro SwrLpoxiaxo MDCXCY.

Livro Opera Mathematica - FONTE: MATHEMATICAL ASSOCIATION OF
AMERICAN 5

Em seu livrto “Opera Mathematica” (1695), Wallis (1616 d.C. - 1703 d.C.) utilizou
o termo (“fragdo continua”) pela primeira vez e colocou alguns dos seus fundamentos
bésicos, como por exemplo, o cédlculo do n-ésimo convergente, descobrindo algumas de

suas propriedades.

4Disponivel em: <https://www.indiatoday.in/education-today/gk-current-affairs/story/know-about-
john-wallis-the-designer-of-infinity-symbol-1394707-2018-11-23> acesso Julho 2018

SDisponivel em:  <https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasure-
collected-works-of-john-wallis> acesso Julho 2018
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Willian Brouncker - FONTE: THE PEERAGE ¢

Realizacoes matematicas de Brouncker inclui trabalhos sobre fracoes continuas e lo-
garitmos através de cédlculo por séries infinitas. Em 1655, ele forneceu uma expansao na

forma de fracao continua do ntimero real —.
T

Gkl -

Christian Huygens - FONTE: ESCRITAS *

O matematico e astronomo holandés Christian Huygens (1629 d.C. - 1695 d.C.) foi
o primeiro a mostrar uma aplicagao pratica de fragoes continuas. Escreveu um artigo
explicando como usar os convergentes de uma fracao continua para encontrar as melho-
res aproximagoes racionais para as relacoes entre as engrenagens. KEssas aproximagoes

permitiram-lhe escolher as engrenagens com o niimero correto de dentes.

SDisponivel em: <http://www.thepeerage.com/p17980.htm> acesso Julho 2018
"Disponivel em: <https://www.escritas.org/pt/bio/christiaan-huygens> acesso Setembro 2018
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Leonard Euler - FONTE: GRUPO ESCOLAR 8

Em primeiro texto abrangente em que explicava as propriedades de fragoes continuas,
Euler (1707 d.C. - 1783 d.C.) demonstrou que os racionais sdo escritos como fragoes
continuas finitas e provou que a representacao dos irracionais é na forma de fragao
continua infinita. Uma constante matematica estudada nesse contexto é o numero e.

E interessante saber que o nimero e, definido por
n

e = lim, ,oo [ 1+ — ) , cujo valor aproximado ¢ 2,718281..., se escreve como e =
n

12:1,2,1,1,4,1,1,6.....

8Disponivel em: <https://www.grupoescolar.com/a/b/6B96E.jpg> acesso Setembro 2018
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Johann Heinrich Lambert - FONTE: REVOLVY 9

Lambert (1728 d.C. - 1787 d.C.) forneceu a primeira demonstragao de que o nimero

7 é irracional, usando fragdes continuas para calcular tan(x) através da relagao

Lambert usou essa expressao para concluir que se x é um ntmero racional nao-nulo,

~ ~ , . . m ~
entdo tan(x) ndo pode ser um numero racional. Sendo assim, como tan <Z> =1, entao

7 nao pode ser racional.

9Disponivel em: <https://www.revolvy.com/page/Johann-Heinrich-Lambert> acesso Setembro 2018
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Capitulo 4

O Algoritmo de Euclides

Euclides - FONTE: EBIOGRAFIA !

4.1 Elementos de Euclides

Euclides foi um matemédtico que teve sua carreira na cidade grega de Alexandria,
embora nao possamos afirmar com precisao a cidade de seu nascimento, muito menos a
época em que viveu. Segundo alguns historiadores, Euclides foi um dos grandes profes-
sores da famosa escola de matematica de Alexandria, conhecida como “Museu” [4]. Ele
é autor de algumas publicagoes sobre matematica, musica, astronomia e tantas outras

areas do conhecimento, dentre as quais, a geometria com destaque para Os Elementos,

!Disponivel em: <https://www.ebiografia.com/euclides/> acesso Maio 2018
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uma colecao formada por treze livros, que datam aproximadamente do ano 300a.C., tra-
zem resultados, organizados sistematicamente, muitos atribuidos a outros matematicos,
alguns anteriores a Euclides.

Ao contrario do que muitos pensam, Os Elementos nao tratam apenas de geometria. Em
suas 465 proposigoes figuram textos sobre teoria dos nimeros e algebra elementar. Os
treze volumes desta publicagao estao divididos da seguinte maneira: Livros I-VI Geome-

tria plana; Livros VII-IX Aritmética e Livros XI-XIII Geometria espacial.

A grande inovacao feita por Euclides, nos Elementos, é a ado¢ao do método axiomatico-
dedutivo, no qual, partindo de alguns conceitos primitivos, aceitos como triviais ou in-
tuitivos, demonstram-se consequéncias chamadas de teoremas ou proposicoes.

No inicio do livro VII, Euclides expoe o processo conhecido hoje, como Algoritmo Eu-
clidiano da divisao, bem como o processo para encontrar o Maximo Divisor Comum de
dois ou mais nimeros inteiros. Tais procedimentos servem de base para outros métodos

como a técnica usada para resolver uma Equacgao Diofantina Linear.

4.2 O Algoritmo da Divisao

O Algoritmo é uma ferramenta no calculo do m.d.c de dois ntiimeros inteiros, onde o

maior dos numeros é reduzido, a partir de sucessivas divisoes, até o resto convergir a zero.

Definigao 4.1. Dados z,y € Z, nao nulos e dizemos que d € Z7_, ¢ um divisor comum

de x e y se d|z e d|y.

T =y.a9+ 710, (0<19<7Yy)
y=ro.a1 + 71, (0<7r <rg)
ro =7r1.a2 + 19, (0 <1y <7m) (4.1)
Tneg = Tn—2.Gn_1 +Tn_1, (0 <7H_1 <Tp_2)

Tn—2 = T'n-1.0p

Segue, que se r; = 0 o processo do algoritmo chegara ao fim, seja na 1% equagao ou

apds um certo nimero de passos, e 7,_1 serd o m.d.c dos niimeros x e .
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Exemplo: Sejam x = 76 e y = 31, calcule m.d.c (z,y), utilizando o algoritmo de Euclides

76 =312+ 14
31=14243
14=34+2
3=21+1
2=12

Logo o m.d.c (76, 31) = 1.

As igualdades em (4.1) podem ser escritas da seguinte forma:

To
Yy
A
__a1+_
To To
To )
__a2 —
T 71
Tn—3 Tn—1
_'an—1'+
T'n—2 T'n—2
T'n—2
:an
T'n—1

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Cada igualdade (exceto a tltima) representa a soma de um nimero inteiro com uma

fracao propria. Fazendo as substituigoes necessarias, temos:

De (2.3) em (2.2) obtemos:

36

e assim sucessivamente.

(4.7)



. ) x
Continuando neste processo obteremos o desenvolvimento de — sob a forma de uma
Yy
fragdo continua simples.
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Capitulo 5

Fracoes Continuas

Definicao 5.1. A fragao continua simples é uma expressao da forma
1

ag + Coma; € Zea;,...,a, > 1.
N
Gt

R
Qn

Podemos representar simbolicamente uma fracao continua dos seguintes modos:

Modo 1 |ag;ay,az, ..., 0,1, al;
Modo 2 [ap;ay,ag,. .., 01, apl;
Modo 3 (ag;ai,as,...,0,_1,0,);
Modo 4 ag;aq,as,...,0,_1,0,.

Neste trabalho sera utilizado a notacao do Modo 1.

. 1
Assim |ag; a1, ag, ..., Gy 1,0, = ag + i
Gt
CL2+
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Nao havendo a parte inteira, ou seja, ag = 0, a fracao continua simples poderd ser

escrita da seguinte forma: a; + , entretanto a sua simbologia poderd ser

as +

representada: |0;aq,ag, ..., an_1, 0yl

O numero ay que representa parte inteira da fracao continua simples é chamado de

primeiro quociente incompleto; ay, as, ..., a,_1, a, sao os demais quocientes incompletos,

. . . 1 1 1
a cada um dos quais corresponde uma ordem definida. As fragoes: —, —, —,..., —
a; as das Qp,

sao denominadas fragoes integrantes. Os denominadores das fragoes integrantes sao os

quocientes incompletos, como dito anteriormente, e os numeradores sao iguais a unidade.

Definicao 5.2. As expressoes abaixo sao chamadas quocientes completos

1 1 1 1
@t ——g bt ——g— ct——g, d+

b+ — c+ d+—— e+ —
c... a... e... f..

Definicao 5.3. As expressoes abaixo sao denominadas reduzidas ou convergentes.

1
ap, ag+ —, a0+—17 a0+—1

“ ay + — a+—7

a2
(05} + —
a3

5.1 Fracoes Reduzidas

As reduzidas representam os valores aproximados das fragdes continuas, quanto maior
for a sua ordem mais aproximada do valor ela é. Quando a fragdo continua é limitada
a ultima reduzida representa o seu valor exato, quando é ilimitada, nao ha ultima re-
duzida e o valor da fracao continua s6 podera ser calculado aproximadamente, mas com

aproximacao desejada, como em [5].

A primeira, a terceira, a quinta etc. reduzidas sao denominadas reduzidas de ordem

impares. A segunda, a quarta, a sexta etc. sao reduzidas de ordem pares.

A primeira reduzida é sempre constituida pela parte inteira da fracao continua, de
modo que, quando a fracao continua nao tem parte inteira, a primeira reduzida é zero e

0
costuma-se escrever sob a forma: I .

A representacao simbdlica das fracoes continuas pode ser aplicada reduzidas, assim
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lag| é a primeira reduzida, |ag, a;| é a segunda reduzida e |ag, a1, as| é a terceira, etc.

5.1.1 Lei de Formacao das Reduzidas

. 1
Seja a fracao continua Z = ag + 1
ay +
! 1
Gt
R
Qn
Onde aq,as,as,ayq,...,a,,... representam os quocientes incompletos, cuja ordem é
designada pelo indice.
. . 1 .
As reduzidas a calcular sao z; = a1,20 = a1 + —, 23 = a1 + — - cujas ordens
az
a9 + —
as

sao designadas pelos indices pertencentes a Z.

Observemos que, para passar da reduzida de primeira ordem para a segunda, basta

1
substituir a; por a;+— ; para passar da segunda reduzida para a terceira, basta substituir
a2

1 . . o
as por as + — ; para passar da terceira reduzida para a quarta, basta substituir az por
as

1
az + — ; e assim por diante.
Qg

Definicao 5.4. Sejam p,, € Z, q, € N* primos entre si tais que

Pn
— = lag; a1, az, ..., a,|,n >0

n

~ Pn , ;. . ~ ,
A fracao — é chamada n-ésima reduzida ou convergente da fracao continua de Z.
dn

Teorema 5.1. [Formacao das reduzidas] Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ag, ay, as, ...
pertencente aos Reais, tal que a, > 0, para todo k > 1, definimos sequéncias () € (Ym)

por:

(Z) Jfoz(lo,yozl,l‘l :CLO'CL1—|—]_,y1 = daq,

(1) Ttz = Amy2Tme1 + Tm, Yma2 = Gmi2Ymi1 + Ym, Y > 0.

Temos entao
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ao; a1, Gz, . . ., Gn| = ag + I = —

Temos também,

Tpt1-Yn — TnYni1 = (—1)",¥n >0

Demonstracao de 5.1: A prova sera por inducao em n.

Qo i
Para n = 0 temos |ag| = ap = — = —.
1 Yo
agar +1
Para n = 1, temos |ap;a1| = ap + = = ——— = — ¢,
' ax %N

Para n = 2, temos |ag; a1; as|

1
=0t

a1+-——
a2

45)
aras + 1
Qpa1as + ag + as
aijas + 1
as(apar + 1) +ap
n aias + 1
a1 + X
asyi + Yo
T2
Y2

Suponha que a afirmacao seja vélida para n. Para n+1 em lugar de n, temos:

lag; ay, ag, ag, ..., an, any1] = |ag; ar, ag, ag, ..., a, +
an+1

(5.1)



an+1<anxn71 + Q:77,72) + Tp—1
aTLJrl(anynfl + yn72) + Yn—1
o Ap41Tn + T
An+1Yn + Yn—1
. Tni1

Yn+1

Demonstracao de 5.2: Vamos agora mostrar, por inducao, a segunda afirmacao.

Temos:

Tpt1-Yn — TnYns1 = (—1)",¥n >0

Se n = 0 temos que: 1Yo — Toy1 = apa; + 1 — apa; = 1 = (—1)°
Agora, se Tpi1Yn — TnYni1 = (—1)" para algum valor de n, entao:
Tn42Yn+1 — Tn+1Yni2
= (an+2xn+1 + xn)yn—&-l - (an+2yn+1 + yn)xn—&-l

= _(xn+1yn - xnynJrl)

— —(-1 = (-1

Portanto, a igualdade é verdadeira para todo n > 0.

- ~ ) . Tn
Para as proximas solugoes z = |ag, a1, ag, as, . . ., a,| serd um nimero real e (—> €
Yn /)y
In , N . - ,
N dada por — = |ag, a1, as, as, . .., a,| serd a sequéncia de reduzidas da fragdo continua
n
de Z

Corolario 5.1. As sequéncias (z,,) e (yn) satisfazem as sequintes recorréncias:

Tn+2 = Qp42.Tp41 +x, e Yn+2 = Ap+2.-Yn+1 + Yn
Vn>0,xy=ag, r1 =apa1+ 1, yo=1cecy; = ay

Temos ainda, Tpi1.Yn — TpYnr1 = (—1)"¥n >0

Demonstracao: Assequéncias (x,,) e (y,) definidas acima satisfazem, pelo Teorema

5.1 anterior, as igualdades:
x’l’b

— = lag, a1, 02,03, ..., 0| € Tpi1.Yn — TnYni1 = (—1)"Vn >0
n
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Temos que: Tp41.Yn — Tn-Ynt1 = (—1)"Vn € N, entdo (x,) (y,) dados pela recorréncia
sobredita sao primos entre si. Da recorréncia conclui-se que y,, > 0, Vn > 0.

x . . < .
Logo (—"), com n € N, é a sequéncia reduzida da fracao continua em Z.
Yn

Corolario 5.2. Tem-seV n € N

gnxn—l + Tp—2 Tpn—2 = Yn—2.%2
z = € Gn =

enyn—l + Yn—2 B Yn—1-2 — Yn—1

Demonstracao: A primeira igualdade seque do Teorema 5.1 , jd que:

z = lag, a1, 9,03, . ..,a,_1,0,| € a seqgunda igualdade € consequéncia direta da primeira.

Teorema 5.2. Tem-se

Tn (="
T T, Qg
Yn Qn 1+ —ntl
T ()2
Api1 = Yn-1 - |07 Apy Ap—1,n—2,...,0Q1
Particularmente
< T, 1 - 1
e — Z _—— pr—
(an+2>(yn)2 Yn (9n+1 + an+1)(yn)2 an+1<yn)2

Demonstracgao: pelo Corolario 5.2, vem

5 Tn, o en-i—lxn + Tp—1 . T, o Tn—1Yn — TnlYn—1

Yo Ot +Yn1 Yo (Ons1¥n + Yno1)Vn
(xnyn—l - xn—lyn) o _(_1)7171 _ (_1)n

(9n+1yn + yn—1>yn (en-i—lyn + yn—1>yn (en—i-lyn + yn—l)yn
(=1)"

(Onsr + 22=1) ()2

(=D"

(en-i-l + CVn-i—l) (yn)2

Ty 1
z——| =

No caso particular, |
Yn (971-1—1 + an+1)(yn)2
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e, como |0,11] = any1 € 0 < apyq < 1, tem-se que a,p1 < Oyt + Qpr1 < Gpyr + 2,

resultando na ultima assertiva.

A expressao de ay, 1 como fragao continua:

Yn—1 Yn—1 = Yn—1 1

Yn Qn-Yn—1 T Yn—2 Yn B an + Yn—2
Yn—1

Observagao: Como o lim, ,, ¥, = +00 (j4 que y, é estritamente crescente), do

Teorema 5.2:

. J"n
hmn—>oo — =%,
n
Isso possibilita resolver z a partir de ag, ay,as,as,..., e de uma légica a igualdade
z = |ag, a1, a9, as, . .. | quando a fragao continua de z é infinita (z é irracional).
Teorema 5.3. V k > 0, temos
Lok Lok+2 Lok Tog+1
Lok o Tokt2 o T2k T2k

Yok Yok+2 C Yok+3 Y2kt

Demonstracao: De uma forma geral V n > 0, temos que:

o Tn42 T o Ap+42Tn+1 + T, T,

Ynt+2  Yn  Ony2Ynt1 T Yn  UYn
_ Ap2Tn1Yn + Tn¥Yn — Tplni2Ynil — TnYn
yn(an+2?/n+1 + yn)

An+42 (xn+1yn - xnyn-‘rl)
= , do Teorema 5.1 vem,

Yn (an+2yn+1 + yn)

(Apy2)(—1)" par — positivo
=" sen
Yn+2-Yn impar— negativo
Para Vn > 0, temos:
n —1)"
_In _ (=1) > (0 se n for par;
Yo (Ons1Yn + Yn-1)Yn
Ty, (=)™

= < 0 se n for impar.
Yn (€n+1yn + yn—l)yn
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Na pratica, emprega-se o seguinte tipo de calculo:

Na primeira linha estao os quocientes incompletos e na segunda escrevemos as duas

. . . . 1 aq .
primeiras reduzidas que convencionamos ser g€ - Formamos as outras reduzidas
multiplicando os dois termos da reduzida precedente pelo quociente incompleto ao qual se
chegou e somando resultado termo a termo com a reduzida ante precedente. Empregamos

o algoritmo abaixo:

aq a9 as

ay (ala2+1) (a1a2+1)a3+a1
1 (1a2+0) (agag-‘rl)

=

Teorema 5.4. Tomando uma reduzida qualquer para o valor de uma fracdo continua,
comete-se um erro menor que a unidade dividida pelo quadrado do denominador da re-

duzida.

~ . X . . ~
Demonstragao: Seja — uma reduzida, tomada como valor aproximado, da fracao
n

Ln+1 . . ~ , /
""" a reduzida seguinte. O valor de Z da fracao continua estd compreen-

continua Z e

Yn+1

. . . Tn anrl
dido entre as duas reduzidas consecutivas — e
Yn Yn+1

, logo:

g T T T
Yn Yn+1 Yn

, Tpt1 T 1
Porém temos, ——— — % = —— logo

Yn+1 Yn B YnYn+1

n 1
7 — .T_ P ——
Yn YnYn+1

;. 1 1 : .
Sendo y,+1 > Y, serd evidentemente —— < — logo, com mais forte razao:

YnYn+1 yn2

.1
Z—i—<P (5.3)
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. Tn
A diferenca de Z — — representa, em valor absoluto, o erro que se comete tomando
n

x :
~ para o valor aproximado da fracdo continua e a desigualdade 5.3 mostra que este erro
Yn
¢ inferior a —
UYn
907

18564

Exemplo: Desenvolver em fragao continua e formar as reduzidas da fracao
Solucao:

Procurando o m.d.c entre (907,18564), teremos:

0 200 2 | 7T 1512|133
907 | 18564 | 907 | 424 | 59 | 11 |4 |3 |1
424 |59 | 11 | 4 | 3 |10

Entao os divisores 0, 20, 2, 7, 5, 2, 1 e 3, deste m.d.c., ficam representados, em forma

de fragao continua, assim: |0;20,2,7,5,2,1, 3| Agora formaremos as reduzidas da fragao

907 .
18564

15 7 169 246 907
20 41 307 1576 3459 5035 18564

ol
—lo
—
)

Logo as reduzidas serao:
0 1 2 15 77 169 246 907
17207 417 3077 1576 3459’ 50357 18564

Exemplo: Transformar em fracao ordinéria a fragao continua |1,2,1,1,1,2,1, 3|

121711211 3

40 | 149
29 | 108

Ol
==
N
[SUITEN
[SAI N
—_
—
3

|
[N}
=

Exemplo: Transformar em fracao ordinéria a fracao continua [0, 3,3,4,2,3,1, 1, 2|

3 | 13|29 | 100 | 129 | 229 | 587
43 | 96 | 331 | 427 | 758 | 1943

—=lo

Ol
Wl
—
o
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23

Exemplo: As fragoes 303 e — podem ser reduzidas consecutivas de uma fracao continua?
E qual delas é a de ordem par?
Solucao:
100 23
313 72

72100 —23-313
N 72313

7200 — 7199
- 72.313

1
- 72-313

Podem ser reduzidas consecutivas, pois sao fragoes irredutiveis e sua diferenca é uma

fragao cujo numerador é a unidade.

Como as reduzidas de ordem par sao maiores que as de ordem impar e a diferenca

100
obtida é positiva, 303 ¢ de ordem par.

Teorema 5.5. Quando uma fragao continua € ilimitada, pode se formar uma outra

reduzida que divirja da fracao original por um niumero dado € > 0.

Seja — a reduzida que difere da fragao continua Z de um nimero inferior a ¢.

Yn
T 1
Em virtude da propriedade anterior, temos: Z — ~=* < — e logo das condigoes exigidas
Yn Yn
temos:
x
Z—-"<e¢
Yn

Para que esta segunda desigualdade seja satisfeita, sem prejudicar a primeira é ne-
cessario e suficiente que se tenha
1 2
€2 — ouyy,” >
2
Yn

o | =

47



Donde tiramos

1
= 0 que é sempre possivel.

Yn Z =

W

Dai resulta que o denominador da reduzida deve ser igual ou maior que o inverso da
raiz quadrada do nimero dado €.

Obs.: Pelo teorema anterior, para calcular uma expressao, com uma aproximagcao dada

g, isso é com um erro inferior a € formam-se as reduzidas sucessivas até obter uma cujo

denominador seja igual ou maior que o inverso da raiz de ¢ e adota-se essa reduzida para

o valor da expressao.

1
Exemplo: As fragoes 20 € 11 podem ser reduzidas consecutivas de uma fragao continua?

Qual o limite de erro que se comete tomando a primeira delas em lugar da prépria fracao

continua? Este erro serd para menos ou para mais?

Solucao:

1 2 41-40 1

20 41 2041 820

O erro é para mais e inferior a 320

Exemplo: Substituir a fracado —— por outra mais simples, cometendo um erro inferior

187
a 0,01.

Solucao: A aproximacao pedida é € = 0,01, logo

VE=0,1
1

— =10
NG

O denominador da reduzida deverd ser igual ou superior a 10, entao calculemos o

m.d.c. (260,187)

1 21|11 1(3|1]1/4
260 [ 187 | 73141 (32|19 |5 (4|1
41 13219 | 5 |4]110

260
Entao a fracao 5 poderia ser representada assim: |1;2,1,1,3,1,1,4|.
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260
187’

Agora formaremos as reduzidas da fracao

25 260
B ]|

(=)

==

N

[SIITN

[SIEN]
I

25
Observe que a reduzida 8 ja nos deu o denominador desejado, ou seja, maior ou

igual a 10, entao nao é necessario continuar a formar as reduzidas seguintes, logo

260 25 _

SRk PO |
187 18 38

5.2 Fracoes Continuas Periédicas

Fracao continua periddica é aquela em que os quocientes incompletos se reproduzem
sempre na mesma ordem e indefinidamente. O conjunto dos quocientes incompletos que
se reproduzem constitui o periodo. Quando o periodo comeca no primeiro quociente
incompleto, a fracao continua é denominada peridédica simples. Quando nao comeca
no primeiro quociente incompleto, a fracao continua é denominada periédica mista ou
composta. Os quocientes incompletos que nao se reproduzem, isto é, que ficam antes do
primeiro periodo, constitui a parte nao periédica. As fragdes continuas periédicas sao
geralmente representadas pelos quocientes incompletos que formam a parte nao periddica
seguidos dos que formam o primeiro periodo. Separam-se 0s quocientes consecutivos por
virgula e assinala-se o periodo colocando sobre cada quociente um ponto ou somente
sobre os primeiro e iltimo do periodo. Este conjunto pode ser colocado entre dois tracos
paralelos ou dentro de um parénteses, mas isso nao é obrigatoério.

Assim, os simbolos:
5,2,7,1
5,2,7,1

(5,2,7,1)
15,2,7, 1]

Representam a fracao continua simples
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5+
2+

7+
1+

5+
2+

7+

14—
+5+...

E os simbolos:
6,3,9,4
6,3,9,4

(6,3,9,4)
16,3,9, 4

Representam a fracao continua mista ou composta

6+

3+

9+

4+
3+

9+ 1

1
P
+9+...

4+
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Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Calculo de Logaritmos

Exemplo: Calculemos o log 5

1
Seja — o logaritmos pedido, por definicao:
x
105 =5 portanto 5¥ = 10

Acha-se por tentativa que x estd compreendido entre 1 e 2. Faz-se, portanto:

Logo, conclui-se que x; esta compreendido entre 2 e 3. Faz-se entao:

51



T2

2%t = 5
27 =5
(P =2

r=1 + 96—1
T = 2 + 3%2
T9 = 3 + %3
_ 1
T3 = 9 -+ 3:—4
1
Representando log 5 =z ~ 1+ 1
S
T3 + x—
4
e fazendo as substituigoes temos:
1
log 5 ~ 0+ 1
1+
2+ ——~
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2 _
* 38

log 5 ~ 0+ 1

1—1—@
28

1
14+ 2=
+65
1
10g5:0+%
65

65
log 5 ~ — — 0, 6989...
B0 =93 7Y

6.2 Calculo de raiz quadrada

6.2.1 Calculo da V2

Exemplo: Vamos realizar o cédlculo da V/2 utilizando fracoes continuas.

Como sabe-se v/2 é um nimero compreendido entre 1 e 2 assim, observe que:

Entao

V2—1= % ouzr = \/51_ -, ainda racionalizando temos:

x:\/§+1

Substituindo 6.2 em 6.1
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1
V241

V2 =1+ (6.3)

Substituindo v/2 no denominador de 6.3 pela equacio 6.1, temos:

1
2=1+—7—
V2 1+141
Vio14
24!

T

Repetindo as substituicoes de x e V/2 infinitamente teremos:

2+

2+

2+

2+

24 -
+2—|—...

De acordo com a extensao acima, a representacao por fragoes continuas do nimero

V2 é dada por [1;2,2,2,2,...|.

6.2.2 Calculo da /3

Exemplo: Vamos realizar o cédlculo da V/3 utilizando fracoes continuas.

Como sabe-se /3 é um niimero compreendido entre 1 e 2 assim, observe que:

Entao

1

1
V3i-l=—ouzr=——
T V3-1

, ainda racionalizando temos:

V3+1
€r = 2

(6.5)
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Substituindo 6.5 em 6.4 temos:

Substituindo v/3 no denominador de 6.6 pela equacao 6.4, temos:

1
V3=14 —g—
14+-+1
—r

2

2+~

X

2

V3=1+4+—7

1 —

+2;1:

Substituindo  no denominador da equagao 6.7, temos:

1+ ——
T@+1
2
1
¢§:1+___fr_
1+
V341

Substituindo v/3 no denominador de 6.8 pela equacao 6.4, temos:

1
1+ 1
1+~ 41
11:
1+ —
24—
X

95

(6.6)

(6.8)



Repetindo as substituicdes de x e v/3 infinitamente teremos:

1
V3=1+ i

1+

1
1
1
1

2+

1+
2+

24 -
+1—1—...

De acordo com a extensao acima, a representacao por fracoes continuas do nimero

V3 é dada por [1;1,2,1,2,1,2,1,2,...].

6.2.3 Calculo da V5

Exemplo: Vamos realizar o cdlculo da /5 utilizando fracoes continuas.

Como sabe-se v/5 é um niimero compreendido entre 2 e 3 assim, observe que:

Entao

V5 —2= % ouxr = \/51_ 5, ainda racionalizando temos:

x=5+2 (6.10)

Substituindo 6.10 em 6.9 temos:

N \/51+2 (6.11)

Substituindo v/5 no denominador de 6.11 pela equacao 6.9, temos:

1
\/522_|_f

2+ =42
Xz
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1
VB=24 ——

4+ =
xZ

Repetindo as substituicdes de x e v/5 infinitamente teremos:

1
V5 =2+ i

4+

1

4+

4+

4 +

44—
+4+...

De acordo com a extensao acima, a representagao por fracoes continuas do niimero

V5 é dada por |2;4,4,4,4,...|.

6.3 Expressoes Irracionais

Exemplo:
. . - . 5+ V17 .
Vamos realizar a conversao da expressao irracional x = —s em uma fracao
continua.

Como sabe-se /17 é um nimero compreendido entre 4 e 5, assim a parte inteira de
V17 é 4, somando com 5, obtemos 9 e dividindo por 2, obtemos para parte inteira do

quociente 4. Entao, concluimos, que = esta compreendido entre 4 e 5, logo:
1
r=4+4+ - (6.12)
Y

Substituindo x pela expressao irracional, obtemos:

5) 1
£:4+1
2 Yy

Donde tiramos:
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A parte inteira do numerador é 7 e a parte inteira do quociente da divisao é 7 por 4

¢ 1, logo o valor de y esta compreendido entre 1 e 2, sendo portanto, igual a 1 mais uma

. 1
fracao que designamos por —.
z

Assim,
1
y=1+- (6.13)
z
Substituindo y por este valor em 6.12, vem:

1
v=d+— (6.14)
14 =
z

Substituindo y pela expressao quivalente em 6.13, vem

Logo,

Racionalizando o denominador:

VIT+1

Evidentemente o valor de z estd compreendido entre 1 e 2, portanto ¢ igual a 1 mais

uma fracao que designamos por t Assim,

58



(6.15)

1+ !
z = —
t
Substituindo z por este valor em 6.14, vem:
4+ ! (6.16)
xTr = .
1+ 1411

VIT+1 1
—+_1+¥

4

Substituindo z pela expressao equivalente em 6.15, temos:

Logo,
4

Evidentemente o valor de t estd compreendido em 3 e 4, portanto é igual a 3 mais
1

uma fracao designamos por —.
w
Assim
1
t=3+— (6.17)
w
Substituindo na expressao 6.16, ¢ por seu valor, vem:
1
r=4+ i (6.18)
1+ 1
1+ 1
3+ —
w

1

1
VIT+3 .1
2 w

Substituindo ¢ pela expressao racional equivalente em 6.17, vem:
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Logo,

Racionalizando o denominador, vem:

VIT+3
w:T

Esta expressao, que representa o valor de w, é a reproducao de y, logo, daqui em

diante os calculos serao reproduzidos na mesma ordem.
- 1 1
Entao, w=14—,s=1+— ...
s u
Portanto, substituindo esses valores em 6.18, sucessivamente, obtemos:

1
r =4+

1+
1+

3+
1+

1+...
De acordo com a extensao acima, a representacao por fragoes continuas do nimero

5+ 17
ijL é dada por 4;1,1,3,1,1,3,1,1,3,...|.

Como as fragoes integrantes reproduzem-se periodicamente, a fracao continua obtida,

além de ser ilimitada, é periddica.
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Consideracoes Finais

As consideracoes proferidas neste texto abordam uma maneira de expor o conceito
de fragoes continuas. Mas, antes, o autor procurou dar uma visao geral sobre teoria dos
nimeros, mais precisamente, no que tange os conjuntos numéricos, os nimeros algébricos
e transcendentes, um pouco da histéria da matematica e que nao poderia faltar: o lema
de Euclides.

Geralmente, como esse tépico é pouco explorado nos cursos de licenciatura em ma-
tematica, procurou-se articular o conhecimento que o professor de matematica possui
com a teoria a ser desenvolvida. Particularmente, o autor teve a oportunidade de estu-
dar alguns detalhes do assunto e enriquecer o saber nessa area.

Estrategicamente, de acordo com a notacao das fragoes continuas, todo niimero real que
¢é racional pode ser representado por uma fracao continua limitada. Caso contrario, os
nimeros reais que nao sao racionais podem ser representados por meio de uma fragao
continua ilimitada. Através dessa divisao, tornou mais palpavel compreender que os
nimeros irracionais nao indicam o quociente entre dois niimeros inteiros, onde o deno-
minador é diferente de zero, como consequéncia do préprio algoritmo de Euclides. Dessa
forma, é possivel observar uma interagao entre a natureza discreta e limitada, com a
natureza continua e ilimitada dos nimeros reais.

Na parte didatica, visualizamos algumas aplicacoes de fragoes continuas em problemas
cotidianos que sao relevantes, como a aplicacao das fracoes continuas para o calculo de
logaritmos, de raiz quadrada e de expressoes racionais e que podem ser exploradas em
sala de aula por professores de matematica. O calendério gregoriano é uma das aplicagoes
bem discutidas dentro do assunto, e esta diretamente ligada com a nogao de tempo. Ou-

tra aplicabilidade das fracoes continuas é das engrenagens do relégio, um assunto bem
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Curioso.

A histéria da matematica assume papel importante, pois mostra como os matematicos
estudavam os problemas ao longo do tempo, e de que maneira a contribuicao de cada
um deles foi essencial para cada estdagio da compreensao do conceito. O leitor pode to-
mar como base a progressao do assunto e perceber que uma teoria matematica atravessa
séculos e, geralmente, muitas perguntas sao respondidas apenas em um periodo bem
mais avangado. Por exemplo, temos o caso do ntimero irracional 7, que ja estava sendo
estudado desde a antiguidade. Lambert (1728 d.C. - 1787 d.C.) forneceu a primeira de-
monstracao de que o numero 7 é irracional, usando as fragoes continuas.

Para o professor de matematica, a compreensao dos conceitos e a adaptacao do contexto
sugerido pela dissertagao tiveram como objetivo um conhecimento além do que costuma
ser abordado em sala de aula. Muitas definigoes e teoremas discutidos enriquecem o
conhecimento na area da teoria dos nimeros. Em algumas ocasioes, o docente do ensino
médio nao dispoe de muito tempo para trabalhar outros contetdos que facilitariam o
entendimento da matematica com seus alunos. Com base neste pensamento, o autor fez
questao de trazer a baila o estudo das fracoes continuas, com o intuito de minorar a
dificuldade encontrada pelo aluno.

Este trabalho sugere que tanto o professor quanto o aluno sintam mais prazer em estudar
a matematica, dando a oportunidade para se aprimorarem e alastrarem os seus conhe-
cimentos. Dessa maneira, os docentes da area de matemadtica terao a oportunidade de
outorgar concretamente o resultado de seus educandos, e entao poderao discutir possiveis

melhorias e aprimoramentos na pratica do ensino de matematica.
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ANEXO A

1. ANEIS

Definicao: Um sistema matematico constituido de um conjunto nao vazio A e uma
par de operagao sobre A, respectivamente uma adigao (z,y) — = +y e uma multiplicagao

(x,y) (ou x.y), é chamado anel se:

1. (A4+) é um grupo abeliano, ou seja:
a)sea, b, c€ A, entdo a+ (b+c) = (a +b) + ¢ (associatividade);
b) se a, b € A, entdo a + b = b+ a (comutatividade);

c) existe um elemento 04 € A tal que, qualquer que seja a € A,a+ 04 = a

(existéncia de elemento neutro);

d) qualquer que seja a € A, existe um elemento A, indicado genericamente por

—a, tal que a + (—a) = 04 (existéncia de opostos).

2. A multiplicacao goza da propriedade associativa, isto é, se a, b, ¢ € A, entao

a(b-c) = (a-b)c.

3. A multiplicacao é distributiva em relacao a adicao, vale dizer: se a, b, ¢ € A, entao

a(b+c¢) =ab+ace (a+b)c=ac+ be.

1.1. Tipos de Anéis

A definicao de anel é bastante aberta no que se refere a multiplicacao. Existem
anéis que possuem elemento neutro para a multiplicacao e outros que nao. O anel Z,
por exemplo, possui elemento neutro para a multiplicagao: o nimero 1. O anel 27 =
{0,£2, +4, ..}, nao.

Da mesma forma, ha anéis cuja multiplicacao é comutativa e outros que isso nao acontece.
Por exemplo, a multiplicacao do anel dos inteiros goza da propriedade comutativa. Mas,

o anel Mn(R), por exemplo, isso ndo acontece, exceto quando n = 1.

1. ANEL COMUTATIVO COM IDENTIDADE
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Um anel (R, +, ), onde a operagao é comutativa é dito ser um anel comutativo. Um
anel (R, +, -) onde tem elemento neutro é dito ser um anel com elemento identidade

ou simplesmente, um anel com 1. Tal elemento neutro sera indicado por 1 ou 1g.

Exemplo: SejaR = f: R — R; f é fungao. Para todo f, g € R, definimos (f + g)
€Re(f-g) €R, por:

i) (f +9)(x) = f(z) +g(x),Vz €R

i) (f-9)(x) = f(x) - g(x),Vr € R

(R, +,-) é um anel comutativo com 1.

2. ANEL DE INTEGRIDADE

Um dominio, ou um anel de integridade ¢ um anel comutativo, com 1, sem divisores
de zero, ou seja, um anel (R, +,-), comutativo com 1 é dominio < (Va,b € R, ab =
0 = a = Ooub = 0). Exemplo Com as operagoes usuais, o anel dos inteiros Z é um

dominio que nao é corpo.

2. CORPOS

Obs.: Antes de definir o que é um corpo, serd adotado a notagdo U(A) para indicar os
elementos de uma anel que tém inverso, elementos esses que serao chamados de inversiveis.
Nao esquecer que U(A) nunca é vazio, mas também nunca inclui o zero. Existem anéis
comutativos com unidade em que o zero nao é inversivel. E o caso, por exemplo, do Q,
R e C. E anéis em que, além do zero, ha outros elementos nao inversiveis, como por
exemplo, o Anel Z dos inteiros. Na verdade, U(Z) = {—1,+1}. A definicdo que segue

diz respeito a primeira dessas possibilidades.

Definicao: Seja K um anel comutativo com unidade. Se U(K) = K* = K — {0},

entao K recebe o nome de corpo.

Exemplo: Os anéis numéricos Q, R e C, sao corpos.
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