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O binémio de Newton é tao belo como a Vénus de Milo

O que ha é pouca gente para dar por isso
6606 — 660666666 — 6

Alvaro de Campos (heteronimo de Fernando Pessoa) (PESSOA, 1944



RESUMO

MOURA, BSM Método Alternativo para o desenvolvimento do Binémio de Newton.
2018. 29 f. Dissertagao ( Mestrado profissional em Matemética em Rede Nacional do
Departamento de Matematica da Faculdade de Formagao de Professores) — Faculdade

de Formacao de Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2018.

A disciplina Matematica no contexto escolar desperta grande aversao em muitos
alunos e, por outro lado, os indicadores sao consideravelmente negativos quando sao ava-
liados os desempenhos dos alunos concluintes do Ensino Fundamental e Médio. Como
consequeéncia, observamos dificuldades no desenvolvimento do raciocinio légico e na com-
peténcia matematica, necessarios a intimeras profissoes. Nesta dissertagao, sera apresen-
tado o Método Alternativo para o desenvolvimento do Bindémio de Newton utilizando
operacoes basicas e a decomposi¢cao em fatores primos, decomposicao esta que traz o ele-
mento central e primordial do método proposto: o Fator Multiplicador Constante. Em
um contexto que supervaloriza o imediatismo da utilizagao da matematica no cotidiano,
propoe-se que seja incentivada a elaboracao de conjecturas, a construcao de algoritmos e
a verificagao de sua validade, a fim de que os alunos percebam a Matematica como ciéncia
em construcao e sintam-se capazes de interferir neste processo.

Palavras-chave: Binomio de Newton. Método Alternativo. Fator Multiplicador

Constante. Ensino de Matematica.



ABSTRACT

MOURA, BSM Alternative Method for Binomial development from Newton. 2018. 29 f.

Dissertacao ( Mestrado profissional em Matematica em Rede Nacional do Departamento
de Matemética da Faculdade de Formacgao de Professores) — Faculdade de Formagao de
Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

The mathematics discipline in the school context arouses great disliked by many
students in schools and, on the other hand, the indicators are considerably negative when
the performance of the students in middle and high school are evaluated. Consequently,
difficulties are seen in the development of logical reasoning and mathematical compe-
tence required by many professions. In this dissertation, the Alternative Method for
the development of Newton’s binomial will be presented, using basic operations and the
decomposition of prime factors. This decomposition brings the central and primordial
element of the proposed method: the Constant Multiplying Factor. In a context in which
the immediacy of the use of mathematics in everyday life is overvalued, it is proposed
that the elaboration of conjectures, the construction of algorithms and the verification
of their validity is to be encouraged, so that students perceive mathematics as a science
under construction and feel capable of interfering in this process.

Keywords: Newton’s binomial. Alternative Method. Constant Multiplying Factor.
Mathematics Teaching.
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INTRODUCAO

A matemaética nunca foi, ndo é e nem nunca sera o simples ato de calcular. Essa
ciéncia que avanca concomitantemente com o avango da humanidade e das tecnologias vem
principalmente como ferramenta para resolucao de problemas nas mais variadas areas do
conhecimento. Nos dias de hoje, o aluno faz uma busca na internet pelo celular e percebe
em alguns segundos que o assunto proposto nao o interessa em hipdtese alguma e é a
partir desse momento que comeca a nossa missao de ensinar o contetdo programatico
de maneira mais interessante para um publico que em sua maioria, se pudesse escolher,
escolheria nao ter que aprender o contetido proposto, com a argumentacao quase sempre
sustentada na hipotese de nao precisarem utilizar o conteiido em questao em nada nas
suas vidas. Sao justamente esses fatos que me motivaram a procurar uma maneira alter-
nativa e mais simples para desenvolvermos o Binémio de Newton, ja que o assunto quase
sempre exige uma quantidade consideravel de calculos e bastante habilidade algébrica com
uma participacao discreta em alguns problemas de combinatoria, que sao resolvidos pela
aplicagao do triangulo de Pascal, que também sera citado nesse trabalho.

Na verdade, a proposta é mostrar a beleza da Mateméatica por suas técnicas e
procedimentos, nao tendo como foco a resposta aos anseios imediatistas dos alunos sobre
a aplicabilidade do assunto no cotidiano deles e sim na visualizacao dos algoritmos como
ferramentas para o desenvolvimento de uma ciéncia que o aluno ainda nao tem como
dimensionar. Esta dissertagao esta dividida da forma descrita a seguir.

A parte inicial é a introducao, que justifica de forma genérica o motivo pelo qual
escolhemos este tema para desenvolvermos na dissertacao.

O Capitulo 1 descreve o Método Tradicional e o Método Alternativo proposto nesse
trabalho para desenvolver o Binémio de Newton, fazendo uma comparacao entre eles e
mostrando que o Método Tradicional utiliza uma quantidade consideravel de operacoes
com binomiais, fatoriais e simplifica¢cbes que, quase sempre, exigem uma significativa
habilidade algébrica, que faz com que esse método nao seja bem recebido pelos alunos.

No Capitulo 2 provamos que o Método Alternativo proposto esta correto e pode
ser utilizado para desenvolver o Binémio de Newton de forma bem mais pratica que o
Método Tradicional aplicado hoje no Ensino Médio.

No capitulo 3 analisamos a proposta e a viabilidade de insercao deste contetido no
cotidiano escolar em turmas do Ensino Médio. No final, a conclusao resume as propostas

desta dissertacao e aponta para pesquisas futuras.



1 METODO TRADICIONAL X METODO ALTERNATIVO

Neste capitulo, apresentamos o desenvolvimento do binémio através do Método
Tradicional (Método de Newton) e, em seguida, apresentamos a proposta do Método
Alternativo. Vamos apresentar como o Binémio de Newton ¢é explorado no Ensino Médio
e qual a sugestao de abordagem do tema. As defini¢oes foram extraidas de (MILIES;
COEHO, 2003).

O leitor certamente estd familiarizado, desde o Ensino Fundamental, com as po-
téncias de um binémio. Assim, por exemplo, temos que:

(a+b)' = a+b
(a+0)?* = a®+ 2ab+ b
(a+b)?* = a®+3a%b+3ab®>+*

No Ensino Médio, mostramos os desenvolvimentos acima como produto de po-
linémios e, a seguir, generalizamos obtendo a expressao (a + b)", para qualquer inteiro
positivo n. O que na escola costuma se ensinar sob o nome de Binémio de Newton nao
foi o verdadeiro objeto de seus estudos, segundo (GARBI, 2007), em "O Romance das
Equagoes Algébricas", o que ele descobriu foram as regras para se elevar o binoémio (a+ b)
a uma poténcia % ou a qualquer outro expoente racional fraciondrio ou inteiro negativo,
o que conduz a séries infinitas. Antes dele, Cardano, Tartaglia e Pascal (GARBI, 2006)
ja conheciam relativamente as poténcias inteiras e positivas. O Teorema do Binomio,
junto com as preocupacgoes com o problema da determinagao de tangentes, podem, as-
sim, ser considerados percursores do calculo diferencial. Pelo fato dos nimeros binomiais
desempenharem um papel fundamental no Teorema do Binonio de Newton, faremos uma
abordagem inicial desse assunto para depois tratarmos da distribuicao binomial tradicio-
nal, assim como é apresentada no Ensino Médio.

Com a preocupacao em saber de quantas maneiras se pode combinar um determi-
nado nimero de letras, por exemplo, no sefer Yetzira - Um livro que data dos primeiros
séculos da era crista e que, segundo a tradigao oral, teria sido composto pelo patriarca
Abrado milhares de anos antes -lemos:

Aleph com todas e todas com Aleph.

Beth com todos e todas com Beth.

Se repentem num circulo e existem em 231 portas.

Aleph e Beth sao as duas primeiras letras do alfabeto Hebraico que é formado por
22 letras. E o problema propoe que se determine quantos grupos de 2 letras podem ser

formados com elas. Como veremos adiante, esse resultado sera: 231.
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Teorema 1. (MACMAHON, 1915-1916) Dado A € {ay,--- ,a,} um conjunto nao vazio
com n elementos e k um inteiro 0 < k < n. Entao, o numero de subconjuntos de A com

k elementos é (Z) = #Lk),, que se lé: Combinacoes de n elementos tomados k a k.

Demonstracdo. A prova serd feita por indugao em n. Se n = 1, os inicos valores possiveis
para k sao k = 0 e k = 1. Pode se observar facilmente que um conjunto com um elemento
contém um tnico subconjunto com 0 elementos (o conjunto vazio) e um tnico subconjunto

com um elemento (ele préprio), donde

(! =1 temOS'lil—l e 17!—1
0/ \1) “ol(1—-0) (1—1)!

De modo que o enunciado ¢é valido para n = 1.

Suponhamos, agora, como hipétese de indugdo, que a proposicao ¢ valida para
conjuntos com n — 1 elementos, onde (n > 2). Seja k um inteiro, tal que 0 < k<n—1e
seja A um conjunto com n elementos.

Vamos denotar por r o niimero de subconjuntos de A que tém k elementos e que

contém, entre eles, o elemento a,. Entao, claramente, temos que

(Z):Hs

Note que r nada mais é do que o ntimero de subconjuntos de A’ = {ay,as--- ,a,}

" (n k 1) T (rfzn—_ﬂ k)|

E os subconjuntos de k elementos de A que contém a,, estdo formados pela uniao

que tem k elementos. Logo,

de a,, com subconjuntos de A" que tém k — 1 elementos. Portanto,

=121
(k) =) ()

Essa relagao entre os niimeros combinatérios é conhecida como Formula de Stifel.

Segue entao, que

Vamos calcular os nimeros do segundo membro a partir da nossa hipotese de

inducao. Temos assim, que:

<n>: I (e

k) "R m-1-&)! (k-1 (n—k)

Como:
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El=k(k—1)! en—-k!'=Mmn-k)(n—Fk—1)

Multiplicando-se o denominador e o numerador do primeiro termo da adig¢ao por

(n — k)! teremos:

(n—1D!(n—k)! (n—1)!
K(n—k—Dln—k) " (k—1Dl(n—Fk)

No segundo termo, multiplicaremos numerador e denominador por k,

_(n=Dln—-k)(n—k-1) (n—1)k
 kKl(n—k—-1D!(n—k) k(k—1!(n—k)!

Podemos escrever as fragoes acima com denominador comun:

_(n=Dln—k) (n—-1)%
 Kl(n—k)! k!l (n—k)!

C(n=Dn—-k+k) n! _(n
B El'(n —k)! _k:!(n—k)!_<>

O que demonstra a formula para 0 < k <n — 1. O

Note que para k = n, tem-se:

n n!
<n> i (n—n)!

E mais, os fatores de (n — k)! também sao fatores de n!. Sendo assim: (”

k), com a

qual é mais facil calcular:

<n> nn—1)...(n—k+1).n—k)! nn-1)...(n—k+1)

k)~ (n — k)I&! - k!

No numerador, temos k fatores decrescentes comecando por n e no denominador,

k fatores crescentes comegando por 1.

7 7.6.5
=——=235
3 1.2.3
No caso particular das “portas” mencionadas no Sefer Yetzira, temos que

22 _ 22.21 _ 931
2 1.2

Também vale a pena observar que, pelo fato de (2) indicar um nimero de subcon-

juntos, ele é sempre um inteiro, apesar de a expressao obtida ter denominadores. Agora,
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estamos em condigoes de estabelecer a férmula do binémio.

Teorema 2. (BOYER, 2010) Sejam a e b inteiros positivos. entao,

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) _<0>a —|—<1>a b+<2>a b+...+<n_1>ab +<n>b

ou ainda:

(a+b)" = Zn: (?) a™ ',

Demonstragao. Faremos a demonstracao por inducao em n.

Para n=1, a formula obtida ¢ (a + b)! = (é)a + G)b = a + b; logo, a afirmacao é
verdadeira nesse caso.

Suponhamos, entao, que a férmula é valida para n = k > 1. Logo, temos que:

(a+ )" = (a+0b)(a+b)* =ala+b)*+bla+b)F

Usando a hipdtese de indugao (HI), temos que:

@t b = a[()at s (et (a1 s (B s (]
HI

= (g)ak“ + (f)akb + (g) a4+ (kZ)azbk*l + (Z) ab®

bla+b) = b[(f)ak+ (5)ar b+ (§)ar 202 + .+ () abh ! + (7)b]
HI
= (§)afo+ (Har 182 + (5)a 208 + .+ (F)ab® + (F)o

Somando ambas as expressoes, temos que:

o= (e ) ()]
(- [ O

E, usando repetidamente a Fomula de Stifel, obtemos

k k+1 k+1 k
(a+b)k+1—<0>ak+1+< le )akb+...+< Z )abk+<k>bk+1

Como ainda
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)= ("57) = ()= G)

Temos finalmente:

(a+b)° =1

(a+b)' = a+b

(a+0)? = (22 + (3)a's' + (3)a'?

(a+b? = (5)a®t’+ (3)a?' + (3)a's? + (§)as?

(a+b)* = (D)a+ ())a®s + (3)a®? + (3)a't? + (})a’s*

(a+b)Ft = (a4 (M) e b+ (M) a2 4 (M) abt + (FE)pr

]

Pela propriedade dos ntimeros binomiais complementares, temos:

(1))

Ou seja, podemos afirmar que os coeficientes equidistantes dos extremos sao iguais
no desenvolvimento de (a+b)". E mais, se dispusermos os coeficientes binomiais por filas,

correspondentes a cada poténcia, obteremos o seguinte diagrama:s:

n =0: 1

n=1: 1 1

n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
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Essa disposicao de ntimeros é conhecida como triangulo de Pascal ou triangulo
aritmético, como citado em (PAIVA, 2002). Blaise Pascal foi um matematico Francés que
dentre varias contribuicoes em varias areas deixou seu nome associado a tabela acima.
Observe que cada elemento da linha n é, na verdade, a soma dos dois elementos imedia-
tamente acima e mais préximos dele na linha (n-1), para n > 1. Fato esse, que pode ser
verificado observando a demonstracao do Teorema 1.

Como dissemos na segdo anterior, Pascal explicou pela primeira vez o principio
da indugdao no seu trabalho sobre o triangulo. Porém, o conhecimento do teorema do
tridngulo é bem anterior; aparece numa obra de Chu Shih-Chieh, o Ssu-yuan yu-Chien
(Espelho preciso dos quatro elementos), publicado em 1303, que inclui os coeficientes
binomiais até a oitava poténcia. A Chu Shih-Chieh nao se atribui o mérito da descoberta
e, em seu trabalho, ele refere-se ao triangulo como o “diagrama do método para achar
poténcias menores que oitavas”. O tridngulo aritmético também aparece numa obra arabe,
do século XV.

Quando esse tema é abordado na escola, pelo método tradicional, como contetido
programatico obrigatério para turmas do segundo ano do Ensino Médio, nos deparamos
com uma grande resisténcia por partes dos alunos em relagao ao processo do desenvolvi-
mento que, segundo eles, é chato e cansativo.

Na intencao de tentar facilitar o desenvolvimento através de operacoes mais sim-
ples que as usadas tradicionalmente, é perceptivel que ha uma relagao entre cada termo e
seu antecessor, intimamente ligada as operagoes basicas envolvendo os coeficientes e ex-
poentes do termo anterior que, quando submetidas ao produto de um fator multiplicador
constante, dao origem ao coeficiente pretendido. Tal método é apresentado a seguir e sua

corretude é demonstrada mais adiante.

METODO ALTERNATIVO

O método alternativo proposto esta baseado em, a partir do termo anterior do
desenvolvimento, encontrar o termo seguinte através de operacoes simples. A seguir, sao
apresentados exemplos de abordagem na escola do desenvolvimento do binémio usando
o método de Newton, como sugere (IEZZI, 2001), em seu livro Matemaética - Ciéncia e
Aplicacgoes. Tomemos como exemplo o bindmio: (2z + 3y)°.

Vamos usar o teorema da expansao binomial para encontrar cada termo. O teo-

rema binomial afirma que:
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Sendo assim, substituindo a por 2z , b por 3y e n por 0 temos:

2z +3y)° = Y0, (2).(2@0—1@(3”1« _
= (§)-(22)°°(3y)° =

= 1.1.1 =

Agora, vamos analisar (2z + 3y)':

(22 +3y) = Tho (3)-(22)F(3y)" _
= (b)-20) 0By + (1) -22) ' (39)" -
= o ((22)'7°6y)°) + m=m (22) 71 (3y)") =

= 22! + 3yt

Para o desenvolvimento de: (2z + 3y)?, teremos:

(20 +3y)* = Ti(7)-(20)**(3y)*
= (5)-22)7°6y)° + (3)-20)7 By + (3) (22)*2(3y)?
= a2 (20)°6y)°) + GZm((20)* 7 (3y)Y) + gm ((20)22(3y)?)
= L((22)2(3y)°) + 2.((20)'(3y)") + 1.((22)°(3y)?)

= 42? + 122y + 91?

Prosseguimos com a mesma estratégia para encontrar: (2z + 3y)?
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(2e+3y)" = i (}) 220Gyt = (§).(22)*°B3y)° + (7).(22)*~ (3y)!

+(3)-(22)*2(3y)? + (3).(22)775(3y)?

= o (22)*7°03)° + 5w (22)* 7 (3)' + g m (22)° 2 (3y)?
+a g (220)° 7 (3y)°

= 1.((22)°3y)") + 3.((22)*(3y)") + 3.((22)" (3y)*) + 1.((22)°(3y)*)

= 823 + 3622y + Hday?® + 27y°

Propomos agora que um outro método seja apresentado, apds o método tradicional,
como alternativa para o desenvolvimento do Bindémio de Newton. A este método damos o
nome de METODO ALTERNATIVO. Este método aparece em materiais divulgados na internet
como ferramenta para desenvolver mais rapidamente o Binémio de Newton e resolver
algumas questoes especificas, como feito em (CAJU, 2016).

Para este Método precisamos de uma definicao adicional, a de fator multiplicador
constante. No desenvolvimento de (ax + by)", chamamos de fator multiplicador constante

o nimero f definido como f = g

Por exemplo, no desenvolvimento de (ax + by)"™ tomando a = 2, b = 3 e n = 5.

Teremos como fator multiplicador constante de (2z + 3y)°, a fragdo:

A partir disso, para exemplificar o Método Alternativo, abordaremos o desenvol-
vimento de:
(27 + 3y)°

Denotaremos por: Tj,i€ {0,1,2,3,4,5}. Cada termo do binémio j& desenvolvido em:

(22 + 3y)°

Vamos utilizar o teorema da expansao binomial citado no inicio desse trabalho

somente para encontrar o primeiro termo (i=0) do desenvolvimento e vamos obter os
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demais termos utilizando o Método Alternativo para encontrar cada T;. Observe:

5!

m((%)&o@y)o) + Tix*yt + Tox’y? 4+ Tax?y?® + Tyx'y® + T5x’y®

Removendo os parénteses e aplicando as propriedades das poténcias para encontrar

o primeiro coeficiente, teremos:
1.((22)°(3y)") + Tix*y' 4+ Tax’y® + Tax?y® + Tyx'y* + Tsx’y®

322°9° + Tixty! + Tox3y? + Tsx?y® + Tux'y?* + T5xy°

Observe que preferimos manter os elementos de expoente zero, porque serdao uti-
lizados no método proposto. Agora, a partir do primeiro termo e aplicando operacoes
bésicas, vamos encontrar os demais coeficientes do desenvolvimento do binémio.

Lembrando que o fator multiplicador constante sera dado pela fracao:

Nesse momento gostariamos de fazer um breve comentério a respeito do processo
de descoberta desse fator multiplicador constante, representado acima. O detalhamento
desta ideia é importante porque fundamenta o modo como a inser¢ao do método é sugerida
aos alunos.

Apos termos feito a expansao binomial pelo método tradicional e obtido os valores
de cada coeficiente, experimentamos o processo de multiplicar cada expoente do primeiro
termo pelo coeficiente obtido através do desenvolvimento pelo método tradicional e di-
vidir o resultado pelo sucessor do expoente do segundo termo, que também tenha sido
obtido através do mesmo desenvolvimento. Com isso, obtivemos alguns resultados que
funcionavam para o desenvolvimento simples, ou seja: (x + y)™, mas nao funcionavam
para os casos do tipo (azx + by)™, com (a e b) # 1. Desta forma, resolvemos entdo com-
parar os resultados obtidos com os resultados desejados. Utilizando a decomposi¢ao em
fatores primos, percebemos que, na comparacao das fatoracoes correspondentes, os ele-
mentos a e b do bindmio apareciam sempre como fatores excedentes na fatoragao do termo
obtido e no termo desejado para todos os casos do desenvolvimento. Assim surgiu a ideia
de multiplicarmos os resultados obtidos inicialmente pelo fator multiplicador constante,

representado pela fracao:

b
f==

a

A demonstracao de que esse era, de fato, o fator que buscavamos sera apresentada



18

nesse texto apés a explicagdo do Método Alternativo, de forma didatica.

A seguir, utilizaremos o Método Alternativo para encontrar Ty, To, T3, T4 e Ts
no desenvolvimento de (22 +3y)°. Uma vez que ji sabemos que To = 32 e que o primeiro
termo do desenvolvimento é 322°y°, podemos encontrar T¢, que é o segundo termo do
desenvolvimento, calculado pela multiplicacao de Tq pelo expoente do x e dividido pelo
expoente do y adicionado de 1. Multiplicamos, ainda, este valor pelo fator multiplicador

constante f = % Sendo assim, teremos:

To.5, 3 325 3 3
0+ 1)(5) = (T)(i) = (160)(5) = 240

O célculo para Ty é semelhante ao que foi feito para T;. O segundo termo do

le(

desenvolvimento é: T; = 240x*y!. A partir de Ty, encontramos Ty que é o terceiro
termo do desenvolvimento e serd o resultado do T; multiplicado pelo expoente de x e di-
vidido pelo expoente de y adicionado a 1. Multiplicamos também pelo fator multiplicador

constante f = %

T, = (120 = ((5(5) = (480)(5) = 720

Prosseguindo para T

T2.3. 3 7203 3

Ty = (2)5) = (T )(5) = (720)(5) = 1080
Continuando para Ty
T3.2 3 1080.2 .3 3
Ti= (320)0) = () = (540)(5) = 810
Finalizando com T's
Ty = ((E00) = (Cp5) = (162)(5) = 243

Pelo exposto na pagina anterior, com esse método conseguiremos encontrar todos
os coeficientes e desenvolver o Bindmio (2z+ 3y)® utilizando somente as operagoes bdsicas
que envolvem o coeficiente anterior, a partir do primeiro Ty, obtendo assim o seguinte

resultado:

32259° + 240xy" + 72023y* + 10802%y> + 8102 y? + 2432%° =
3225 + 24021y 4+ 72023y 4+ 10802%y> + 810xy? + 243y°

Para ilustrar a utilizacdo mais claramente, repetiremos o processo para desenvolver

o bindmio: (2z + 3y)*. O fator multiplicador constante serd dado pela fragao:
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Vamos utilizar o teorema da expansao binomial somente para encontrar o primeiro

termo Tg do desenvolvimento. Sendo assim,

(21’ + 3y)4 = (4_470'),0,((21')470(3?/)0) + T1X3y1 + T2X2y2 + T3X1y3 + T4X0y4 =
= 162%° + T1x3y! + Tox2y? + Taxly3 + Tx%y*

Apo6s encontrarmos Ty = 16, aplicaremos o Método Alternativo, que é o principal

motivador dessa dissertagao, para encontrar os termos posteriores da seguinte forma:

FDG) = (FH06) = 69)(5) =96

T, = (

Agora para Ta:

T, = (0) = (50)65) = (14a)(5) = 216
Prosseguindo para Ts:
Ty = (20)(0) = (CR)(5) = (144)(5) = 216
Finalizando com Ty:
o= (I = (6 = Bo) =81

Com esse método chegamos ao desenvolvimento do Binomio utilizando somente
as operagoes basicas entre os coeficientes anteriores, a partir do primeiro, obtendo como

resultado o desenvolvimento:

162y° + 9623y" + 2162%y* + 2162y + 812%*



2 A CORRETUDE DO METODO ALTERNATIVO

Neste capitulo, a partir da exemplificagao do Método, mostraremos que o processo

esta correto. Para o desenvolvimento do raciocinio, usaremos a formula de Stifel, ja

mencionada no capitulo anterior, indicada e descrita abaixo:

()= (1) (i

Lema 1. Sei€{0,1,2,...,n} en €N, entdo (7;) :w(")

7 i—1

Demonstragio. Sejam n € Nei € {0,1,2,...,n}.

n n!
<z> " (n— i)l

Multiplicando numerador e denominador por (n — i + 1) teremos:

(?) " - 5?(; iji)m.u

Sabemos que:
m—i+(n—i)l=nm—i+ 1 eil =i(i—1)!
Utilizando as igualdades para substituir na expressao ficaremos com:

(T;) T (- ﬁ(q)!_.i(ji)n! i

Separando o produto das fragoes, teremos:

<n>_ n! (n—i+1)
i) (m—i+DIE—1) i

Como:

Segue que:
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Teorema 3. Dados a,b € R, i € {1,2,3,...,n}, e o coeficiente T; = (?)a”_ibi do desen-

volvimento binomial de (ax + by)"™, entao:

T, = {(n—?ﬂ) Q] ( n )an—i—l—lbi—l

7 ‘a i—1

{(n—?”rl) 'é} T4

(3 a

Demonstrag¢io. Sejam a,b € R ei € {1,2,3,...,n}.

Note que se substituirmos 7;_; por: (:1) a™ " 1p=1 no:

[(n—?+1) 'Q} Ty =

1

— {(n*Hl)'Q} ( n )anfiJrlbifl

% a i—1

n .
") (n—i+1) . .
(1 1) . 'g'an z+1bz 1

Mas, pelo Lema 1 temos:

7 a )

") (n—i+1 o o
<1—1>( : )é'an*”rlbl*l — <n> a’ iy = T‘z
7

Observe, por exemplo, Ty no desenvolvimento de (2x + 3y)°.

Como:

Temos que:
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Note que este é exatamente o mesmo valor que encontramos anteriormente.

No Teorema seguinte, estabeleceremos a férmula fechada correspondente a relacao
de recorréncia, construida a partir do teorema para encontrar cada termo do desenvol-
vimento do Bindémio através do Método Alternativo. Antes do referido teorema, vamos
analisar a recorréncia mencionada e descrita abaixo. Referéncias para este contetido po-
dem ser encontradas em (LIMA et al., 1996)

A recorréncia é:

T (”) a7 =a", se =0

)

[ng} T4, se 1>1

3 a

Resolvendo a relacao de recorréncia:
_ [n—it1b _
T, = =7, =

K3 a

_ {n—?-&-l g} {nf(ifl)ﬂ é} T, =

% a i—1 a

— n—i+lb| [n—i+1+15b T. —
- i a i—1  a] "2 =

- [t ] :

% a i—1 a

- Pl QO -
~ [t ] 2 7 i

= [ e ) [ s =

7 i—1 a 7 a

=[] o) ] () (B) T -

o o] ast] [moiat] (0, =

= [ ] [2a) (2) T



23

Se i — k =0 temos ¢ = k. Fazendo as substitui¢oes correspondentes, obtemos:

- e [0 -

i i—1 i—(i—1)

- PO -

= Mo =] (0)'n

Como Ty = a”, temos que a férmula fechada da relagao de recorréncia é dada por:

(-

A seguir, demonstraremos a formula fechada por indugao.

T, = Hw

=1 J

Teorema 4. Dado i € N, entao o coeficiente T; = (’Z) a"'b* do desenvolvimento binomial
de (ax +by)™ € dado por: T; = a™ (9)Z ‘ [w} .

a j=1 J

Demonstracio. Suponha que i € N. Vamos provar por indugdo em i,1 < i <n , que o

coeficiente T; = (?) a" " do desenvolvimento binomial de (az + by)™ é:
b\ o [(n—j+1
T — o () 10 lmﬁ)]
aj ;=1 J

Como Tp = (g) a" 0.0 = @" e utilizando o Teorema 3, temos:

no= [t =

(2 a

_ (n*frl) -g-TO _

1 .
_ n(b 1 (n—j+1)
= a" () o [
O coeficiente T} serd a nossa base de inducao. Faremos os casos Ty e T3 para a
conveniéncia do leitor.

Pelo Teorema 3 temos que:
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e (HOn -

Suponha, por hipdtese de indugao, que para i,1 < i < n,. Temos:

oo (S

a;j = J

Pelo Teorema 3 temos que:

n—a1 b
T . = 2T
i+1 (Z—I—l) <a> i

Utilizando a hipdtese de inducao, segue que:

T = (25) (2)an (1) e, [22] =

- [e] o (1) -

_ g (g)i—l—l Hzg {(n7§+1)}

Dessa forma, obtemos a expressao para encontrar 7;, com i € {1,--- ,n}
] —j+1
al 5 J
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Usando novamente como exemplo o Ty no desenvolvimento de (2z + 3y)°, temos:

2 —1+1 —24+1 2
T2:25.<2> .(5 1+ )(5 2+ ):32.(2) 5.2 = 720.

Para ajudar o leitor a familiarizar-se com as notagoes, encontraremos também o

3 —-1+1 —-2+1 — 1 3
Ty = 2°. (2) .(5 1+ )(5 2+ )(5 §+ >:32. (;) 5.2.1 =4.27.10 = 1080.
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3 APLICABILIDADE E VIABILIDADE DO METODO ALTERNATIVO

O desenvolvimento do Bindmio de Newton pelo método tradicional, do modo como
é feito nas escolas, nao é aprazivel aos alunos do Ensino Médio. Os principais motivos
alegados sdo a pouca aplicabilidade em questoes cotidianas; a grande quantidade de cal-
culos envolvendo niimero binomiais; o fatorial de um nimero e fragdes com simplificac¢oes;
operacoes com desenvolvimento demorado e com grande chances de erro em contas; e

grande necessidade de habilidades algébricas.

Ja o Método Alternativo, por usar operacoes bem mais simples e diretas, facilita
tanto da expansao do Binémio quanto a verificacdo de um tnico termo escolhido. A ex-
pansao do Binémio, neste método, pode ser feita de forma recursiva ou usando a férmula
fechada. A determinacdo de um termo especifico de forma mais agil é feita através da

féormula fechada.

E importante ressaltar que esta ¢ uma escolha possivel e compativel com as propos-
tas que ja apareciam no PCN (BRASIL, 2000) e no PCN+(BRASIL, 2002), colocando a
matematica como ciéncia com caracteristicas préprias de investigacao e linguagem, tendo
também como um de seus atributos o papel investigador junto a outras ciéncias. Segundo
Fabio Nascimento (NASCIMENTO, 2015), a distribui¢do binomial possui algumas apli-

cacoes nas areas de ciéncias biologicas e ciéncias médicas, reiterando este papel.

Ja na proposta da BNCC (BRASIL, 2018), uma competéncia especifica, a Com-
peténcia 5 da matematica no Ensino Médio, sugere que sejam investigadas e estabelecidas
conjecturas a respeito das propriedades matematicas, observando padroes e experimen-
tagoes, além da necessidade de demonstracao formal na validacao das conjecturas. Na
habilidade EM13MAT315 fica clara a proposta de estimular o reconhecimeento de um
problema algoritmico com a busca da solucao e constru¢ao de um algoritmo correspon-

dente.

O Método Alternativo vem sendo usado em materiais de divulgacao na internet e
em muitas salas de aula sem o conhecimento sobre sua corretude. O fato de utilizar este
método sem comprovagao motivou a busca pela demonstragao com o rigor matemaéatico a

ela inerente e deu origem a esta dessertacao.

Segundo os argumentos citados acima, a sugestao deste trabalho culmina com a
sequéncia didatica proposta a seguir para ensinar o aluno a desenvolver o Bindémio de

Newton.
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1° Momento: Apds ensinarmos niimeros binomiais e fatorial de um niimero natural,
fazemos a expansido do Binémio utilizando o produto de polinémios aplicando a propri-
edade distributiva para (z + y)', (z + y)?, (z + y)>. Quando o fazemos para (x + y)*,
comecamos a ter problemas com a quantidade de calculos a serem feitos pelos alunos.

Desta forma, ha a clara necessidade de uma féormula que generalize todos os casos.

2° Momento: A partir dai, iniciamos a aplicagao do método tradicional utilizando
a expanc¢ao do binémio através da formula de Newton. Por enquanto, utilizamos em todos
os exemplos os bindmios do tipo: (x + y)", ou seja, com os coeficientes de x e y iguais
a 1. Em poucos instantes, o aluno comecga a perceber que o método de Newton tam-
bém demanda grande quantidade de calculos e simplificagoes. Por esses motivos, somos
conduzidos a tentar estabelecer uma maneira alternativa. E nesse momento que temos a
oportunidade de apresentar uma maneira mais simples, rapida e com menos chances de

erro: o Método Alternativo.

3° Momento: O Método Alternativo quando aplicado nos desenvolvimentos dos
bindmios com coeficientes iguais a 1, Tem relacdo direta com os nimeros resultantes
das linhas correpondentes do tridngulo de Pascal, citado no capitulo 1. Rapidamente os
alunos identificam-se com o método e sentem-se estimulados a uséa-lo. Resolvemos mais
alguns exemplos para a familiarizacdo com o Método Alternativo proposto. Sugerimos,
neste momento, a apresentacao de um esboco da demonstragao do Lema 1, ja que aplica-
mos propriedades e operagoes bem conhecidas no Ensino Médio. Em seguida, inserimos
a proposta de desenvolver (2x + 3y)° pelo Método Tradicional e também pelo Método
Alternativo proposto.

Quando fazemos a comparacao dos resultados dos coeficientes encontrados nos
dois métodos, percebemos que ha diferenca nos resultados mas que, na verdade, se torna
um grande motivador para que investiguemos se ha alguma relacao entre eles. Fazemos
esta investigacao comparando a decomposicao em fatores primos dos resultados dos T;s
correspondentes encontrados através do Método Tradicional e do Método Alternativo.
Percebemos assim, junto com os alunos, que essa diferenca pode ser compensada em
todos os casos, pela multiplicagdo do resultado obtido no Método Alternativo pelo fator
multiplicador constante: f = g = % Aplicamos esse fator em cada termo T; e chegamos
ao resultado correto desejado.

Quando o aluno tem o primeiro contato com o Método, mostra uma reagao dife-
rente da que teve com o desenvolvimento tradicional, chegando a questionar o motivo de
nio ter visto este método antes. E perceptivel o envolvimento dos alunos com o algo-
ritmo proposto para desenvolver o binémio e, a medida que descobrem juntos cada passo,

apropriam-se do método.
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CONCLUSAO

Esperamos que esse trabalho possa contribuir e incentivar, tanto docentes quanto
discentes do Ensino Médio, a estabelecer uma nova relagao com a expansao do Binémio de
Newton. Geralmente, a nossa experiéncia com turmas do segundo ano do Ensino Médio,
que é o ano de escolaridade escolhido para abordagem do assunto enquanto contetido pro-
gramatico obrigatoério, nos mostra um grande desinteresse por parte dos discentes, como
ja citado no inicio desse trabalho. Nesse sentido, propomos o uso do Método Alternativo
que vem trazer uma nova abordagem para esse assunto. Porém resaltamos a importancia
de que todo algoritmo seja verificado matematicamente e sua corretude seja tratada como

cunjectura antes disso.

Inicialmente, fizemos uma comparacao do Método Tradicional com o Método Alter-
nativo, introduzindo como geralmente o Binonio é ensinado pela abordagem do método
tradicional. Apéds essa introducao mostramos, através de exemplos, como a distribui-
¢ao/expancao do Bindmio de Newton pode ser feita de maneira muito mais pratica uti-
lizando o Método Alternativo proposto nessa dissertagdo. Em seguida, provamos a sua
corretude fazendo uso do rigor e formalidade da linguagem matematica, apresentando e
demonstrando os resultados necessarios para tal. Vale destacar que, com a férmula fechada
apresentada, também poderemos encontrar cada termo individualmente, sem precisar dos
seus anteriores. Concluimos as etapas descritas com a proposta da viabilidade e aplica¢ao
do Método Alternativo proposto, confiando fortemente que este método pode ser aplicado

para melhorar a abordagem do assunto no Ensino Médio de maneira geral.

O desenvolvimento desta dissertacao foi fundamental para minha atuagao docente,
uma vez que ja aplicava o método em sala de aula usando apenas exemplos numéricos
para conjecturar que funcionava. Outro incomodo diz respeito a insercao do Método
Alternativo na introducao do Binémio de Newton e os algoritmos referentes ao seu desen-
volvimento, que resolvemos com a proposta de uma sequencia didatica com esta finalidade
descrita no Capitulo 3.

Como trabalhos futuros, existe a possibilidade de estender os resultados desta
dissertagao para expressoes do tipo (x1 + z2 + 23+ .... + )", 0 que ainda permanece em

aberto até o presente momento.
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