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Resumo

Fragoes Continuas e aplicagcoes no Ensino Médio inicia-se com o contexto histo-
rico, socialmente construido a mais de 2500 anos, sobre o qual se originou o estudo e
formacao dos conjuntos numéricos com o objetivo de fundamentar a importancia dos
numeros irracionais e suas peculiaridades. Retoma alguns conceitos basicos de Sequén-
cias Numeéricas e seus convergentes que sao importantes para a compreensao do estudo
das aproximagoes a partir do estudo de Fracao continua. A discussdo é centralizada
no estudo das fragoes continuas, explorando sua parte historica, conceitos béasicos e
sua relacdo com o Algoritmo de Euclides. E mostrada a importancia das aproximacoes
tanto de niimeros racionais como irracionais,afim de diminuir o abismo existente entre o
finito e o infinito para a construcao do conjunto dos Reais. No capitulo final apresento
um minicurso para alunos do Ensino Médio, de escola piiblica, que buscam por cursos
superiores na area de exatas e objetivam alcangar uma maior integracao com este im-
portante segmento. Todos os assuntos abordados neste Trabalho serao desenvolvidos

no curso, mostrando suas propriedades e aplicagoes.

Palavras Chave: Fracoes Continuas, Algoritmo de Euclides, Niimeros Irracionais,

Sequéncias numéricas, Aproximagcoes e Aplicagoes.



Abstract

Continued Fractions and applications in High School begins with the historical
context, the socially constructed over 2500 years, over which originated the study and
training of numerical sets in order to substantiate the importance of irrational numbers
and their peculiarities . Reintroducing some basic concepts of Numerical Sequences
and their converging that are important for understanding the study of approaches
from the study of continuous fraction. The discussion and centered on the study of
continued fractions, exploring its historical part, basic concepts and their relation to
the Euclidean algorithm. It is shown the importance of both approximations of rational
numbers as irrational, in order to decrease the gap between finite and infinite for the
construction of all the dollars. In the final chapter I present a mini-course for high
school students, public school, looking for higher courses in the exact sciences and aim
to achieve greater integration with this important segment. All matters discussed in

this work will be developed in the course, showing their properties and applications.

Keywords: Continuos Fractions, Euclidean algorithm, irrational numbers, numerical

sequences, approximations and application.
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1 Introducao

A Educacao hoje, vai além das aulas mono6tonas e baseadas no conteudismo que
conheciamos na nossa época de estudante. O mundo estd em constante evolucao e o
ensinar/aprender nao poderia deixar de seguir esses passos. Muitos pontos evoluiram,
alguns exemplos sao: aulas dindmicas, uso de tecnologia e contetidos contextualizados,
aproximando o dia-a-dia & sala de aula. Outros, nem tanto, como por exemplo a
renovacao das propostas curriculares de temas matemaéticos.

Ha muito ainda a ser desenvolvido nessa area e um dos pontos essenciais ¢ diminuir
o0 espaco existente entre cada mudanca do ciclo educacional. A passagem entre Ensino
Médio e Superior é, sem duvidas, o mais dificil. Alguns contetidos sao tao poucos
relacionados que a maioria dos alunos nao conseguem associd-los aos seus estudos
anteriores resultando em rendimento insatisfatério nos semestres iniciais.

O objetivo desta monografia é discorrer sobre alguns dos assuntos do Ensino Supe-
rior que podem ser abordados no Ensino Médio, de uma forma simplificada, afim de
diminuir as dificuldades nessa importante transicao.

Sabemos que nao é facil dispor de alguns horérios de aula, em uma grade tao
apertada. O contetudo a ser trabalhado/cumprido é extenso. Por isso mesmo, que a
proposta é baseada em aulas extracurriculares para alunos que tenham como objetivo
seguir a area de exatas e que busquem um “algo a mais” em seu curriculo.

O assunto escolhido foi Fracoes Continuas por ser muito rico e abranger aplica-
¢oes em varias ciéncias. Trabalharemos com as representagoes de niimeros racionais e
irracionais, alguns exemplos com equagoes do 2° grau e enigmas.

Sendo assim, o trabalho se desenvolve, além da introducao, em mais quatro capitu-
los: O primeiro narra um pouco da histéria da construcao dos niimeros, seus principais
personagens, a sistematizagao para a formacao dos respectivos conjuntos, a crise dos
Irracionais e sua estreita relacao com as Fragoes Continuas.

O segundo e terceiro trazem toda a teoria necessaria para embasar nossa pesquisa,
partindo de conceitos basicos de sequéncias numéricas, propriedades e convergéncia
para em seguida, se possa compreender o que é uma Fragao Continua, suas principais
propriedades e principalmente, as expansoes de numeros Racionais e Irracionais, para

a formacao do conjunto dos Reais.
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O quarto capitulo desenvolve a formulagao de uma aula voltada para o Ensino
Médio com os contetidos elucidados nos capitulos anteriores, mostrando como é possivel

aproximar duas fases tao importantes no conhecimento de todo aluno.
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2 O Conjunto dos Numeros Reais e as Fragoes Con-

tinuas

A teoria de fracoes continuas é um dos mais instigantes e belos assuntos da Mate-
mética elementar, sendo ainda hoje tema de diversas pesquisas. Suas aproximagoes
de numeros finitos e infinitos apesar de ser estudado apenas na Educacao Superior
apresenta um grande potencial para ser adaptado ao estudo dos Conjuntos Numéricos,
contetudo este bastante trabalhado no Ensino Fundamental e Médio.

Nas inclusoes N C Z C Q feitas no Ensino Fundamental, a passagem por cada con-
junto é feita de forma simples e bem recebida pelos alunos. Eles conseguem visualizar
a necessidade dessa expansao. O numero natural é visto como um conceito primitivo,
os numeros inteiros com seus sinais de + e — os remete a ideia de se ter ou faltar algo;
e finalmente os racionais, com a ideia de nimeros “quebrados” e fragoes como razao
entre um inteiro e um natural nao nulo. Ja a passagem de Q para R, ou ainda, a inclu-
sao dos Irracionais (I) é sem duvida a mais instigante e complicada conceitualmente.
Infelizmente, nao é dado o devido valor, sendo feita de uma forma simplificada, sem
ressaltar suas importantes peculiaridades.

As aproximagoes realizadas a partir das fracoes continuas sao essenciais nesta pas-
sagem (Q — I — R), esclarecendo algumas das interrogagoes deixadas. Assim, segundo

Cunha [10]:

“(...) fragdes continuas constituem um exemplo interessante de procedimento que é finito, quando
operado sobre nimeros racionais, e infinito, quando o nimero dado é irracional. A origem das fra-

¢oes continuas estd na Grécia, onde as fragoes, para efeito de comparagoes, eram todas escritas com

numerador 1".

A histoéria do desenvolvimento da Matematica nos mostra que os povos antigos uti-
lizavam sistematicamente aproximagoes numéricas. Ha referéncia, no papiro de Ahmes,
do calculo da area de circulo em relagao & area de um quadrado considerado equiva-
lente. Alguns autores, segundo Boyer [5], fazem uso deste conhecimento empirico para
calcular o valor de 7. Também, ha referéncia aos mesopotamios, em Brolezzi [7], que

através do uso da base sexagesimal realizaram aproximacoes de ntimeros irracionais.
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A Historia e o conhecimento sobre os nimeros é fundamental, seja para elucidarmos
o nosso estudo de fragdes continuas ou para a sociedade como um todo. Desde o
inicio da sua histéria, o homem sentiu a necessidade de contar. Era uma questao de

sobrevivéncia. Segundo Caraga [§],

“ Toda a gente sabe como as necessidades da vida corrente exige que, a cada momento, se fagam
contagens — o pastor para saber se nao perdeu alguma cabega do seu rebanho, o operéario para saber
se recebeu todo o salario que lhe é devido, a dona de casa ao regular suas despesas pelo dinheiro
de que dispGe, o homem de laboratério ao determinar o nimero exato de segundos que deve durar
uma experiéncia — a todos se impoe constantemente, nas mais variadas circunstancias, a realizagao de

contagens”.

O processo de contagem foi longo e gradativo, pois, de inicio, o homem comegou
estabelecendo relagoes entre as semelhangas e as diferengas na natureza, para depois
perceberem que podiam representar quantidades pequenas com o uso dos dedos das
maos, dos pés, e em quantidades maiores com o uso de pedras, madeiras, ... Pouco a
pouco, o homem foi ampliando e desenvolvendo novas formas de contagem, e assim,
operacionalizando esses numeros de acordo com suas necessidades diarias.

O amadurecimento do conceito de ntimero ocorreu ao longo dos séculos, através de
indagacoes vindas de leigos, filésofos e mateméticos. Nesse periodo, considerado pelo
historiador soviético Konstantin Ribnikov [16], como o nascimento da Matematica, o
homem teve a necessidade de organizar os nimeros e com eles operacionalizar situagoes
de modo que satisfizesse o seu trabalho diério.

O caminho dessa organizagao numérica nao se deu conforme a ordem escolar na
qual aprendemos cada um dos conjuntos. Existe todo o contexto histérico que se inicia
da necessidade inata de saber contar, como usar, sua representacao até as atividades
de natureza intelectual, presentes em todas as civilizagoes.

Nos primoérdios da historia do homem, no periodo paleolitico, nao houve registros
da ideia de ntimeros, apenas pinturas nas cavernas e a percep¢ao do objeto em duas
dimensoes. Somente na transicao do paleolitico para o neolitico, fase marcada pelo
surgimento da agricultura e pastoreio, que se tem registro de manifestagoes numéricas,

como o uso do um, dois, trés e muitos. Como cita Boyer [5]:
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“ ...nossos mais antigos antepassados a principio contavam sé até dois, qualquer conjunto, além

desse nivel era dado como ‘muitos’....Os dedos de uma mao podem facilmente ser usados para indicar

um conjunto de dois, trés, quatro ou cinco objetos...”

Por volta de 3000 a.C. na civilizagao egipcia surgiu o que hoje chamamos de fragoes.

As margens do Rio Nilo, o faraé Sesostris dividia os terrenos entre seus agricultores:

“... repartiu o solo do Egito as margens do rio Nilo entre seus habitantes. Se o rio levava qualquer

parte do lote de um homem, o fara6 mandava funcionarios examinarem e determinarem por medida a

extensao exata da perda.”

Nas épocas de cheia, periodo de Junho a Setembro, o rio avancava sobre as mar-
gens e derrubava as cercas que cada agricultor usava para marcar os limites de seu
terreno. Perdendo-se um pedago de seu lote, tornou-se necessario a remarcagao. O
farad mandava os estiradores de corda, responsaveis pela marcagao, examinar o pre-
juizo. Estes mediam os terrenos com cordas esticadas nas quais ja havia uma unidade
de medida marcada. Era verificado quantas vezes a unidade cabia no terreno, e nem
sempre o calculo era exato. Surgindo entao a necessidade de se dividir a unidade por
eles estabelecida, ou seja, o surgimento do niimero fracionario.

Enquanto os egipcios tratavam o nimero como uma ferramenta utilitaria e empi-
rica, os gregos os concebiam como entidades abstratas e tedricas, com propriedades
merecedoras de estudos aprofundados e pragmaticos. Um importante representante
desta época foi Pitdgoras, fundador da seita onde todas as coisas podiam ser associa-
das aos ntumeros. A escola pitagorica considerava os nimeros naturais (exceto o zero e
o um) como originarios dos deuses e imersos numa rela¢ao de direcionamento de todos
os objetos.

Por volta do ano 600 a.C., a escola pitagoérica com todo o seu fascinio e estudo dos
numeros naturais e suas propriedades obteve duas importantes descobertas na histéria
da Matemaética: O Teorema de Pitagoras e o surgimento dos ntmeros irracionais.
Pitagoras foi do céu ao inferno em tempo recorde.

A partir de seu Teorema e o estudo da relacao entre a diagonal e o lado do qua-

drado, os pitagoricos perceberam que estes segmentos nao eram comensuraveis. Dois

18



segmentos sao ditos incomensuraveis se a razao entre estes nao puder ser expressa como
uma razao de ntmeros inteiros (com denominador nao nulo).

O problema da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado nao se
adequava a filosofia grega, onde todo ntmero é inteiro ou é composto de uma rela-
¢ao simples entre inteiros. Com tal descoberta os Pitagoricos consideraram quebrada a
harmonia do universo e estavam convencidos de que os deuses os castigariam caso divul-
gassem aquilo que lhes parecia uma imperfeicao divina. Este episoédio representou um
momento critico, que, posteriormente, foi denominado ‘A Crise dos Incomensuréveis’.

Apesar de toda a problemética gerada, os pitagéricos contornaram o impasse com
uma solugao tipica da cultura matematica grega da época: a relacao entre a diagonal e
o lado do quadrado nao deveria ser expressa por um numero, mas por meio de elementos
geométricos.

Uma referéncia a esta solugao grega se encontra em Bekken [3], que relata um trecho
dos Diélogos, de Platao, onde Socrates desenha um quadrado de lado 2, veja Figura
la, e pede a um escravo que lhe mostre um quadrado com o dobro da area. Depois
de algumas tentativas feitas pelo escravo, Socrates lhe mostra a resolucao correta,veja

Figura 1d.

Figura la Figura 1b Figura 1c Figura 1d

Figura 1: Representagao do didlogo entre Socrates e um escravo

A solucao do problema conciliando os estudos de Aritmética e da Geometria melho-
rou a tensao entre os pitagoricos. E este “novo” niimero passou a ser conhecido como
irracional. Mas se manteve confinado a Geometria. A crenga dos ntimeros inteiros im-
peliu os gregos a ocultar os niimeros irracionais, gerando o conceito de namero. Como

cita Schubring [19]:
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“..ligado & Geometria. Somente os nameros inteiros eram considerados nimeros, enquanto que os
outros nameros eram considerados areas; particularmente as fragoes eram tidas como quantidades; e
Euclides entendeu que até os numeros inteiros eram concebidos geometricamente, como segmentos de

reta. Naquele tempo a Aritmética grega fazia parte da Geometria".

Por muitos séculos, os niimeros irracionais permaneceram no “limbo” matematico, e
apenas no século XVIII, com a necessidade de se conceituar os ntimeros reais, obtiveram
sua importancia edificada e enraizada no estudo dos conjuntos numéricos. Iniciando-
se com a representacao da diagonal do quadrado de lado 1, pelo simbolo v/2, como
também o uso do 7w, do e (ntmero de Euler), do ¢ (ntmero de ouro) e das raizes
inexatas.

O numero negativo, assim como os Irracionais, demorou a ser aceito como numero.
Estima-se que tenha sido utilizado pela primeira vez, por volta do ano 630, pelo ma-
tematico Brahma Gupta, que viveu na India, associado a problemas comerciais que

envolviam ganhos e perdas. E na China antiga, como cita Boyer [5]:

“Os chineses estavam acostumados a calcular com duas cole¢oes de barras - vermelhas para os
nameros positivos e pretos para os nimeros negativos. No entanto, ndo aceitavam a ideia de um nimero

negativo poder ser solugao de uma equagao.”

A ideia de namero negativo s6 foi plenamente aceita a partir do século XV quando a
partir da resolucao de uma algoritmo para resolucao de equagoes quadraticas, mateméa-
ticos indianos descobriram os ntimeros negativos, antes chamados de “numeri absurdi”
e “numeri ficti”, e comecaram a escolher uma melhor notagao para expressar o novo
numero, que nao indicaria apenas quantidade, mas que também, representasse o ganho
ou a perda. E no século XVI, foi incorporado a condicao de niimero, ja com sinal,
positivo ou negativo.

Findo todo o contexto socio-historico-cultural da importancia e construcao dos ni-
meros, passa-se ao tratamento da criagao, regulacao e sistematizacao dos conjuntos
numéricos, que se deu por volta do século XIX.

Com o desenvolvimento, nos séculos XVIII e XIX, da Fisica, da Quimica e da Biolo-
gia, o homem passou a trabalhar com o movimento e com as quantidades infinitamente

pequenas. Mas, para isso, tiveram de resolver o problema pendente com a crise da
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escola pitagorica: niimeros que nao podiam ser escritos como a razao de nimeros in-
teiros? Existéncia de ntmeros com variacoes infinitamente pequenas que escapam a
medicao? Ou ainda, nimeros que furam a continuidade dos Racionais?

A solugao matemaética foi desenvolvida pelos alemaes Dedekind (1831 a 1916) ¢
Cantor (1829 a 1920). Eles estabeleceram que, a continuidade das quantidades nao era
coberta pelo campo racional, mas isto nao significava que os pontos de descontinui-
dade nao fossem nimeros. Seriam ndmeros, mas de outro tipo, que nao poderiam ser
eXpressos por razoes: seriam os ndmeros irracionais.

Para estabelecer esta continuidade, e diminuir o abismo existente entre o finito (ra-
cionais) e o infinito (irracionais) foi necessario se trabalhar com aproximagoes. Essa
continuidade foi primeiramente trabalhada no conjunto dos racionais, com represen-
tagoes compostas de uma finita soma de fragoes com denominador na forma 10". A
segunda etapa foi trabalhar com as dizimas periddicas, onde o método anterior se tor-
nou ultrapassado, passando-se a estudar limites tendendo a infinito e a convergéncia
dessas séries numéricas (soma de fragoes) e na algada do Ensino Médio foi ensinado
com o estudo de progressoes geométricas e no nivel Fundamental, com equagoes do 1°
grau.

Finalmente, os tao temidos ntimeros irracionais. Conhecidos por serem formados
por dizimas infinitas e nao periddicas, era impossivel transforméa-lo em uma razao de
nimeros inteiros (com denominador diferente de zero), entao, a solugao era trabalhar
com aproximagoes ‘“precisas” que diferissem dos racionais por erros milionesimamente
pequenos. Varios métodos foram desenvolvidos, estudados e provados com o maior
rigor matemaético, e dentre estes, um dos que mais se adequa ou se correlaciona com
os contéudos do Ensino Bésico e Médio, é o estudo de fragoes continuas.

Sendo assim, o trabalho tem como objetivo desenvolver uma aula, & nivel de En-
sino Médio, sobre aproximagoes de nimeros racionais e irracionais com o uso de fragoes
continuas, comecando por relembrar os contetidos das progressoes aritmética e geomé-
trica, perpassando no estudo sobre sequéncias numéricas para assim fundamentar o

nosso objetivo, mostrando suas propriedades e peculiaridades.
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3 Sequéncias Numéricas

3.1 Definigao

Uma sequéncia numérica €, informalmente, uma sucessao infinita de ntiimeros. Cada
numero desta sequéncia é chamado de termo, e escrito sob a forma a,. Cada termo
tem uma ordem definida. Portanto, o primeiro termo pode ser representado por a;; o

segundo por as, e assim por diante.

Definicao: Uma sequéncia numérica real é uma fun¢ao que associa a cada

namero natural n > 1 um ndamero real a,,.

a, : N—= R

n+— a,

Detonaremos por a,, cada termo da sequéncia numérica (a,,).

Exemplos: A sequéncia dos numeros:

1. Pares: (a,) = (2n—2)=1(0,2,4,...,2n,...);
2. Impares: (a,) = (2n—1) = (1,3,5,...,2n —1,...);
3. Primos: (a,) = (2,3,5,7,11,13,17,19,23...);

4. Naturais: (a,) = (n),n € N =(1,2,3,4,5,6,...);

5. Inverso dos Naturais: (a,) = (2) = (1,3,3,1,..);

6. (a) = () = (1L-5. 5 -4 )

7. (ay) = (1+ (=1)") = (0,2,0

\.l\D
=
\!.\3
~—

Podemos observar que:

Dada uma sequéncia, nem sempre podemos determiné-la por uma lei de formacao,
ou seja, nem sempre podemos determinar o termo geral explicitamente, por exemplo,
a sequéncia dos nimros primos, dada no item 3.

Existem sequéncias que, a partir de certo elemento, os demais se aproximam de um

determinado ntimero real, & medida que os valores de n crescem. E o caso da sequéncia
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(a,) = (%) dado no item 5, onde & medida que os valores de n crescem, os valores de
a, se aproximam do zero.

Iniciaremos por relembrar duas importantes sequéncias numéricas trabalhadas no
Ensino Médio, para em seguida aprimorarmos o conhecimento com o estudo das con-

vergéncias e subsequéncias.

3.2 Progressao Aritmética

Seja dada a sequéncia (2,4, 6,8,10,12,14,...). Observamos que, a partir do segundo

termo, a diferenca entre qualquer termo e seu antecessor é sempre a mesma:
r=4—-2=6—-4=8-6=10—8=12—-10=...=2

Sequéncias como esta sdo denominadas progressoes aritméticas (PA). A diferenga
constante é chamada de razao da progressao e costuma ser representada por . Na PA

dada, temos r = 2.

Definigao: Uma progressao aritmética é uma sequéncia numérica (a,) em
que cada termo, a partir do segundo, é igual & soma do termo anterior com

uma constante r , chamada de razao da progressao.
Ap = Qp—1 +7T

Uma progressao aritmética crescente ¢ toda progressao aritmética em que cada
termo, a partir do segundo, ¢ maior que o termo que o antecede, sendo que, para isso,

a razao r tem que ser sempre positiva e diferente de zero.

Exemplo:

e (2,4,6,8,10,12,14,...) razao r = 2;
e (3,6,9,12,15,18,21,...) razao r = 3;
Uma progressao aritmética decrescente ¢é toda progressao aritmética em que

cada termo, a partir do segundo, ¢ menor que o termo que o antecede, sendo que para

isso a razao r tem que ser sempre negativa e diferente de zero.
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Exemplo:

e (8,6,4,2,0,—2,—4,—6,-8,...) razdo r = —2;
e (9,6,3,0,—3,—6,—9,—12,...) razdo r = —3;
Uma progressao aritmética constante é toda progressao aritmética em que

todos os termos sao iguais, sendo que, para isso, a razao r tem que ser sempre igual a

Z€ero.
Exemplo:
e (1,1,1,1,1,1,...) razao r = 0.
Propriedades

1. Numa PA, qualquer termo, a partir do segundo, é a média aritmética
do seu antecessor e do seu sucessor.
Exemplo: Seja a PA (4, 8, 12, 16, 20, 24, 28), em quais-

quer trés termos consecutivos, o termo médio é sempre a mé-
8+ 16

dia aritmética dos outros dois termos. Observe que:

12.

2. Ao selecionarmos uma quantidade impar e sucessiva de termos de uma
PA, o termo do meio (médio) ¢ a média aritmética do primeiro termo

e do ultimo termo, do 2° termo com o pentltimo e assim por diante.

Exemplo: Dada a PA de 7 termos (3, 6, 9, 12, 15, 18,

3+ 21
21), observe que o termo médio é 12 e que 12 = +T =
6+18 9+15
2 2

3. Ao selecionarmos uma determinada quantidade sucessiva de termos de
uma PA, a soma de dois termos quaisquer serd a mesma, se a soma de
seus indices também forem iguais, ou seja, a; +a; = ap +a; & i+ j =
k+1.

Exemplo: Seja a PA (3,7, 11, 15, 19, 23, 27, 31), observe

que:
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as + as = asz + ay
7T+19=11+15
Termo Geral
Proposicao 1. A formula do termo geral de uma progressao aritmética € expressa por:
an=a1+(n—1)-r

Demonstracao. Sabemos que o valor de qualquer termo ¢ igual ao anterior

malis a constante 7, ou seja:

as =ay +7r
az=as+r=(a+r)+r=a+2-r
ag=az3+r=(a+2-r)+r=a;+3-r
as=as+r=(a+3-r)+r=a,+4-r

an=a1+(n—-1)-r

Exemplol: Determine o trigésimo quarto termo da PA (3,9,15,...)

Solugao: Temos que a; = 3 e ap = 9. Logo, r = ay —a; = 6.
Portanto:

a34:a1~|—33-r:3+33-6:201

Exemplo2: Determine o décimo oitavo termo da PA, na qual a3 = 8 e

r=—2

Solugao: Temos que a, = a; + (n — k) - r. Portanto:

CL18:CL3+15T:8+15(—2):—22

Interpolacao Aritmética
E a acao de inserir ou interpolar uma quantidade de meios aritméticos entre os

extremos de uma progressao aritmética.
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Exemplo: Interpole 3 meios aritméticos entre 2 e 18.

Solugao: Devemos formar (2, as, as, a4, 18), em que: a; = 2
e as = 18.
Para interpolarmos os trés termos, devemos determinar pri-
meiramente a razao da PA.Temos que:
as =a; +4-r;
18=2+4-re
r=4
Portanto, a solugao é dada por (2,6, 10, 14, 18)

3.2.1 Soma dos Finitos Termos de uma Progressao Aritmética

Proposicao 2. A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética € dada

por:
5 - (a1 + a,) - n
2

Demonstragao. Temos que: S, = ay+as+az+as+...+a, ,ouainda,
S,=a,+a,—14+...+as+ay.

Adicionando-se as duas equagoes, ficamos com:
25, = (a1 +ay) + (ay+ ap_1) + (as + an—2) + ... + (an + a1).

Mas, de acordo com a propriedade 3, temos que :

(a1 + ap) = (ag + an—1) = (a3 + apn_o) = ...

A soma tem n termos, portanto:
n- (a1 + ap)

2:Sy=n-(a+a,) = Sn= 5

Exemplo: Calcule a soma dos 50 primeiros termos da PA (2, 6, 10,...)

Solugao: Temos que a1 =2er=ay—a; =6 —2=4.
Calculando asg, temos:
aso=a;+49-r=2+49-4 =2+ 196 = 198.

Aplicando a féormula da soma dos elementos de uma PA, temos:
S50 = W =200 - 25 = 5.000

Logo, a soma dos 50 primeiros ntimeros € 5.000.
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Exemplo: Um ciclista percorre 20 km na primeira hora; 17 km na segunda hora,
e, assim por diante, em progressao aritmética. Qual serd o total de quilometros per-

corridos em 5 horas?

Solugao: Neste exemplo, a progressao aritmética é (20, 17, 14, ...) e,
desta forma, o primeiro elemento é a; = 20. Subtraindo elementos con-
secutivos, encontramos a razao da PA, que, neste caso, é: r = ay — a; =
17 —-20 = -3.

Para podemos achar quantos quilometros ele percorrera em 5 horas,
devemos somar os 5 primeiros termos da PA e, para isto, precisamos do
elemento as. Dessa forma:

Temos a PA (20,17, 14, 11, 8, .. .) e aplicando a férmula S,, = 14-5 = 70

Logo, o ciclista percorreu em 5 horas, 70km.

3.3 Progressao Geométrica

Na sucessao de nameros (5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, ...) cada nimero é o dobro do
numero anterior. Ou ainda, se escolhermos qualquer um dos ntimeros desta sucessao e
dividi-lo pelo seu antecedente, o mesmo quociente seré constante.

Essa sequéncia numérica (a,) ¢ chamada de progressao geométrica (PG), onde cada
termo, a partir do segundo, é igual ao produto do termo anterior por uma constante ¢,
chamada de razao da PG.

Portanto, a razao de uma PG ¢é obtida pelo quociente entre um de seus termos por

seu antecessor, ou seja,

a2 as Qg Q41
g=—=—=—=...= , coma; #0
a1 a2 as a;

Uma PG pode ser classificada como: oscilante, crescente, decrescente, constante e
quase nula.

Uma PG crescente ¢ toda progressao geométrica em que cada termo, a partir do
segundo, é maior que o termo que o antecede, sendo que, para isso, a razao ¢ tem que

ser sempre positiva e diferente de zero.
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Exemplos:
(2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458, 4374, 13122, ...) razao q = 3;
(5, 25, 125, 625, ...) razdao g =5

Uma PG decrescente é toda progressao geométrica em que cada termo, a partir

do segundo, é menor que o termo que o antecede.

Exemplos:

1

(8,4,2,1,3, 5, 4. 15 razéoq:§

(—2,—4,-8,—16,...) razdo ¢ = 2.

Uma PG constante é toda progressao geométrica em que todos os termos sao

iguais.

Exemplos:

(1,1,1,1,1,1,1,1, 1, ...) razio ¢ = 1;
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,...)
(3,3,3,3,...) razao g = 1.

razao ¢ indeterminada

Uma PG oscilante (ou alternante) é toda progressao geométrica em que todos os
termos sao diferentes de zero e dois termos consecutivos tém sempre sinais opostos,

sendo que, para isso, a razao ¢ tem que ser sempre negativa e diferente de zero.

Exemplos:
(3,—6,12,—24,48,—96,192, —384, 768, .. .) razao q = —2;
(1,-1,1,-1,1,—-1,1,—1,1,—1,1,—1,...) razao g = —1.

Termo Geral

Trabalhando da mesma forma feita na PA, temos:

Qg = ay - q

ag=ag-q=ay-q-q=a-q
ag=az-q=a,-¢-q=a-¢
as=as-q=ay-¢°-q=ay-q*
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_ _ n—2 n—1
p =0p—1°q =404y g ' '

Sendo assim, a formula do termo geral de uma progressao geométrica (a,,), onde a;

¢ o primeiro termo, ¢ é a razao e n é o nimero de termos, é expressa por:

Exemplo: Determine o 21° termo da PG (5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, ... ).

Solucgao: Temos que a; =5e q=2. Logo: as = a;-¢*° =

o1 — 5 - 220

Interpolagcao Geomeétrica
Interpolar (n — 2) meios geométricos entre dois numeros dados a; e a,, significa
obter uma PG com n termos de uma PG, cujos extremos sao a; e a,, sendo que a; é

o primeiro termo da PG e a, é o n-ésimo termo da PG.
Exemplo: Interpolar cinco meios geométricos entre 3 e 192.

Solugao: Basta fazermos a; = 3 e a,, = 192.

Como sao 5 meios geométricos, temos que n = 7 e, para obter
a razao da PG, temos que a7 = a; - ¢°.

Logo, 192 = 3 - ¢®. Segue que ¢° = 64. Assim, ¢ = 2.

Temos, entao, que os 7 termos da PG sao: (3, 6, 12, 24, 48,

96, 192).

3.3.1 Soma dos Finitos Termos de uma PG

Proposicao 3. A soma dos n primeiros termos de uma PG (a,) € dada por:

ap - (qn— 1)

S, =
qg—1

, comq#1

Demonstracao. Seja S, = a1 +as+as+ ... +a, =a, +a1-q+ay-q¢*+

n—1

oot ar-q

Multiplicando-se a equagao por ¢, ¢ # 0 temos:
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.S =a1.q+ as.g> +a1.¢>+ ... +a;.¢" "

Segue que,
q.Sn—Sn = (a1.g+a1.¢*+a1.¢*>+. . .+a1.¢")— (a1 +ay.q+a.¢*+. . .+ay.q" 1)

Sp(g—1)=a1.¢" — a;

ar.(¢" —1) -

S, =
qg—1

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo: Calcule a soma dos 12 primeiros termos da PG (1, 2, 4, 8,...).
Solugao: Temos que a; =1 e a razao q = 2, logo:

ar (@) =1 1.(22-1) 1.(4096 — 1)
Sy — - — = 4095
2 qg—1 21 1

3.3.2 Soma dos Infinitos Termos de uma PG Decrescente

Se uma PG possui razao —1 < ¢ < 1, a soma de seus infinitos termos é dada por:

Exemplo: Resolva a equacao = + g + % + g +...=100

Solugao: Observe que a equagao ¢ uma PG, onde a1 = x e

1
4=
Assim:
1
S.o=- 0= -2 S 100= 2 5100 - =2 =
2 2
x = 50

3.4 Convergéncia de Sequéncias

O termo convergir/convergéncia tem como significado: Dirigir-se, tender para um

ponto comum. O que na Matemética nos remete a buscar uma solu¢ao tinica em uma
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Figura 2: Areas de poligonos

sequéncia de nimeros. Como, por exemplo, calcular a drea de uma circunferéncia de

raio r, a partir da area A,,n > 3 de poligonos regulares inscritos na mesma.

Observe que & medida que o nimero de lados aumenta indefinidamente, a drea da

figura se aproxima da area do circulo, ou seja, converge ao valor da area do circulo.

Ou ainda, no Exemplo 5 (Segao 2.1), quando os nimeros se tornam cada vez menores

convergindo para o 0 (zero).

Nestes dois exemplos, as sequéncias possuem termos que se aproximam de um

determinado valor. Como podemos verificar isso? Como podemos determinar para

qual valor a sequéncia converge?

Definigao: Seja (a,) uma sequéncia numérica. Dizemos que (a,,) converge
para um numero real L quando, dado £ > 0, existe ng € N tal que para

n > ng implica que |a, — L| < e.

Notagao: a, — L ou lima, = L
n—oo

A ideia, portanto, de uma sequéncia convergente é que, partindo-se de certo indice

ng, 0s termos da sequéncia estao bem proximos de uma determinada constante L.

Nota: E importante observar que, dado € > 0, o indice ng sera determinado

a partir dele, ou seja, o indice seré interpretado como uma funcao de e.

Exemplo: Prove que — 1
n+1
Solugao: Dado € > 0, teremos que:
n -1
-1 < <~ -1 = < <~
@ | c n+1 n+1 c n+1

e=n>1-1
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3.5

1
Assim, dado € > 0 , existe ng > — — 1 tal que n > ng =
€
la, — 1| <e.

Para, realmente, vermos que ng depende de e, vamos tomar valores para

1
este tltimo e observar como ficara o indice. Por exemplo, tome ¢ = 10 ©
1
teremos que ng = 9, enquanto que para € = 100 teremos que ng = 99.

Sequéncias Limitadas

Definigao: Uma sequéncia (a,,) ¢ limitada quando existe um ntumero real

M > 0 tal que |a,| < M, para todo n inteiro positivo.

Em outras palavras, o conjunto dos termos da sequéncia é um conjunto
limitado se existe um valor M tal que todos os seus elementos estao no
intervalo [—M, M].
Exemplo: A sequéncia (a,) = (l) = (1, %, %, .. ) ¢ limi-
tada. De fato, se fizermos M =1, oszrva—se7 claramente, que os

seus termos estarao sempre no intervalo [—1, 1].

Figura 3: Intervalo

Podemos observar, neste exemplo, através da figura, que os

seus limites inferior e superior sao, respectivamente, os nimeros
Oel.

Proposicao 4. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao. Seja (a,) uma sequéncia tal que a,, — L.
Assim, pela propria definicdo, dado ¢ > 0,3ny € N tal que

Yn>ng=la,— Ll <e<=L—-ec<a,<L+e.
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Tome A = {ay,a9,...,0n, L — e, L + ¢} e considere oy =
minA, as = maxA.

Logo oy < a, < as. E portanto, a sequéncia ¢é limitada. [

Uma das aplicagoes da proposicao € o fato de que sequéncias ilimitadas nao

podem ser convergentes. Por exemplo, a sequéncia (a,) = (n),n € N.

Nota: A reciproca da proposi¢ao acima nao é verdadeira. Para verificar
este fato, basta considerarmos a sequéncia alternada (0,1,0,1,0,1,0,1,---),
a qual é divergente e limitada. Porém, temos um resultado que garante a
convergéncia de um determinado tipo de sequéncia limitada. Para isto,

definiremos que é uma sequéncia monétona.

Propriedades

Sejam (a,,) e (b,) sequéncias numéricas, tais que a, — Ly e b, — Lo. Entao:

1. an+bn—>L1+L2,
2. ca, — c.ly,c € R;
3. an-bn—>L1-L2;
Qp, Ll
4. Se Ly # 0 teremos que — — —;
bn LQ

6. Se f é uma funcdo continua real, entdo f(a,) — f(L1).

3.6 Sequéncias Monoétonas

Nota: Dada uma sequéncia numérica (a,) temos que:

e 0 termo sucessor ao termo geral a,, é o termo a,,1;

e 0 termo antecessor ao termo geral a,, é o termo a,,_;.
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Observe o comportamento das sequéncias:

(a)<1— %) _ <o%§) (b)(%) _ (12%) (@ 1L1,1,1,. )

Dizemos que a sequéncia (a) é crescente ou estritamente crescente, pois podemos

observar que os seus termos estao cada vez maiores, ou seja, a, < Gpi1-
A sequéncia (b) é decrescente ou estritamente decrescente, pois observamos que

os seus termos estao cada vez menores, & medida que os termos avancam, ou seja,

Ay > Ap+t1-
Os termos da sequéncia (c¢) sdo sempre os mesmos e a chamamos de sequéncia

constante, onde a,, = a,,1. Temos ainda:

e nao-decrescente: se seus termos crescem ou permanecem constantes;
e nao-crescente: se seus termos decrescem ou permanecem constantes.
A partir das classificacoes das sequéncias, definiremos sequéncia mondétona.

Definicao: Dizemos que uma sequéncia é monétona quando ela é nao-crescente ou

nao-decrescente. Simbolicamente, (a,) é monotona quando a, < a,y1 OU Gy > Apyq.

1 11
Exemplo: As sequéncias (a,) = (n),n € Ne (a,) = <—) = (1, 33 )
n

sao exemplos de sequéncias monotonas.

Nota: As sequéncias nao monotonas sao chamadas oscilantes. Em outras

palavras, sao aquelas que nao apresentam comportamento somente nao-

crescente, nao-decrescente ou constante.

Exemplo: A sequéncia (a,) = ((—1)"-n),n € N, é um exemplo de sequén-

cla oscilante.

Nota: Numa sequéncia crescente, o primeiro termo é o seu limite inferior,

enquanto que, numa sequéncia decrescente, ele serd o limite superior.
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Proposicao 5. Toda sequéncia monotona e limitada é convergente.

Demonstragao. Seja (a,) uma sequéncia crescente e limitada. As-
sim, a sequéncia (a,) possui um supremo S e, consequentemente,

teremos que:

(i) a, < S, para todo n.

(il) Ve > 0,3ng; S — € < ayy -

Como (a,) é crescente temos que n < nyg = S —¢ <a, <5 <

S+ e < la, — S| < e. Portanto, a, — S.
[

Nota Uma sequéncia convergente pode nao ser monétona. Um exemplo

(_1)n+1
interessante é a sequéncia (a,) = (—)
n

Nota Uma sequéncia mondtona pode ser divergente, por exemplo (a,) =

(n!).

Nota Uma sequéncia limitada pode ser divergente. Por exemplo, (a,) =

(—1)™, pois, claramente, os pontos dela estao alternando, o que impede que

a sequéncia tenha um limite.

3.7 Subsequéncias

Definigao: Seja S = {ng,n1,...,nk,...},k € N e (a,) uma sequéncia. Uma
subsequéncia de (a,) é uma sequéncia dada por (a,, ).
Uma subsequéncia é, portanto, uma nova sequéncia que provém de outra pela eli-

minacao, de maneira ordenada, de alguns termos desta.

Exemplo 3.1. As sequéncias (a,) = (2n —2) = (0,2,4,...,2n,...) e
(a,) = (2n—1)=(1,3,5,...,2n—1,...) sao exemplos de subsequéncias da

sequéncia (a,) = (n).
Proposicao 6. Se a, — L, entdo a,, — L.
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Demonstra¢ao. Como a,, — L temos que Ve > 0, existe ng tal que
n>ny=la, — L| <e.

Observemos que n - k > k e, portanto,k > ng = |a,x — L| < €. ]

Nota Uma importante consequéncia deste lema é que o limite de uma
sequéncia é tnico. Além disso, quando uma sequéncia admite duas sub-
sequéncias convergindo para pontos distintos teremos que essa sequéncia é

divergente.

Exemplo 3.2. Considere a sequéncia (a,) tal que:

1
e {23,6,---)

ap, = nl .
T n e {1,3,5,---)

n n
além disso, (ay,) converge, também, para 1.

o n+1 n—1
Observe que as subsequéncias € convergem para 1 e,

Proposigao 7. Sejam (a,) e (b,) sequéncias tais que a,, — 0 e (b,) € limitada.

Entao, a, - b, — 0.

Teorema 3.1. Sejam (a,), (b,) e (c,) sequéncias tais que a, < ¢, < b,. Se

a, — L eb, = L, entao ¢, — L.

a1+a2+--~—|—an) N
n

Teorema 3.2. Seja (a,) converge para L, entdo (

Demonstracao. Como lim a, = L temos, pela defini¢ao, que para qualquer
n—oo

: £
e > 0, existe ng tal que n > ny = |a, — L] < 3 Logo,

€ € €
Opo+1 + -+ a, §+§+"'+§ n—ng € €
< — <=
n n n 2 2
Por outro lado, ay,--- ,a,, € uma quantidade finita de ntmeros reais, e
. . . a1 +---+a . .
segue, imediatamente, que lim —— " = (. Assim, existe n; tal
n—oo
a+---+a,| ¢
que n > ng = S e —.
n 2
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Tomemos ny = max{ng,ny}. Segue que:

a1+...+an _ a1+...+an0+an0+1+...+an <
n n n
CI/ e an an DY an E
O i Y N S e )
n n 2
a a et ap
Portanto, < i ) — L. O
n
o —~ 1 .
Exemplo 3.3. A sequéncia (a,) = = C convergente ou divergente?
k=1

Justifique.

Solucgao: Observamos, inicialmente, que a sequéncia é crescente.
De fato, quaisdquer que sejam os naturais men, com 1 < m < n,

tem-se:
n

1 1 1
(am):zﬁ o (an):ZﬁJrZE
k=1 k=1 k=m

n
1
Como E = > 0, resulta a,, > a,,.
k=m+1
Vamos provar a seguir que a sequéncia é limitada superiormente.

054

WO __

Figura 4: Gréafico f(z) = =
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Temos

1
+

1 1 n 1
an:1+§ +"'+ﬁ§1+f1 x—zdx.

3

1

A . n 2

Como a sequéncia n — f1 —dx é crescente e
T2

"1 —1
lim —dx = lim l— + 1} =1
n—-+oo 1 To n—-4oo n
Resulta
a, < 2, para todon > 1.

Segue a sequéncia é convergente, pois é crescente e limitada su-

periormente por 2.

3

Exemplo 3.4. A sequéncia (a,) = € convergente ou divergente?

| =

k=1
Justifique.

Solucao: Para todon > 1,

1
Figura 5: Gréafico f(z) = e

1 1 1 na1 1

=14 == > ~d

a totg g2 IR —dx
Como

n+1
lim —dx = lim In(n+1) =400

n—-4o00 1 X n—+400

Resulta

lim a, = +o0.
n—-+oo
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4 Fracoes Continuas

4.1 Contexto Historico

A origem exata de quando o conceito de fragoes continuas foi utilizado, conforme
Lima [4] (2010, p. 3 — 7) e Andrade e Bracciali [2] (2005, p. 4 — 7), ndo ¢é facil de ser
datado, pois se encontram exemplos dessas fracoes por toda a Matematica desde anos
remotos.

Em toda a escrita Matemaética, grega e drabe, podemos encontrar exemplos e ves-
tigios de fragoes continuas. O calculo do Méaximo divisor comum (MDC), através do
algoritmo de Euclides (325 a.C. — 265 a.C.), tem grande influéncia no estudo das fragdes
continuas. O matemaético indiano Aryabhata (476-550) utilizou as fragdes continuas,
em exemplos especificos, para resolver equagoes diofantinas.

O primeiro uso conhecido de fragoes continuas foi dado por Rafael Bombelli (1526-

1572) que em 1572 deu a aproximagao de /13 por:

4 18
VBagr— =18

6+ —
* 6
Cataldi (1548-1626), cientista italiano considerado o descobridor das fragdes con-

tinuas, em 1613, obteve a aproximagao para v/18. Mas, assim como Bombelli, nao

seguiram com os estudos.

V18 ~ 4 + 5
8+

2
8+

8+ .
As fragoes continuas se transformaram em objeto de estudos através do trabalho de
John Wallis (1616-1703). Em seu livro “Arithmetica Infinitorium”(1655), desenvolveu
e apresentou a identidade:

4_3><3><5><5><7><7><9><---
T 2X4AXAXEX6XIXEX-+-

Que posteriormente foi transformada, pelo primeiro presidente da Royal Society of
London, Lord Brouncker, Lord W. Brouncker (1620-1686), na sequéncia abaixo, que

consagrou-se um importantissimo passo nas aproximacoes de 7.
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2+

2+ .

Em seu livro “Opera Mathematica ” (1695), Wallis utilizou o termo “fra¢ao continua”
pela primeira vez e colocou alguns dos seus fundamentos béasicos, como por exemplo,
o calculo do n-ésimo convergente, descobrindo algumas de suas propriedades.

O matematico e astronomo holandés Christian Huygens (1629-1695) foi o primeiro
a mostrar uma aplicagao pratica de fragoes continuas. Escreveu um artigo expli-
cando como usar os convergentes de uma fracao continua para encontrar as melho-
res aproximagoes racionais para as relagoes entre as engrenagens. Essas aproximacoes
permitiram-lhe escolher as engrenagens com o nimero correto de dentes.

Parte da teoria moderna foi desenvolvida por Euler em seu trabalho de 1737, “De
Fractionlous Continious”, onde cada racional pode ser expresso como uma fragao con-

tinua simples finita, além, de uma expressao para o ntimero e.

1

e=2+

1+
1
2+

1+

1+

1
4+

I+
Euler usou esta expressao para mostrar que e e e? sdo irracionais. Demonstrou,
também, a representacao se uma série a partir de fracao continua e vice-versa.
J.H. Lambert generalizou o trabalho de Euler sobre o ntimero e. Em 1766, ele
mostrou que:
e’ —1 1
et 41 2 1
-+
xr 6 1

+ 710 1

2
v -
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Em 1768, Lambert encontrou expansoes em fragoes continuas para as fungoes
log(1+z), arctg(z) e tg(z). Ele usou essas expressoes para mostrar que e* e tg(z) sao
irracionais se x for racional. Lagrange usou fragoes continuas para encontrar o valor de
raizes irracionais e provou que os nimeros quadraticos irracionais sao dados por uma
fragao continua perioddica.

Enfim, a teoria das fragoes continuas se desenvolveu muito e hoje esta presente em
diversas areas. Como por exemplo: algoritmos para computador calculando aproxima-
¢oOes racionais para os nimeros reais, resolucoes de equagoes diofantinas, problemas na
Fisica e Teoria dos Numeros. Acredita-se que tanto as suas aplicagoes; quanto suas

pesquisas, estao longe de terminarem.

4.2 O Algoritmo de Euclides

A mais antiga descri¢ao que se conhece do método usado no algoritmo de Euclides é
da sua obra Elementos (300 a.C). O algoritmo original foi descrito apenas para nimeros
naturais e comprimentos geométricos, e a partir do século XIX foi generalizado para
outras classes numéricas, conduzindo & nocoes da Algebra Abstrata.

O algoritmo é essencial no célculo do MDC de dois niimeros inteiros, onde o maior
dos numeros ¢é reduzido, a partir de sucessivas divisoes, até o resto convergir em zero.

Em uma divisao simples entre dois niimeros inteiros a e b, com a > b temos:
a=b-g+r,com0<r<(b-1)

onde a é o dividendo, b o divisor, ¢ o quociente e r o resto. Por exemplo, se

dividirmos 35 por 8 obtemos:

a=b-q+r
35=8-4+3

Dados a,b € N, com a > b > 0. O algoritmo de Euclides, para a determinacao do

MDC entre a e b, compoe-se dos seguintes passos:
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Divisoes Quociente Resto
a por b ao 0
b por rq ay 71
To PO 71 Q9 9
1 POr 19 as T3

Equacionalizando a tabela teremos:

a=q,-b+ry(0 <rg<b);

b:ql‘T0+T1(O<7’1<T0);
ro = qo-1T1 +12(0 <719 < 11);
M =qs3 19 +13(0 <13 <ry);

(3.1)

Tn-3 = qn-1Tn-2 + Tn-1(0 < 11 < 7rp_2);

Tn—2 ={n " Tn-1

Segue, que se r; = 0, o processo de aplicagao do algoritmo findara, seja na 1?*

equacao ou apos certo nimero de passos, e r,_1 € o MDC dos niimeros a e b.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.1. Seja a = 61 e b = 27, aplique o algoritmo de FEuclides e determine

MDC(a,b).
61=2-274+7
=3-7+46
7T=1-6+1
6=6.1

MDC(61,27) = 1

As igualdades (3.1) podem ser escritas sob a forma:

a ro b r1
S = a0+ — =gt
b b To To
T'n—3 Tn—1

= Gn—1 + e
T'n—2 n—2
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Cada igualdade (exceto a ultima) contém a representacdo de uma soma de um

numero inteiro com uma fracao prépria. Se fizermos as devidas substituigoes, atentando

que o resto da 1* equagao é o divisor da 2%, e assim sucessivamente, teremos que:
1

a 1 1
3:q0+EZQO+H—QZQO+ 1 =qo + 1
7»0 1 7»0 ql+? Q1+—1
q3 + —
a "2
— sob a forma de uma

b

Prolongando este processo, obteremos o desenvolvimento de

Fracao Continua.
Esses ntimeros foram designados como ntimeros irracionais. E convencionou-se que

todo ntimero irracional corresponde a uma sucessao infinita de segmentos “encaixados”,

que nao podem ser expressos sob a forma da razao entre niimeros naturais.

4.3 Conceitos Basicos

Uma fragao continua simples é uma expressao da forma

1 1 1 1 1
qo+ T :C]o+q— P, (3.2)
14+492 443 + n
Q1+ ] 1
@+ -+ —
Gn

, ¢n SA0 numeros inteiros positivos e ¢y, um nimero inteiro qualquer. O

onde q1, 92, -
namero de termos pode ser finito ou infinito. A fragao representada em (3.2) também

pode ser representada como [qo; q1, G2, -+, Gn)-
Usando o Exemplo 1 na Secao 3.2, reescrevendo-o em forma de fragao continua,

teremos:
61 7 1 1 1
§—2+§:2+2—7:2+—1:2+ T
— 3+ = 3+
7 ! l—l—l
6 6
=1[2;3,1,6]

O exemplo citado representa um niimero racional que corresponde & uma fracao conti-

61
nua finita. Ou seja, o nimero 77 ¢ igual a fracao continua [2;3, 1, 6].
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Teorema 4.1. Todo nimero racional pode ser representado de duas ma-
neiras distintas sob a forma de fragao continua finita e toda fracao confinua

finita representa um numero racional.

1 1
A fragdo gy + — — — .- —tem seus termos chamados de quocientes parciais.
q1 492,93 ¢ dn
E a partir deles, determinamos os convergentes (ou aproximante) da fracdo continua

representada em (3.2).

Seja a sequéncia (S,)r, constituida da seguinte maneira:
(3.3)
4o
So == T
S1=qo+ —
1 " 1
Sy =qo+ — —
q1 192
1 1 1 1
Shn=q@+— — — ...—.
q1 492,93 ¢ dn
Dizemos que S,, é¢ o n-ésimo convergente da fracao continua.

Defini¢ao: Uma fragao continua converge para um valor K (finito) se no maximo

um numero finito de S,, é indefinido e

lim S, = K

n—oo
Caso contrario, dizemos que a fragao continua diverge.
Corolario 1: Os numeradores a, e os denominadores b, de uma fracao continua

simples satisfazem

Gn = Qn-Qp—1 + Gnp_o
n=1,23

bn = (n- bnfl + bn72

com as condicoes iniciais

ap = (o a_, = 1

b(_) == 1 b,1 - 0
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4.4 Expansao dos nimeros Racionais em Fracoes Continuas

a . . - . . .
Se — é um numero racional, ele possui uma expansao em fragao continua simples

b
finita dada por:

1 1 1 1
Sn:q0+_ - ---—:[QOSCIDQQV",C]n]
q14+492 493 ¢ qn
A representacao de um numero racional por uma fracao continua simples nao é uma

tarefa dificil, como pode ser visto nos exemplos a seguir.

91 29 1 1 1 1
(a) —=14+—-=14+-F5=1+ =1+ =1+ =
62 02 02 24 24 24 !
29 29 29 7.1
4 4
[1;2,7,4]
62 91 1
(b) — = — =0+ —-"—=10;1,2,7,4]
91 62 0, 1
T
7 —
"1
Fragoes equivalentes possuem a mesma representagao (exemplo c).
91x3 273 87 1 1 1
(© Gox3 186 ' tTise T 186 +2+2 +2+L
87 87 87
X X 12
2+ —— 2+ —
T+ T+

Teorema 4.2. Qualquer fragao continua simples finita representa um numero racio-

nal. Reciprocamente, qualquer nimero racional pode ser representado por uma fra¢ao

continua simples finita.

Demonstracao. A demonstracao da primeira parte é imediata, pelo fato de se tratar

de uma fragao continua simples finita.

. , . a
Para provar a reciproca, consideremos um ntimero racional 7 qualquer. Pelo algo-

ritmo da divisao, obtemos:
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Q

0ndeO§r0<beq0:5.

Se eles tiverem o mesmo numero de elementos, e os elementos correspondentes de
a 2

Se ro = 0 e — é um numero

uma e outra coincidirem, isto é, ag = by , a3 = by , ...

inteiro, nada ha para provar. Porém, se rq # 0, entao fazemos

a 1
EZQO"‘T , 0<rg<hb.
To
Fazemos o mesmo para — e obtemos
To
b 1
To To

Se r1 =0, temos:

a 1
A :C]0+a = [qo; 1]

Terminando a prova.
. . -
Se r1 # 0, repetimos o mesmo procedimento com a fragdo —. Observamos que o
To

processo termina quando r, = 0 para algum n, o que ocorre, poisb >rog >r—1> ...

¢ uma sequéncia decrescente de inteiros positivos. Temos entao:

a To
—=q+—, 0<ry<hb,
bb qo0 b 0
T
—ZQ1+—1, 0<T’1<7’0,
To To
Ty Tr_
2 = (Qn—2 + 1’ 0< Tpo1 < Tp—2,
T'n—2 r n—2
2 = 4n—-1, rn = 0.
T'n—1
E, portanto,
1
- qo + 1
q1+ T
q2 + 1
q3+ -+

Terminando a demonstracao.
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4.5 Finito X Infinito

Muitos conceitos matematicos, que no caso finito sao bem conhecidos, tém analogos
infinitos interessantes. Vejamos alguns exemplos.
O significado de uma fracao decimal finita é perfeitamente claro. Por exemplo,

(),33:ﬁ . Mas e 0,333333--- 7

100
A soma de um numero finito de parcelas também tem sempre um valor definido.
T 1 7 1 1 1
Por exemplo, 1+§+Z:Z . Mas comoentenderasoma1+§—l—1: §+---?

Como procurar valores aproximados de algo infinito? E importante que primeiro
definamos tanto o significado do ntmero infinito como da soma infinita para depois,
calcularmos seus valores.

Apesar das semelhancas superficiais, entre o finito e o infinito existe um abismo. Até
o séc. XIX os mateméticos ignoravam estes niimeros. Sem perceber, eles trabalhavam
com objetos infinitos, tal como se fossem finitos, obtendo por vezes resultados absurdos.
Durante o séc. XIX aprendeu-se a trabalhar com o infinito e foram construidas pontes
firmes que permitiram transpor este abismo.

Sao varias as pontes, mas, em particular, usaremos o Principio dos segmentos encai-
zados ou axtoma de Cantor, que exprime precisamente a propriedade de continuidade
de uma reta.

Consideremos uma sucessao infinita de segmentos [ay, b1], [ag, ba], -, [an, bn], -,

contida em uma reta e dotada das propriedades:

1)Cada segmento (a comegar pelo 2°) esté “encaixado” no anterior,e

2)O comprimento dos segmentos tende para zero, quando n — oo.

Nestas condigoes, existe um e s6 um ponto que pertenca a todos os segmentos.

Azioma de Cantor: Se em uma reta for dada uma sucessao infinita de seg-
mentos que obedeca as sequintes condigdes: 1) cada segmento estd contido
no anterior; 2) o comprimento dos segmentos tende para zero, entio eziste

um e so um ponto que pertence a todos os segmentos.
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Figura 6: Segmentos encaixados

Exemplo 4.2. Considerem no eizo numérico os segmentos
13 35 79 111 1
1 - = 2z - = e
01, {4’4} ’ {8’ 8} ’ {16’ 16} ’ ’ {2 DA * 2"} ’ ’

p 1
E evidente que o ponto 5 (e so ele) pertence a todos os segmentos.

Exemplo 4.3. Seja dada a sucessao de segmetos

on [l bl ] e

O ponto 0 (e s6 ele) pertence a todos os segmentos.

Sendo assim, conseguimos inscrever no intervalo [0, 1] infinitos nimeros racionais.
Mas sera que os pontos do conjunto Q preenchem inteiramente a reta? Sabemos que
nao. Um exemplo classico é a diagonal do quadrado de lado unitario.

Ao construirmos, na reta, o segmento (lado do quadrado), sua diagonal nao pertence

a este intervalo.

“...Se no eixo numérico forem inscritos todos os pontos racionais e se tra-
¢armos um arco de circunferéncia com centro em O e raio OA (fig. 3), esse
arco passara por entre os pontos do conjunto QQ no eixo sem intersectar este

conjunto”. (N. Beskin — 1987, pag.53)

Apesar do conjunto QQ ser denso, qualquer segmento por menor que seja contém
pontos racionais, nao é possivel se preencher todo o eixo numérico. Ou seja, mesmo que
observadas as condigoes do azioma de Cantor, podem nao existir pontos (do conjunto

Q) que pertengam a todos estes segmentos.
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Esses pontos foram designados como niimeros irracionais. E convencionou-se que
todo nimero irracional corresponde a uma sucessao infinita de segmentos “encaixados”,

que nao podem ser expressos sob a forma da razao entre niimeros naturais.

4.6 Expansao dos Numeros Irracionais em Fracoes Continuas

A partir do momento que se passou a definir e aceitar os niimeros irracionais, muito
se evoluiu tanto na Matemética como em outras areas. E, da mesma forma, o estudo
das fracoes continuas se estendeu as suas aproximacoes.

Para construir uma expansao de um numero irracional em fracao continua simples,

utilizaremos substitui¢oes sucessivas, de modo que:

Definigao: Seja x um ndmero irracional qualquer e ag = |z|. Onde o
operador |a| significa maior inteiro menor que a. Entao = pode ser escrito

como

1 1
x:ao—i-x—, sendo 0 < — < 1 (3.4)
1 1

Assim

T =—">1
r — Qo

¢ um namero irracional.

Da mesma forma, podemos escrever

Figura 7: Representagao Geométrica da diagonal do quadrado.
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1 1
Ty =a; +—, CL1:L$1J2160<—<1
X9 X2

e, obtemos entao

1
Tog = ——>1,
T —ay

que, também é um ntmero irracional.

Repetindo esse processo, sucessivamente, obtemos as equagoes

Tg = ag + —, T > 1,
L1

1
Ty =a; + —, w2>1,a121,

L2
1
Tp = Qn + ) xn+1>1aan217
Tn+1
Onde ag,ay,--- ,an, -+ sao inteiros e x1,x9, -+ , Ty, -+ irracionais.

Naturalmente, o processo anterior s6 terminaria se tivéssemos x,, = a,, para

algum n, o que é impossivel, pois x,, ¢ um numero irracional para todo n.

Fazendo substituigdes dos respectivos x; = 1,2,--- ,n,--- na equagdo (3.4), obte-

mos uma fragao continua simples infinita,

1 1 1 1
Tr=ayt+— = (10‘1‘—1 :Go—i-—l = ap+ T
T1
ay + — CL1+—1 ay + 1
= ay + — ay+ -+ ———
T3 Ay + -+
:[ao;aha%"']

que é a expansao do nimero irracional x.

Exemplo 4.4. Ezpressar \/3 como uma fragio continua simples.

Como
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1
V3=a+—=1+—.
T W5l
Temos
1 1 (V3+1) V3+1
xrT1T = = . _= 5
V-1 V31 (VB+1) 2
ou seja,
1 1
V3=1+—=1+
T \/§+1
2
Dat
\/§+1_1+i;
2 T2

1
i v+l
2
Dessa forma,
1 1
V3=1+—=1+ =1+ T
“ 1+ — 1+
T2 V3+1
ou seja,
1 1
V3+l=ag=a3+— =2+ —.
I3 I3
Portanto

B 1 ~V3+1
BT Byl—2) 2

Como x3 = x1, concluimos que x4 serd iqual a xo e desta forma, conti-

nuando com este processo, iremos obter para a sequéncia ai,as,as,- - 0S
valores 1,1,2,1,2,1,2,---. Logo a fragao continua infinita representando

V3 serd dada por:
V3 =1[1,1,2,1,2,1,2,- -]

Vejamos um exemplo para o convergente de uma fragdo continua simples para

numeros Irracionais.
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Exemplo 4.5. Considere a fracdo continua simples

Temos entao

Qo 4
S:—:—:4
0 bo 1 )
a 2 34
S1=—=4 _:_:4a2’57
T 3T
Qo q2a1—|—ao 834+4 276
g — %2 _ _ — 2 — 4.2461538
T by by + by 8-8+1 65 ’ ;
.2 4 2242
Gy — 3 Bt 8 270+34 = 4,22462121,
. 224 1821
g = W tay 8-2224276 18212 0000

T by qubs+by  8-528+65 4289

Sabemos que v/18 = 4,2426406 - --. Desta forma, a fracio continua (1) pode ser
obtida da expansao de v/18. E, os convergentes desta fracido tendem para este valor.

Desta forma, podemos preencher a continuidade da reta numérica com os ntmeros
racionais e irracionais, a partir das aproximacoes feitas por fracao continuas simples
finita(conjunto Q) e infinita(conjunto Irracionais). Essa “reuniao” dos conjuntos, afim
da busca da continuidade, nos permite uma designacao comum: o0s numeros reais.
Conjunto onde o conceito de nimero passa a seguir um principio comum de fatoragao

e de representacao.

4.7 Univocidade nos Reais

Admitamos o conjunto dos ntimeros Reais como a reuniao dos conjuntos dos Ra-
cionais e Irracionais. Ao longo do capitulo, representamos cada um destes conjuntos
através de fracoes continuas. Mas, ainda persiste uma divida: Poder-se-a afirmar que
qualquer niamero real pode ser representado por uma fragao continua, sendo essa fracao
definida univocamente?

Para responder esta pergunta, devemos demonstrar que:
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Teorema 4.3. Duas fragoes continuas [ag; ai, as, - - -| € [bo; by, b, - - - | (finitas

ou infinitas) sao iguais entre si, se e SO se,
1. Tiverem o mesmo niumero de elementos, e

2. Os elementos correspondentes de uma e outra coincidirem, isto €, ag =

b07a1:b17".'

Nota: “o mesmo nimero de elementos” deve ser entendido de modo que
ambas as fragoes sao finitas e tém o mesmo ntmero de elementos, ou sao

ambas infinitas.

Demonstracao. Representemos por « o valor das duas fragoes continuas

iguais.
a = [ao;alaa%'”] = [bo;blyb%'“]

O elemento ag( tal como by ) é igual a |a], e, por conseguinte, é definido

univocamente pelo valor de o . Logo,
ag = by
Subtraia-se ag a «
a—ag=1[0;a1,a9, -] =[0;b1,b9,--].

Consideremos a grandeza inversa

1
— = |ay;Q9, | = b’b7 X
= laas, ] = b, ]
.. 1 .
O elemento a;(tal como by ) é igual a , € por conseguinte,
a — Qg
define-se univocamente a partir do valor de ———. Logo,
a — Qo

ay = bl;
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E assim sucessivamente.

Podera o nimero de elementos ser diferente em fragoes continuas de
valor igual?

Suponhamos que a primeira fracao continua é finita e tem s elementos,
enquanto a segunda é finita e tem t elementos, sendo t > s; ou é infinita.

Isso significa que:

1 1
ot —— 7 Gt T
a+ o+ — am+—+ "+ 1
s 42 as +
bs+1+."
ou
1
as = as +
bs+1+
E, portanto,
1
- =0
bs+1+“‘

O que é impossivel. Concluindo, que ¢t = s.
Logo, qualquer ntimero real pode ser representado por uma fragao con-

tinua, sendo definida univocamente. O
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5 Conclusao

5.1 Fracoes Continuas e o Ensino Médio

A busca por um ensino de qualidade percorre um caminho longo e arduo. Vai além
do desejo de cada professor despertar em seu aluno o querer e o prazer de aprender.

O ensinar/aprender se estrutura em quatro alicerces: o professor, o aluno, a estru-
tura fisica e a proposta curricular. Sabemos quao importante é o papel de cada um
desses alicerces. E que para cada um, é necessario uma reestruturagao e aperfeicoa-
mento constante.

A proposta curricular dos temas matemaéticos esta passando por avangos, onde se
torna essencial a busca por um curriculo mais coeso, com contetudos interrelacionados
a cada progressao serial e aplicaveis ao dia-a-dia. A coesao na progressao serial nao
deve acontecer apenas entre os ensinos Fundamental e Médio. E fundamental também
diminuir o distanciamento entre os ensinos Médio e Superior, que acredito ser uma das
causas da grande parte das reprovacoes no inicio de cada semestre letivo nas disciplinas
de Matematica e Calculo 1.

Nessa perspectiva, minha conclusao e objetivo é tentar mostrar que um contetido
como Fragoes Continuas - visto apenas no Ensino Superior, pode ser abordado de forma
mais simples no Ensino Médio, onde sera detalhada uma aula sobre a importancia na
construcao do Conjunto dos nimeros Irracionais, suas aproximagoes a partir de Fragoes

Continuas e suas aplicacoes nas mais diversas areas.

5.2 Planejamento de Aula

Projeto: Fragoes Continuas e o Ensino Médio

Publico alvo: Alunos do ensino Médio que tenham maior interesse em
desenvolver o estudo da Matematica. Alunos participantes de Olimpiadas

na area de exatas.
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Duragao: 4 semanas (2 aulas por semana ministradas no contraturno).
Objetivos:
e Formalizar e elucidar a criacao e importantes passos para a formagao
de cada conjunto numérico;
e Resgatar nocoes do infinito;
e Realizar divisoes sucessivas(Algoritmo de Euclides);
e Iniciar o estudo de Fracoes Continuas;

e Associar o estudo de fracoes continuas com as aproximacoes de niime-

ros Irracionais;

e Resolver exercicios aplicando os contetidos aprendidos.
Conteudos:

e Historia da Matemaética;

e Algoritmo de Euclides;

e Fracoes Continuas.
Desenvolvimento:

1% aula: A histéria dos nimeros

Farfamos um apanhado geral sobre a histéria dos ntimeros e seus prin-
cipais estudiosos, ressaltando pontos essencias e que geraram polémicas no
decorrer dos fatos (Capitulol). E fechariamos com o “apice” do questiona-
mento dos Pitagoricos.

Como fechamento seria pedido para pesquisa, na aula (laboratério de
informatica) uma pesquisa sobre o V2, a demonstracio de sua irraciona-
lidade e construcao na reta numérica. Falariamos do 7 e do ¢(ntmero de

ouro).

Material utilizado: Apresentacao em powerpoint e Inter-

net.

2% aula: Demonstracao da V2 e sua Irracionalidade
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A aula se concentraria na demonstragao da irracionalidade do V2 e

¢(ntmero de ouro), e também, suas construgoes geométricas.

Material utilizado: Régua, compasso, par de esquadros.

Geogebra.

3% e 4% aulas: Algoritmo de Euclides

Tomamdo como partida, que todo niimero racional pode ser escrito como
a razao entre dois niimeros: %, com b # 0. Introduziriamos o Algoritmo de
Euclides (de acordo com o apresentado neste trabalho) com suas proprieda-
des e exemplos. Terminariamos por tecer uma relagao com a aula seguinte,

que sera de Fragoes Continuas.

FExemplo: Aplicando o algoritmo de Euclides, determine o MDC
entre 47 e 11.

A7=114+3

11 =3.3+2

3=21+1

2=1-2 - MDC(47,11) = 1

E a partir desta e de outras resolugoes, introduziriamos a ideia de
Fracao Continua, mostrando novas formas de se escrever niimeros

racionais.

Como por exemplo:

47 3
242
Rt
11 2
——34Z
3773
3 1
S 14z
271
) a7 3 1 1 !
E reescreveriamos: S TR ' :4+3+72 :4+3+7l -
3 3 3
2
1
4+ T
34+ —
1+
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Material utilizado: Quadro branco.

5% e 6* aulas: Fragoes Continuas

Neste momento, farfamos a introdugao sobre Fragoes Continuas. Onde
falariamos um pouco da histéria, ressaltando seus grandes estudiosos, e
usariamos das defini¢bes mais bésicas e os seus convergentes.

Também usarfamos de exemplos de aproximacoes, tanto de nimeros
racionais, como também irracionais.

A aula seria, basicamente, um resumo do capitulo sobre Fracoes Con-
tinuas abordado neste trabalho.Usariamos bastante exemplos, afim de se

trabalhar o célculo em si.

Material utilizado: Apresentacao em powerpoint. Quadro

branco.

7% e 8* aulas: Aplicagoes do uso de Fragoes Continuas

As duas aulas seriam dedicadas a resolugao de exercicios. Onde, no 1°
momento, seria dados como desafios, para no 2° momento a busca da reso-

lugao e possiveis duvidas.
Material utilizado: Quadro branco

Exercicio 1:Um fabricante de relogios precisa produzir dois ti-
pos de rodas dentadas na razio v/2 por 1. E impraticavel que
estas rodas tenham mais que 20 dentes. Encontre algumas pos-
sibilidades para os ntiimeros de rodas que irao aproximar a razao
desejada, utilizando as aproximacgoes dadas pelos convergentes
consecutivos de uma fracao continua simples. [Adaptado de Sanches;

Salomao (2003)].

A Relagao de transmissao, da coroa (engrenagem maior)
para o pinh@o (engrenagem menor), pode ser represen-

x
tada por — = /2, onde z representa o nimero de dentes
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da coroa e y representa o nimero de dentes do pinhao,
com x e y inteiros positivos.

Para representar a raiz na forma de fragdes continuas
aritmeticamente, devemos escrever, seqiiencialmente, os
convergentes, até se obter uma fracao que responda a
questao, ou seja, que respeite a condigao de contorno
dada pelo limite de 20 dentes, para a engrenagem maior

(coroa).
co =2 =1,4142136 = 1 (1°convergente)

V2 =1,4142136 = 1+ 0,4142136 = 1 + ! I
c1 = = = = _— [ —
! ’ ’ I 2,4142136

0,4142136

X

1 3
1+ 5= 5 (2°convergente)

1 1 1
= 1+0,4142136 = 1 =1 =1
ez =1+ t o a1a2136 ~ T2 1 0,4142136 +2 L1
2,4142133
1 7
i+ —F =< (3°convergente)
24- °
=1 ! =1 ! =1 !
2,4142133 24 0,4142133 94 1
2,41421151
1 1 12 17
~l+——— =1+ =14 —=—= (4°convergente)
9 1 1 5 12
2+ = =
2 2

O 4° convergente revela que o n° de dentes da coroa
seria 17 e o do pinhao 12, com aproximacao dada por:
17
12
correta até a ordem das centenas, que para um par de

= 1,4166667, o que proporciona uma aproximacao

engrenagens usuais é satisfatoria. Determinando-se o 5°

e 6° convergente, temos:

1 1
Cq = 1+ -1 = 1+ 1 —
24 ———— 24 ——— 77—
24 ————— 24+ ———
+ 2,4142151 + 24 0,4142151
14 1 41
cqp = ~ —
1
2+ 1 2
2t
2 [
+ 2,4142046
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1 1

cs = 1+ i = 1+ 1 <
2+ T 2+ 1
2+71 24 1
24— 24—
+ 2,1442046 + 2+ 0,4142046
c 1+ ! %
5 = oo
1
2+ : 70
R
2+ S
2 - @
+ 2,4142658

Observa-se que, nos seis primeiros convergentes, existe
uma repeticao do algarismo 2. Sera que tal conjectura
é verdadeira? Para verificid-la, de modo mais geral, po-
demos escrever um segundo procedimento, de natureza
algébrica.

1
De 2 =1,4142136 = 1 + —.
Iy

1 1
Temos:\/§:1+—:>\/§—1:—:>;g1: ,
T \/_

Iy
que racionalizando resulta: z; = v/2 + 1.

)
|
—

1 1
Comoﬂ>1,entéo: T =1+V2=1414+4—=24+—.
i) i)
Assim:
1 1
V2=1+—=1+ 1.De:x1:\/§+1:2+——>
T1 o)
24 —
X2
\/§+1—2+i—>\/§—1—|—i—>$— ! =2
T2 U ? \/5—1 :

Assim, por substituigoes sucessivas:

1

Este algoritmo exemplifica que um ntmero irracional
tem representacao infinita na forma de fragdo continua

simples periddica.
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Temos ainda, um terceiro procedimento, também de na-
tureza algébrica, para expressar o nimero v/2 na forma
de uma fragao continua, que consiste em escrever a equa-
¢ao polinomial x + 1 = V2.

Elevando-se ao quadrado ambos os lados, desenvolvendo
0 1° membro e ordenando os termos em x no 1° membro,
tem-se: (r4+1)? =2 = 2?+2.2+1=2—>2?+2.2=1.

O proximo passo é fatorar o 1° membro e isolar z, de

modo que: ¥*+2-x=1—>z-(z+2)=1—> 1= :

2+«x
Deste modo, no denominador do 2° membro esta pre-
sente a incognita x, que novamente por ser substituida,
de modo recorrente, resultando a expressao em forma de

fracao continua.

1 1 1 1
T = — T = 1 =T = i =T = i =
2tz 2+ 2+ Y I —
2+ 1 1
2+ 2+ 1
2+ 2+
24z
1
z= ; =1[0;2,2,2,2, ]
2+ i
2+ 1
2+ 1
2
T
Como 2 =z + 1, temos que v2 =1+1[0;2,2,2,---] =
[17272727]

Exercicio2: O namero de ouro (¢) tem sua representagao a
partir da fracdo continua mais simples (e belal) de se escrever :
o=1[1;1,1,1,...].

Vejamos como ela se desenvolve:

1 1 r+1 r+1
1 x x x
1+

1+

1
14.--

P?=rx+l=22-2-1=0=0= ~ 1,6180340 - - -

1++v5
2
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Ao escrevermos os convergentes tem-se:

rg= 1,61803398874989 = 2 (1°convergente)

1
= 1,6180340 = 1+ 0,6180340 = 1+ —— =~
o ! 0 1618034
1 3
1+ 5 = 3 (2°convergente)
1+ ! 1+ ! 1+ !
To = = —_=
2 1,6180340 14 0,6180340 1 1
* I
14—
* 1,6180341
1 5
Rl+——— = 3 (3°conv.)
1+ ——
141
2
1 1
14— 1+
1,6180341 1+0,6180341
1 1 8
=1+ T ~ 1—|——1 = (4°conv.)
1+ i I+ —7
L+ i 1+3
T
1,6180338

Ao continuarmos, estes valores expressam a razao entre dois ter-
mos consecutivos da Seqiiéncia de Fibonacci, dada por:

(1,1,2,3,5,8,13,---).
Para finalizar seria langado o desafio/enigma do Calendéario

Enigma: O Calendario Gregoriano: Uma incrivel coincidéncial
Como é de conhecimento de todos, o nosso calendario segue um ciclo de 3 anos

com 365 dias e 1 ano bissexto com 366 dias. Mas por que isso ocorre?

Resolucao: O ano tropico, aquele que marca as estacoes, tem a duracao
média de 1 ano = 365 dias 5 horas 48 minutos e 46 segundos = 365, 242199
dias. O calendario Juliano, estabelecido em 45 a. C., considera a aproxi-
macao 1 ano = 365 dias 6 horas = 365,25 dias. E portanto, havera uma

diferencga de cerca de 11 minutos.

Esta diferenga de 11 minutos, em cem anos causava um desvio de:
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11min 14s — 1 ano
= x = 67400s = 1123,3333 min

T — 100 anos

= 1123min 20s = 18h 43 min 20s.

Esta aproximagao causou um problema: as estagoes reais haviam retroce-
dido treze dias em relagao ao calendario Juliano. Em 1582, o papa Gregorio
III convocou matematicos e astronomos para resolver este problema. Desde
45 a.C. até 1582, se passaram 1627 anos, sendo o desvio acumulado desde

entao:

11h 43min 20s — 100 anos
= r = 1096598s = 18276 min 38s =

T — 1627 anos

= 304h 36min 38s = 12dias 16h 36min 38s.

Para tal, principiou-se em se calcular o desvio proporcionado para um dia.
Se em 1 ano o desvio é de 11min 14s (674s), entdo 1dia = 24h = 1440min =
86400s proporciona um desvio dado por: 86400s : 674s = 128,19 anos.
Assim, ocorre um desvio de 128 anos para cada dia, ou ainda, de cerca de

3 dias em cada 400 anos.

Este encaminhamento proporcionou uma pequena alteracao na intercalagao
de trés anos de 365 dias e um ano de 366 dias do calendéario juliano. Para
retirar estes 3 dias, a regra foi introduzir o ano bissexto, que era aquele dado
pela seguinte regra: os anos multiplos de 100 deixariam de ser bissextos,

exceto pelos multiplos de 400.

Enquanto a duracao média do ano Juliano era de 365 dias 6h, com a retirada

97
de trés dias do calendario gregoriano, o valor passou a ser 365@ dias =

365, 242500 dias = 365 dias 5 horas 49 min 12 s .O que ainda causa uma

diferenga de cerca de 26 segundos do valor real.

A duragao média de 1 ano = 365 dias 5 horas 48 min 46 s = 365,242199

dias.

A fracg D A8min 465 20926 _ 10463
¢ 1dia T 86400 43200
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Usando o algoritmo de Euclides:

a; 4 7 1 3 ) 64
43200 10463 1348 1027 321 64 1
1348 1027 321 64 1 0

A fragao continua correspondente a 1 ano = 365 dias 5 horas 48 min 46 s=

[365; 4, 7, 1, 3, 5, 64].
O 1° convergente é 365 dias.

1
O 2° convergente ¢ dado por: 3651 dias, propria do calendario Juliano.

1
44 =
+7

7
O 3° convergente é dado por: 365——— = 3652—9 dias, ou seja, 7 anos

bissextos a cada 29 anos.

O 4° convergente é dado por: 365;1 = 365% dias, ou seja, 8 anos
4 4 —
7+ 1

bissextos a cada 33 anos.

1 31
O 5° convergente é dado por 365 1 = 36— dias, ou seja,
4 128

31 anos a cada 128 anos bissextos.
O que nos leva a:
3lanos bissextos — 128 anos do calendario
— x = 96,875 ~ 97
T — 400 anos do calendéario

anos bissextos.

Isto nao é uma incrivel coincidéncia, levando-se em consideragao que na época do

papa Gregoriano III as fracoes continuas nao eram um assunto estabelecido.
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