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Resumo

Neste trabalho de conclusdao do curso abordaremos o estudo das desigualdades:
médias aritméticas, geométricas, harmonicas, quadraticas, Bernoulli, desigualdade na
geometria e outros.Tais assuntos é muito pouco abordado nos livros brasileiros, por
1ss0, decidi escrever sobre esse tema com mais de uma demonstracdo dos teoremas
e trazer problemas para compreender melhor as suas aplicacdes. O trabalho tem
como objetivo ajudar os professores em seu aperfeicoamento, alunos que participam
das olimpiadas nacionais e internacionais e alunos que estdo na graduacdo. As
desigualdades sao de extrema importancia para varios ramos da Matemadtica, tais como
Algebra, Trigonometria, Geometria e Andlise, e constituem-se também ferramentas
muito poderosas para a resolucao de problemas de olimpiadas, demonstracdes das

desigualdades geométricas.

PALAVRAS-CHAVE: Desigualdades; Demonstracdes; Problemas e Resolugdes.



Abstract

In the present work we are going to broach up the study of mathematical inequalities,
arithmetic means, geometrics, harmonics, quadratics, Bernoulli, inequalities in the
Geometry and others. Such subject is very few discussed in the Brazilian titles, for
this reason I decided to write about this topic with more than one demonstration of
theorems and bring up some math problems for better understanding their applications.
The work aims to help teachers in their improvement, students who will participate
in the national and international Math Olympic Games and university students. The
mathematical inequalities are extremely important to several branches of mathematic
such as: Algebra, Trigonometry, Geometry and Analysis, and are also very powerful
tools for solving problems in the Math Olympics Games, demonstrating Geometric

inequalities.

KEYWORDS : Inequalities; demonstration; problems and resolutions.
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Introducao

As desigualdades surgiram desde que se sentiu necessidade ordenar, talvez quando
se comegou a usar os numeros, a fazer medi¢des, aproximagodes ou até procurando
limites e cotas superiores e inferiores para certas medi¢oes e quantidades. Assim, as
desigualdades t€ém um papel muito distinto na evolu¢do da matemaética.

O estudo das desigualdades, estima-se que tenha comecgado no século IV a.C. e
durante muitos séculos ndo se conhecia nenhum método uniforme para determinar
maximos ou minimos. Os primeiros métodos sistematicos surgiram no século XVII.

Ao longo da historia da Matematica surgiram muitos problemas de desigualdades,
envolvendo grandes matematicos como Euclides, Arquimedes, Heron, Tartaglia,
Johanne Jakob Bernoulli, Newton entre outros.

Para a maioria das pessoas (nao foi diferente para mim) a primeira desigual-
dade com que se tem contato € a famosa desigualdade entre as médias aritmética e
geométrica, a saber: se x1, xo, ..., T, S0 numeros reais ndo negativos, tem-se que

1'1‘|—£U2‘|'""|—£En
o .

\"/xl.xQ...xn_

A primeira vez em que me deparei com essa desigualdade, estava cursando o ensino
médio no atual IFRN. Encontrei essa desigualdade como um problema numa lista
disponibilizada para alunos que queriam participar da Olimpiada de Matemadtica
do Rio Grande do Norte e entdo comecei a pesquisar em revistas e livros sobre
desigualdades e s6 encontrei na RPM n° 18, uma bela demonstragao por George
Pélya em [19] e mesmo assim com uma grande dificuldade de compreender e “achava
que sabia de Matemadtica”, e outras desigualdades ndo encontrei no nosso idioma.
Hoje existem muito mais materiais escrito sobre desigualdade e mesmo assim hd uma
lacuna comparado com materiais escrito em ingl€s para preparacao para competi¢oes

nacionais e internacionais de Matematica.
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Os principais motivos que me levaram a escrever sobre o tema desigualdades,
foram a escassez de material escrito em lingua portuguesa sobre o tema, € com
1sso pudesse disponibilizar uma nova fonte de estudo e pesquisa para os alunos que
participam das competi¢des de Matemdtica e estudantes de licenciatura, bacharelado,
Profmat e os amantes da Matematica.

Objetivo geral:

Apresentar uma série de desigualdades com diversas aplicagdes e em diversas
areas.

Objetivos especifico :

1. Apresentar algumas desigualdades elementares cldssicas e suas demonstragoes;

2. Aplicar essas desigualdades para resolver problemas de otimizacao;

3. Exercitar problemas envolvendo apenas criatividade;

4. Aplicar as desigualdades classicas na resolucao de problemas;

5. Disponibilizar um material que sirva como fonte de pesquisa no estudo das
desigualdades.

13



Capitulo 1

Desigualdades classicas

Na primeira parte deste capitulo trataremos das famosas desigualdades entre
as médias aritmética, geométrica, harmonica, quadritica e médias-poténcia para
numeros reais positivos. Em seguida vamos um pouco mais longe tratando de algumas
desigualdades classicas como a desigualdade de Bernoulli, Holder, Cauchy-Schwarz,
entre muitas outras, mostrando que elas sdo ferramentas tteis para a resolucao de
alguns problemas interessantes; desde problemas bem simples até problemas um
pouco mais elaborados. Antes de tratarmos das desigualdades, estabeleceremos a

no¢ao de média de uma lista de niameros reais.

1.1 Meédias

Uma média de uma lista de niimeros é um valor que pode substituir todos os
elementos da lista sem alterar uma certa caracteristica da lista.
Se a caracteristica a permanecer constante for a soma dos elementos da lista dada,

obtemos a mais simples de todas as médias, a média aritmética.

Definicao 1.1.1. Dados n niimeros reais 1, xs, . . . , ,, a média aritmética da lista
dos n niimeros 1, o, ..., T, é 0o nimero real A capaz de substituir cada termo da

lista x1, 29, -+ , Ty, Sem alterar a soma dos elementos dessa lista, isto é,

t x4+, =A+A+ -+ A=nA,

n parcelas

14



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

o que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média aritmética.

T1+ T4+ Ty
- .

A:

De modo completamente andlogo, podemos definir a chamada média geométrica

de uma lista x1, x9, . . ., x, € R. Vejamos:

Definicao 1.1.2. Dados n niimeros reais x1, xo, . . . , T,, a média geométrica da lista
dos n numeros x1,xs, ..., T, € o numero real G capaz de substituir cada termo da
lista x1, 2o, ..., %, Sem alterar o produto dos elementos dessa lista, isto é,

T xe =G -G---G=G"

n fatores

0 que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média Geométrica.

G = /1 22 Tp.

Note que ao contrario da média aritmética, que sempre existe para quaisquer
numeros reais, a média geométrica nem sempre existe. Por exemplo, se tomarmos
uma lista com apenas dois ndmeros reais r1 = —1 € o = 2, ndo existe um nimero
real G tal que (—1) -2 =G - G, isto &, G? = —2, visto que em R, sempre teremos
G? > 0. Seguindo a mesma linha de raciocinio podemos definir a chamada média

harmonica de uma lista de ndmeros reais.

Definicao 1.1.3. Dada uma lista de n niimeros reais ndo nulos ri, s, - - - , x,, tais
que xil—l—x%—f—' . -+xL # (0, a média harmonica da lista dos n niimeros x1, o, . .., T, €
o niimero real H capaz de substituir cada membro da lista x1, xo, - - - , x,, Sem alterar

a soma dos inversos elementos dessa lista, isto é,

1+1+ +1—1+1+ Jrl_n
T, T z, H H H H’
n parcelas

o que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média harménica
n

1 1 1~
Tttt

n

H =

15



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

Por fim, vamos definir a chamada média quadratica de uma lista de ndmeros

reais.

Definicao 1.1.4. Dados n niimeros reais 1, xs, . . . , ,, a média quadratica da lista
dos n niimeros 1, o, . .., T, € o niimero real () capaz de substituir cada membro da
lista x1,xo,...,x,, sem alterar a soma dos quadrados dos elementos dessa lista, isto
é,

Bttt =07+ Q1+ 4+ Q° =nQ”,

=n parcelas

o que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média quadrdtica

2 2 2
Q_\/ n '

Seguindo na mesma direcao das defini¢cdes que acima poderiamos definir muitas

outras médias, como por exemplo, a média poténcia. Dada uma lista de nimeros reais
x1, X2, ..., T, € um outro numero real o, podemos considerar a soma das poténcias «
dos numeros dessa lista

ol fay 4.
Chamamos de média poténcia « dessa lista de nimeros, o nimero real P, tal que
x?+x§‘+---—|—x§:f§+P§‘—|—---+sz

-~

n parcelas

ou seja,

nPy =af + a5+ + ),

no caso em que « # 0, podemos escrever

1
P (:1:?—#:133‘4——#:1:3‘)‘1

n

Note que para o = 2 temos que P, = (), isto é, P, € a média quadraticae P_; = H,

ou seja, P_; € a média harmonica.

16



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

1.1.1 Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica

Um dos fatos que faz da Matematica uma ci€ncia tao apaixonante ¢ que muitas
vezes partindo de fatos extremamente simples podemos vislumbrar horizontes mais
distantes. No estudo das desigualdades isso ocorre. Por exemplo, partindo do
simples fato de que x> > 0 para todo x real, podemos extrair muitas consequéncias
interessantes, produzindo ferramentas que podem ser uteis na resolu¢do de problemas
de diversas natureza como mostraremos a seguir.

Se a e b sao nlimeros reais nao negativos, segue que

a+b

(Va—vVb?>0sa—2Va-Vb+b>0=Va-b< =

Além disso note que a igualdade va - b = aTer ocorre se, e somente se a = b. Essa

¢ a chamada desigualdade das médias aritmética e geométrica para dois nimeros
reais ndo negativos. Essa simples desigualdade pode ser util para responder questoes

interessantes, tais como:

1. Com um perimetro fixo, qual a maior drea com a forma retangular que podemos

cercar?

2. Com um perimetro fixo, qual a maior drea com a forma triangular que podemos

cercar?

Neste ponto, uma pergunta natural € se essa desigualdade pode ser estendida para uma
lista com uma maior quantidade de nimeros reais positivos. No caso de uma lista
x1, X2, . .., T, de nimeros reais estritamente positivos, as principais médias obedecem
as seguintes desigualdades

HSG<S<ALQ.

Nesta secao vamos exibir as provas dessas importantes desigualdades. Além disso,
mostraremos algumas aplicac¢des, respondendo inclusive as duas questdes que propu-

semos acima.

Teorema 1. Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Sejam x1,x, ..., Ty
nimeros reais positivos e n € N. Tem-se que:

1+ Ty + -+ Ty
" :

V- Ly, <

17



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, t1 = x9 = -+ - = T,.

Na literatura ha diversas demonstracdes para essa desigualdade. Apresentaremos
aqui trés demonstracoes para esse fato; a primeira € uma bela demonstracao feita
pelo famoso matematico hiingaro George Pdlya e a segunda demonstracao retirado de
Gomes, C.A em [9]. Por fim, a terceira € uma demonstrag¢ao por inducao, usando um

truque muito esperto, devido a matemadtico francé€s L.A.Cauchy.

Para a demonstracao de Polya, precisaremos do seguinte

Lema 1. A desigualdade e* > 1+ x ocorre para todo x € R. Além disso a igualdade

ocorre se, e somente se, v = Q.

Demonstracao (do lema)
Seja f : R — R definida por f(x) = ¢* — x — 1. Segue que f'(z) = e* — 1.

Assim, o tnico ponto critico de f ocorre em x = 0, pois

fz)=0&e"—1=0e"=1<2=0.

y A

y=e"—x—1

Figura 1.1: Gréfico da fun¢io f(z) = e* —z — 1.

Note também que f'(x) < 0em (—o0,0] e f'(z) > 0 para todo x € [0, 00), donde
concluimos que f é mondtona e decrescente em (—oo, 0] e monétona crescente em
[0,00). Como f(0) = 0, temos que f(x) > 0 para todo x real, ou seja, sempre temos

e’ > 1+ x. Além disso, note que ocorre igualdade f(x) = O se, e somente se, © = 0.
U]

18



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

Observacao 1.1.1. Hd um outro argumento bastante elegante para justiticar a de-
sigualdade e* > x + 1 (no caso em que x > 0) que é o seguinte: podemos definir
o logaritmo de um niimero positivo a (In a) como sendo a drea limita pelo eixo das
abscissas, pela curva y = % e pelas retas verticais vt = 1 e x = a.

Note que essa regido estd contida no retangulo de altura 1 e base a — 1. Como a
medida da drea abaixo do grdfico de y = % e limitada pelas retas verticais v = 1 e

x = a, pode ser calculada pela integral dessa funcdo, segue que:

Figura 1.2: Funcdo hipérbole

al a
A:/ —dr=Inz| =lna—Inl=1Ina.
1 X 1

E claro que a drea da regido hachurada é menor do que ou igual que a drea do

retdngulo, ou seja, Ina < a — 1, fazendo a = 1 + x, com x > 0, obtemos
Iha<a—-1=In(l+z) <z
Isso implica, que €* > 1 + x, valendo a igualdade apenas se a = 1, ou seja, v = 0.

Demonstracao 1.[G.P6lya] A demonstracdo imaginada por Pdlya, que se baseia na
desigualdade e* > 1 + x € vélida para todo nimero real. Agora podemos demonstrar
a desigualdade das médias para n numeros. Na desigualdade e* > 1 + z vamos
substituir x por % — 1,comi =1,2,3,...,n.

Com isso, podemos fazer a substitui¢dao

| xy
eA > -
— A
19



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

22 _ Z2
e A 1 Z -
A
Tn ZL‘
67_1 Z on
A

Multiplicando, obtemos

z14xo+- -+ L1+ To+X
1t nfn> 1 2 n

= An

e

Mas, x1 + 29 + - - - + x, = nA, logo
G’I’L
Como queriamos demonstrar. E claro ainda que a igualdade vale se, somente se,

fEl‘_

4—1=0,o0useja, z; = Aparatodos = 1,2,...,n. [

Demonstracao 2

Inicialmente vamos demonstrar um resultado auxiliar.

Lema 2. Sejam x1, xo, . .., x, niimeros reais e positivos tais que xi - To- - - T, = 1,
entdo x1+ x9 + - - - + x, > n, valendo a igualdade se, somente se, x1 = x9- -+ =

r, = 1.

Demonstracao:
Vamos utilizar por indugdo sobre n.
Para n=1

Temos z; = 1 e portanto x; > 1, o que torna o resultado verdadeiro.
Suponhamos que o resultado seja vélido para n = k, ou seja,

T1-To - Tp=1=>x1+x9+ -+ 21 > k.

Agora vamos verificar que o resultado € valido para n = k£ + 1. De fato, sejam
X1, X2, . .. Tk, Tpr1 NUMEros reais positivos tais que xj - To - - - T - Trr1 Assim dois

Casos pOdGIIl Se apresentar:

20



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

Todos os nimeros x1, To, . .., T, Tyl SAO0 1gUals, OU S€jA, T1 = To* -+ = T = Tpiq-
Como estamos supondo que 1 - z2 - - - T - T = 1 segue que neste caso todos eles
tem de ser iguais a 1 e portanto x1 + xo + - - - + 2 + 11 = k + 1. O resultado vale,
neste caso, para n = k + 1, visto que a igualdade € verificada quando cada um dos
numeros € igual 1.

Nem todos os nimeros sao iguais, ou seja, ha entre os numeros um deles que € menor
que 1 e outro maior que 1, pois ndo podemos ter todos os nimeros menores que 1
nem todos os nimeros maiores que 1, visto que o produto de todos eles deve ser igual
a 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que x; < 1 e que x;11 > 1.

Fazendo x1 - ;11 = b1, segue que
X1 To++ Tp Thr1=1=0by -9 2371 = 1.

Pela hip6tese de inducao segue que by + 9 + - - - + x5 > k. Assim,

$1+$2+"'+$k—|—$k+1:§1+a}2+"'+3};§+3§’1—bl—|—3§’k+1

>k

>k+x— b+ x5

Para finalizar devemos verificar que x1 — by + x5 > 1.

De fato, lembrando que z; - ;.1 = b, segue que
1 — by + Ty = T1 — T1 - Tyt + Tpy1

Assim,

Ty — b1+ Ty = 1 — Ty Ty + Thg
=o1(1 —2p1) + g —1+1
=x1(l —2p1) — (L —2pp1) + 1
— (=) (w1 — 1)+ 1.

Lembrando que

r1<l=(x;—1)<0

21



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

Tky1 > 1= (]_ - $k+1) < 0.

Segue que (1 — zj4+1)(x; — 1) > 0 e, portanto,

r1—bi+ 2 =0 —zp1)(r 1)+ 1> 1,

Assim,
$1+x2+"’+xk+xk+1 :k+$1—b1+$k+1
= T1+ T+ T+ Ty
>k+1
que € exatamente o que queriamos demonstrar. [

Com esse lema fica imediato demonstrar a desigualdade entre as médias aritmética e

geométrica de nlimeros reais positivos,vejamos:

Seja G = /x1 - w2 - - 7y, €ENLAO

1_G_{L/a:1'$2-~xn_na:1 Ty Ty T1 T2 T
G G VG G G G G G
Como G - & -+~ % = 1 segue pelo resultado que demonstramos inicialmente que:
r X z Ty +x9---+ T
2 X > = a4 2, > G = G < — 2 LN
G G G n
T+ To+ -+
\Tyxl.g;?...xng 1 2 n.
n
A igualdade ocorrendo se, e somente se, ] = T = -+ = Ty,

Demonstracao 3

Para finalizar esta se¢cao vamos apresentar uma demonstracao devida ao Matemadtico
franc€s Louis Augustin Cauchy (1789-1857). A ideia da prova € fazé-la inicialmente
para todo n que seja poténcia de 2. Depois, usando esse fato, provar para todo n que
esteja entre quaisquer duas poténcias consecutivas de 2.

Assim, inicialmente vamos provar o resultado para o caso em que n = 2! = 2.
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Como o quadrado de qualquer nimero real é ndo negativo, temos que

ai + a

2
(Var —vaz) >0 a1 +as—2/a1-a,>0& al-aggT (%)

Suponha que a Desigualdade da Média Aritmética e Média Geométrica seja verdadeira

paran = 2" k> 2 Isto§,

ai+ ag + -+ Qgk-1

N T T
\/Cbl a9 Agk—1 S 2/{71

Vamos mostrar a seguir que a Desigualdade da Média Aritmética e Média Geométrica

vale para n = 2%, A ideia da prova é usar o caso n = 2, obtido em (x). Para isso,

chamemos:

aq —+ a9 R Agk—1 Cl2k71_|_1 + a2k71_~_2 R A9k

by = by =
Qk—l 2k—1
Assim, temos que:
a1+as+-+aqk—1 Ook—1, 1 TAgk—1 4 o Fagk
bl + b2 . k-1 . + = ;k—1+2 2 .
2 2
. a1+a2+"'+a2k—1+a2k—1+1+a2k—1+2—|—"'+a2k
— o .

Por outro lado, usando o caso n = 2, veja (*) acima, temos:

a1+ag+-+a55—1 + Q-1 T0gk—1 ot +Cok
oF—T oF—T

2

>

\/<a,1 +CL2 —+ .- —l—an—l) (G,Qk—1+1 +a,2k—1_|_2 4+ .- +a2k>
> . >
— k-1 k-1 -

1 1
Z (al ag -t G,Qk—l)Qk*l (a2k—1+1a2k—1+2 e CLQk’)Qk*l =
k
> 2\/(Ch TAg ¢t Gghet gty c Qgiolyg dok),
como queriamos provar. L]
Agora, vamos provar que o resultado também vale para todo n que esteja entre duas
poténcias consecutivas de 2.

Assim, suponha que 2! < n < 2*. Provaremos que o resultado vale para n niimeros

reais nao negativos quaisquer: aj, as, ..., ay,.
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Sejam by, bo, b3, ..., b, os n nimeros dados por:

blzalu b2:a27 b3:a37"'7 bn:ana

Assim, como o caso n = 2¥ é verdadeiro, temos que:

by +by+ -+ by + byt + -+ bk
2k

> A4/by by by byt g ()
Mas, o lado esquerdo da desigualdade (*x*) acima pode ser escrito como:

a1+ -+ ap + (28 — n) Bt
ok

a1+...+an k _ a1+...+an
AL o A (28 — )

21:

k
N ["+(2 —”)} ar+ta,
n 2k n '

Por outro lado, o lado direito da desigualdade () pode ser escrito como:

2</b1'bz"'bn"'bn+1"'bzk:

ok 4 +ag+ - +ay\ "
(al.a2...an). - .

Logo, reescrevendo a desigualdade (x), temos:

[a1+-'~+an
n

a1+a2+...—|—an)2k_n

rkZ(a1-a2~--an)-( .

9

que € equivalente a

|:a1 _|_ e + an:| Qk—(2k—n)

- > (ay-ay---ay),

que nos da:

(L/(al.a2...an)§ ,

como querfamos provar. ]

24



CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

1.1.2 Desigualdade entre as Médias Geométrica e Harmonica

Teorema 2 (Desigualdade entre as Médias Geométrica e Harmonica.). Sejam 1, xo, . . ., T,

niimeros reais positivos e n > 1. Entdo

n
1 1 1
m ottt Ty

S C/xl.xz...xn.

A igualdade ocorrendo se, e somente se, v1 = 19 = -+ - = T,.

Demonstracio: Consideremos os nimeros reais positivos — xi, e mi Para essa

‘le 2 n

lista de n nimeros reais positivos, aplicando a desigualdade entre as médias aritmética

e geométrica, segue que:

1,1 1
1 1 1 —1+x— —i-a
< =
r1 X9 Ty n
1,1 1
1 _$1+$2 +l’n:>
Ty Xg Xy n
n < ¢ H<G
L+L+...+L_\/x1'x2'”x”:> — 7
1 T9 Tn
com igualdade ocorrendo se, e somente se,mi1 = %2 = =L ist0 &, 1 = Ty =

o o0 —— xn.
Como ja haviamos demonstrado que G' < A, segue que:

n T+ To+ -+
1 1 1 S{L/lelx'QInS
1 T2

Tn,

"= H<G<A.
n

Para completar as desigualdades entre as principais médias, vamos mostrar na proxima
secdo a desigualdade entre as médias aritmética e quadratica para nimeros reais posi-
tivos. [J

1.1.3 Desigualdade entre as Médias Aritmética e Quadratica

Nesta secao mostramos duas provas da desigualdade existente entre as médias

aritmética e quadratica.
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Teorema 3 (Desigualdade entre as médias aritmética e quadrética.). Sejam x1, To, ..., T,

niimeros reais positivos e n > 1. Tem-se que

a:1+:c2+---+:cn<\/:c%+a:§+---+a:§

n n

A igualdade ocorrendo se, e somente se, v1 = 19 = -+ - = T,.

Demonstracao 1:

Usando a seguinte identidade

Y (wi—ax)’=(m-1) Zx -2 Y x (1.1)

1<i<i<n 1<i<ji<n

Concluimos que,

n

2 Z rix; < (n—1) fo (1.2)

1<i<j<n i=1

Dado que o termo da esquerda em (2.1) é ndo negativo. Somando em ambos 0s

membros de (2.2) a quantidade Y | z7 obtemos

2 Z x:z:]+Z:U <(n-—1) ZZC +Zx

1<i<j<n

n 2 n
< 2
| <ny x—
i=1 i=1

n 2 n
2
g ZT; <n g X,

isto é, (x1 + a9 + - + 1,)* < n(a? + 25+ - - + 22). Dividindo essa desigualdade

por n? e tomando a raiz quadrada, obtemos

<

T+ T2+ Ty \/x%+x§+---+xg

n n

Além disso, perceba que a igualdade (2.2) ocorre se, e somente se,
Z (SIZ'Z — l’j)2 =0.
1<i<j<n
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O que € verdade se, somente se, 1 = To = - -+ = T,. U]
Agora exibiremos uma outra demonstra¢cao do mesmo resultado utilizando simples-
mente produtos notaveis.

Demonstracao 2: Sabemos que:
(.fz' — Ij)z >0 & 2.TEZ'$J' < .IZQ + 11732

Além disso,

(xl—l—x2+--~—|—xn>2 2?4 22 2w+ 2213 - 20 12

n n?
<x%+---+x%+(x%+:c%)+---+(x%_1+x%)
Con(a] -+ ad)
— g.
G
n

Portanto,

<

T+ 29+ -+ 2y \/x%+x%+---+a’2‘:>A§Q.

n n

A igualdade ocorrendo se, e somente se, 2x;7; = x? + x?, o que € equivalente a (x; —

a:j)Q = (0 paratodo 1 < 7,5 < n. Portanto a igualdade ocorre se, € somente se x| =

To = -+ = Tp. O
Em sintese, se x1, x2, - - - , x,, $80 nimeros reais positivos, tem-seque H < G < A <
(2, com a igualdade ocorrendo se, € somente se 1 = To = - - = Ty,.

Um outro fato que merece destaque € que no caso para n = 2 podemos visualizar

geometricamente as desigualdades entre as quatro principais médias,
H<G<ALQ,

como sugere a figura a seguir:
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2ab a+b a*+ v?
H= =+vVab, A= = .
PR 7 @ 2
Figura 1.3: Semicirculo das médias

Para visualizar esses fatos, considere que o semicirculo da figura acima tem raio de
medida R. Note que M N = a+0b,como MN =2R = 2R =a+b,istoé, R = “+b

Por outro lado, OS = R = ‘”b = A, entdo A = GTH’ No triangulo retangulo M N P
podemos aplicar a relacdo metrlca PT? = MT-TN para concluirmos que G = v/ab.
Como OS € a medida do raio do semicirculo,segue que PT" < 0.5, o que pode ser
escrito como vab < % je., G < A.

Por outro lado, OT = (C‘T“Lb — a) = kte 08 = GTH) Aplicando o teorema de

Pitagoras no tridngulo OT'S, temos:

b—a\® [a+b\*
TS? =
#= (59) - (%)
a’® — 2ab + b* + a® + 2ab + b?
4

2a% + 2b?
4
a’ 4 b?
5

Portanto, T'S = a2+b2 = (). Por fim, no tridngulo OT'S, temos que OS < TS, o

que nos permite concluir que “*b <4/ +b ,isto é, A < Q.
Para visualizar a média harmomca, vamos observar o triangulo retangulo OT'V. Uma

das relagdes métricas desse tridngulo nos diz que PT? = PV - OP. Ora, como
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PT:GeOP:“TJ’b:A,segueque

2

GQ:OP-PV:A-PV:>PV:%.

Assim,

ab 2ab 2
PV = = = = H.
a1

Como PV < PT, segue que H < (G. Resumindo,

PVSPT<OSL<TS=H<GLALQ.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, PV = PT = OS =TS, o que
ocorre se, 0 somente se a = b. ]
Como uma consequéncia da desigualdade existente entre as médias aritmética e
geométrica de nlimeros reais positivos, mostraremos que a condi¢do necessaria e
suficiente para que o produto de n nimeros reais positivos seja maximo, quando
a soma desses n nameros € fixada, € que todos esses nimeros sejam iguais, como

afirma a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1. Sejam x1, xo, . .., x, niimeros reais positivos tais que a sua soma é
constante, i.e., v1 + To + - - - + x, = k, paral algum k € R, fixado. Entdo o produto

X1 - Ty Ty Serd mdximo quando r1 = xo = - -+ = Ty,

Demonstracao: Denotaremos a partir deste exemplo MA: média aritmética e
MG:média geométrica
De fato, usando desigualdade MA-MG, segue que

T1+ x4+ -+ xy k
VL Ty Ty < =,
n n

k

n

ouseja, Ty -To - Ty < (%)n Portanto, o valor maximo ( )n ¢ atingido, se e somente
se as médias aritmética e geométrica forem iguais, 0 que ocorre se, € somente se,
Tl =Ty =+ = Tp. U
De modo completamente andlogo tem-se que a soma de n ndmeros reais positivos
x1, %2, ..., Ty, cujo produto € fixo, i.e., r1 - x2---x, = p, com p € R, é minima
quando xy = x9 = - -+ = x,. De fato, pela desigualdade MA-MG, segue que

1+ Ty + -+ Ty
n

Z\R/xlx2xnzc/]_ji
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T+ T2+ + 2, > nYp,

com a igualdade ocorrendo, se e somente se as médias aritmética e geométrica forem
iguais, 0 que ocorre se, € somente, Se | = Ty = - -+ = Ty,
Agora, mostraremos alguns exemplos cuja solugdo pode ser feita utilizando-se os

principais fatos até aqui estabelecidos.

Exemplo 1.1.1. Mostre que entre todos os retdngulos de mesmo perimetro, o que tem

a maior drea é um quadrado.

Demonstracao:
Sejam x e y a medida dos lados do retangulo, temos 2x + 2y = 2p, ou seja, z+y = p.

A média aritmética de x e y é igual a £. A drea do retingulo é A = xy. Temos

\/Z:\/a:ygx;y:‘g.

Portanto, )
A<t
4
E a igualdade so € obtida quando x = y. Portanto, o retangulo de maior area € o

L, 2
quadrado de drea &;. O]

Exemplo 1.1.2. Mostre que entre todos os retangulos de mesma drea, aquele que

possui o menor perimetro é um quadrado.

Demonstracao:
Se os lados do retangulo sdo x e y, temos xy = A, isto é, a média geométrica de = e

y € igual v/ A. O perimetro do retangulo € 2(x + y). temos
2(x + ) :4-%% > 4/7y = 4V A.

Portanto,
2(x +y) > 4VA.

E a igualdade so € obtida quando x = y. Portanto, o retangulo de menor perimetro € o
quadrado de perimetro 4/ A. ]

Exemplo 1.1.3. Mostre que entre todos os tridngulos de mesmo perimetro, aquele

que possui a maior drea é o equildtero.
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Demonstracao:
Sejam z, y e z os lados do triangulo. Por Heron, a medida da area do triangulo € dada

por:

S=pp—2)(p—y)p - 2)
Assim, para um triangulo de perimetro constante, a drea maxima quando produto
p(p—2x)(p—y)(p — z) € maximo. Note que asoma (p—z)+ (p—y) +(p—2) =
3p — 2p = p é sempre constante. Logo, para que (p — z)(p — y)(p — z) seja maximo
deve-se (p —x) = (p —y) = (p — z), ou seja, z = y = z. Portanto, dentre os
triangulos de mesmo perimetro, o equilatero € o de maior area.
De modo andlogo ao que ocorreu com o retangulo, também pode-se demonstrar que

entre todos os tridngulos de mesma drea, o de menor perimetro € o equilatero. 0

Exemplo 1.1.4. Mostre que o polinémio p(z) = x° — 10z + 35 ndo possui raizes

positivas.

Solucao: De fato, suponha, por absurdo, que o polindmio p possuisse uma raiz

positiva, isto €, suponha que existisse a € R com a > 0 tal que p(a) = 0. Nesse caso,
p(a) =0 < a® — 10a + 35 = 0.

Assim,
a°—10a+35=0=a’—10a+1+1+1+32=0.

Aplicando a designaldade MA-MG para os niimeros reais positivos a’, 1,1, 1 e 32,

segue que
; P+ 14+1+1+32 >+ 35
JAlllg < Lt +5+ O L a<l g o — 104+ 35 > 0,

o que é uma contradi¢do pois a’ — 10a+35 = 0. Diante do exposto, a nossa suposi¢io
inicial de que o polindmio p tivesse uma raiz positiva ndo pode ser verdadeira, o
que nos permite afirmar que o polindmio p(z) = z° — 10z + 35 ndo possui raizes
positivas. (Note que na desigualdade das médias usamos uma desigualdade estrita
“<” pois os nimeros usados para o cdlculo das médias sdo distintos, € como sabemos

a igualdade ocorre se, € somente se, 0 nimeros sao iguais).
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Exemplo 1.1.5. Sabendo-se que o polinémio
p(:z:) = xmo — 600.’1799 + CL98.TU98 + CL97$97 + -+ a1+ ag

tem 100 raizes reais e que p(7) > 1, mostre que p possui pelo menos uma raiz maior

que 7.

Solucao: Por Girad, ziﬂ? T = @ = 600. Agora suponha, por absurdo, que todas
as raizes do polindbmio p sejam x; < 7parat = 1,2,3,...,100. Assim,
p(z) = (z — 21)(z — z2)(x — x3) - - - (x — T100)-

Portanto,
L<p(7)=(7T—21)(7T—22)(7T—x3) - (T — Z100)-
Mas,

1= 1O\O/I < 10€/(7 — 5131)(7 — 5132)(7 — ZL’3) s (7 — 25'100)
(7T—x1)+ (T—x2) +(7T—23) + -+ + (7T — 2100)
100

IA

700 — Z z;
1=1

100

= 1,

ou seja, 1 < 1, o que € um absurdo! Portanto ndo € possivel que todas as raizes do
polindmio p sejam todas menores que 7, 0 que nos permite concluir que pelo menos
uma das raizes é maior que 7.

Geralmente quando estudamos as desigualdades entre as médias (para nimeros reais
positivos) nao damos a devida atencao para o fato de que as médias sao iguais se, €
somente se, 0s numeros sao iguais. A seguir mostraremos dois exemplos onde o fato
das médias serem iguais (e portanto os nimeros serem iguais) € a principal peca para

a solu¢do do problema.

Exemplo 1.1.6. Um paralelepipedo retangulo cujas dimensées sdo a,b e c. Se a
medida da drea total da sua superficie é 216cm? e a medida do seu volume é 216cm?.

Mostre que esse paralelepipedo é um cubo.
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Resolucao: A medida da drea total e do volume de um paralelepipedo retangulo cujas

arestas medem a, b e ¢ sdo Ap = 2(ab + ac + bc) e V' = abe, respectivamente. Entao

2(ab + ac + be) = 216 ab + ac + bc = 108
=

abc = 216 abc = 216
Calculando as médias aritmética e geométrica dos nimeros reais positivos ab, ac e bc,

segue que
B ab + ac + be 108

3 3
G = Vab.ac.be = ¥/ (abc)? = V2162 = 36.

Ora, como G = A, segue que ab = ac = bc < a = b = ¢, o que revela que o

A = 36.

paralelepipedo € na verdade, um cubo.

Pra finalizar essa se¢cao, mostraremos mais um exemplo em que o fato das médias
aritmética e geométrica de alguns nimeros reais positivos serem iguais € a chave para

a solu¢do do problema.

Exemplo 1.1.7. Determine as raizes o, 3,7 e A da equagdo
4t —axd + b —cx +5 =0,

sabendo que as raizes sdo positivas e

a B v A
LA AN
2 + 4 * 5) + 8
Resolugdo: Por Girard, o - 87 - A = 2. Assim,
a B v A 1 5 1

945 8 2458 4 4%

sdo respectiva-

N ey

Portanto as médias aritmética e geométrica dos nimeros 3, 7, % e %

mente,
g_stitits 1
4 4
Goae By A1 1
2 4 5 8 44 4’
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ou seja, as médias aritmética e geométrica sao iguais, 0 que ocorre se, € somente se,

0s nUmeros 3, %, Te % sdo iguais. Como a soma deles € 1, segue que cada um desses

numeros € igual a i. Assim,

1

Oé:§

A1 =1
T =12

A= 2.

1.2 Desigualdade de Bernoulli

Agora vamos apresentar a famosa desigualdade de Bernoulli, que tem esse nome
em homenagem ao matematico Jacob Bernoulli (1654 - 1705), membro da famosa
familia Bernoulli de eminentes matematicos sui¢os. Nesta secao apresentaremos a
desigualdade juntamente com uma demonstragao e uma forma um pouco mais geral
para tal desigualdade. Finalizaremos exibindo algumas aplicacoes interessantes do

uso de tal desigualdade. Comecamos enunciando o seguinte

Teorema 4 (Desigualdade de Bernoulli). Se « e x sdo niimeros reais tais que x > —1
e < a <1, entio
(I1+2) <1+ ax.

Por outro lado, se o < 0 ou o > 1, tem-se que
(I+2)*>1+ ax.

Demonstracao
Suponhamos que o € um numero racional com a particularidade de que 0 < o < 1.

Seja a = 7+, onde m e n sdo nimeros inteiros positivos € 1 < m < n. Como por
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hipétese 1 + = > 0 temos

(1—|—$)a: (1—{-;[;)% — {L/(1+x)m,1n—m

:(/\(1+a:)(1+a:)---(1+x2-1~1---1

-~
n—m

1+z)+14+2)+--+(1+2)+1+14---+1

n
m(l+z)+n—m n+me m

= = =14+ —2z=1+ax.
n n n

O sinal da igualdade ocorre apenas se todos os fatores listados abaixo do radical

forem iguais, isto €, se 1 + x = 1, x = 0. Por outro lado, se z # 0, temos
(14+2)* <1+ ax.

Ou seja, provamos a parte do teorema para o caso em que « € um nimero racional.
Suponhamos agora que a, com 0 < « < 1, seja um nimero irracional. Sejam
T1,T9,...,Ty, ... uma sucessdao de nimeros racionais que tem « como limite com a

particularidade que 0 < 7,, < 1. Das desigualdades
(1+2)" <1+r,mz, x> —1, n=123,...
Mostrada para o caso em que o expoente € um nimero racional, segue-se que

(1+2)*=lim(1+2)" < lim(1+7r,2) =1+ ax.

Tn—rQ Tn—rQ
Com isso, a desigualdade (1 + z)a < 1 + ar também € demonstrada para os valores
irracionais de . Resta demonstrar que para valores irracionais de o, sendo 0 < av < 1,
ez # 0, tem-se
(14+2)" <1+ ax,

ou seja, que o sinal de igualdade ndo ocorre em (1 + z)* < 1 + ax, se x # 0. Para
esse propdsito, tomamos um niimero racional r tal que a < r < 1. E evidente que

aqr

(I+2)*=[142z)"]
Posto que 0 < £ < 1. j4 mostramos que
T

(14+2)F <142z,
r
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Por consequéncia,
,

(1+xz)* < (1 + gx)
r
Se x # 0, temos (1 + %x)r <1+r2x =1+ ax, ou seja,
(1+2)* <1+ az.

Com isso, a primeira parte do teorema € totalmente demonstrada. ]
Demonstraremos a segunda parte do teorema.

Se 1 + ax < 0, a desigualdade (1 + x)® > 1 + ax é evidente, pois 0 seu primeiro
membro nao € negativo enquanto que o segundo membro é negativo.

Se 1 +ax > 0, isto é, ar > —1, vamos considerar separadamente cada um dos casos.

Seja a > 1; entdo, de acordo com a primeira parte do teorema, ja demonstrada, temos

1

1
(1+azx)s <14 —ax=1+z,
o)

com a particularidade de que o sinal de igualdade s6 ocorre se x = 0. Elevando a

poténcia o em ambos os membros a ultima desigualdade, obtemos
1+ ar < (14 2)"

Sejaagora o < 0. Se 1+ < 0, adesigualdade (1+2)* > 1+ aur torna-se evidente.
Se 1 + ax > 0, Tomemos um numero inteiro positivo n de modo que se cumpra a
desigualdade —= < 1. Em virtude da primeira parte do teorema, temos

1+2)%<1- 24,
n

(8]
—>1+—x
—ECC n

(1+2)n >
(a ultima desigualdade € valida porque 1 > 1 — z—;xQ) Elevando a n-ésima poténcia a
ambos os membros da tltima desigualdade, obtemos
n
(14+2)* > <1+gx> >1+n22 =1+ az.
n n
Notemos que a igualdade pode ocorrer apenas no caso z = (. [
Tradicionalmente nos cursos de Calculo a desigualdade de Bernoulli € a apresentada

da seguinte forma: se x € Rétalquex > —1len € N, entdo (1 + x)" > 1 + nx.
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Note que esse é um caso particular do teorema que acabamos de apresentar, bastando
tomar & = n € N. H4 uma forma um pouco menos conhecida para a desigualdade de

Bernoulli que € apresentada na proposi¢cao a seguir:

Proposicao 2. Sejam x1, xo, . . . , x,, niimeros reais com o mesmo sinal, x; > —1, para
todoi1=1,2,...,n. Entdo

I+x)(A4+m) - (I14x,) >1+x1 420+ + T4 (1.3)
Demonstracao:

Provaremos por indu¢ao sobre n.

Paran =1= 1+ z; > 1 + x1, o que € verdadeiro para todo x; real, em particular
para todo x; > 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para n = k, i.e., se x1,Z9,...,T, sS40
nimeros reais tais que r; > —1,72 = 1,2,..., k, com o mesmo sinal, a desigualdade

(2.3) & vélida, isto &,

(I4+a1)(I+xe)---(L+ak) > 1421 +29+ - + 240 (1.4)
Agora, sejam n = k + 1, e os ndmeros reais z1, o, . . . , T, Tx+1 NUMeros reais tais
que r; > —1,com?=1,2,..., k -+ 1, arbitrarios com 0 mesmo sinal.
Entdo, uma vez que x1, o, . . ., Tx+1 tenha o mesmo sinal, tem-se que:
(z1 + 224 -+ 2p)2p851 > 0. (L.5)
Consequentemente
(2.4)

(1+$1)(1+$2)-~-(1—f—ﬂfk)(l—l-ﬂfqul) Z (1+$1+ﬂ?2+"'+ﬂ?k)(1+33k+1)
=l4+xi+22+--+ T+ Tpp1+

+(x1+ 22+ -+ Tp) T
(2.5)

> 14z +xo+- -+ Tpy,
isto é, a desigualdade (2.3) é valida paran = k + 1.
Note que no caso particularemque r1 = xo=---=x, = r,comx € Rex > —1,
temos
(I+x)(14a) - (1+ap) >14+x1+224+ -+ 2, =
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CAPITULO 1. DESIGUALDADES CLASSICAS

A+z)(l+z)-(1+z)>1+gt+a+--+x=(1+2)">1+n,

n Vezes n parcelas
que € o modo tradicional da desigualdade de Bernoulli. L]

A seguir apresentaremos duas aplicacdes da desigualdade de Bernoulli; a primeira
delas mostra que uma funcdo exponencial de base a > 1 € ilimitada; na segunda
mostraremos um exemplo em que usaremos a desigualdade de Bernoulli para avaliar

entre duas situacoes, qual € a que maximiza a probabilidade de ganhar numa loteria.

X

Exemplo 1.2.1. Mostre que a funcdo exponencial f : R — R, dada por f(zx) = a”,
com a > 1, é ilimitada superiormente, isto é, dado um niimero real o > 0, existe

r € R, tal que a* > «.

Resolucao: De fato, como a > 1, existe um nimero real b > 0 tal que a = 1 + b.

a—1

Tomando n € N tal que n > &=, tem-se:

—1
n>aT:>1+nb>a.

Assim, tomando z € R tel que x > n, tem-se que:
a"=14+0)">1+b">1+nb>a,
o que revela que a fun¢do exponencial de base a > 1 € ilimitada superiormente.

Exemplo 1.2.2 ([12]). Considere uma loteria semanal que possui N bilhetes, um
tinico bilhete premiado a cada semana, e um apostador que compra n < N bilhetes.
E melhor fazer uma vinica aposta com os n bilhetes num mesmo sorteio ou apostar

um unico bilhete em n semanas semanas distintas?

Resolucao:
Defina:

* {3 ={Os N bilhetes da loteria};
o A, ={ser premiado fazendo-se n apostas num tnico sorteio} em que A, C ;

e Q=" = x ... x (). Todas as sequéncias de resultados possiveis em n
n V‘C,ZCS

sorteios;
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* B; ={ser premiado no i-ésimo sorteio} com i € {1,...,n};
 B=J_, B; C Q,. Ser premiado em algum dos n sorteios.

Segue-se portanto que

P(A,) = 'é?;“ - % eP(B) =1 ([[P(B)=1- (1 - %) .

i=1
Pela desigualdade de Bernoulli, tem-se que se z > —1 en € N, entdo (1 + x)" >

1+ nax. Assim
1 1 " 1 1 " > 1 1 n tant
N N " N N € amo.

Portanto, para maximizar a probabilidade de ganhar na loteria € melhor apostar todos

os n bilhetes em um Unico sorteio.

1.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Nesta secao vamos apresentar, uma outra famosa desigualdade; a desigualdade de

Cauchy-Schwarz.
Teorema 5. Sejam a, ..., a,, by, ..., b, nimeros reais, entdo
(arhy + - -+ + anby)* < (a4 - +a?)(b? + - -+ b?).

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, existe t € R tal que a; = tb; para

1=1,...,n.

Demonstracao: No casoema; =---=a, =0oub, =--- =0, = 0, oresultado é
verdadeiro, visto que em qualquer desses casos os dois membros da desigualdade sdo

iguais a zero. Assim basta dar uma prova no caso em que nem todos os a’s sao nulos
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e nem todos os b’s sdo nulos. Para isso, considere a fun¢do quadratica f : R — R

dada por

f(@)= (a1 —b)*+ -+ (apz — by)?
= (afz — 2a12by + b3) + - - + (a22* — 2a,xb, + b?)
= (a4 +a2)a? —2(aby + -+ apby)x + (b3 + -+ - + b2)
= ar’+bzx +c
Onde
a=al+- - +a.
b= —2(a1by + -+ + azby,).
c=0bf+- -+
Por outro lado note que f(z) = (ayz — b1)®> + -+ + (a,z — b,)* > 0 (pois f €
uma soma de quadrados de niimeros reais). Ora, como o coeficiente de 2> em f
é (a? + - -+ + a?), que é um ndmero real positivo, segue que f(z) > 0 < A < 0.
Assim,
A<0e b —4dac <0< b < dac.

Mas,
0 < dac < [<2(atby 4 -+ anby)]? < 4@+ -+ )P+ + B2 &
Haaby + -+ anba)” <oy + - F @) b+ +b) <
(arhy + -+ +anby)* < (a4 - +a?) (b2 + -+ b2).

Além disso, perceba que a igualdade ocorre se, € somente se A = (. Nesse caso,
existe t € R tal que f(¢) = 0. Nesse caso,

( (
ait —b; =0 by = tay
f(t) =04 (art—b))* 4+ (ant—b,)* =0 = < X
ant_bn:() n:taf’n
\ \
ou seja, a igualdade ocorre se, e somente se, os numeros (nessa ordem) ay, . . ., G,
by, ...,b, sdo proporcionais. [

A seguir mostraremos dois exemplos cuja solu¢do pode ser facilmente obtida com o

uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Exemplo 1.3.1. Determine o conjunto imagem da funcdo f : R — R definida pela

lei f(x) = 4senx + 3cos.

Resolugio: Defina duas listas de ndmeros reais, a seguir: (4,3) e (senz, cosx).
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para essas duas listas de niimeros reais,

segue que

(4senz + 3cosx)* < (4% 4 3?) (sen’x + cos®

NV
=1

T) =

(f(z)? <25 = [f(z)] < V25 = |f(z)| <5 = —5< f(z) <5,

como a igualdade ocorre no caso em que as duas listas t€m elementos proporcionais,

segue que o conjunto imagem de f é o intervalo [—5, 5].

Exemplo 1.3.2. Determine a distdncia entre um ponto da elipse (I') cuja equacdo

. 22 2 : - : ,
cartesiana é 7 + y7 = 1 e a reta (1) cuja equacdo cartesiana é 3x — 2y — 16 = 0.

Resolucao: Da Geometria Analitica, a distancia de um ponto de coordenadas (x,, y,)
a reta de equacao 3z — 2y — 16 = 0 € dada por
13z, — 2y, — 16| |3z, — 2y, — 16]
d = = :
32 4 (—2)? V13
Assim, para determinarmos o menor valor de d, basta determinarmos o menor valor
de |3z, — 2y, — 16
estd a uma menor distincia da reta (1) (veja a figura a seguir). Note que podemos
(Z?? §_(_y2))2 = 1. Sendo P = (z,,¥,) as

coordenadas do pondo da elipse que minimiza a distancia até a reta.

, onde (z,,y,) sdo as coordenadas do ponto da elipse (I') que

- 11,‘2 y2
reescrever a equagdo 2 + = = 1 como

Considerando os pares de niimeros reais ( \;’%, \/;?g)z) e (\/ 4.32, \/ 7.(—2)?), pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

(ixgg (7_(2_:”2;2 >, (4.32 +7.(-2)%) =

-~
=1

(320 — 29,)° < (

(32, — 2y,)* < 64 = |3z, — 2y,| < 8 = —8 < 3z, — 2y, < 8.
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Figura 1.4: Semicirculo das médias

Portanto,
—8 <37, -2y, < 8= —-16 -8 <3z, — 2y, — 16 <8 - 16 =
—24 < 3z, — 2y, — 16 < 8.

Diante do exposto menor valor assumido pela expressio |3z, — 2y, — 16| € 8, o que
faz com que a distancia entre a elipse de equagao cartesiana ﬁ—2 + y—; = l e areta cuja
equacao cartesiana € 3x — 2y — 16 = 0 seja
g 3z, — 2y, —16] 8 813

V13 V13 13

Observacao 1.3.1. Lembrando que na desigualdade de Cauchy-Schwarz ocorre a

igualdade se, e somente se, os pontos tém coordenadas proporcionais, segue que o
8v13
13
exatamente o ponto para o qual ocorre a igualdade em Cauchy-Schwarz, isto é, é o

3xo —2y0
Vas2 _ \7.(-2)2 3z, _ =2y, P
Vig = iep & S¢ = 552 Substituindo

essas informacoes na equagdo da elipse, podemos encontrar x, = % e Y, = —;i, que

ponto (x,,Y,) (da elipse (I')) que faz com que a distdncia d = seja atingida é

ponto de coordenadas (x,,,) tal que

sdo as coordenadas do ponto da elipse (I') que estd a uma menor distdncia da reta

(7).
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Um resultado simples mas ndo muito conhecido e intimamente relacionado com a
desigualdade de Cauchy-Schwarz € o chamado “Lema poderoso”(esse € o tradicional

nome desse lema na literatura) que apresentamos a seguir:

Lema 3 (Lema poderoso). Sejam a,b € R e x,y € R*, entdo

2 2 2
a_+b_2(a+b).
T Y r+y

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se % = §
Demonstracao: Se a,b, x,y € R, segue que
(ay — bx)* > 0 & a*y® — 2abzy + b*x* > 0 < a’y® + b*x? > 2abry.
Adicionando a%xy + b?zy a cada membro da ultima desigualdade, segue que
a’y? + b’2? > 2abxy < a’y? + b2’ + alry + brwy > 2abzy + d’ry + Vay <
a*y(x+y)+b2x(z+y) > ry(a®+2ab+b%) < a*y(z+y) +b2x(z+y) > xy(a+b)?.
Dividindo ambos os membros dessa tltima desigualdade por zy(x + y), segue que

a*y(x +y) + b’x(z +y) > vy(a+0)° &

ay(lr+y)  brx(r+vy) - zy(a + b)? - a* N v - (a+ b)?
wy(x+y)  wylz+y) " wylz+y) oy oty

Além disso, note que a igualdade ocorre se, e somente se,

b
(ay—bx)2:0<:>ay—bx:0(:)g:—.
r Yy
L]
Observacao 1.3.2. Pode-se estender o “Lema poderoso”para uma quantidade finita
de parcelas:

Seai,...,ap € Rexy,..., v, € RY, entdo

(a1 + - +ay)®
Tyt m,

2
a
__|_..._+__"Z
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Ocorrendo a igualdade se, e somente se, % = ... =

De fato, inicialmente vejamos no cason = 3:

1V

a> b P a’ b A _(a+b)? & _ (a+b+c)?
-t —t—=-+t)]+t—————+—>—.
x y z x Y z Tty z rT+y+=z

Seguindo esse mesmo raciocinio passo a passo (ou fazendo inducdo sobre n), pode-se

demonstrar que no caso em que ay, . ..,a, € Rexy,...,x, € RY, entdo
2 2 2
a a ar+---+a
_1_|_..._|__”Z( ”)
T T Ty + -+ Ty

an

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, % = =2
n

Por fim, vamos mostrar que a desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser deduzida a

partir do “Lema poderoso”. De fato,

212 212 2712
a2+a2+...+a2— a]‘_bl a2_bQ ..._|_anbn
1 2 n - b2 b2 b2

1 2 n

(a1b1 + asby + - - - + anbn)2
bi+bs+--- 402

ou seja,
(a1by + aghy + -+ + anby)* < (af + a3 + -+ a2) (b3 + b3+ - +b2),

que é exatamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Além disso a igualdade ocorre

se, e somente se, Z—ll = Z—; == Z—” Também pode-se deduzir o ’Lema poderoso”a
n

partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz, o que revela a equivaléncia entre es-
[ _ay L
NN RN
(\/T1, /T2, - - /T, COM 1,02, ... 0, € Rex,x9,...,2, € RT, por Cauchy-
Schwarz, segue que

LTy o G (@1 + -+ )
_ aj .« e x —_— .« . —_— x o . . x .
Nz VIV T\ o) "

Como x1 + - -+ + x, > 0, segue que:

sas duas desigualdades. De fato, considerando as n-uplas ( e

2 2 2
a a ap+---+a
1 n ( 1 n)
1 Ty 14+ Ty
ocorrendo a igualdade se, e somente se, % = ... = ;—" como queriamos demonstrar.
n
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]
Uma ultima observagdo € que no exemplo (1.3.2) poderiamos ter usado o “Lema
poderoso”para estimar o valor de (3z, — 2y,). Vejamos:

(32)*  (=29)° _ (30— 2y)°

1 p—
13 T 7(—2?° 36428

= (3, — 2y,)* < 64 = |3z, — 2y,| < 8.

1.4 Desigualdade entre as Médias de Poténcias

Nesta se¢dao vamos estabelecer uma importante desigualdade entre as médias poténcia
e a partir dai apresentar uma nova prova para as desigualdades H < G < A < (),
no caso em essas médias sdo calculadas para nimeros reais positivos. Para isso,

Iniciaremos com o seguinte resultado:

Teorema 6. Sejam « e [ niimeros reais tais que o # 0 e § # 0. Se a1, as, . . ., a, sdo

reais positivos e o < [3 entdo P, < Pg, isto é,

1
B

1
(a?+a§‘+---+ag>a a) +ay+ - +al

<
n n
A igualdade ocorre se, e somente se a1 = as = - -+ = ay,.
Demonstracao
Inicialmente vamos demonstrar que se ay, ..., a, SA0 nimeros reais positivos, €

a < 0 < fentio P, < G < P3, onde G é a média geométrica dos nimeros

aly...,0p.

De fato, para numeros reais positivos, ja provamos que a média geométrica € sempre

menor do que ou igual a média aritmética. Assim,

a +ay +---+ay

n

"a® . q% ... q%
{af -ag--ap <

Lembrando que o < 0 = é < 0, elevando a é cada um dos membros da desigualdade

anterior, segue que:

nfad . Q. g
(\/al Qg an)

Q=

y <a?+ag+---+ag>i
o n
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Q=

:Pom

ai +ay +---+a,
n

ou seja, se a < 0, entdao P, < G.

De modo completamente andlogo, se § > 0, segue que % > 0 e dai elevando a %

ambos os membros da desigualdade

B B B

n Ay a9 + -+ a

\/af.ag...agg 1 2 n
n

segue que

|~

5 B, B 3
N B a a a
(o) < (drdrra)’

B 4 B
a; +ag + - +a
G:\Val.a2...an§ 1 2n n :PB7

ou seja, se # > 0, entdo G < Ps. Além disso, a igualdade ocorre se, o semente se,

ay = -+ = Q. [

Note que

1
P1:<a1—1_’_a2—1+.“+an1) _1): a_11_|_é_|_..._|_aL
n

1
P — (a%+a%+---+a}1>1: (a1+a2+---+an> _ 4
n n

Portanto, se tomarmos & = —1e § = 1, teremos P 1 < P, = H < A, ou seja,
teremos uma demonstracao alternativa da desigualdade entre as médias harmonica e

aritmética.

Agora vamos Investigar o caso em que « e $ t€m o mesmo sinal. Para comecar,

suponhamos que 0 < o < 3. Seja

k=P, = <a‘f‘+a2a+~'+a2>
n

Q=
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Dividindo Pj por £, obtemos:

1
aﬂ+a *8+"'+CLEL B 1
&_@_(—1 2n ) _(i_a§+a2ﬂ+...+a§>ﬁ

Por outro lado,

b +by+ -+ by, é_ (a—];)a-l-(%)a—l-'"-l-(%)a -
n B n

I fat+as £+ +ag )\
ok n
1
- _P,
k
1
e —Pa:17
Pa

ou seja,

(bl+b2+"'+bn)a:1:>b1+b2—|—---—|—b
n

Assim, supondo que
b1:1+$1,b2:1+£€2,...,bn:1-|-CCn
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segue que
bi+bo+-+by=n=1+z)+1+z)+--+1+z,) =n

o que revela que x1 4+ 22+ - - -+, = 0. Ora, como estamos supondo que 0 < o < f3,
g

segue que — > 1. Aplicando a desigualdade de Bermoulli, segue que:

S

(1 + ﬂfl)g Z 1 + gxl;

Now Folw

S

8 8
1+x9)e > 1+ s
(1+2) a2 (1.6)

8
i =1 +z,)e >1+ 2,
Adicionando membro a membro essas desigualdades, obtemos:
g B 8 a
by + b5 + -+ b5 2n+5£x1+x2+---+xn2:n,

=0

By _ ((%)5+(%)ﬁ++(%)5>é

como

segue que

k

n

1

B B B\ B
Py _ ((%) (R 4 () > > ()
Portanto,% > 1= P > k= PF,,o0que provaque se 0 < a < f3, entdo P, < Ps.
Além disso perceba que a igualdade ocorre se, e somente se, ocorrem todas as igual-
dades em (1.6), o que ocorre se, € somente se £1 = x5 = - -+ = x,, = 0, 0 que implica

by = by =--- =10, = 1, 0 que ocorre se, e somente se, a; = ay = - -+ = Q.

Por fim, se o < 8 < 0, segue que 0 < g < 1, poderiamos proceder de modo muito
semelhante, exceto pelo fato que as desigualdades de Bernoulli em (1.6) teriam seus
8 B 8
sinais invertidos. Assim, nesse caso podemos obter by + b5 + --- + b; < n, oque
nos permite, nesse caso, concluir que
8 B 8
by +bs +---+bi
n

<1.
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Como 3 < 0 e portanto % < 0, segue que

g B 8 g B BN B
W+®+””H%§1¢ by +b5 +---+ b3 > 1b =1
n n
P b b AN
lembrando que Tﬂ = (%) , temos entao:
P (b 405 by

k n

Lembrando que k = F,, segue que, se o < 8 < 0, entdo P, < Pj3, 0 que completa a

demonstracao. [

Observacao 1.4.1. Na definicdo que demos para média poténcia o, o caso o = ()
ndo estd contemplado, visto que na definicdo aparece a fragcdo % Entretanto, na
literatura do assunto, como por exemplo em [17], é costume definir Py = G, isto é,

se ay,as, - ,ay SA0 numero reais postivos, entao

POZG:\"/CM-CLQ"'CL”.

Diante do exposto, temos que

1
Plz(%4+@4+~ﬁwf>(”: P SRR S

Py=/ar-az-a, =G

1
H:<@+@+~wwalz(m+@+~+m»:A’
n n

1
2 2 ... 2\ 2 2 2 2
P2:<a1+a22 “‘n) :\/“1“‘2; T _ g

Como —1 < 0 < 1 < 2, segue pelo teorema de acabamos de demonstrar que
P 1< Py <P <P,oqueimplica H< G < A <Q, ocorrendo a igualdade se, e
somente se a; = ay = - - - = a,. lemos entdo é uma demonstragdo alternativa para

as desigualdades entre as médias harménica, geométrica, aritmética e quadrdtica.
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1.5 Desigualdade do Rearranjo

Agora apresentaremos uma outra desigualdade classica; a chamada desigualdade
do rearranjo, que esta intimamente ligada com uma lista de nimeros reais dados e
todas as permutacoes da lista dada. Lembrando que dada uma lista de nimeros reais
ai,as, ..., a,, uma permutacdo dessa lista € uma lista a,(1), ag(2), - - - ; Ag(n), ONdE

o:{1,2,...,n} — {1,2,3,...,n} é uma bijecdo.

Teorema 7 (Desigualdade do rearranjo). Sejam a; < as < -+ < a, e by < by <
... < by, duas listas de niimeros reais. Para qualquer permutacdo o : {1,2,... ., n} —

{1,2,3,...,n}, tem-se que:
albn R anbl < alba(l) +o T+ anba(n) < aflbl + -+ anbn-

Além disso, a primeira igualdade ocorrendo se, e somente se, o(i) =n — i+ 1 para

1 <1 < n, easegunda igualdade ocorrendo se, e somente se, o0 = Id.

Observacio 1.5.1. E comum usar a seguinte notacdo para tratar da desigualdade

do rearranjo:

a a ... Q@
bl b2 o b:] = a1b1 + a/2b2 + -+ anbn
Reescrevendo a desigualdade do rearranjo com essa notagcdo
ap, ap—1 ... A1 S aq a9 Qyp, S ap as ... Qp
bp by ... b, bo(1) bo2) -+ bo(n) bp by ... b,

Demonstracao: Considere uma soma S = E a;bs(;) que n@o seja a soma E a;b;.
i=1 i=1
Nesse caso, considere o menor i € {1,2,...,n} tal que (i) # i. Assim,

n
S = Zaibg(i) = a1by + asby + - -+ a;_1b;_1 + CLibj 4+ -4 apb; + - -
=1

ou seja, estamos supondo de b; estd sendo multiplicado por a;. Como ¢ é 0 menor
indice tal que o (i) # 1, segue que k > i. Agora consideremos uma nova soma S’

onde trocamos apenas a posi¢do do b; com o b;, ou seja,
S’:a1b1—|—a2b2—|—--'-I—ai_lbi_l—i—aibi—l—---—|—akbj—|----
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Assim,
S — 8" = aib; + arbj — abj — arb; = (a; — ay)(b; — b;) > 0.

Portanto S' < 5”. Com isso conseguimos inserir pelo menos uma parcela com indices
iguais, a;b;, na soma S’. Procedendo da mesma forma, podemos obter uma nova soma
S” com pelo menos mais uma parcela com indices iguais e S < S’ < S”. Repetindo

esse procedimento, apés uma quantidade finita de vezes, teremos que
n
S<S << ad;.
i=1
0 que mostra que 0 maximo valor para expressao aiby(1)+ - - -+ a,by(,) OCOITE quando
o = Id, ou seja,
a1bor) + A+ Anbo(ny < arby + -+ ayby.

De modo completamente andlogo, podemos provar que o valor minimo da expressao

a1by(1) + - -+ 4 apby(n) € assumido quando o (i) = n —i + 1 paral <i < n, isto &,
arb, + -+ apyb; < alba(l) + -+ Clnbg(n).
Portanto,

aib, + -+ apyb; < albg(l) + e+ anbg(n) <aby+ -+ Clnbn,

como queriamos demonstrar. [
Exemplo 1.5.1. Sejam a; < ay < --- < a, niimeros reais e seja (ay(1), . . . , Gy(n))
uma permutagdo de (ay, as, . .., a,). Mostre que

Wy(1) +* + Q20g(2) + Qo) < a5 + a3+ -+ a,.

Demonstracao:

Tomando b, = ay,bs = as, ..., b, = a,, usando a desigualdade do rearranjo,
a1by(1y + ++ F anbo(n) < arby + -+ - + apby,

segue que

A1y (1) + *** F 20g(2) + Anlo(n) < ] + a3+ -+ + ap.
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Exemplo 1.5.2. Sejam a1 < ay < --- < a, nimeros reais ndo nulos e seja

(as(1), - - -, Gg(n)) @ permutagdo de (a1, az, . .., a,). Mostre que

al a9 (7%
+ +o
Ag(1)  Go(2) Ao (n)

>n

Demonstracao:

Como ay, as, . . ., a, sao nimeros reais nao nulos tais que
ap < ag < -0 <y,

segue que

Considerando a n-upla de nimeros reais

1 1 1
bl:_ab2: 7"'7bn:_

ap, Ap—1 ai

segue, pela desigualdade do rearranjo que,

arbp + -+ + apby < arby1y + -+ anbon) =

ai - — +a, - — < alba(l) +oee anba(n) =
aj Qn,
1 1 1
l+1+---+1<a + as +--tay :
- Ao(1) Ao (2) Ao (n)
ou seja,
aq a9 (079
+ + -+ > n,
Qg (1) Qg (2) Qg (n)

como queriamos demonstrar. [

1.6 Chebysheyv

Pafnuti Lvovitch Chebyshev (1821-1894) foi um matematico russo conhecido por seu
trabalho no campo da Probabilidade e Estatistica. Uma famosa desigualdade sua que
hoje leva o nome é Desigualdade de Chebyshev. Podemos demonstra-la partindo
da ja conhecida desigualdade do rearranjo ou fazendo uma simples manipulagdo

algébrica, conforme exibe o teorema a seguir.
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Teorema 8 (Desigualdade de Chebyshev). Sejam a; < as < --- < a,eby < by <

... < b, duas listas de nimeros reais. Entdo,

Y

<a1+a2+---+an> <b1+b2+...+bn> <a1b1+a2b2+--~+anbn

n n n

com igualdade ocorrendo se, e somente se, a1 = -+ = a, eb; = --- = b,.

Demonstracao 1:

Aplicando a desigualdade do rearranjo, temos

a1by + asby + - -+ + a,b, = a1by + asbs + - - - + a,b,
a1b1 —i—a2b2+ te +anbn Z a162 —|—a2b3—|— s e -I-CLnbl

aiby + agby + - - - + ayby, > a1bs + agby + - - - + aybo

airby + asbs + - - + ayby > ar1b, + agby + - - + apby
adicionando as desigualdades, chegamos
n(albl+a2b2+---+anbn) > (a1—l—ag+~'~+an)(b1—|—bz—|—---—l—bn).

Portanto,

<a1+a2+...+an> <b1+b2+...+bn> < <a1b1+a2b2+...+anbn>

n n n

]
Sem usar a desigualdade do rearranjo, temos a

Demonstracao 2:

a1b1+agbg+"'+anbn_ <a1+a2+...+an> (b1+bg—|—"'+bn)

n n n

:#[n(a1b1+a2b2+---+anbn)—(a1+a2+---+an)(b1+bg+---+bn)]:

1 n
=3 > (@i —aj)(bi — bj) >0,

1,7=1
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ja que os a;, b; sao igualmente ordenados.
Note que a condi¢do do enunciado € suficiente para haver igualdade. Por outro
lado, suponha que tenhamos a igualdade. Como (a; — a;)(b; — b;) > 0 para todos
i, j, devemos ter (a; — a;)(b; — b;) = 0 para todos os ¢, j. Suponha que existisse
um indice k£ com by < bpyq. Entdo by < by < b < by < -0 < by, € de
(a; — ar+1)(b; — bry1) = 0, segue que a; = a1 parai < k. Portanto a; = as =
---ap = agy1. Assim, partindo do fato de que (a; — ag)(b; — b)) = 0 e i > k,
concluimos que a;41 = - -+ = a,. Logo, todos os a; devem ser iguais.

]

1.7 Desigualdade de Jensen

Uma outra importante desigualdade é a chamada desigualdade de Jensen, que é a
chave de muitas questoes envolvendo fung¢des continuas. Esse nome € em homenagem
ao matematico dinamarqués Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925).
Nesta secao apresentaremos os conceitos de fung¢ao convexa, funcdo concava e esta-

beleceremos a desigualdade de Jensen assim como algumas das suas aplicacoes.

1.7.1 Convexidade de uma funcao

Neste ponto vamos estabelecer os conceitos de fungdes concava e convexa e exibir as

suas principais propriedades.

Definicao 1.7.1. Seja I C R, um intervalo. Dizemos que a fungdo f : I — R é
convexa se, para todos a,b € I et € |0, 1], tem-se que:

F((L=t)a+1tb) < (1 —1t)f(a) +1f(b)

Por outro lado, a fungdo f : I — R € dita concava se, para todos a,b € I et € [0, 1],

tem-se que

f((1=t)a+tb) > (1 —1t)f(a)+tf(b).
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f(b) |
1 —=t)f(a)+tf(b)¢
fla) ¢

F((1 = t)a + tb)1

I !
I !
I !
é é
0 a (1—t)a+tb

(O st et ————

5

Figura 1.5: Func¢do convexa

Para provar a desigualdade de Jensen utilizaremos o seguinte resultado que pode ser

encontrado em [6].

Teorema 9. Seja f : (a,b) — R uma funcdo tal que para qualquer x € (a, b) exista
a segunda derivada f"(x). A fungdo f é convexa no (a,b) se, e somente se, para cada
x € (a,b) temos f"(x) > 0.

Por outro lado f é concava em (a,b) se, e somente se, f"(x) < 0, para todos

x € (a,b).

Teorema 10 (Desigualdade de Jensen). Sejam [ C Re f : I — R uma fungdo. Se
Ty, ... 2y €Elety,... t, €[0,1], comty +---+t, =1, entdo t1x1 + toxg + - - - +
t,x, € 1. Entdo,

1. Se f é convexa = f(tix1+taxo+- - +t,x,) < t1f(x1)+tof(z2)+- - Ftnf(z,)
2. Se f éconcava = f(tix1+toxo+- - +tywy) > t1f(x1)+tof (x2)+- - +tnf(2)

Demonstracao:
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y A

F((1 = t)a + tb) 1

<Y

Figura 1.6: Funcao concava

1. Vamos demonstrar fazendo inducao sobre n > 1. O caso em que n = 2 € verdadeiro

pelo fato de f ser convexa, pois

ftizi+tamse) = f(tiwr+(1—t1)xa) <ty f (1) +(1—11) f(2) = t1f(x1) +taf (22).

Agora, suponha que para um certo n > 1, x1,29,...,x, € [ € ty,t,...,€ [0,1],
comt; +ty +---+t, =1, tenhamos

tiwy+ - +tyx, €1 e f(tirr+ -+ tawy) <tif(zy)+ -+t f(zn)

que € a nossa hipotese da indugdo.
Por fim, vamos provar que a desigualdade continua verdadeira para o caso n + 1.
De fato, considere x1, ..., 2,01 € [ ety, ... typ1 €[0,1],comty + -+ + 41 = 1.

Set,.1 =1lentaot; =ty = --- =1, = 0 e nada ha a fazer, pois nesse caso teriamos

fOz+ -+ Lagyr) = f(@n1) = 0.f(22) + -+ L. f(zp11) = [(@p41).

Caso contrario, defina
I T2 W e ol 2o
1 - tn—l—l

= 5121 + S2Xo + - -+ + SpTy,
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onde s; =

ti .
141“" comj =1,2,...,n. Note que

1—-1
St sty =tt bl = = 1
1—tn+1

Assim, pela hipétese da indugao, e do fato de f ser uma fungao convexa, segue que:

fhixy +taxy + -+t zna) =  f {(1 — tpt1) <—t1x1+m+t"x") + tn+1l‘n+1}

1_tn+1

= f ((1 - tn—|—1) Y+ tn—|—1$n—|—1)
< (I —=tup1) f(y) + tugn f(@ng).

t1x1+"'+tn$n
1_tn+1

.-+ s, = 1, segue, pela hipotese da inducdo, que

Por outro lado, como y = = $121 + S99 + - -+ + S, x,, COM S + S9 +
f(y) - f(slxl Tt Snxn) < Slf(xl) +oeee Snf(xn)

t1 tn
1 tn+1f(xl) L. tn+1f(xn)

diante do exposto,

[tz +towe + -+ to1Zng1) < (1 —t1) f(y) + torr f(Tng1)
= (= tun) (s flan) + o+ i )

1 _tn—i-l _tn—‘r

Ftp1 f(Tns1)
< tif(x) +taf (xo) + -+ torr f(@ng1).

O que demonstra o resultado. ]
2.No caso em que f € uma funcdo concava a demonstracdo também ¢ feita por inducao
sobre n de modo completamente andlogo ao que acabamos de mostrar para o caso em

que f €ra convexa.

Observacao 1.7.1. No caso em que t| = to = --- = t, = %, a desigualdade de

Jensen assume a seguite forma:

f(a:1+---+xn> Sf(acl)—l—----i—f(xn)

, se ¢éconvexa.
n n

>

concava.

e
Q
QA

n

f<x1+---+xn> . fla) + -+ flz)
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Exemplo 1.7.1. Use a desigualdade de Jensen e funcdo logaritmo natural, para

provar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

Demonstracao: Sejam aq,as, ..., a, nimeros reais e positivos. Existem reais
T1, T, ..., %, tais que a; = Inx; paratodo 57 = 1,2,...,n. Como f(z) = Inx
¢ uma concava (pois f”(z) = —% < 0, = € R), segue que
a4\ @)+ fa)
f > :
n n
ou seja,

L e e T+ Tyg+ -+ X
ln(1 n)Zln\”/xl---xn:\"/xl-xg---xng L 2 =
n n
A i1gualdade ocorrendo se, e somente se, x1 = Lo = -+ = X, L]

1.8 Desigualdade de Young

A desigualdade de Young, devida ao matematico William Henry Young (1863-1942),
afirma que se p e ¢ sdo nimeros reais positivos tais que % + % = 1, tem-se que
ab < %p + %q para todo par de ndmeros reais a € b ndo negativos. A igualdade vale
se e somente se a’ = b?. Nesta secdo vamos apresentar essa desigualdade, exibindo
uma demonstracao geral, uma outra demonstra¢ao para o caso particular em que p e
q sao racionais e por fim uma visualizacdo geométrica, que fornece um argumento

geométrico para tal desigualdade.

Teorema 11 (Desigualdade de Young). Sejam p, q niimeros reais positivos satisfa-
zendo a condicdo }—1? + % = 1. Se a e b sdo niimeros reais positivos , entdo ab < %p + b—qq.

A igualdade ocorre se, e somente se, ab = bt

Demonstracao: Considerando a funcéo f : R — R, dada por f(z) = exp(x) = €”
tem-se que f”(r) = e* > 0, para qualquer x € R, o que revela que f é convexa
em (0, c0) e portanto podemos aplicar a desigualdade de Jensen usando x = In a?,

yzlan,tlzll)etg:l—tlzl—%:%,segueque

exp(ty - o1 + to - x9) <ty -exp(xy) + to - exp(xs).
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Entao,
ab = exp(In(ab)) = exp(Ina + Inb)

-1 -Inbd
= exp(p na+q = >

p q
T 1 1
= exp (— + g) < —exp(x) + —exp(y)
p q p q
1 1 1 1
= —exp(Ina’) + —exp(lnd?) = —a” + —b*
p q p q
al bl
- pq

A igualdade ocorre se, e somente se,

r=y<Inad =nbd! & a’ = b7,

Observacao 1.8.1. No caso em que p e q sdo niimeros racionais hd uma elegante
demonstracdo da desigualdade de Young, utilizando a desigualdade das médias
aritmética e geométrica, conforme ilustramos a seguir:

Como % + é = 1, como p e q racionais positivos, podemos escrever:

1_m 1 n

= e = .
p m+n q m-+n

Assimp = " ¢ g = "5 com m,n € N. Fazendo a? = x e b? = y. Assim,
a?  b? x mx +n
_+_:m+n+m%—n: + y
p q m n m n

> YT = ()
m n 1 1

— gjm+nym+n —= xiya

= ab.

p q ) . .
Portanto, ab < % + %. Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, x = y <
a? = b1, Apesar da demonstracdo acima ser feita no caso em que p e q sao racionais,
essa prova pode ser estendida aos reais com argumentos de continuidade e densidade

dos racionais em R.
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]

Hd uma maneira geométrica para visualizarmos a desigualdade de Young. A seguir

temos a representacdo grdfica da funcdo y = xP~'. Note que,

1
0 L br-1

5

Figura 1.7: Desigualdade de Young

1 1
2—9+5:1:&q+p:pq:>q+p—pq:0:>

1
q+p—pq+1:1=>(q—l)(p—l)zlimzq—l-

Sendo Sy, Sy e S3 as medidas das dreas das regioes (1), (2) e (3), respectivamente,
segue que
S1+ 53 < 51+ S5+ 5o,

1
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a = br—1 = b4,

a D\ ¢ D
S = / 2Py = <x_) = a—.
0 P /o p

Por outro lado,

Além disso,

Entado,
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Note que S, + S5 corresponde a medida da drea de um retdngulo cujos lados sdo a e
b, entdo:
a? bl
S1+S53<S1+53+5=>ab< —+ —,
p q

com a igualdade ocorrendo se, e somente se a’ = b4, como queriamos demonstrar.

U

1.9 Desigualdade de Holder

A partir da igualdade de Young podemos estabelecer a chamada desigualdade de
Holder, devida ao matematico alemao Otto Ludwig Holder (1859-1937). Nesta secao

vamos apresentar essa desigualdade e uma justificativa para a sua validade.

Teorema 12 (Desigualdade de Holder). Sejam x1, xo, ..., xn, Y1, Yo, - - . , Yy RUMEros

reais positivos e p,q > 0 tal que % + é = 1, entdo

1 1
Z Ty < (Z xf) <Z yf) :
i1 i=1 i=1

T

S mlu L}
S»Qll\.’)g'@
|

A igualdade ocorre se, e somente se,
Demonstracao:
Como ja comentamos no inicio desta secao, usaremos a desigualdade de Young para

provar a desigualdade de Holder.

Defina )
- (3)
i=1

i Yi 1<:c¢)p 1(y¢>q .
Libi (TN, (Y —1.2... .n
MN Sp\ar) To\y) o pera t=hem

D=

Fazendo ¢ variar de 1 até n e adicionando em ¢, tem-se que:
1 i 1 [ /2 \P 1 (= /yi\4
R a2 | < Z ot Z ad
i () <5 (B G)) 5 (B 6
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)
(S e (55) - (5)
MN i=1 ©) T oMy i=1 Z Ve i=1 Z
Multiplicaremos a desigualdade por M N, segue que:

o (3) i (520)

=1 Zyl a pMp
N1

MN MN
= MP +
pMP Ak

MN MN
= +
p q

1 1
p q

Portanto,

kel
~
||'M:
AN
Ny
S
v
Q=

A igualdade ocorre se, e somente se, yq =
1

L= I M

S@lmg S|
I

Essa desigualdade pode ser generalizada para mais de duas listas de nimeros reais

positivos:
Suponha {a;1, a2, ...,a;n}, i =1,2,..., k sdo k sequencias de nimeros reais positi-
VOS € P1, Po, . - . , Pk SA0 NUMeETos reais positivos cuja soma € 1. Entao
n n b1 n b2 n Pk
1 1 1
Y a - ag; - ag; < <§ :(alj)”1> : (E ﬁ(a2j)”2> (E :(akj)”k> :
j=1 j=1 j=1 j=1

1.10 Desigualdade de Minkowski

E bastante conhecida a desigualdade triangular, que no contexto da geometria analitica
se enuncia da seguinte forma: se u = (z1,...,x,)ev = (y1, ..., y,) sdo dois vetores

do R", entao

n 1/2 n 1/2 n 1/2
[lutv[| < [[ul|+][v]] = (Z ($k+yk)2> < (Z (:r:k)2> +<Z (yk)2> .
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Nesta se¢do mostraremos a chamada desigualdade de Minkowski, devida ao ma-
tematico alemao com ascendéncia judia-lituana Hermann Minkowski (1864-1909).
Essa desigualdade € uma generalizacao da desigualdade triangular, conforme mostra

o teorema a seguir:

Teorema 13 (Desigualdade de Minkowski). Sejam a1, as, . . ., ay, by, ba, . . ., b, niimeros

reais positivos e p > 1, entdo

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z (ak + bk)p> < ( (ak)p> + ( (bk)p> )
k=1 k=1 k=1

A igualdade ocorre se, e somente se, Cg—; = “—j =...=n,
Demonstracao:
Note que

(ak + bk)p = ak(ak + bk)p_l + bk(ak + bk)p_l.

Fazendo £ variar de 1 até n e somando em k, tem-se que:

n n

Z(ak + bk)p = Z ak(ak + bk)p_l + Z bk(ak + bk)p_l. (1.7)

k=1 k=1 k=1
Aplicando a desigualdade de Holder para cada termo da soma no lado direito da

equacdo (1.7), com ¢ satisfazendo % + % = 1, para obter

> an(ag + bt < (Z(aw’) R (Z(ak + W”) ,

k=1 k=1 k=1

Q=

En: bi.(ag + )P~ < (i(bk)p> . (i(ak + bk)Q(pl)) B

k=1 k=1
Adicionando essas duas desigualdades e colocando o termo comum do segundo

membro em evidéncia, segue que:

D (o by} < <Z(ak + bk)q(p1)> : (Z(%)P) p + <Z(bk)p> ’

1,1 _ 1) -
Noteque]—9+a—1<:>q(p l)=p<&

el
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Assim,

Portanto,

3

1/p n 1/p n 1/p
( (ak + bk)p> < ( (ak)p> + ( (bk)p> )
k=1 k=1 k=1

ai a2

A igualdade ocorre se, e somente se, =

1.11 Desigualdade de Schur

A desigualdade de Schur, assim chamada em homenagem a Issai Schur (1875-1941),
estabelece que se x, y, 2 s20 nimeros reais nao negativos, € n € um numero inteiro,

entao

'@ —y)le—2)+y'(y—2)y—2)+2"(z —z)(z —y) 2 0.

Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, + = y = z ou dois deles sdo iguais € o
outro € zero. Quando n € um nimero inteiro positivo par, a desigualdade vale para
todos os nimeros reais =,y € z.

Uma generalizacdo da dsigualdade de Schur € o seguinte: Suponha que a, b e ¢ sejam
nimeros reais positivos. Se os ternos (a, b, ¢) e (x, y, z) tém seus termos igualmente

ordenados, a seguinte desigualdade € valida:

a(z —y)(z —2) + by — 2)(y —x) +c(z —z)(z —y) > 0.

Em 2007, o matematico Romeno Valentin Vornicu mostrou que existe ainda uma
forma generalizada da desigualdade de Schur:
Sejam a,b,c,x,y,z € R,coma>b>c,x>y>zouz>y>x.Se f:R— R,

¢ uma fung¢do convexa ou monétona, entao:

f@)(a=b)*a—c)" + fy)(b—a)*(b— o) + f(2)(c = a)f(c = )" > 0.

A forma padrao de Schur € o caso desta desigualdade tomando x = a,y = b,z =
c,k=1le f(zx)=a"
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Outra extensao possivel indica que, se 0s nimeros reais nao negativos x > y > z > v,

x >y > z > v com e o numero real positivo ¢ sdo tais que x + v > y + z, entao

vz —y)(r =) —v)+y'ly— )y —2)(y—v)+
+2(z—2)(z —y)(z —v) + V' (v —2)(v —y)(v —2) > 0.

Nesta secao apresentaremos a desigualdade (classica) de Schur, uma demonstracao e

algumas aplicacoes dessa desigualdade.

Teorema 14 (Desigualdade de Schur). Se x, y e 2 sdo niimeros reais positivos e n é

um numero inteiro, entao

e —y)r—2)+y'ly—2)y—2)+2"(z—x)(z—y) 2 0.
A igualdade ocorre se, e somente se, v =y = zoux =y e z = 0 ( ou permutacoes).

Demonstracao:
Sem perda de generalidade suponhamos que z > y > z.Vamos separar em casos:

Caso 1:Sen > 0, temos

2">0 e (z—x2)(z2—y) >0 = 22"(z—2z)(z—y)>0 (1.8)

isto €,
"z —y)(x—2)+y"(y—2x)(y —2) > 0. (1.9)

Por (1.8) e (1.9) claramente obtemos

ez —y)z—2)+y"(y—2)(y—2)+2"(z—z)(z—y) 2 0.

Caso 2 :sen < 0, temos

2" >0 e (z—y)lr—2)>20 = a"(z—y)lr—2)>0 (1.10)
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o —z)—yle—y)=22"@—y) -y @—y) =GE"-y")(z—-y) 20,
isto é,
y'(y—a)y—2)+2"(z—x)(z—y) 2 0. (1.11)

Adicionando (1.10) e (1.11) obtemos

"z —y)(z—2)+y"(y—2)(y —2)+2"(z —x)(2 —y) 2 0.

A igualdade ocorre se, e somente se, t =y = zoux = y € 2 = 0 ( ou permutacoes).

Exemplo 1.11.1. Sejam x,y e z niimeros reais positivos. Mostre que

(a) 23492+ 22+ 3xy > ayle +y) + yz(y + 2) + za(2 + ),
b) azyz>(rx+y—2)y+z—2x)(z+x—y),
() Sex+y+z=1, dzyz+1>4(xy +yz + 2x).
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Demonstracao:
(a) 23+ + 23+ 3zy > ay(z +y) +yz(y + 2) + 22(2 + )

(@ —y)r—2)+yly —2)(y—2) +2(z —2)(z —y) 20

2

o1 — 2n —az2y—i—a:yz—|—y3—y2z—xy2+xyz—|—z3—y22—zQx-l—:L'yz20

& ® 4P+ 2+ 3oy > 2%y + oy + P oyt 4 22+ 22
e+ y° 4+ 20+ 3wy > ayle +y) +Fyz(y 4+ 2) + za(z + ).

(b) zyz>(r+y—2)(y+z—x)(z+z—y)
De acordo com o item (a), tem-se que:

2?4+ yt + 20+ 3ayz > ay(z +y) +yz(y + 2) + 22(2 + 1)

ﬁfﬂyzZ$2y+$y2+y22+yz2+22x+zx2—933—y3—z3—2xyz

e o segundo membro da desigualdade € equivalente a

22y + oy’ iz byt + P oza? — a2t — P — 2 — 2y =
=@+y—2)y+z—z)z+z-y).

Assim,
ryz > (r+y—2)(y+z—z)(z+z—y).

() Sex+y+z=1,9%yz+1>4(zy+yz+ zx)
Como x +y + z = 1, entdo podemos dizerque x +y =1—z2,y+ 2 =1—x ou

z 4+ x =1 — y. Agora substituirmos em (b)
zyr > (1—z—2)1—y—y)(l —z—2) & zyr > (1 —22)(1 — 2y)(1 — 2x).
Multiplicando, obtemos
ryr > 1 —2y — 2y +4zy — 2z + 4oy + 4zx — Sxyz,
que € equivalente a
Sayz>1-2x+y+2)+4(zy + vy + zx) — 8xyz,

portanto, 9ryz + 1 > 4(xy + yz + zx).
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Capitulo 2

Desigualdades geométricas e trigonométricas

Nos capitulos anteriores apresentamos as mais famosas desigualdades algébrica
e por vezes sob o viés da Andlise. Ha outros pontos de vista sobre o assunto,
como por exemplo o ponto de vista geométrico. Neste capitulo sera justamente
1sso que apresentaremos. Vamos exibir, demonstrar e dar algumas aplicagdes sobre
algumas famosas desigualdades geométricas, indo da antiga desigualdade triangular
que estabelece uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de um tridngulo
a partir de trés segmentos dados, pela famosa desigualdade estabelecido por Euler a
respeito dos raios da circunferéncias inscrita e circunscrita num tridngulo e chegando
até desigualdades mais modernas, como por exemplo, as estabelecias por Paul Erdos,
jano século XX. Ha também um outro ponto de vista sobre as desigualdades: o ponto
de vista trigonométrico, onde sao estabelecidas certas desigualdades dos valores
assumidos pelas fun¢des trigonométricas € que em algumas ocasides podem ser
traduzidas do ponto de vista geométrico e até mesmo algébrico como veremos ao

longo desse capitulo.

2.1 A desigualdade triangular

Nesta secao apresentaremos a chamada desigualdade triangular, que estabelece uma
condi¢do necessaria e suficiente para que trés segmentos de comprimentos fixados
a, b e c possam formar um tridngulo unindo as suas extremidades.

Antes de mostrarmos a desigualdade triangular, note que a primeira desigualdade

natural que ocorre num triangulo ABC' € a relagado entre os comprimentos dos seus
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lados AB = ¢, BC = a e AC = b e as medidas dos seus angulos internos Z BAC' =
a, ZABC = 8, ZACB = 0, conforme ilustra a figura a seguir:

A b C

Figura 2.1: Desigualdades basicas num tridngulo

a<pg<fsa<b<ec

ou seja, num triangulo, o maior lado esta oposto ao maior angulo e o maior angulo

estd oposto ao maior lado. Esse fato estd demonstrado no seguinte teorema:

Teorema 15. Se ABC' é um tridangulo tal que ZABC = 3, Z/ACB =0. Se 5 > 0
entdo AC > AB.

Demonstracao: Como 3 > 6, podemos tracar a semirreta E;(z , Intersectando o
interior do tridngulo ABC e tal que med(£ZCBX) = 1(8 — ), conforme ilustra a

figura seginte.

Sendo P o ponto de intersecao de §)? com o lado AC, pelo teorema do angulo

externo de um triangulo, segue que
med(£LAPB) = medZCBP) + med(£BCP) = %(5 —0)+0 = %(5 +6).
Por outro lado,
med(/ABP) = § — %(5 _6) = %(ﬁ +0).
Segue o tridngulo ABP € is6sceles de base BP. Assim,
AB = AP < AC.
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CAPITULO 2. DESIGUALDADES GEOMETRICAS E TRIGONOMETRICAS

Figura 2.2: Relacdes entre as medidas dos angulos e dos lados de um tridngulo.

]
Agora vamos a desigualdade bésica para um tridngulo; que € a chamada desigualdade
triangular, que estabelece uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de

um tridngulo ABC, conforme ilustra o teorema a seguir:

Teorema 16 (Desigualdade triangular). Em todo tridngulo, a medida de cada lado é

menor que a somas das medidas dos outros dois lados.

Demonstracao: Seja ABC um tridangulo tal que BC' = a,AC = be AB = c.
Vamos mostrar que a < b+ c. A demonstracao dos outros dois casos é completamente
analoga. Marque o ponto D sobre a semirreta CTzl de modo que AD = AB. Perceba
que o tridngulo ABD ¢ is6sceles de base BD, o que revela que med(£ZADB) =
med(ZLABD) = ¢, conforme ilustra a figura seguinte.
Assim, CD = CA+AD = CA+AB = b+c. Alémdisso, sendo med(LABC) = (3,
perceba que:

p <+ B = med(£LBDC) < med(LCBD).

¢ B

Ora, como num triangulo o maior lado esta oposto ao maior angulo, segue que

med(£BDC) < med(£CBD) = a <b+c,
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 2.1.1. Sejam BC = a, AC = b e AB = c as medidas dos lados de um
triangulo ABC' cujo perimetro é igual a 2. Mostre que

28
1<ab+bc—|—ac—abc§ﬁ.

70



CAPITULO 2. DESIGUALDADES GEOMETRICAS E TRIGONOMETRICAS

Figura 2.3: A desigualdade triangular.

Demonstracao:

Note que a desigualdade 1 < ab + bc + ac — abc < ;—? ¢ equivalente a

28
—1+1<—1+ab+bc—|—ac—abc§—1+ﬁ(:>

1
O<—1+ab+bc+ac—abc§2—7(:)

1
O<—1+2—2+ab+bc+ac—abc§2—7¢)

1
O<1—(a+b+c)+ab+bc—|—ac—abc§2—7@

1
0<(l—a)(l1-b)(1-¢c)<—.
(- a)(1-b)(1-c) < o
Pela desigualdade triangular temos que

(
O<a<b+c

S0<b<a+ec

\0<c<a+b.

Portanto,
2=a+b+c>a+a=2a=0<a<l.

Analogamente, 0 < b < 1e 0 < ¢ < 1, o que revela que
(1-a)>0,(1-5)>0,(1—¢)>0=(1—-a)(l—-0)(1—-c)>0,
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o que explica o lado esquerdo da desigualdade que queremos demonstrar. Por fim,
como (1 —a) >0, (1—-56) >0e (1 —c) >0, aplicando a desigualdade MA-MG
para esses tr€s numeros reais positivos, segue que

, (1—a)+(1-0)+(1—¢)
VA= - -0 < .

_ 3—(a+b+o
N 3
o 3=-2 1
3 3
ou seja,
. 1 1
V(1 —a)(1-b)(1-c)< = (1—a)-b—-c) <,
o que explica o lado direito da desigualdade que queriamos demonstrar. 0

Exemplo 2.1.2. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um triangulo ABC, tal que
para todo inteiro positivo n, os nimeros a”, b" e ¢ também sdo os lados de um

triangulo. Prove que o tridngulo ABC' é necessariamente isosceles.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o triangulo ABC' nao seja isdsceles.
Nesse caso, seja a o maior dos trés lados do triangulo ABC' (no caso em que o
triangulo ABC nao € isésceles existe um maior lado!). Como estamos supondo que
existe o triangulo cujos lados sdo a”, b" e c”, segue pela desigualdade triangular, que

a” < b" + c". Ora, como a™ > 0, Vn € N, segue que

A A b\" n

a" <"+ —<—4+—=1<|- +(—> :
a» a™ a”

Mas ocorre que, sendo a a medida do maior lado, temos que 0 < 3 <lel0< <<l

Assim, fazendo n — 400, segue que:

| < <9> +(f)n:> lim 1< lim [<9> +(5)n] _0=>1<0,

o que € uma contradi¢do. Portanto a nossa suposi¢do inicial de que o triangulo
ABC nao € isosceles ndo pode ser verdadeira, o que revela que o tridngulo ABC' é
necessariamente isosceles. [
Para finalizar essa se¢ao apresentaremos um a interessante desigualdade de deve ser

satisfeita pelas medidas das alturas de um triangulo.
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Teorema 17 (Desigualdade triangular para as alturas). Seja ABC um tridngulo cujas

alturas medem h,, hy e h.. Entdo,

o —he _ 1 hothe

hohe  he  hphe

he —he| 1 ho+he
< — <

Demonstracao: De fato, sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo ABC' e
ha, hy € he as respectivas alturas relativas a esses lados. Ora, como o dobro da medida
da area do tridngulo ABC' € o produto da medida de um lado pela medida da sua

respectiva altura, segue que:

a b
ahg = bhy = che = ¢ " "
he — Ty
Assim,
b_c:> b ¢ :>b_chcz>b_ c
he hy  hohe hahy  ha  hohy  he hzhb'
Ora, como
a b b c
—_—= — e — = s
hy he  hg hzhb
segue que
a b ¢
hy g el
Dessa propor¢ao concluimos que existe um tridngulo cujos lados medem hy, h. e %
(pois devido a proporcionalidade entre a, be ce hy, h,, € %, tridangulo cujos lados
medem a, b e c € semelhante ao triangulo cujos lados sao hy, h, € h;;hb). Aplicando
o teorema da desigualdade triangular no triangulo cujos lados medem hy, h. € h;;h”,
segue que
hahy 1 he—hy
he < h = — > :
e T he T haly
Pl 1 hy—h,
hy, < h, = — > ,
e S T T T Thal
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h, + h —_— <
I < + hy = I < It

Essas trés ultimas desigualdades revelam que:

ha—hyl 1 ho+h
—l b‘< < il

ha hb hc ha hb .

As duas outras desigualdades podem ser verificadas de maneira completamente

analoga. [

2.2 Desigualdade de Euler

Dado um tridngulo ABC' existem 5 circunferéncias associadas a esse triangulo, a
saber: a circunferéncia inscrita (aquela que tangencia internamente os lados do
triangulo); a circunferéncia circunscrita (aquela que “passa’pelos trés vértices do
triangulo ABC) e trés circunferéncias que tangenciam os prolongamentos dos lados
do triangulo dois a dois, que sao as circunferéncias ex-inscritas, conforme ilustra a

figura a seguir:

Figura 2.4: Um tridngulo e suas circunferéncias.
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Um belo resultado em geometria é que as medidas dos raios dessas 5 circunferéncias

se relacionam na chamada Relac¢ao dos cinco raios, a saber:
re+my+r.—1r=4R.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrado, por exemplo em [11].
O grande matematico suico Leonard Euler (1720-1783) estabeleceu uma interes-
santissima desigualdade entre as medidas dos raios das circunferéncias inscrita () e

circunscrita (R), que estd apresentada no teorema a seguir:

Teorema 18 (Euler). Sejam R e r respectivamente, as medidas dos raios das circun-

feréncias circunscrita e inscrita a um tridngulo ABC. Entdo,
R > 2r.
Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, o tridngulo ABC' é equildtero.

Demonstracao:
Denotaremos por (ABC') a medida da area do tridngulo de lados a, b e ¢, sendo p
o semi-perimetro desse triangulo. Aplicaremos A Desigualdade MA-MG para os

nimeros positivos p —be p — c.

Temos que
—b)+(p—c
(2 )2(p )2\/(p—b)(p—6)=>(p—b)+(p—6)22\/(p—b)(p—0)-
Note que

a+b+c a+b+c at+c—b a+b-—oc
=)+ -0 = ST R S,
Assim,

De maneira analoga, temos

b>2v/(p—a)(p—c),

c>2v/(p—a)(p—b).
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Multiplicando-se ambos os lados das trés desigualdades, obteremos

abc = 8(p —a)(p — b)(p — ¢).

Como a area do triangulo € dada por:

abc
(ABC) = B ¢ (ABC) = pr-.
Substituindo obtemos
ABC)?
abe > 8(p — a)(p — b)(p — ¢) = 4R(ABC) > 8% =
(ABC)
AR(ABC) > 8 - (ABC) = 4R(ABC) > 8r(ABC) = R > 2r.

Note que a igualdade ocorre se, e somente se, p —a = p — b = p — ¢, 0 que ocorre se,
e somente se a = b = ¢, ou seja, se e somente se o tridangulo ABC' for equilatero.
]

Observacao 2.2.1. Na verdade a demonstracdo de Euler para o teorema acima
foi completamente diferente: ele provou que num tridngulo qualquer a distancia
entre o incentro e o circuncentro é dada por d = VRZ —2Rr, onde R e r sdo
(respectivamente) as medidas dos raios das circunferéncias circunscrita e inscrita
ao triangulo. Ora, como d > 0, devemos ter R2 —2Rr > 0= R > 2r. Mais ainda;
ocorrendo a igualdade se, e somente se, d = 0, o que ¢é equivalente a dizer que o

tridngulo é equildtero.

2.3 Desigualdade Leibniz

Nesta secao vamos apresentar uma outra bela desigualdade estabelecida pelo Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), que também caracteriza o triangulo equilatero no

caso em que ocorre a igualdade, como afirma o teorema a seguir:

Teorema 19 (Leibniz). Seja ABC' um tridngulo com comprimentos dos lados a, b e

¢, e raio da circunferéncia circunscrita igual a R. Entdo temos que
a’ 4+ 0>+ <9R?.
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A igualdade ocorre quando o tridngulo € equilétero.
Inicialmente vamos provar um lema que nos ajudari a provar a desigualdade de

Leibniz.

Lema 4. Dado um tridngulo ABC' cujos lados medem a, b e ¢, e com circuncentro O,
baricentro G e raio da circunferéncia circunscrita medindo R tem-se que:

1
OG? = R* - §(a2 + b+ ).

Demonstracao: Considere o tridngulo ABC, sua circunferéncia circunscrita, com

circuncentro O e baricentro (¢, conforme ilustra a figura abaixo:

Al ¢

Figura 2.5: Tridingulo ABC com sua circunferéncia circunscrita

Aplicando o Teorema de Stewart (veja [7]) no tridngulo OAA’ para encontrar o

comprimento de OG, onde A’ é o ponto médio do segmento BC, obtemos:
AA (OG?* + AG - GA') = AO* - AG + AO* - G A’
Como AO = R, AG = %AA’ e GA' = %AA’, segue que:

2 2 1
2y ZAA=A0%. 2 2.2
OG —1—9 @) 3—|—R 3
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Sendod = AAen=m = 5 obtemos:

b*a  c*a a?
—_— 4 — = AAN? + — ).
> T2 QQ )+4)
Assim, , , )
9 _
(AA)? = (b° + %) a

4
Aplicando o teorema de Pitdgoras no A’OC e fazendo A'C' = £ obtemos (A'0)? =

2
R? — “ZQ. Portanto,

0G? = <R2_“_2> .2+l.R2_2<2(b2+02)_a2>

4 303 9 4
_ RQ_G_2_ 2(b2+C2)—6L2
6 18
_ o a2—|—b2—|—62'
9
Agora podemos demonstrar o Teorema de Leibniz. [

Demonstracao:
Ora, como OG? > 0 e a igualdade ocorre quando o tridngulo € equildtero, segue que:
2 2 2 2 2 2
a®+b°+c a®+b°+c
-  >0=>R*>—
9 9
com a igualdade ocorrendo se, e somente se OG = 0, o que ocorre se, € somente se, 0

R? = o>+ b+ 2 <IR?,

tridangulo A BC for equilatero. L

2.4 Desigualdade de Weitzenbock

Uma outra interessantissima desigualdade, que caracteriza o tridngulo equilétero
no caso em que ocorre a igualdade € a chamada desigualdade de Weitzenbock,
demonstrada pelo matematico austriaco Roland Weitzenbock (1885-1955), como

mostra o teorema a seguir.

Teorema 20 (Desigualdade de Weitzenbock). Se ABC' é uma tridngulo cujos lados
medem BC = a, AC' = be AB = c e sua drea mede (ABC)), entdo
V3 5 s
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Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, o tridngulo ABC' é equildtero.
Demonstracao: Sendo a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo ABC, segue que
(a—b?+(b—c)i+(c—a)’>0=
2a* + 2b* + 2¢* > 2ab + 2ac + 2bc =
20 + 20* 4+ 2¢% + a* + b* + ¢ > a® + b* + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc =
3@+ +c)>(a+b+c) =
3@+ + A >V(a+b+e)i=\(a+b+c)a+b+c)B=

1
(a2+b2+c2) 25\/(a—|—b+c)(a—|—b+c)3$

3
ﬂ) | 2.0

(a2+b2—|—c2)2\/3(a—|—b+c)< ;

Por outro lado, usando a desigualdade MA-MG para os nimeros reais nao negativos

p—a,p—bep—c, ondep= L segue que:

(p—a)+(p—b)+(p—rc)

Vi =a)p-bp-0 < ;
_3p—(a+b+c)
N 3
:%<3-%b+c—(a+b+c))
=é(a+b+c).

Assim, |
Vip—a)p=b)p—c) <zlatbto)=
=)o - —b) < oo +b+cf =
- a)p - —b) < 5(a+b+’ =

1 (a+b+c\’

p-a-v-b < 5 ()
3

(“5) 2 s0- 0 - -0
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Retornando a desigualdade (2.1), segue que:

b 3
(a2 + b+ c2) > \/3(a+b+c) (%)

> \/3(a+b+c)8(p—a)(p—b)(p—c)
=/3.2p.8(p —a)(p — b)(p — ¢)

= 4v/3/plp —a)(p = b)(p — ¢)

= 4\/3(ABC).

Portanto, .
ABC) < —(a> 4+ + ¢
( ) o 4\/§( )

= \1/23(@ +b* + ).
Além disso, a igualdade ocorre se, e somentese,p—a=p—b=p—c<a=0b=c,
como queriamos demonstrar. ]
H4 uma outra demonstragao (usando trigonometria) para o Teorema de Weitzenbock

em [11] e outras dez demonstragdes distintas em [8].

2.5 Algumas desigualdades trigonométricas

Nesta se¢do final do capitulo 3, mostraremos algumas desigualdades envolvendo os
valores de algumas funcdes trigonométricas. Em muitas ocasides essas desigualdades
trigonométricas tem uma interessante interpretacao geométrica, cCOmo veremos ao
longo dessa secdo. A primeira delas € mais uma caracterizagdo do triangulo equildtero
(no caso em que ocorre a igualdade). Mostraremos essa desigualdade como uma

consequéncia da desigualdade de Jensen.

Teorema 21. Sejam «, 3 e v as medidas dos dngulos internos de um dado triangulo

ABC. Entao,
3v/3

sena + senf + seny < —

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, o tridngulo ABC é equildtero.
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Demonstracao: A funcio continua f : (0,7) — R dada por f(z) = senx é uma
fungdo concava, visto que f”(z) = —senx. Como senx > 0,Vx € (0, 7), segue que
f"(z) < 0, 0 que garante que f é uma fungdo concava. Pela desigualdade de Jensen,

Va1, xo,x3 € (0,7), 1,10, t3 € (0, 1), segue que

tif(z1) +taf (@) +t3f(w3) < f(tizy + towa + t3x3).

Em particular, se ¢t =ty = t3 = %, r1 = q,r9 = [ ex3 =, tem-se que:

1 1 1 1

SF(0)+ 37(8) + 370 < fGa+ 3B+ 37) =

1
3 3 3

1 . 1 B+ 1 < 1 N 154- 1 N
3senoz 3sen 3sen’y < sen 3a 5 37

a+5+’y>
— )

Mas ocorre que «, 3 e v sao as medidas dos angulos internos de um tridngulo, o que

sena + senfd + seny < 3sen (

revela que a + 3 + v = w. Assim,

sena + senf3 + seny < 3sen (

= 3sen (g)

33
5

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se &« = 5 = v = 60°, ou seja, se € so-

oz+5+7>
3

mente se, o tridngulo ABC' € equilatero. O
A partir do resultado que acabamos de demonstrar, podemos com o auxilio da de-
sigualdade entre as médias aritmética e geométrica, estabelecer outra interessante

desigualdade trigonométrica envolvendo as medidas dos angulos de um triangulo

ABC.

Exemplo 2.5.1. Sejam «, 5 e v as medidas dos angulos um triangulo ABC'. Mostre

que

3v3

sena - senfs - seny < 3

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, o tridngulo é equildtero.
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Solucao:
Uma vez que senx > 0 para todo = € (0,7) podemos aplicar a desigualdade
MA-MG, e obtermos

sena + senf + seny
3 :

sena - senf3 - seny <

Assim,

3
sena + senf3 + senv) ; Teo (\/§> 3v/3

: : < v
sena - senf3 - seny < ( 3 5

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, sena = senf3 = sensy, 0 que ocorre
se, e somente se, « = [ = v = 60°, o que ocorre se, € somente se, o triangulo é
equilatero, como queriamos demonstrar.

Agora demonstraremos uma desigualdade trigonométrica, que € uma consequéncia
da famosa a desigualdade de Euler (R > 2r), entre as medidas dos raios das circun-

feréncias inscrita e circunscrita a um tridngulo ABC'.

Teorema 22. Sejam A, B e C as medidas dos dngulos internos de um tridngulo ABC,

cujos lados medem BC = a, AC =be AB = c. Tem-se que

A B C 1
sen— sen— sen— | < —.
CHICHICHE

A igualdade ocorre se, e somente se, o tridngulo ABC' ¢é equildtero.

Demonstracao:

.. —b)(s—
Inicialmente vamos mostrar que: sena = /U=006=9 onde 5 = atbic
De fato,

sen2é: 1 —cosA _ 1 — e a*—(b—c)? _ (s—b)(s—c).
2 2 2 4bc bc

Como 0 < é < 3, segue que sené > (. Assim,

A (s—=b)(s—¢) A [(s=b)(s—¢)
sen"5 = o = seny = \/ ” .

De modo completamente andlogo, podemos mostrar que:

on? - \/<s—a><s—c> sonh \/(S—a)l()s—b)
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Por outro lado, pela relacao de Euler entre as medidas dos raios das circunferéncias

inscrita e circunscrita ao tridngulo ABC, R > 2r, segue que

r 1
<
- 2

Lembrando que a medida da 4rea do tridngulo ABC € dada por

Ay

b
(ABC):pr:EZ\/S(S—a)(s—b)(s—c),
4R
segue que:
A B C’_(s—a)(s—b)(s—c)_sr2_ ro 1 r<1
Sy sey sy = abc abe 4R 4 R~ &

com a igualdade ocorrendo se, € somente se, R = 27, 0 que ocorre se, € somente se, 0
triangulo ABC' € equilatero, como queriamos demonstrar. [

Agora, utilizaremos a desigualdade de Leibniz para estabelecermos mais uma in-
teressante desigualdade trigonométrica envolvendo as medidas dos angulos de um
tridngulo ABC'.

Teorema 23. Sejam A, B e C as medidas dos dangulos internos de um tridngulo ABC.
Entdo 9
sen’A + sen’B + sen’C < 1

A igualdade ocorre se, e somente se, o tridngulo ABC' ¢é equildtero.

Demonstracao:
Pela lei dos senos, tem-se que:
senA __senB senC' 1
a b ¢ 2R

onde a, b, e ¢ s@o as medidas dos lados do tridngulo ABC' e R é a medida do raio da

circunferéncia circunscrita ao tridangulo ABC'. Lembrando que a? + b + ¢ < 9R?

24 2B oo £ 0
sen“A + sen“B + sen _4R2+4R2+4R2
1
= —4R2(a2 + b+ %)
1 9
< _—_.9Rp2_Z
— 4R? o 4’

83



CAPITULO 2. DESIGUALDADES GEOMETRICAS E TRIGONOMETRICAS

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a® + b + ¢ = 9R?, o que pela desi-
gualdade de Leibniz, ocorre se, e somente se, o triangulo ABC' € equilatero, como

queriamos demonstrar. U

O assunto ndo tem fim; existem inumeras outras belas desigualdades envolvendo as
medidas dos angulos internos de um tridangulo, os comprimentos dos seus lados e
muitos outros elementos do tridngulo. No proéximo capitulo, continuaremos exibindo
mais algumas delas, entre as varias aplicacdes de desigualdades elementares que

vamos apresentar.
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Capitulo 3

Algumas aplicacoes interessantes

Para finalizar o nosso trabalho, neste capitulo 4 vamos apresentar algumas aplicagdes
das mais diversas desigualdades que apresentamos nos capitulos anteriores. De
inicio mostraremos algums problemas de otimizac¢do, os conhecidos “problemas de
maximo e minimo”, cuja solucdo pode ser feita utilizando algumas das desigualdades
que apresentamos ao longo do nosso trabalho. Nas demais se¢des deste capitulo
apresentaremos outros problemas interessantes da Matematica Elementar que estdao

vinculados ao tema desigualdades.

3.1 Problemas de maximos e minimos

Nesta secao, mostraremos alguns problemas de otimizacdo (maximos € minimos)
cuja solugao pode ser dada com o uso de algumas das famosas desigualdades que

apresentamos nos capitulos anteriores.

Exemplo 3.1.1. Se 1200cm? de material estiverem disponiveis para fazer uma caixa
com uma base quadrada e sem tampa, encontre o maior volume possivel da caixa e

as dimensoes para que isso ocorra.

Solucao:
Seja A a medida da area da superficie e V' a medida do volume da caixa. Se h € a

altura da caixa, temos

A= 2%+ 4ah = 1200 e V = 2°h.
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Aplicando desigualdade MA-MG, obtemos:

1200 B x2 + 2xh + 2xh
3 3

> Va22xh2zh = /4(22h)? = V42,

Logo,
4V? < 4003 o V < 4000.

Esse resultado nos diz que o volume é menor ou igual a 4000cm?, e o volume sera
maximo se, € quando, a igualdade ocorrer. A igualdade acontece quando os termos

forem iguais, 22 = 2zh. Resolvendo sistema

22 = 2xh
22 + 4xh = 1200.

Obtemos = = 20cm e h = 10cm e constata-se que, de fato, ocorre o valor maximo,

V' = 4000cm?, para esses valores.

Exemplo 3.1.2. Se uma lata de zinco de volume 16wcm? deve ter a forma de um
cilindro circular reto, ache a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de

material usado em sua fabricacdo seja menor possivel.

Solucao:

Seja r a medida do raio da base, A a medida da altura e S a medida da area da
superficie total do cilindro. Entdo, temos 7r?h = 167 e S = 27wrh + 27r?. Usando a
desigualdade MA-MG obtemos:

S mrh+m7rh+ 2772
3 3
> arhrrh2nr? = $/273(r2h)?

— /213(16)2 = V2973

= 8.

Ou seja, S > 24w e S serda minima se, e quando, a igualdade ocorrer, isto €, quando

mrh = 27r2. Resolvendo o sistema

wrh = 27wr?

r?h = 16.
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Obtemos h = 4cm e r = 2cm e constata-se que, de fato, que o minimo para S,

2

S = 8mem?, ocorre para esses valores.

Exemplo 3.1.3. Encontre as dimensées do cilindro circular reto de maior drea lateral

que pode ser inscrito numa esfera de raio 6m.

Solucao:

A figura ao lado mostra a interse¢ao do sélido com o plano que

contém o eixo do cilindro. Se S € a medida da area do lateral do At

cilindro, temos S = 2w22y = 4mwxy. Por Pitigoras, 2% + y? = 36.

Aplicando a desigualdade MA-MG, segue que:

36 2 2 S’
_:MZ 22yt =ay=—= 95 < 72r.
2 2 4

A drea lateral do cilindro € entdo menor ou igual a 727m? e serd maxima se, e somente
se a igualdade 22 = y> = x = y (pois 7,y € R,) ocorrer. Temos entdo o seguinte
sistema de equacoes:

T =Y

2>+ =36
cuja solugdo é x = y = 3v2m.
Exemplo 3.1.4. Sendo x e y niimeros reais positivos, determinar o valor mdximo de

E=xy(l—x—y).

Solucao:

Como x,y € R, note que se tivéssemos 1 — x — y < 0, o valor de E seria negativo.
Por outro lado, se 1 — x — y > 0 o valor de F € positivo. Ora, como estamos
interessados no valor maximo de F, € suficiente analisar o casoem que 1 —x —y > 0.

Nesse caso, pela desigualdade MA-MG, segue que:
1—oz— 1
Yoyl—w—yy < YT 270

Syl —o—y) < —.

3 yl y) < o

Entdo, o valor maximo de E é %, que ocorre quando x =y = 1 — x — y, ou seja,
3

— 1 ; ; — 0 —
x® = 5= que implica que x = y = 3.

[y
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3.2 Usando as desigualdades classicas

Nesta se¢do vamos mostrar mais uma gama de problemas interessantes cuja solu¢ao
pode ser dada pela utilizacao das desigualdades cldssicas que apresentamos ao longo
do nosso trabalho; médias, médias-poténcia, Cauchy-Schwarz, rearranjo, Holder,

Young, Minkowski , Schur, etc.

Exemplo 3.2.1. Sejam a,b,c € R, Prove a desigualdade

abc
(I1+a)(a+b)(b+c)(c+ 16)

1
< —.
— 81
Solucao:

Observe que
(I+a)(a+b)(b+c)(c+16) =

(14249 (aﬂﬂ) (b+S+5) e+5+8)

2 2 2 2 2 2
sfa?  _slab® _ 5/bc2 . /64c
> 3¢/ — 3¢/ — - 3¢/ — - 3¢/ — > 8labc.
>3 1 3 1 3 1 3 1 > 8labc
Portanto,
abc < 1
(1+a)(a+b)(b+c)(c+16) — 81
Exemplo 3.2.2. Sejam x1,xo,...,x, € R tais que v; > 0,1 = 1,2,...,n. Prove
que
1 1 1 9
(w1 +ao+ - Fap) (| —+—+-+— ) >n".
I I9 Ty,
Solucao:

Aplicando a desigualdade MA-MG, temos que:

(x1+xo+ -+ -+ xp) > nYwy x0Ty

1 1 1 111
I ) Iy

Multiplicando membro a membro, segue que:

11 1 )
($1+$2+"'+$n) —+ 4+t — 2n
Ty ) T
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Exemplo 3.2.3. (Riissia, 1991) Se x,y e z sdo niimeros reais ndo negativos. Prove

que
(z+y+ 2)?
3

> T\ Yz + Y\ zx + 2 /Y.

Solucao:

Usando a desigualdade MA - MG, segue que:

i er Iz > Vaylz & xy +yz > 2yv/xz,
Ty +x2

—y >\ 12yz & xy + vz > 204z,
s —g e > Vayz? & yz +xz > 2z2,/Ty.

Adicionando membro a membro as trés desigualdades acima, segue que:

2(xy +yz + x2) > 2(x\/yz + yvxz + z2/1Y). (3.1)
Aplicando novamente a desigualdade MA-MG, obtemos:

2 .2 .2 .2

v Iy R > aty?22? o 2t + oy + 22 > 4z,

4+ y? 4 y? + 2
4

R AR

0 > /a2yt o 2t P + 22 > 42 /7.

Adicionando membro a membro as trés desigualdades acima, segue que:

> a2yt2? o 2+t + 22 > dyJaz,

22+ P 4+ 2% > ayz + yvVrz + 2 /7y (3.2)
Adicionando as desigualdades (4.1) e (4.2), obtemos:

o 4 y? 4 22+ 2wy + vz + yz) > 3w Yz + Y2z + 32Ty S

(z+y+2)?
3

> x\/yz + yvrz + 21y,
como queriamos demonstrar. ]
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Exemplo 3.2.4. (OBM-2001) Prove que (a + b)(a + ¢) > 2+/abc(a + b+ ¢), para

quaisquer niimeros reais positivos a, b e c.

Solucao:
Observe que (a+b)(a+c) = a*+ac+ab+bc = be+a(a+b+c). Pela desigualdade
MA-MG, temos:

be+ala+b+c)
2

> \/abc(a + b+ c¢) < be+ ala+ b+ c) > 2+y/abe(a + b+ c),

ou seja,

(a+b)(a+c) > 2y/abc(a + +b+ ¢).
Exemplo 3.2.5. Mostre quen” > 1-3-5-7---(2n — 1) para todo n natural.

Solucao: Note que:

+3+5+-+(2n—1)
n
> {/1-3-5---(2n—1),

1sto €,

n></1-3-5---2n—1)=n">1-3-5---(2n — 1).

Exemplo 3.2.6. Se a, b, c e d sdo niimeros reais positivos tais que a + b+ c+ d = 1.

Prove que

S=+V4a+14+Vab+1+Vic+1+V4d+1 < 6.

Solucao: Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para os

nuimeros 4a + 1 e 1, segue que

(da+1)+1

(da+1).1< =2a+1=+V4a+1<2a+1.

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, 4a + 1 =1 < a = 0. Como a > 0,
segue que v4a + 1 < 2a + 1. Analogamente,

VAD+1 <20+ 1, Vdc+1<2c+1 e VAd+1 < 2d+ 1.
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Assim,

S= Via+1+Vab+1+Vic+1++V4d+1
< (2a+1)+(2b+1)+ (2c+1)+ (2d+1)
= 2(a+b+c+d)+4

2144

= 6.

Exemplo 3.2.7. Determine todos pontos P = (x,y) de coordenadas reais satisfazem

a igualdade

1 1
log (:1:3 + gyg + §> = log(zy).

Solucao: Temos que:

1 1 1 1
log (:1:3 = gy?’ + §> = log(zy) < 2° + gy?’ + 3=y

Calculando as médias aritmética e geométrica dos nimeros z°, %y?’ e %, segue que

3 3

1 1 xy
G=las. 2qp. 2=
Tg¥iry T

Assim, as médias aritmética e geométrica sao iguais, o que implica que os nimeros
31,3

z?, 3y® e § sdo iguais. Assim,
, 1, 1 v =z
3 3 N
Y=

Exemplo 3.2.8. Encontre todas as solucées reais positivas do sistema

a+b+c+d=12
abed = 27 + ab + ac + ad + be + bd + cd.

Soluc¢ao: Como a, b, c e d sdo nimeros positivos, podemos usar a desigualdade
MA-MG. Vejamos:

4 b d 12
\/abcdgaJr ZC+ :Z:3$abcd§81.
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Por outro lado, aplicando novamente a desigualdade MA-MG, segue que:

abed =27 4+ ab + ac + ad + bec + bd + cd
> 27 + 6V ab.ac.ad.be.bd.cd
=27 + 6V abcd.

Portanto, abcd > 27+ 6/ abcd. Fazendo a mudanca de varidveis abed = 22, obtemos:

abed > 27 + 6V abed < 22 — 62 — 27 > 0.

As solugoes dessa desigualdade quadratica sao + < —3 ou x > 9. Ora, como

x = abed > 0, segue que
r>9< Vabed > 9 < abed > 81.

Por outro lado, ja haviamos provado que abcd < 81, o que revela que abcd = 81.

Assim,

12 4 4
A:a+ch+d:Z:3 e G =Vabed = V81 = 3,

ou seja, A = G, o que ocorre se, e somente se, a = b = ¢ = d. Ora, como

a+b+c+d=12,segue que a = b = ¢ = d = 3 € a unica solucdo do sistema.

Exemplo 3.2.9. Sejam a, b e c inteiros que satisfazem a condi¢do | + IE’ + <=3

Prove que abc é um cubo perfeito.

Solucao: Calculando as médias aritmética e geométrica, temos:

a b c
3 3
sJa b ¢ I
= —_ . = ¢ — = 1 —_—
b ¢ a
Assim, as médias aritmética e geométrica sao iguais, o que revela que os numeros
a b, cConng : :
3 ¢ € = sdoiguais. Assim,
b ¢
—=-=—-=a=b=c
b ¢ a

Portanto, a - b-c = a - a - a = a®, que é um cubo perfeito.
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Exemplo 3.2.10. Mostre que se a > 0, entdo lim /a = 1.

n—oo
Solucao:
Usando a desigualdade H < G < A, para os n nimeros 1,1, ..., 1 e a, obtemos:
1 14+14+---+1
T 7T <SVl-l---1-a< R —|—a7
pretite n
n
ou seja,
n §"a§<n_1)+a a 1<1_l+g
n—1+< n a— "+ - n o n
: a , 1 a .
Como lim — = lim (1 — =+ —) = 1, segue, pelo teorema do sanduiche
n—o0 (q — - + - n—00 n n
que lim /a = 1.
n—oo
Exemplo 3.2.11. Se 0 < a < b, mostre que lim va™ 4 b* = b.

n—oo

Solucao: De 0" < a” + 0" < 20", segue que :
Vi < an b < V200 = b < Va4 bt < b2,

Como lim v/2 =1, segue pelo teorema do sanduiche que lim va™ 4 b = b.

n—00 n—r00

Exemplo 3.2.12. Mostre que lim {/n = 1.

n—oo

Solucao: Usando a desigualdade MA-MG, segue que:

= (L1.-- _\/ﬁ_\/ﬁ)%g (”—2)n+2\/ﬁ:1+2<%_%)7

3=

1< ni = (\/ﬁ\/ﬁ)

ou seja,

1 1 1
1<n<142|—=—-—].
<nbsis2(gz- )

1 1
Como lim [1 + 2 (— — —)] = 1, segue pelo teorema do sanduiche que

n—oo

B

lim <
n—oo

n=1,
como queriamos demonstrar. [
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Exemplo 3.2.13. (Novo México) Encontre o termo minimo da sequéncia
ﬁ+ /96 \/§+ /96 ﬁ+ [96  [95 ]9
6 7'V6 8 V6 97 "V 6 95°
Solucao:

Aplicando a desigualdade MA-MG temos:

A igualdade ocorre quando:

\/§= %:>TL=\/576=24.
6 V n
Portanto, o termo minimo é:
124 196
— — =4,
6 + 24

Exemplo 3.2.14. (Cone Sul) Se a > 0, b > 0 e ¢ > 0. Prove que

a n b n c o 3
b+c a+c a+b 2
Soluc¢ao:
Aplicando a desigualdade MA-MH
(a+b)+(b+c)+(a—|—c)> 3
= 1 1 1
3 ars T o T are
(a+b+c) Py b 12,
a c —
a+b b4+c c+a) 2
a+b+c a+b+c a+b+c_ 9
+ > o=
a+b b+ c a+c 2
c a b 9
+ + +3> .
a+c b+4+c a+c 2
Portanto,
a n b n c o 3
b+c a+c a+b T2
Como queriamos demonstrar. 0

94



CAPITULO 3. ALGUMAS APLICACOES INTERESSANTES

Exemplo 3.2.15. (Baltic-way) Prove que se a, b, c e d sdo niimeros reais positivos,

entdo temos:
a+c b+d cH+a d+b>

cib brcterd drac

Solucao:
Usando a desigualdade MA-MH, segue que:

Z—j:nggi—g 2 a-+c c+a> 4(a + c)

> =
2 — oatb y cvd a+b c+d  a+b+c+d

a+c cta
© bid | dib
i N 2 b+d d+b 4(b+d)
- 2 2 T d+a<:>b+c d+a2a+b+c+d'
brd T drb

Adicionado as duas desigualdades (i) e (ii), obtemos:

a+c+b+d+c+a+d+b>
a+b b+c c+d d4+a ™

Exemplo 3.2.16. (South Africa, 1995) Sejam a, b, c e d niimeros reais positivos.

Prove que
1 1 4 16 64
S+ .
a b ¢ d  a+b+c+d
Solucao:
Considere os 8 ntimeros reais positivos a, b, 3, 3, fzi, %, %, %.
Aplicando a desigualdade MA-MH, obtemos:
a+b+§+5+44+44+444 8
3 21 1,2,.2,.4, 4 . i, 3
cTeTetetatataTy
Assim,
1 1 4 16 64

> .
a b ¢ d a+b+c+d
Exemplo 3.2.17. Sejam a, b e c € R tal que a + b+ c = 1. Prove a desigualdade
1—2ab 1—2bc 1-—2ca
+ + > 7.
c a b
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Solucao: Temos

1—2ab 1—2bc 1—2ca
_|_

c a + b
(a+b+c)?—2ab (a+b+c)*—2bc (a+b+c)*—2ca
= + +
& a b
_a2+b2+02+2bc+2ac+a2+b2+c2+2ac+2ab+a2+b2+02+2ab+2l)c
N c a b
= (a” +b" + ) 5+5+E +4(a+b+c)

1 1 1
:@ﬂ+ﬁ+m%(—+—+—>+4
a b c

Aplicando a desigualdade MQ-MA, segue que

2
3 3
Além disso,
1 1 1 9
S 4>

a b i cTatbtc
Finalmente, usando as duas dltimas desigualdades e (1) obtemos:

1—2ab 1—2bc 1—2ca
+ +
c a b

1 1 1 9
=@f+§+f5<—+—+—)+42—+4:7.
a b ¢ 3

Exemplo 3.2.18. Sejam x e y niimeros reais positivos. Prove a desigualdade
' +y" > 1

Solucao:
Vamos mostrar para a, b € (0, 1) que vale a desigualdade

ab>L
~“a+b—ab

Pela desigualdade de Bernoulli, temos
o' =14+a—-1)"<14+(a—1)(1—b)=a+b—ab,
1sto €,
> —
“a+b—ab
96



CAPITULO 3. ALGUMAS APLICACOES INTERESSANTES

Analogamente, temos:
P>V
a+b—ab
No caso que 0 < z,y < 1, pelas desigualdades anteriores temos:
x T+ T+
Y _ Y S Yy _

+ = 1.
rT+y—xry T+yYy—aY r+y—ay r+vy

v/ +y' >

Nocasoxr > 1ouy > 1, adesigualdade ¥ + y* > 1 é claramente verdadeira.

Portanto, para quaisquer x € ¥ ndmeros reais positivos, tem-se que:
¥ +yt > 1.
Como queriamos demonstrar. ]

Exemplo 3.2.19. Para todos os niimeros positivos a, b e c. Prove a desigualdade

ab  adc bPa e Aa  Ab
+—+—+—+ -+ — > Gabc.
c b c a b a

Solucao:
Por causa da simetria, podemos supor que a > b > c. Entdo a desigualdade do

rearranjo implica que

a’h  be n Aa [a262 b2 c2a2]
L o T c a b
c a b < 2 2

a b c

a?b® b ? Aa?
= 3abc

be ca ab
e semelhantemente

a3c+b3a b [a%z b2 02a2]

a b

ab be ca

b c a

a?b? b 2 Aa?
>, = 3abc.

b ¢ a2 5 5

Adicionando essas duas desigualdades, produz o resultado desejado, ou seja,

a*b  a’c bPa b A b
+ + +—+ — + — > 6abc.
c b c a b a

Exemplo 3.2.20. (Irlanda-99) Sejam a, b, c, e d niimeros reais positivos tais que
a+b+ c+ d=1. Prove que
a? b? c? d?

aib bic cid dra

1
Z 57
com igualdade se, e somente se a =b=c=d = }L.
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CAPITULO 3. ALGUMAS APLICACOES INTERESSANTES

Solucao:

Defina as seguintes quadruplas de niumeros reais:

I
)
+
=
)
[\
|
S
_l_
o
S
w
I
o
+

=
>
Ny

I
QU
+
S
a

ai

by

S
=~
|

Va+b Vb—+c - Ve+d

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que:

Vd+a

(af + a5 + a3 + a2) (b7 + 05 + b3 + ) > (a1by + azbsy + agbs + asby) =
5

[(a+b)+(b+c)+(c+d) +(d+a)S>(a+b+c+d)? =

b d 1
2a+b+ct+d)S>(a+btctd?=S> at ;H ):»525.

Exemplo 3.2.21. (Poland, 2006) Sejam a, b e c niimeros reais positivos tais que

ab + bc + ca = abc. Prove que

a* + b* bt + ! ct +at
+ + > L
ab(a® +03)  be(b? +3)  ca(cd + a?)

Solucao:
1

Usando a substitui¢do z = %, y = %, z a condicao ab + bc 4+ ca = abc torna-se

x +y + 2z = 1 e desigualdade € equivalente a:

:L'4+y4 y4+z4 Z4+x4>
2 +yd e+ B4’ T

l=2+y+ =z

Usando a desigualdade de Chebyshev para provar que

:c4+y4> 4+ [z +y x4+y4>az+y
2 2 2 4y - 2

4 4 3 3 4 4
Y+ z S Yy’ + z Y+ z @y + z >y—l—z7
2 = 2 2 y3+23 T 2
24 4 ot 23+ 23 Z+x z4+x4 Z+x
> R > .
2 - 2 2 B4 2
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Adicionando as desigualdades acima, obtemos:

o+ oyt oyttt z4+x4_az+y+y—|—z+z+x
w3+y3 P34+ B3 2 2 2

Portanto,
at* + v N b+t N ct 4 at
ab(a® +03)  be(b?+ ) ca(c + a?)

Exemplo 3.2.22. Seja p > 1 um niimero real arbitrdrio. Prove que, para qualquer

> 1.

inteiro positivo n temos.:

1 p
1p+2p+---+np2n("; )

Solucao:

Denotando 1 = 1,20 =2,...,2, =ney; =n,yo =n—1,...,y, = 1. Observe
que z; +y; =n+ 1.

Aplicando a desigualdade de Minkowski

Temos
(L0 + A+ +- 4 (1+n))r = (21 + )" + @2+ )+ + (T0 + y0)")7
<@ ab4e )+ W+ )
=2(1P 4+ 27+ -+ +nP)>,
1sto €,
n(n+ 1) <20(1P + 27 + ... 4 nP).

Portanto,

1 p
1p+2P+---+np2n("; )

Note que igualdade ocorre quando n = 1.

Exemplo 3.2.23. (India, 2003) Sejam a, b e c os comprimentos dos lados do triangulo
ABC, cuja medida da drea é (ABC). Se construirmos um tridngulo A'B'C’ cuja
medida da drea é (A'B'C"), com os lados de comprimentos a+ %, b+ e c+%. Prove
que

(ABC) < ~(A'B'C").

O i~

9
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CAPITULO 3. ALGUMAS APLICACOES INTERESSANTES

Solucao:
Chame a =y + z,b = 2z + x, c = x + y. Nesse caso, os comprimentos dos lados do
tridngulo A’ B'C" sdo:
ST + 2y + 3z
2

Usando a férmula de Heron para calcular area de triangulo, obtemos:

3r+y+2z , 20+3y+z

LV = . =
2 2

(B = \/3(:c +y+2)(2 +1z6/)(2y +2)(22 +3)

Aplicando a desigualdade MA-MG , segue que:
2 +y > 3/ 22y, 2y + 2 > 3V/y2z, 22+ x > 3V 22

Isso nos ajudard provar a nossa desigualdade, pois

(22 +y)(2y + 2)(22 + ) > 33/22y.33/y22.3V 222 = 2Tayz2.
Assim,

(ABC) \/S(x +y+2)(2z +1?é)(2y +2)(22 + 7) > \/3(513 +y Jrlg)27(:vyz)

Como (ABC) = /p(p —b)(p—c) =/ (z+y+ 2)(ryz), segue que

(A'B'C") > \/3(3: Ty 4—162)27(3:yz) = Z\/(x +y+2)(ryz) = Z(ABC).

Portanto, (A'B'C’) > 2(ABC) = (ABC) < 3(A’'B'C"). Como querfamos demons-
trar. [

Exemplo 3.2.24. No tridngulo ABC' com lados de comprimento a, b e ¢ cuja medida
da drea é (ABC). Prove que

W3(ABC) < b
a+b+c
Solucao:
Usando a desigualdade de Leibniz e o fato de que (ABC) = j—%, (ou seja, R =
(X%CC ) temos as seguintes equivaléncias:
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CAPITULO 3. ALGUMAS APLICACOES INTERESSANTES

2h2c? a? +b? + ¢
IR2> 242+ 2 a >
ST ABOE © 9

3abc
= A4(ABCO) < .
( )_\/a2+b2—|—62

Agora usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, para as triplas (1,1, 1) e (a, b, ¢),

segue que:

1 - V3
Va2 +b2+c2 a+b+c
3abc 3v/3abc
& < .
Va?+ b2 +c2 a+b+tec

a+b+c<V3vVaZ+ b+ 2 s

Portanto,
3ab 9ab
4(ABC) < D¢ o 4/3(ABC) < 2
VR a+bte
como queriamos demonstrar. L]

Exemplo 3.2.25. Sejam a, b, e ¢ os comprimentos dos lados do tridngulo e (ABC') a

medida da sua drea. Prove que
4V3(ABC) < 3Va2b2c2.

Solucao:

Vamos usar o exercicio anterior e a desigualdade MG-MH.

3 3ab 9ab
vab.ac.be = vV a2b2c2 > - T = ave = ave < 3vVa2b2c2.
%—i‘a}-i‘% a+b-+c a+b+c

Utilizando o resultado da questao anterior, temos:

4V3(ABC) < _dabe < 3V a2b2c2.
a+b+c

Portanto, 4\/§(ABC’ ) < 3va2b2c?, que é o resultado desejado.
Exemplo 3.2.26. (APMO, 1996) Sejam a, b e c os comprimentos dos lados do

tridngulo. Prove que

Va+b—c+Vb+c—a+vVe+a—b<a+Vb+ /e
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CAPITULO 3. ALGUMAS APLICACOES INTERESSANTES

Solucao:
Definindoa =y + z,b = 2 + x, c = x + y, podemos deduzir que a + b — ¢ = 2z,

b+ c—a=2x,c+ a— b= 2y. Entdo, a desigualdade original € equivalente a:

V2r+2u+ V22 <Vr+y+Vy+z+vVz+a.
Observe que

VIZVIT VI AVZE V222
V22 + /2y + V22 = x; Yy y; © 4 Z; L

Agora aplicaremos a desigualdade MA-MQ

mwz—y<\/<¢w+wz—y>2
2 - 2

= VT ty,

m;mg\ﬁng(m?m,

=\z+x.

V24V _ \/(\/%)M(\/%)Q
2 - 2

Adicionando as desigualdades acima, obtemos:

V2 + 2y + V22 <V +y+Vy+z+vVz+x.

Portanto,

Va+b—c+Vb+c—a+vVeta—b<Va+Vb+ /e

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, z = y = z, isto €, se e somente se,

a=b=c.

Exemplo 3.2.27. Considere a, b e c os lados do tridngulo e p é semiperimetro, ou
seja, p = %b“ Prove as seguintes afirmacoes:
1. 3(bc + ca+ab) < (a+b+ c)? < (bc+ ca + ab),
2 1,1, 1
2 e Setpte

A igualdade ocorre se, e somente se, no triangulo equildtero.
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Solucao:

1. Pela desigualdade MA-MG, sabemos que:
2bc < b + &,
2ca < ¢ + a2,
2ab < a® + b°.

Adicionando as desigualdades e adicionando 2ab + 2ac + 2bc nos dois membros,

obtemos:
3(ab+ ac +be) < (a+ b+ )%
A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Como a, b e c sdo lados de um triangulo, entao
b—c|<a, |c—al<b, |a—0b|<c.
Equivalentemente,
(b—c)? <a® (c—a)P<b? (a—b?*<c’
Adicionando membro a membro essas desigualdades, segue que:
a? + b* 4 ¢ < 2(ab + ac + be).

Logo,
a® 4+ b* 4 2 < 4(ab + ac + be).

2. Usando a desigualdade 2 + y? + ¢ > 2y + 22 + yz. Fazendo x = be, y = ca

e z = ab, entao:
(be)? + (ca)® + (ab)?* > (ca)(ab) + (ab)(bc) + (bc)(ca).

Dividindo a desigualdade por aibc segue que:

1+1+1>1+1+1_2p
a? b2 2 " be ca ab abc
Portanto,
w1 1
it e il

1
abc — a? b2 +?'

O que mostra que a desigualdade € valida.
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Exemplo 3.2.28. Sejam «, (5 e v as medidas do dngulos internos de um dado

tridngulo. Mostre que sdo verdadeiras a seguintes desigualdades:
3
1. cosa+ cosf + cosy < 3

1
2. cosa - cosf3 - cosy < 3

o2
IN

3. COS% + cosg + cos %g

a B, ol
4. COS5 - OS5 - COSy

IA

3V3
8
Solucao:

1. Uma vez que o + 8 = m — 7y segue que

cosy = —cos(a + ) = —cosacosf + senasen.

Portanto,

3 — 2(cosa + cosf + cosy) = 3 — 2(cosa + cosfS — cosacosf + senasenf)
= sen’a + senQB — 2senasenf3 + 1+ cos*a
+ c0s* 8 — 2cosa — 2c08 8 + 2cosacosB

= (sena — senf3)* + (1 — cosar — cos3)* > 0,

que € equivalente a
cosa + cosf3 + cosy <

[\LR GV

2. Sendo cos(a + ) = —cosy

Temos

1
cosa - cosf3 - cosy = é(cos(oz + B) + cos(a — B))cosy
2

1 1
= 5(005(04 — ) — cosy)cosy = Qcos(oz — B)cosy — CO; il
1 - B)\’ 2(a —
— oy — cos(av — f3) L co8 (v — P)
2 8
20y —
< Cos (v — P) < 1
- 8 -8
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3. Desde que a, 3,y € (0, 7), segue que /2, 3/2,~v/2 € (0,7/2).
A funcdo f : R — R, dada por f(x) = cosx é concava no intervalo (0, 7/2).
(pois nesse intervalo, f”(z) < 0). Pela desigualdade Jensen, temos:

cos%+cos§+cos%< a+fB+y 7w 3
2 < cos——p—— = o5 = —-,

ou seja,
Qo 7y 3v3
— = L< 22
0032 +cos2 -|—0032 <

4. Desde que o, 8,7 € (0, 7) segue-se que /2, 3/2,~v/2 € (0,7/2), isto é

cosa, cos 3, cosy > 0,

Pela desigualdade MA-MG, segue que:
\3/ a B _ cos$ + cosS + cosy (3) /3
2

coS—coS—cos— < <
2 2 2 3

Y

Portanto,
o I} y 3v3
COS— - cOS— + cOS— < ——.
2 2 2 8
Exemplo 3.2.29. Sejam a, b e c niimeros reais tal que abc > 1. Prove a desigualdade

l1+a 14b 1+4c¢

e T T T Tt
Solucao:
Temos
14a 146 1+4c
a+b+c—

1+b 1l+c l+a
1 1+b 1
(1o (1o ) (14— ) 3
1+b I+c 1 +a

:(L+@<1—T%E>+(L+m(1—T%;>+(L+@<1—1ia)—3

(1+a)b (1+bc (1+c)a
+ + -
1+ 1+c 1+a
Z3\3/(1—|—a)b.(1—|—b)c‘(1—|—c)a_3
1+0 I+c l1+a
=3Vabc—3>0 (abc>1).

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b =c = 1.

3
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Exemplo 3.2.30. Sejam x, y e z niimeros reais e positivos. Mostre que

6 y6 26

_\/_ VRN

x+y+z

Solucao:
Fazendo a = \/x, b= VY € c¢=,/y,substituindo na desigualdade ficaremos

com:
(CLIO —|—b10 —f—Clo)CLbC < CL13 —|—b13 —f—Clg.

Mas ocorre que

a3 3 13

3<1€/a13+b13+013>

3<1<,/a13+b13+013> < a13+bl3+cl3>3
3

3<\0/alo+b10—|—cm> a+b+c>

> (@' + b1 4 1) (Vabe)?
(a'® + b + ' Nabe.

1V

Portanto,

6 y6 26

VARV RN

x—l—y+z

3.3 Desigualdades e criatividade

Para finalizar o nosso trabalho, vamos apresentar uma se¢ao final, onde mostraremos
alguns problemas envolvendo desigualdades cuja solu¢do ndo precisa necessariamente
utilizar as desigualdades classicas que apresentamos ao longo do nosso texto. A

principal arma atacar os problemas dessa se¢do € a criatividade.
Exemplo 3.3.1. Sejam a, b, c € R. Prove que
a2+ b+ > ab+be+ ca.
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Solucao:
Uma vez que (a — b)? + (b — ¢)® + (¢ — a)* > 0, segue que:

2(a®> + b +c*) > 2(ab+bc+ca) < a®+ b+ > ab+ be+ ca.
Note que a igualdade ocorre se, e somente se, a = b = c.

Exemplo 3.3.2. Sejam x,y, 2z > 0 niimeros reais tal que x + y + z = 1. Prove que

V6z +1++/6y+1+62+1<3V3
Solucao:

Denotando v/6x + 1 = a, /6y + 1 = b, /62 4+ 1 = ¢, segue que:

A+ +cF=6(x+y+2)+3=09.
Portanto,

(a+b+c)? <3+ +)=2T=a+b+c<3V3.

Exemplo 3.3.3. (Vasile Cirtoaje, Micea Lascu) Sejam a, b e c niimeros reais positivos

de modo que abc = 1. Prove que

3 6
1 > .
+a+b+c — ab+ac+ be
Solucao:
Faca r = %, Y = %, z = %, e observe que zyz = 1. A desigualdade € equivalente a

3 6
>

1+ > :
Y +yz+zr r+y-+=z

Por outro lado, (z + y + 2)* > 3(zy + yz + zx). Assim,

3 9
> 1+ :
xy + yz + 2x (x+y+ 2)?
Entao € suficiente provar que

9 6
1+ > :
(x4+y+2)?  x4+y+z
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A ultima desigualdade € equivalente a

2
(bL) >0,
rT+y+z

o que é evidentemente verdadeiro, pelo fato do quadrado de um ntiimero real ndo ser

negativo.

Exemplo 3.3.4. (Czech and Slovak Republics, 2005) Sejam a, b e c niimeros positivos

que satisfaz abc = 1. Prove que

a b c 3
@+ DO+ D+  etrDat) -4
Solucao:
Note que
a b c

C(a+1)(b+1)(c+1) -2
 (a+D(b+1)(c+1)

2
:1_(a+1)(b+1)(c+1)

>

»Jklw

Se, e somente se (a + 1)(b+ 1)(c+ 1) > 8, e esta ultima desigualdade segue imedia-
tamente da desigualdade (25) (281) (<) > avby/c = 1.

Exemplo 3.3.5. Sejam a, b, c e d niimeros reais e positivos tal que a +b+c+d = 4.
Prove a desigualdade
1 1 1 1

> 2.
a2+1+b2—|—1+02+1+d2+1_
Solucao:
Temos
1 a? a? a
=1- >1——=1-—.
a2+ 1 a? 41 2a 2
Da mesma forma temos
1 51 b 1 -1 c 1 >d
— = —— e —.
2+1— 27 c2+1~ 2 d?+1 -2
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Depois de adicionar essas desigualdades obtemos:

1 1 1 1 a+b+c+d
>4 — =4-2=2
a2—|—1+b2—|—1+02—|—1+d2—|—1_ 2 ’

ou seja,

1 1 1

>
a2—|—1+b2—|—1+02—|—1+d2—|—1_

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b =c = 1.

2.

Exemplo 3.3.6. Sejam a, b e c trés niimeros reais positivos distintos. Prove a desi-

a b c
\/ + 4/ + > 2.
b+ c c+a a—+b
Solucao:

Mostraremos que /35 > - fglc, para todo a,b,c € Rt

a 2a a 2a 2
> ~= >
b+c a+b+c b+c  \a+b+c

S (a+b+c)>4dalb+c) e (b+c—a)* >0,

gualdade

Temos:

ocorrendo igualdade se, e somente se, a = b + c.

Semelhantemente

[ b 2b c 2¢
> e > .
c+a " a+b+c a+b " a+b+c
a_ [ b N c 22(a—|—b—|—c):2
b+c c+a a+b a+b+c

Ocorre a igualdade se, e somente se,a = b+c,b=a+c,c=a+Db,istoé,a =b = c,

Logo,

o que € impossivel. Entdo temos uma desigualdade estrita, isto €,

a /b c
+ + > 2.
\/b+c c+a a+b
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Como ja mencionamos anteriormente, o assunto nao tem fim. A variabilidade de ideias
€ infinita. O nosso propdsito aqui foi apenas introdutorio com o objetivo principal de
introduzir o leitor iniciante no assunto. Esperamos que tenhamos conseguido plantar
no leitor o interesse pelo assunto. E se tivermos conseguido atingir esse objetivo
convidamos o leitor a prosseguir essa agradavel viagem na vasta lista de referéncias
existente em diversas linguas. H4 uma lista dessas principais referéncias na nossa

bibliografia que se encontra no final do nosso trabalho.
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Consideracoes Finais

No decorrer desse trabalho apresentamos resultados importantes sobre desigualdades
elementares e a sua importancia em algumas aplicagcoes. A primeira coisa que fizemos
foi apresentar as definicoes de médias e em seguida provamos as desigualdades entre
as médias: aritmética, geométrica, harmonica, quadratica e poténcia; trazendo uma
bela demonstracao de George Polya da desigualdade entre as médias aritmética e
geométrica. Outras desigualdades como: Cauchy-Schwarz, Bernoulli, lema poderoso,
Jensen e muitas outras. Na geometria e trigonometria mostramos a desigualdade de
Euler e Leibniz. Além disso, apresentamos diversos problemas que foram resolvidos
usando apenas a com as ferramentas desenvolvidas ao longo do texto. Por fim
mostramos alguns problemas envolvendo desigualdades cujo principal ingrediente
para a solucgdo € criatividade.

Esse trabalho foi fruto da pesquisa de varios livros e artigos cientificos dedicados
a esse tema, para que, dessa forma, possamos contribuir para os diversos niveis de
ensino, agregando-se a pouca bibliografia em Lingua Portuguesa existente na area do

nosso pais.
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