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RESUMO

UENO, F. M. Eventos temporais: uma forma interessante de aprender probabilidade. 2019.
126 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2019.

A contextualizacdo de eventos proximos da realidade dos alunos aliada a utilizacao da informética
como ferramenta auxiliar no aprendizado da probabilidade, pode ser um dos caminhos para
a melhoria do ensino de Matematica. Assim, este trabalho buscou a modelagem matematica
de eventos temporais do dia a dia dos alunos do ensino basico. A modelagem se baseou no
conceito de Cadeias de Markov e teve o objetivo de auxiliar o professor dos ensinos fundamental
e médio a introduzir o conceito de probabilidade. As aplicacdes das Cadeias de Markov
também possibilitam apresentar aos alunos dos ensinos médio e fundamental como a Matematica
pode resolver problemas do cotidiano. Para introduzir os conceitos de Cadeias de Markov
foi necessario uma revisao tedrica dos conceitos da teoria da probabilidade e os conceitos de
Cadeias de Markov foram estudados em literatura em lingua inglesa. Considerando o interesse
e curiosidade demonstrado pelos alunos em experiéncia prévia com o material, as atividades
mostraram-se muito eficientes. Espera-se que esse trabalho possa contribuir para a préatica

docente de outros professores.

Palavras-chave: Probabilidade, Processos estocasticos, Cadeia de Markov.






ABSTRACT

UENO, F. M. Temporal events: an interesting way to learn probability. 2019. 126 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

The contextualization of events close to the reality of the students allied to the use of information
technology as an auxiliary tool in the learning of probability, can be one of the ways to improve
the teaching of Mathematics. Thus, this paper sought the mathematical modeling of temporal
events from the daily of students of basic Education. The modeling was based on the concept of
Markov Chains and aimed to help the middle and high school teachers to introduce the concept
of probability. The applications of the Markov Chains also make it possible to present to the
students of the middle and high school teachings how Mathematics can solve daily problems. To
introduce the concepts of Markov Chains, a theoretical revision of the concepts of probability
theory was necessary and the concepts of Markov Chains were studied in literature in English
Language. Considering the interest and curiosity demonstrated by the students in previous
experience with the material, the activities were very efficient. It is hoped that this paper may

contribute to the teaching practice of other teachers.

Keywords: Probability, Stochastic Processes, Markov Chain.
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CAPITULO

INTRODUCAO

No ensino de Matemdtica muito se tem falado sobre a contextualizacdo dos conteudos,
mostrando aos alunos como a Matematica pode ser utilizada no dia a dia. Mas o que se percebe
muitas vezes é que a contextualizacdo utilizada foge completamente do cotidiano do aluno, ndo
sendo atraente e nem auxiliando o seu aprendizado. As aplicagdes e contextualizagdes apresen-
tadas nos livros didéticos sdo bem distantes da realidade dos alunos e portanto nao colaboram
para a melhora do aprendizado. Cada vez mais observamos eventos ou situacdes que evoluem ao
longo do tempo, que chamamos aqui de eventos temporais. Os eventos que aqui tratamos sao
aleatorios e ndo deterministicos, que se traduzem em uma Gtima oportunidade para a introduc¢do
do conceito de probabilidade. Neste trabalho escolhemos um tipo especifico de evento temporal,
que sdo as Cadeias de Markov.

As Cadeias de Markov podem auxiliar na contextualiza¢do de eventos e promover uma
melhora no aprendizado pois permitem a modelagem de situacdes cotidianas interessantes e
motivadoras mais proximas da realidade dos alunos. As Cadeias de Markov podem tanto modelar

situacOes temporais e prever algum comportamento futuro como auxiliar na tomada de decisao.

Este trabalho tem como objetivo utilizar a riqueza dos exemplos em que se podem usar
as Cadeias de Markov para introduzir conceitos de probabilidade nos ensinos fundamental e
principalmente no médio, ou seja, sugerir exemplos de situagdes-problema que possam ser

utilizados como motivadores no ensino da Probabilidade aos respectivos alunos.

1.1 Escolha do tema

A autor € formado em Ciéncias Contédbeis e fez uma complementacio pedagdgica para

poder lecionar como professor de Matemadtica. Deste modo a forma¢ao matemética ficou compro-
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metida, visto que muitos contetidos ndo foram vistos nos cursos de complementacao pedagdgica
e em Ciéncias Contdbeis. Quando o autor conheceu o Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT) viu uma oportunidade de ter um aperfeicoamento/formacgao de
qualidade que fosse possivel para professores da escola piblica. Ao iniciar o curso foram muitas
as dificuldades pois com a formagdo que o autor tinha era quase tudo novidade. O curso propiciou
uma grande melhora em todos os sentidos como professor, fazendo com que conhecesse novas

maneiras de pensar matemdticamente e também aprender matemdtica em um nivel mais elevado.

Uma das partes mais importantes do mestrado foi a intera¢do entre os colegas e os
professores do PROFMAT, pois essa troca de experiéncias foi muito enriquecedora e também de
um grande aprendizado profissional. Dentre as conversas entre os colegas do mestrado o que
chamou a aten¢do foi que a maioria comentou que o ensino da probabilidade no ensino bésico é
bastante dificil. Ao refletir sobre 0 modo como normalmente o assunto € ensinado, por meio de
formulas, vemos que a resolucdo dos problemas € bastante mecénica. Essa prética dificulta o
entendimento de alunos e professores. Assim, uma das motivagdes pessoais foi aprender mais

sobre probabilidade para oferecer um ensino de melhor qualidade.

Inicialmente a ideia era pesquisar sobre questdes interessantes e motivadoras sobre
probabilidade e também relacionar com um site que permite auxiliar os alunos por meio de
questdes como se fosse um jogo. Mas durante as pesquisas o0 autor conheceu 0s processos
estocdsticos, mais precisamente as Cadeias de Markov e entdo buscamos mais informacdes e
direcionamos este trabalho para aplicar as Cadeias de Markov como uma forma de introduzir

conceitos de probabilidade condicional aos alunos do ensino fundamental e do ensino médio.

1.2 Contexto histoérico

Vamos conhecer um pouco sobre a histéria de Andrey Markov de acordo com Britannica
(2018) o matematico russo Andrey Andreyevich Markov (1856-1922) ajudou a desenvolver a
teoria dos processos estocasticos, especialmente as chamadas Cadeias de Markov. Baseado no
estudo da probabilidade de eventos mutuamente dependentes, seu trabalho foi desenvolvido e

amplamente aplicado nas ciéncias bioldgicas e sociais.

Em 1886 tornou-se professor na univeridade de Sao Peterburgo e membro da Academia
Russa de Ciéncias em 1896. Embora tenha se aposentado oficialmente em 1905, ele continuou a

ensinar probabilidade na universidade até praticamente sua morte.

Enquanto seu trabalho inicial foi dedicado a teoria dos nimeros e andlise, apés 1900, ele
foi principalmente ocupado com a teoria da probabilidade. Em 1908, Markov conseguiu provar
um resultado geral para o Teorema Central do Limite (TCL) usando o método de seu orientador

Parnuty Chebyshev. Enquanto trabalhava com este problema, ele estendeu tanto a lei dos grandes
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nimeoros quanto o Teorema Central do Limite para certas varidveis aleatdrias dependentes que
hoje sdo conhecidas como Cadeias de Markov,que tem intiimeras aplicagOes em dreas como a

fisica moderna e modelagem de precos no mercado de acdes.

1.3 Curriculo Oficial

Em relacdo a contextualizac@o de situacdes-problema, de acordo com a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC)

No Ensino Médio, os estudantes devem desenvolver e mobilizar habili-
dades que servirdo para resolver problemas ao longo de sua vida; por
i8s0, as situacdes propostas devem ter significado real para eles. Nesse
sentido, os problemas cotidianos t€m papel fundamental na escola para o
aprendizado e a aplicacdo de conceitos mateméticos, considerando que o
cotidiano ndo se refere apenas as atividades do dia a dia dos estudantes,
mas também as questdes da comunidade mais ampla e do mundo do
trabalho. (BRASIL, 2017, p.527)

O uso de tecnologia como calculadoras, internet e computadores facilita o aprendizado
conforme a Base Nacional Comum Curricular

Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudan-
tes aprofundar sua participagdo ativa nesse processo de resolucdo de
problemas. S@o alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de
aprendizagens que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente,
formular e testar conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir
argumentacdes. (BRASIL, 2017, p.528)

De acordo com as Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros Curricula-
res Nacionais (PCN+) "as calculadoras e o computador ganham importancia como instrumentos
que permitem a abordagem de problemas com dados reais ao mesmo tempo que o aluno pode
ter a oportunidade de se familiarizar com as maquinas e os softwares"(BRASIL, 2002, p.127).
Ainda de acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo

A educacio tecnoldgica basica tem o sentido de preparar os alunos para
viver e conviver em um mundo no qual a tecnologia estd cada vez mais
presente, no qual a tarja magnética, o celular, o cédigo de barras e outros
tantos recursos digitais se incorporam velozmente a vida das pessoas,
qualquer que seja sua condi¢io socioecondmica."(SAO PAULO, 2011,
p-22)

Conforme as Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN+)as habilidades e competéncias a serem desenvolvidas em relag@o a probabili-
dade
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e Reconhecer o cardter aleatdrio de fendmenos e eventos naturais, cientifico-
tecnoldgicos ou sociais, compreendendo o significado e a importincia
da probabilidade como meio de prever resultados.

e Quantificar e fazer previsdes em situacdes aplicadas a diferentes areas
do conhecimento e da vida cotidiana que envolvam o pensamento proba-
bilistico.

e Identificar em diferentes dreas cientificas e outras atividades préticas
modelos e problemas que fazem uso de estatisticas e probabilidades
(BRASIL, 2002, p.127-128)

1.4 A estruturacao deste trabalho

Para introduzir o conceito de Cadeias de Markov precisamos de um embasamento
tedrico sobre espaco de probabilidade. Assim, no Capitulo 2, trabalharemos toda a parte tedrica,
buscando retomar os principais conceitos da teoria de probabilidade que serdo importantes
para o desenvolvimento deste trabalho. Comecaremos na sec¢do 2.1, com os conceitos basicos
necessdrios para a definicdo axiomadtica da probabilidade . Iremos falar sobre probabilidade
na seccao 2.2, na sec¢do 2.3 falaremos sobre a probabilidade condicional, na sec¢do 2.4 o
assunto serdo eventos independentes, na sec¢do 2.5 discutiremos sobre varidveis aleatdrias e na
seccdo 2.6 comentaremos sobre vetores aleatorios que utilizaremos na defini¢cao de Cadeia de
Markov. Na ultima secdo, 2.7, apresentamos 0s processos estocdsticos e na subseccdo 2.7.1 as
Cadeias de Markov. Na subseccdo 2.7.2 apresentamos as classifcacdes de estados e cadeias; na
subsecc¢do 2.7.3 falaremos sobre as distribuicdes de equilibrio e, finalizando, na subseccao 2.7.4

discutiremos a existéncia e unicidade das distribuicdes de equilibrio.

No capitulo 3 apresentaremos sugestdes de planos de aula com situacdes-problema que
envolvem eventos temporais que podem ser modelados segundo as Cadeias de Markov e assim,
introduzir os conceitos de probabilidade contextualizadas com a realidade dos alunos, pois de
acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM),

Uma das grandes competéncias propostas pelos PCNEM diz respeito
a contextualizacdo sécio-cultural como forma de aproximar o aluno
da realidade e fazé-lo vivenciar situagdes proximas que lhe permitam
reconhecer a diversidade que o cerca e reconhecer-se como individuo
capaz de ler e atuar nesta realidade. A Matemadtica do ensino médio
pode ser determinante para a leitura das informagdes que circulam na
midia e em outras dreas do conhecimento na forma de tabelas, graficos
e informagdes de caréter estatistico. Contudo, espera-se do aluno nessa
fase da escolaridade que ultrapasse a leitura de informacoes e reflita mais
criticamente sobre seus significados. Assim, o tema proposto deve ir além
da simples descri¢do e representacdo de dados, atingindo a investigacao
sobre esses dados e a tomada de decisdes (BRASIL, 2002, p.126).

Ja de acordo com a Secretaria de Educacdo Basica do Ministério da Educacao,
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Os conceitos mateméticos que dizem respeito a conjuntos finitos de
dados ganham também papel de destaque para as Ciéncias Humanas e
para o cidaddo comum, que se v€ imerso numa enorme quantidade de in-
formagdes de natureza estatistica ou probabilistica. No tratamento desses
temas, a midia, as calculadoras e o computadores adquirem importancia
natural como recursos que permitem a abordagem de problemas com
dados reais e requerem habilidades de selecdo e andlise de informagdes
(BRASIL, 2006, p.45).

Ao pesquisar dissertagdes ja publicadas, verificamos que existem vadrios trabalhos que
utilizaram as Cadeias de Markov para serem aplicadas ao Ensino Médio. Podemos citar os
trabalhos de Manoel (2016) e Junior (2014) que utilizaram exemplos de previsdo dos resultados
de uma partida de futebol, o trabalho de Delatorre (2016) que fala da importincia da contextuali-
zagdo para o aprendizado de matematica e os trabalhos de Castro (2015) e Magela (2015) que
utilizaram exemplos relacionados a previsao do tempo. Apresentaremos neste trabalho planos de
aulas com 4 atividades que envolvem situagdes problema que estio relacionadas ao contexto do
dia a dia dos alunos, como: o futebol, calculando a probabilidade de um jogador fazer o gol na
cobranga de pénaltis; previsao do tempo; previsao da qualidade da dgua das praias préprias e

improprias para o banho e a preferéncia de compra de uma marca de celular.

Os planos de aulas poderao ser bastante motivadores aos alunos e professores do ensino
médio e fundamental, além de utilizar conceitos que envolvem probabilidades e também conteu-
dos como matrizes. Para facilitar os célculos utilizaremos o site Calculadora de Matrizes, pois
segundo o Curriculo do Estado de Sao Paulo,

Reiteramos que um novo Curriculo deve estar especialmente atento a
incorporacao critica dos indmeros recursos tecnolégicos disponiveis para
a representacdo de dados e o tratamento de informacgdes na busca de
transformaco em conhecimento (SAO PAULO, 2011, p.30).

No final do trabalho apresentaremos as consideragdes finais. Esperamos que este trabalho
possa motivar e incentivar alunos e professores a buscarem novas maneiras de aprendizagem da

Matematica e também contribuir para a formag¢do continuada dos professores.
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CAPITULO

FUNDAMENTACAO TEORICA

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos e defini¢cdes utilizados na area de Pro-
babilidade que serdo necessdrios para a compreensao deste trabalho. A ideia deste capitulo é
apresentar os conceitos de Probabilidade, Varidveis Aleatdrias e Processos Estocdsticos para
compreender as Cadeias de Markov, o principal objeto matemético deste trabalho. Os conceitos
sdo apresentados de maneira acessiveis aos professores de matemdtica do ensino bdsico, contri-
buindo para suas aulas, seu aperfeicoamento e formacgao continuada. As referéncia utilizadas nas
seccoes 2.1 a 2.6 sao Dantas (2004), Ross (2010) e Morgado e Carvalho (2013). Na seccdo 2.7

utilizamos como referéncia Durrett (2009) e Grinstead e Snell (2006).

2.1 Conceitos iniciais

Iniciaremos esta se¢do com os conceitos necessarios para a defini¢cdo axiomatica da
Probabilidade. Nao utilizaremos referéncias em exemplos mais comuns utilizados na érea, tais

como lancamento de moedas, lancamentos de dados ou retirar bolas de urnas.

2.1.1 Conjuntos

O conceito de conjunto é fundamental e primitivo na matematica. De acordo com (LIMA,
2013, p.2), "um conjunto € formado por elementos", ou seja, € uma colecdo de elementos. A
representacdo de um conjunto € feito por letra maiuscula (A, B, C, por exemplo) e seus elementos
sdo representados por letras minusculas (a, b, ¢, por exemplo), e sdo separados por virgulas e
colocados entre chaves ({...}). Por exemplo, o conjunto A que contém os elementos 0, 1,2 e 5 é
A={0, 1,2, 5}.

A relagdo entre um elemento e um conjunto é chamada de pertinéncia, representada pelos
simbolos € (pertence) e ¢ (ndo pertence). O conjunto vazio é representado pelos simbolos @ ou {

}, e € o conjunto que ndo possui elementos. O conjunto universo representado pela letra U é um
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conjunto arbitrario que contém os elementos de interesse. Se todo elemento do conjunto A for
também elemento do conjunto B, dizemos que A é um subconjunto de B e a notacio matemadtica

usada é A C B. Apresentamos a seguir outras relacdes entre conjuntos.

e A=B&ACB e BCA.

e Sendo A e B dois conjuntos, temos que a unido entre eles, AUB, € o conjunto dos elementos
que pertencem a pelo menos um deles, representado pelo diagrama de Venn da Figura 2,

onde a regido azul corresponde a A UB.

Figura 1 — Diagrama de Venn de AUB

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Sendo A e B dois conjuntos, temos que a intersec¢ao entre eles, AN B, é o conjunto dos
elementos que pertencem ao mesmo tempo ao conjunto A e ao conjunto B, representado
pelo diagrama de Venn da Figura 3, onde a regido azul corresponde a A N B.

Figura 2 — Diagrama de Venn de AN B

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Sendo A um conjunto, temos que A“ é chamado de conjunto complementar de A, e nenhum
de seus elementos pertence ao conjunto A, representado pelo diagrama de Venn da Figura

4, onde a regido azul corresponde a A°.

e Sendo A e B dois conjuntos, a diferenca entre eles, A — B, é o conjunto dos elementos
que pertencem ao conjunto A, mas nao pertencem ao conjunto B. Podemos escrever que

A —B =ANB°. No diagrama de Venn da Figura 5 a regido azul representa A — B.
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Figura 3 — Diagrama de Venn A€

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4 — Diagrama de Vennde A — B =ANB°

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Dois conjuntos, A e B, que nao possuem elementos em comum, sdo chamados de conjuntos
disjuntos ou mutualmente exclusivos. A interseccdo entre A e B é o conjunto vazio, e

podemos escrever AN B = () e representar com o diagrama de Venn da Figura 6.

Figura 5 — Diagrama de Venn de ANB = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

e SejaAj,A;,... uma sequéncia infinita de conjuntos, o conjunto dos elementos que perten-

cem ao mesmo tempo a todos os Ay, A, ... serd representado por (= A; = A1 NA2N...

e SejaAq,A;,... uma sequéncia infinita de conjuntos, o conjunto dos elementos que perten-

cem a pelo menos um dos conjuntos A, A», ... serd representado por (J;—; Ai =A1 UA U....
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2.1.2 Experimento aleatorio e espaco amostral

Os experimentos aleatdrios sdo experimentos que quando repetidos nas mesmas condi-

coes podem apresentar resultados diferentes.

Definicao 1. O espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis de um experi-

mento aleatdrio e representamos pela letra €.

Os subconjuntos de £ sdo chamados de eventos. Caso esse subconjunto seja formado

apenas por um elemento, serd chamado de evento elementar.

Exemplo 1. Ao lancar um dado e observar o nimero que aparece na face superior, o espago
amostral é Q={1,2,3,4,5,6}.

A seguir apresentaremos algumas propriedades que relacionem eventos e espago amostral.

Sejam A e B eventos,

o Q°=0.

o (QUA)=Q.
o (QNA)=A.
o (AUA) =Q.

Leis de Morgan 1: (AUB)¢ = AN B°.

Leis de Morgan 2: (ANB)¢ = A°UB°.

2.2 Probabilidade

Nesta secdo abordaremos a definicdo axiomadtica da probabilidade e algumas considera-
¢Oes sobre a chamada "abordagem cléssica"da probabilidade usada frequentemente no Ensino
Meédio. A definicdo axiomatica da probabilidade € importante pois sem ela ndo existiria a Teoria
da Probabilidade como é conhecida hoje. Nos livros didaticos e apostilas do Ensino Médio os
axiomas da probabilidade sdo mencionados como propriedades da probabilidade, como por
exemplo os livros didaticos de Dante (2013), Balestri (2016) e Garcia (2016).

2.2.1 Definicao Axiomatica da Probabilidade

Para podermos definir a probabilidade por meio de axiomas € necessario a compreensao

de alguns conceitos que apresentaremos a seguir.

Definicao 2. Chamamos de o-algebra de eventos de Q, uma cole¢do ndo vazia de subconjuntos

de um espaco amostral Q representada por o ,que satisfaz as seguintes propriedades:
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1. Qe «;
2. Se A € o/, entdo A€ € o7

3. Se A1,A2,A3,... € &/ entdo |, Ay € .

Para os exemplos que serdo abordados neste trabalho, onde o Q € finito, a o- dlgebra
usada € o conjunto das partes de 2, que € o conjunto de todos os subconjuntos de Q. Represen-
tamos o conjunto das partes por & (Q). Vamos verificar se o conjunto das partes de Q realmente

satisfaz as propriedades da o-algebra,

(i) Como Q € Z(Q), entdo Z(Q) satisfaz a propriedade 1.

(ii) Para qualquer A € &(Q), temos que A° € Z(Q), pois A° C Q, portanto & (Q) satisfaz a
propriedade 2.

(iii) A unido de quaisquer eventos de Q estd em 2 (Q), portanto & (Q) satisfaz a propriedade
3.

Como as 3 propriedades da o-dlgebra foram satisfeitas, concluimos que &?(Q), é uma c-dlgebra
de Q.

Exemplo 2. Dado o espaco amostral Q = {a,b,c}, o conjunto das partes de Q serd a c-dlgebra

2(Q) = {{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},Q,0}.

Exemplo 3. Seja o experimento aleatério "lancamento de um dado de 6 faces". O espaco
amostral ¢ Q = {1,2,3,4,5,6}. O conjunto das partes de Q ¢é

Z2Q)={{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1.2}, {13}, {14}, {15}, {1,6}, {2,3}, {24}, {2,5},
{2,6}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,2,6}, {1,3,4},
{1,3,5}, {1,3,6}, {1,4,5}, {1,4,6}, {1,5,6}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,3,6}, {2,4,5}, {2,4,6}, {3,4,5},
{3,4,6}, {3,5,6}, {4,5,6}, {3,5,6}, {3,4,5,6}, {2.,4,5,6}, {2,3,5,6}, {2,3,4,6}, {2,3,4,5}, {1,4,5,6},
{1,3,5,6}, {1,3,4,6}, {1,3,4,5}, {1,2,5,6}, {1,2,4,6}, {1,2,4,5}, {1,2,3,6}, {1,2,3,5}, {1,2,3,6},
{2,3,4,5,6}, {1,3,4,5,6}, {1,2,4,5,6}, {1,2,3,5,6}, {1,2,3,4,6}, {1,2,3,4,5},0,Q}

Exemplo 4. Dado o espaco amostral Q = {x,y,z} e &/ = {0,Q,{x},{y,z}} vamos verificar se
</ € uma o —algebra, ou seja, verificaremos as 3 propriedades que definem a o —algebra,

e Como Q € o7, entdo, o7 satisfaz a propriedade 1.

e Como Q=0ec .o, 0°=Qec o, {x}={yz} € &, {y,z}¢ = {x} € &, portanto, o/
satisfaz a propriedade 2.

e Como {x}U{y,z} =Qe o, {x}U0={x} e, {y,z}U0={y,z} € &/, AUD=A, para
VA € o e QUA € of, paratodo A C Q, assim, .o/ satisfaz a propriedade 3.
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portanto, <7 é uma o —algebra.

Exemplo 5. Dado o espago amostral Q = {x,y,z}, & = {0,Q, {x},{y},{x,z},{y,z}} vamos
verificar se &/ € uma o—algebra. Verificando novamente as 3 propriedades que definem uma

—algebra temos:

e Como Q € &7, entdo, o satisfaz a propriedade 1.

e ComoQ=0ed,0°=Qe, {x}*'={yzted, {y={xted, {H}'={xz}e€
o, {x,z}¢ ={y} € &7, assim, a propriedade 2 est4 satisfeita por <.

e Como {x}U{y} = {x,y} ¢ o7, entdo, o/ ndo satisfaz a propriedade 3.

assim, ./ ndo € uma o —algebra.

Definicao 3 (Definicdo axiomdtica da Probabilidade). A probabilidade é¢ uma funcio P, definida
em uma o-algebra (<), de um espago amostral Q que assume os valores no intervalo [0 ,1]

satisfazendo os seguintes axiomas:

Axioma 1 Para todo evento A de Q, 0 <P(A) < 1.
Axioma 2 P(Q) = 1.

Axioma 3 Para uma sequéncia infinita de eventos disjuntos, Aj,A5,... com A;NA; = 0 para

Vi # j temos que:

P(DA,) ZIP’ P(A1) +P(A2) +..
i=1

Vale observar que para uma sequéncia finita de eventos disjuntos, que faz mais sentido

para os espagos amostrais deste trabalho, que sdo finitos, temos que:
n
P (UA,-) ZIP’ P(A;) +P(A2) +...+P(A,)
i=1

Virias propriedades interessantes decorrem desta defini¢cdo, tais como

1. P(A°) = 1 —P(A)
Demonstracio: Como A°UA = Q, temos que P(A°UA) =P(Q). Pelo axioma 2 temos que
P(Q) = 1 e pelo axioma 3 temos que P(A°UA) =P(A¢) +P(A). Portanto P(A“) +P(A) =1
e finalmente P(A) =1 —P(A).

2. P(0) =0 onde 0 é o conjunto vazio
Demonstracdo: Temos que Q° =0, portanto P(Q°) =P(0). Pela propriedade demos-
trada anteriormente temos que P(Q¢) =1—-P(Q) eassim 1 —P(Q)=1P(0).
Como P(Q) = 1, pelo axioma 2 temos que P(0) = 0.
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3. ACB entio P(A) <P(B)
Demonstracao: Como A C B temos que B=AU(A°NB) e assim P(B) =P(AU
(A°NB)). Usando o axioma 3, pois AN (A°NB) = 0, temos que P(B) =P(A) +P(A°NB).
Pelo axioma 1 verificamos que P(A° N B) > 0 portanto P(A) < P(B). Podemos ver pelo
diagrama de Venn da Figura 7 que como A C B, entdo B=AU (A“NB).

Figura 6 — Diagrama de Vennde A C B

O

Fonte: Elaborada pelo autor.

4. P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)
Demonstracdo: Como AUB=AU(A°NB) temos P(AUB) =P(AU(A°NB)). Usando
o axioma 3 pois, AN (A°NB) = 0, temos que

P(AUB) =P(A)+P(A°NB) ().
Sendo B = (A°NB) U (ANB) temos P(B) = P((A°NB) U (AN B)). Como
(A°NB)N(ANB) =0,
pelo axioma 3 P(B) = P(A°NB)+P(ANB) e portanto
P(A°NB) =P(B)—P(ANB) (II).
Substituindo (II) em (I) vemos que P(A UB) = P(A) +P(B) — P(ANB). A Figura 8

Figura 7 — Diagrama de Venn de AU B

Fonte: Elaborada pelo autor.

representa o diagrama de Venn de A UB. Podemos ver que P(A) é representado no diagrama

pelas dreas das regides azul claro (A — B) e azul escuro (A N B), e P(B) é representado pelas
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dreas das regides azul escuro (AN B) e verde (B —A). Assim, P(A U B) sera representada
pela unido das areas das regides azul claro, azul escuro e verde, mas a probabilidade
de P(ANB) serd considerado duas vezes. Portanto, precisamos subtrair P(A N B) de
P(A) +P(B), conforme demostragdo.

2.2.2 Definicao axiomatica x abordagem '‘classica’’da probabilidade

A abordagem "cldssica"da probabilidade € a forma predominante de se calcular pro-
babilidade encontrada nos livros didéticos do ensino médio, onde o espaco amostral € finito e
também os eventos elementares sdo equiprovdveis. Mas afinal de contas do que difere e quais os
problemas que verificamos ao comparar a abordagem "cldssica"com a definicdo axiomatica da
probabilidade? Para responder vamos verificar o que diz a abordadem "cldssica"da probabilidade:
Seja  um espago amostral finito contendo m > 0 elementos, e A um evento de € contendo n
elementos. Aprendemos nos livros didéticos do Ensino Médio que P(A) é a probabilidade de
ocorrer o evento A que € calculada como a divisdao do nimero de elementos de A pelo nimero

de elementos de €, ou seja:
#A n
PA) = —=— 2.1
onde #A e #Q sdo respectivamente a quantidade de elementos de A e de Q.
Vamos verificarmos se a abordagem "cldssica"satisfaz os axiomas da probabilidade. Sejam m, n

e g respectivamente, as quantidades de elementos de Q, A e B, assim temos que,

1. A é um evento de Q com n elementos e n > 0 entdo, P(A) > 0, portanto a "abordagem

classica"satisfaz o Axioma 1 da probabilidade.

2. SeA=Q, entdo, #Q=#A=m,portantoP(Q) = =1 comm >0, assim, a "abordagem
cldssica"segue o Axioma 2 da probabilidade.

3. Se A e B forem eventos disjuntos, temos que A UB = n+ ¢, entdo,

#{AUB} n+q n gq
#HOL  m —Z—FE—P(A)—HP’(B),

P(AUB) =
portanto, a "abordagem classica"satisfaz o Axioma 3 da probabilidade.

assim, verificamos que a "abordagem cldssica"satisfaz os axiomas da probabilidade.
E importante comentar que tipo de problema surge quando s6 temos em maos a "abordagem

classica",

e Se o0 espaco amostral £ nao for finito ndo conseguimos calcular a probabilidade usando
a abordagem "cldssica". Por exemplo ao verificar os pintinhos recém nascidos em uma
granja estamos interessados em machos (M) quando as aves sdo para corte e fémeas (F)

quando as aves s@o para botar ovos. Consideremos o experimento aleatdrio "selecionar
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pintinhos recém-nascidos em machos e fémeas"e o evento A ="encontrar a primeira
fémea". O espago amostral serd Q = {F,MF,MMF,MMMF,....MM... MMF, ...} ou seja,
€ um conjunto com um nimero infinito de elementos e portanto ndo se aplica a abordagem
"cldssica"da probabilidade neste caso. Uma justificativa para este impedimento seria o fato
de o espaco amostral ser infinito implica que a somatdria da probabilidade dos infinitos
eventos terd que ser 1(Axioma 2 da Defini¢do 3). Mas a )~ P(A,) > 1, ou seja, a

somatoria da probabilidade dos infinitos eventos serd sempre maior que 1.

e Se o espaco amostral Q for finito mas os eventos elementares ndo forem equiprovaveis
também ndo poderemos aplicar a abordagem "cldssica"da probabilidade. Por exemplo,
vamos considerar um dado viciado de 6 faces (Q = {1,2,3,4,5,6}), onde a probabilidade
de sair nimero par é 1/3 (P({2}) =P({4}) =P({6}) = 1/9) e sair nimero impar é 2/3
(P({1}) =P({3}) =P({5}) = 2/9). Considere A o evento "sair niimero primo"(A =
{2,3,5}). Usando a "abordagem cldssica"para calcular a probabilidade de A temos que,

#A 3 1
]P) = —= = = —
(4) #Q 6 2’
mas pelo axioma 3 da probabilidade temos que,
1 2 2
P(4) = P({2} U {3}U{5) =P({2) + P({3) + P(SH = 5 + 5 +5 = 3
portanto, quando os eventos elementares ndo forem equiprovéveis ndo se aplica a "abordagem

classica"da probabilidade.

2.3 Probabilidade Condicional

A probabilidade de um evento ocorrer sabendo que um outro evento ocorreu € a idéia
inicial de probabilidade condicional. Para pensarmos a respeito da probabilidade condicional

podemos verificar a seguinte situagao.

Exemplo 6. Considere o langcamento de um dado honesto de 6 faces e o evento B = "sair face
4". O espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6} e a probabilidade P(B) = % = %, onde #B é a
quantidade de elementos de B e #Q € a quantidade de elementos de 2. Mas se fosse fornecida
uma informagdo adicional como, por exemplo, "ndo saiu a face 3", representado pelo evento
A, entdo a probabilidade de ocorréncia do evento B seria % visto que essa informacao altera o
espaco amostral original que passa a ser Q" = {1,2,4,5,6}. Esse exemplo nos dd uma intui¢do

para a definicdo de probabilidade condicional.

Definicao 4. Sejam (Q,.<7,[P) um espaco de probabilidade, A e B dois eventos de Q com
P(A) # 0. A probabilidade condicional de ocorrer B sabendo que o evento A aconteceu e que

denotamos por P(B|A), é dada por:

P(ANB)

PBIA) = o

(2.2)
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Exemplo 7. Vamos calcular a probabilidade condicional do exemplo anterior usando a defini¢ao
4. Assim, B= {4} , A={1,2,4,5,6} e BNA = {4}. Portanto P(BNA) = 1/6 e assim a

probabilidade de B dado que o evento A ocorreu é:

_P(BNA) _1/6 1
P(BlA) = P(4)  5/6 5

E importante notar que a defini¢io de probabilidade condicional satisfaz os axiomas da

probabilidade conforme veremos a seguir:

P(BNA)
P(A)
a probabilidade condicional satisfaz o axioma 1 da probabilidade.
P(QNA P(A
e SejaA C Q,entdo P(QNA) =P(A), entdo P(QA) = (]P’(A) ) = IP’EA; = 1, portanto a
probabilidade condicional também satisfaz o axioma 2 da probabilidade.

e SejaA C Qtal que P(A) > 0, entdo P(BJA) = >0 pois P(BNA) >0 e assim,

e Supondo B e C eventos mutuamente exclusivos e A um evento ocorrido com P(A) > 0,

temos que;

P[(BUC)NA)]
P(A)
P[(BNA)U(CNA)]
P(A)
P(BNA)+P(CNA)
P(A)
P(BNA) P(CNA)
P(A) P(A)
= P(B|A) +P(ClA),

Pl(BUC)|A]

e assim, a probabilidade condicional satisfaz o axioma 3 da probabilidade.

Como consequéncia da definicdo de probabilidade condicional temos que:

P(ANB) = P(4)-P(BJA). (2.3)

Exemplo 8. Seja uma urna contendo 5 bolas brancas e 6 bolas amarelas. Retiramos sucessi-
vamente e sem reposicao 2 bolas e vamos calcular a probabilidade de ambas serem brancas.
Sejam os eventos B; = a primeira bola ser branca” e B, = "a segunda bola ser branca”. A pro-
babilidade que vamos calcular € a probabilidade de acontecer By N B,. Usando a férmula da

probabilidade condicional teremos:

5 4 2
P(Bl ﬂBz) = P(Bl).P(Bz|B1) = H . E — ﬁ

Neste exemplo podemos ver que, condicionando na informac¢do de que a primeira bola retirada é

branca, fica facil calcular a probabilidade da segunda bola ser branca, pois sabemos que nesta
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segunda retirada a urna tem 4 bolas brancas e 6 amarelas. De modo geral ¢ mais simples calcular

eventos futuros condicionados em eventos passados.

Exemplo 9. Voltando ao exemplo 8, vamos agora calcular a probabilidade da primeira bola

ser branca, sabendo que a segunda bola era branca. Sejam os eventos By = "a primeira bola

ser branca", A; = "a primeira bola ser amarela" e B = "a segunda bola ser branca". A
o : P(B1NB
probabilidade que queremos calcular é P(B)|B;), ou seja, P(B;|By) = W O valor
2
de P(ByNB;) ja foi calculado no exemplo anterior e vale —. Precisamos calcular o

valor da probabilidade da segunda bola ser branca, P(B,). Existem duas possibilidades para a
segunda bola ser branca, ou a primeira bola era branca ou a primeira bola era amarela. Assim, a

probabilidade P(B;) vai ser a probabilidade de ocorrer By e B ouA; e Bj:

]P)(Bz) = ]P[(Bl ﬂBz) U (Al ﬁBz)]
= P(B] ﬂBz) + ]P(A] ﬁBz)

2
= 11 + P(A1).P(By|Ay)

2 6 5 2 5
= =+ - —=—+ —=—,

¢ portanto temos,

2
P(BiNBy) 11 2
P(B1[B2) = —p s $=z
11

Exemplo 10. Retirando duas cartas de um baralho (52 cartas com 4 naipes e 13 cartas de cada
naipe) sem reposi¢do vamos calcular a probabilidade de sair duas cartas de ouros. Usaremos
O ="carta de ouros na primeira retirada "e O, = "carta de ouros na segunda retirada". A
probabilidade que queremos é P(O; N O;), ou seja,

13 12 1

P(O] ﬂOz) :P(Ol) .P(O”Oz) = 5 . ﬁ = ﬁ

2.3.1 Regra geral da multiplicacao

Seja (Q, .« ,P) um espago de probabilidade e Aj,A;,A3,...A, uma sequéncia de eventos
de Q entdo podemos calcular a probabilidade da intersec¢ao de n eventos A,A3,As,...A, por

meio de probabilidades condicionais sucessivas
]P(Al NAyNA3N... ﬂAn) = ]P’(A]).P(Az‘A]).]P)(Ag) ‘A] ﬁAz)...P(AnM] NAyN... ﬂAn_]). 2.4)

Para indicar ao leitor como chegar a essa equagdo vamos considerar os eventos A,A3,A3. A
probabilidade condicional de A3z dado que a intersec¢do A| e A, ocorreu €:

P((A1NA2) NA3)

P(A3|A1 ﬂAz) = P(Al ﬂAz) ,
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entao
P((A1NA2)NA3) =P(A3]A1NAL) - P(A1 NAy),
como
P(A1NAy) =P(Az]A1) - P(Ay),
temos que,

]P((A] ﬂAz) ﬂA3) = ]P)(A3|A] ﬂAz) -]P(A2|A1) 'IED(A]).

A demonstracdo para n eventos pode ser provada por indugao.

Exemplo 11. Retirando de um baralho trés cartas sem reposi¢cdo vamos calcular a probabilidade
de retirar trés cartas de espadas. Sejam os eventos E| = "carta de espadas na primeira retirada”,
E, = "carta de espadas na segunda retirada"e E3 = "carta de espadas na terceira retirada". A
probabilidade pedida é P(E| N E; N E3), ou seja,

P(ElﬂEzﬂE3) = P(El).IP)(E2|E1).IP)(E3|E1QE2)
13 12 11_ 11

52°51°50 850

2.4 Eventos independentes

Iniciaremos essa se¢do com um exemplo que pretende nos dar a ideia do que sdo eventos

independentes.

Exemplo 12. Ao lancarmos dois dados honestos de 6 faces, vamos considerar os seguintes
eventos A="sair a face 1 no primeiro dado"e B="sair uma face maior que 4 no segundo dado".

Observamos que:

o #(Q)=36;

A={(L1),(12), (13), (14), (1.5), (1,6)};

e B ={(1,5),(2,5), 3.5), (4.5), (5,5), (6,5), (1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5.6), (6,6)};
6 1
[ ] P(A) - % == 8,
12 1
[ ] P(B) - % - g,
ANB={(1,5),(1,6 IP’AﬂB—Z—l'
d _{(7)7(7)}:> ( )_%—E’
1
. P(B|A):m:§:l

P(A) 3’

1
6
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1 : o .
chegamos a conclusio que P(B|A) = P(B) = 3 ouseja, a probabilidade de ocorrer B ndo foi
alterada com a ocorréncia de A. Isto se deve ao fato do evento A estar associado ao primeiro

dado e o evento B ao segundo dado. A probabilidade de ocorrer algum deles nao depende da
1

6’
o que ndo deixa de ser uma surpresa, pois a ocorréncia do evento B também ndo altera o resultado

ocorréncia ou néo do outro evento. Do mesmo modo podemos verificar que P(A|B) =P(A) =

do evento A. Usando a férmula da probabilidade condicional temos:
P(ANB)
P(B)

mas como P(A|B) = P(A) temos que:

P(A|B) = = P(ANB) = P(A|B).P(B)

P(ANB) = P(A).P(B).

Definicdo 5. Sejam A e B dois eventos de Q com P(B) > 0. O evento A é independente do

evento B se, e somente se, P(A|B) = P(A) e consequentemente temos que:
P(ANB) =P(A).P(B). (2.5)
Assim a probabilidade da interseccao entre dois eventos independentes € igual ao produto
das probabilidades de cada um deles.

Exemplo 13. Ao lancar duas moedas honestas, vamos considerar A para o evento "saiu cara na
primeira moeda'e A, para o evento "saiu cara na segunda moeda". Usando a notagcdo C = cara e

K = coroa, teremos

Q = {(C,C),(C,K),(K,C),(K,K)}

A = {(COL(CK) =B =5
Ay = {(C,C),(K,C)}:MP(AZ):%
AnA; = {(C.0)}
P(A1NAy) = %:P(AI)P(AZ):%%,

e portanto, A; e Aj sdo independentes. Podemos usar a férmula da probabilidade condicional

para verificar a independéncia de A; e A; conforme mostramos a seguir:
P(Al ﬂAz)

P(A1|A2) = TPy

= 5= Pl

N ==

A seguir uma defini¢do para z eventos independentes baseados em Bastos (2015).

Definicao 6 (z eventos independentes). Sejam os eventos Aj,A>,A3,...,A;, com z > 2 sdo
independentes se e somente se as probabilidades de todas as intersec¢Oes possiveis (2 a 2, 3
a 3,4 a4,..) forem iguais aos produtos das probabilidades dos eventos que fazem parte das

interseccdes, ou seja,
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Intersecciio de eventos 2a 2 P(A;NA;) =P(A;).P(Aj)ondei < je j=2,3,...2
Intersecciio de eventos 3a 3 P(A;NA;NAy) =P(A;).P(A;).P(Ax)ondei < j<kek=3,4,5,..,2

Intersecciio de eventos 4 a4 P(A;NA;NANA;) =P(A;).P(A;).P(Ar).P(A;) onde i < j <k <
lel=4,5,6,...2

Intersecciio de eventos zaz P(A;NA;N...NA;) =P(A;).P(A;)..P(A;)

Exemplo 14. Vamos considerar os eventos A, B e C, pela Definicdo 6, temos que

Interseccio de eventos 2 a 2
P(ANB) =P(A).P(B)

P(ANC) =P(A).IP(C)
P(BNC) =P(B).P(C)
Interseccao de eventos 3a 3

P(ANBNC) = P(A).P(B).P(C),

entdo, A, B e C sao independentes.

2.5 Variavel aleatoéria discreta

Muitas vezes ao realizarmos um experimento aleatério estamos interessados em uma
fungdo que associa a cada ponto do espaco amostral um ndmero real. Por exemplo, ao jogar
dois dados nao queremos saber quais faces apareceram em cada dado, mas sim, a soma dos
valores das suas faces. Essas fun¢des que associam um nimero real a cada resultado, e portanto,

definidas no espago amostral sdo chamados de varidveis aleatdrias.

2.5.1 Definicao variavel aleatéria discreta

Definicao 7 (Varidvel aleatéria). Uma varidvel aleatéria € uma fung@o que associa valores em R,

a cada elemento do espaco amostral Q, ou seja,
X:Q—R.

A representacdo de uma varidvel aleatodria € feita por letras maidsculas como X, Y e Z. Para
representar um valor genérico que a varidvel aleatéria pode assumir usamos letras minudsculas
como X, y e z. Na Figura 8 indicamos um exemplo onde a varidvel aleatoria X leva cada @; a um

xjem R.
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Figura 8 — Funcdo de uma Varidvel aleatdria
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Fonte — (WIKIPEDIA, 2018)

Quando as varidveis aleatorias assumem valores em um conjunto enumeravel serdo
chamados de varidveis aleatdrias discretas e quando assumem valores num intervalo da reta real

serdo chamados de varidveis aleatdrias continuas.

Exemplo 15. Ao jogarmos 2 moedas honestas e verificarmos suas faces, temos o espaco amostral
Q= {(C,C),(C,K),(K,C),(K,K)}, considerando a notagdo C = cara e K = coroa. Seja X a
varidvel aleatéria que assume o nimero de caras neste experimento. Temos que X ((C,C)) =
2, X((C,K))=1,X((K,C)) =1, X((K,K)) =0 e, portanto, X assume os valores 0, 1 e 2.

2.5.1.1 Distribuicdo de massa de probabilidade

Uma distribui¢cao de probabilidade estd associada a cada variavel aleatéria e fornece a
probabilidade da varidvel aleatéria assumir cada um dos elementos do seu conjunto imagem.
Assim, se x for o valor que a varidvel aleatéria X pode assumir, entdo px (x) é a probabilidade de

ocorrer o evento {X =x} = {w € Q: X(w) = x}, ou seja,

P({X =x}) = P(X = x) = px(x). (2.6)

Exemplo 16. Continuando o exemplo 15 e lembrando que as moedas sdo honestas, temos

o {X=0}={weQ:X(w)=0},entdo, px(0) ="probabilidade de X assumir zero"=P(X =

0)=F{(K,K)}) =}
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e X=1}={weQ:X(w) =1}, entdo, px (1) ="probabilidade de X assumir 1 "=P(X =

D =F{(C.K) (KON = ; = 53

o {(X=2}={weQ:X(w)=0},entdo, px(2) ="probabilidade de X assumir 2 "=P(X =
1
2)=P{C.ON =

\9)

2.5.1.2 Funcgio de varidvel aleatdria

Podemos aplicar uma funcdo g ! a uma varidvel aleatéria X e também calcular a sua

distribui¢do de probabilidade.

Exemplo 17. Ainda usando o exemplo 15, considere Y = g(X) =2X + 1, e vamos calcular a

distribui¢do de probabilidade de Y. Temos que X assume 0, 1, ou 2, entdo:

e quando X =0temos Y =2.(0)+1=1ouseja, {X =0} ={Y =1}
e quando X =1temosY =2.(1)+1=3ouseja, {X =1} ={Y =3};

e quando X =2temos Y =2.(2)+ 1 =5ouseja, {X =2} ={¥Y =5}.

Assim, Y assume o valores 1, 3 e 5 e a distribuicao de probabilidade de Y sera:

o py(1)=P({Y =1}) =P{X = 0}) = px(0)

-

e py(3) =P({Y =3}) =P({X =1}) = px(1)

o pr(5) =P({Y =5}) =P({X =2}) = px(2)

N Y T N

Como {X =0} U{X =1} U{X =2} = Q, entio,
PX =0} U{X =1} U{X =2}) = P(Q),

mas como {X = 0},{X =1} e {X =2} sdo disjuntos, pelo Axioma 2 ¢ 3 da Defini¢do 3 temos
que,

YPX=x)=PX=0)+P(X =1)UP(X =2)=P(Q) =1.

X

A distribui¢@o de probabilidade de Y € a mesma de X, entdo a somatdria das probabilidades de Y
assumir 1,3 e 5 éigual a 1.
1 1 1
pr(y)=pr(1)+pr(3)+pr(5) = 1Tt =0L

Para o leitor que jd estudou Teoria da Medida, para que g(X) seja uma varidvel aleatéria a fungdo g
deve ser continua

1
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assim, a distribui¢do de massa de probabilidade de Y € definida por

1/4sey=1
py=(y)=1{1/2sey=3
1/4sey=>5.

2.5.1.3 Esperanca E(X)

A esperanca matemadtica de uma varidvel aleatéria X é a média ponderada de seus valores

com pesos iguais as probabilidades de X assumir esses valores, ou seja,

E(X) =) xP(X =x). (2.7)

Exemplo 18. Voltando ao exemplo 15 temos que, "X assume 0,1 ou 2"e

1 1 1
PX=0)=—-,PX=1)==,PX=2)=-.
Assim, usando a equagdo 2.7, temos que
2 | |
E(X)=) xP(X=x)=0PX =0)+1.P(X =1)+2P(X =2) =0.2+15+20=1,
x=0

ou seja, se repetirmos varias vezes o experimento de lancar duas moedas, o valor esperado
(Esperanca) serd 1, isto €, a média ponderada do nimero de caras no lancamento de 2 moedas é
1.

Exemplo 19. Considere o lancamento de um dado honesto de 6 faces. Seja X a varidvel aleatéria
que representa o numero da face que fica voltada para cima apds o lancamento, entdo, "X assume
osvalores 0, 1,2, 3,4, 5, 6"

P(X=1)=P(X =2)=P(X =3) =P(X =4) = P(X = 5) = P(X = 6) = 1/6.

Calculando o valor esperado usando a equacgao 2.7, temos que;

6
E(X) = ;x.P(X:x)

= IP(X=1)+2P(X =2)+3.P(X =3) +4P(X =4) +5P(X = 5) + 6.P(X = 6)
1.1 1 1 _1 1 21

Podemos ver que E(X) ndo é o resultado que podemos esperar quando X for observado uma tnica
vez, e mesmo o valor E(X) = 3,5 nem é um valor possivel de X assumir. Esse valor significa
que se jogdssemos o dado um grande nimero de vezes e calculdssemos a média aritmética dos
varios resultados, esperariamos que essa média ficasse proxima de 3,5 e quanto maior o nimero

de vezes que o dado fosse langado, mais a média aritmética se aproximaria de 3,5.
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2.5.1.4 Varidncia Var(X)

A variancia é o valor esperado da varidvel aleatéria (X — E(X))?

, ou seja,
Var(X) = E[(X —E(X))?]. (2.8)

A variancia fornece uma medida de dispersdo dos valores da varidvel aleatéria em relagc@o a sua

esperanca. Podemos calcular a varidncia usando uma outra férmula que € obtida da seguinte

Var(X) = E[(X -E(X))?]
= E[X?-2EX).X+[EX)
= E(X?)-2E(X).E(X)+ [EX)]?
= EX?) - [EX)]. (2.9)

Exemplo 20. Vamos calcular a variancia do exemplo 19 onde X € a varidvel aleatéria definida
como o nimero da face observada no lancamento de um dado honesto de 6 faces. Usando a

expressao 2.8 temos que;
Var(X) = E[(X ~E(X))’]

6
Var(X) = ;(x —~E(X))?.px(X)

1 1 1 1
Var(X) = (1_3’5>2‘6+(2_3’5)2'8+(3_3’5)2'8+<4_3’5)2'8+
1 1
5-3,52.-4+(6—3,5)%—
( Y ) 6+( ) ) 6
1
Var(X) = [(=2,5)%+ (1,57 + (0,5 +(0,5% + (1,5 +(2,5)°] ¢
17,5
Var(X) = T’
Var(X) = 2,92.

Podemos calcular a variincia usando a expressio 2.9, ou seja, Var(X) = E(X?) — [E(X)]>.
Para fazer isso devemos calcular a distribui¢do de probabilidade de ¥ = X?. Sabemos que X

assume o valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, assim temos que:
e para X =1 entdo Y=1*=1:;
e paraX =2 entdo Y =2%2=4;

para X =3 entdo Y =32=09;

para X =4 entdo Y =42 = 16;

paraX =35 entdo Y =52 =25;
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e paraX =6 entio Y =6=36.

Assim, Y assume 1, 4, 9, 16, 25, 36, e portanto,

o pr(1)=B({¥ = 1}) =P({X = 1}) = px(1) = 1/6
o pr(4)=PB({¥ =4}) =P({X =2}) = px(2) = 1/6:
o pr(9)=PB({¥ =9}) =P({X =3}) = px(3) = 1/6:

pr(16) =P({Y = 16}) = P({X =4}) = px(4) = 1/6;
pr(25) =P({Y =25}) =P({X =5}) = px(5) = 1/6;
pr(36) =P({Y =36}) =P({X =6}) = px(6) = 1/6,

portanto, a distribui¢do de probabilidade de Y sera:

1/6sey=1
1/6sey=4
1/6sey=9
1/6sey=16
1/6sey=25
1/6 sey = 36.

Vamos calcular E(X?),

E(X?) = LPY =1)+4P(Y =4)+9P(Y =9)+
16.P(Y = 16) +25.P(Y = 25) +36.P(Y = 36)
11 1 1 1 1 91

= 1.-+4-+9-+16.-4+25.-+36.— = —=15,17.
6+ 6+96+ 6+ 6+ 6 6

Do exemplo 18 temos que, E(X) = 3,5, assim podemos encontrar Var(X),
Var(X) =E(X?) - [E(X)]* =15,17—(3,5)> = 15,17 — 12,25 = 2,92.

Podemos citar que a Var(X) ndo tem a mesma ordem de grandeza da E(X). Quem estd

na mesma ordem de grandeza da E(X) é o desvio padrdo que é calculado como /Var(X).

2.5.2 Distribuicao Bernoulli

Consideremos um experimento aleatdrio cujos resultados possam ser classificados em
sucesso e fracasso. Seja X a varidvel aleatdria que assume 1 no caso de sucesso e 0 no caso de

fracasso. Chamaremos de p a probabilidade de sucesso. Entdo,

px(0) =P{X =0}) =1—pepx(1) =P{X =1}) =
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onde 0 < p < 1. Dizemos que essa varidvel aleatdria tem distribuicio de Bernoulli (X ~

Bernoulli(p)) que pode ser resumida como,

P(X =x)=p~.(1—p)'™, (2.10)
comx € {0,1} e p€[0,1]. A varidavel aleatéria de Bernoulli é usada para modelar situa¢des
onde hd apenas dois eventos, tais como:

e Ao resolver uma questio objetiva de uma prova: acertar ou errar.
e Lancar uma moeda: cara ou coroa.
e Situacao de um paciente em um hospital: curado ou doente.

Exemplo 21. Uma urna contem 10 bolas azuis e 20 bolas brancas. Ao retirar uma bola a

10 20
probabilidade de sair bola azul é p = 30 e a probabilidade de sair bola brancaé 1 — p = 30"
Seja X uma varidvel aleatoria de Bernoulli que assume 1 se a bola for azul, e 0 se a bola for

branca. Assim, a distribui¢do de probabilidade de X é:

= (3)3)”

comx€0,1epe|0,1].

2.5.3 Distribuicao de binomial

Supondo que sejam realizados n experimentos do tipo sucesso-fracasso e seja X a varidvel
aleatdria que assume o nimero de vezes em que ocorreu sucesso. Assim n — k serd o nimero
de vezes que ocorreu fracasso. Chamando de p a probabilidade de sucesso, a distribui¢do de
probabilidade de X é

P(X =k) = <Z).pk.(l—p)”k, keN>0. 2.11)

Essa varidvel aleatéria X é conhecida como Binomial de parametros n e p e denotada como

X ~ b(n,p), onde n é o nimero de ensaios e p a probabilidade de sucesso em cada ensaio.

(o) = 5w

Exemplo 22. Uma moeda honesta é lancada 3 vezes, vamos calcular a probabilidade de sair

Lembrando que

exatamente 2 caras. Seja X a varidvel aleatoria que assume o nimero de caras em 3 lancamentos,
assim, X assume os seguintes valores 0, 1, 2, 3. X tem distribui¢do binomial de parametros n = 3

e p = 1/2. Portanto, a probabilidade de sair duas caras em trés langcamentos, é:

e () (0)”

3! 3

11
PX=2)==—— - - ==
(x=2) 20.3-2)1'4'2 " 8
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2.5.4 Distribuicao geométrica

Seja uma sequéncia de experimentos com 2 resultados, sucesso e fracasso que sera
repetida até ocorrer o primeiro sucesso. Chamaremos de p a probabilidade de sucesso. Seja a
variavel aleatdria que conta a quantidade de repeticdes do experimento até ocorrer o primeiro
sucesso, ou seja, X assume 1,2,3,.... Essa varidvel aleatéria ¢ chamada de Geométrica com

pardmetro p que denotamos por X ~ Ge(p) e é dada por
P(X =k)=p.(1-p)*", (2.12)
onde k =1,2,3,... é a quantidade de experimentos necessdrios até o primeiro sucesso.

Exemplo 23. Vamos jogar um dado honesto de 6 faces e estudar o n® de vezes que devemos jogar
o dado até sair a face 1. Neste exemplo, o sucesso € "sair face 1", que ocorre com probabilidade
p = 1/6 e consequentemente o fracasso serd "ndo sair face 1"que ocorre com probabilidade
1 —p=5/6. Seja X a varidvel aleatdria geométrica que assume a quantidade de repeti¢cdes
necessarias até ocorrer o 1° sucesso, assim, X assume os valores 1,2,3,4,...". Calculando a

probabilidade de "sair face 1"apenas no 6° lancamento, isto é k = 6, temos que

1 /5\°

2.6 Vetores aleatérios discretos

Ao analisarmos um experimento muitas vezes nos deparamos com vdrias varidveis
aleatdrias associadas aos resultados de um experimento. Podemos entdo definir uma variavel
aleatéria multidimensional ou vetor aleatério como uma funcio que associa cada elemento @ de

um espago amostral Q a uma n-upla (X} (®),X2(®),...,X,(®)).

Definicao 8. Considere X1, X>, X3, ..., X, varidveis aleatérias definidas em um espagco amostral
Q. A n-upla (X1,X3,X3,...,X,) é chamada varidvel aleatéria n-dimensional que associa cada

elemento  a n-upla (X;(®),X2(®),X3(w), ..., X, (®)).

Na Figura 9, representamos um exemplo onde o vetor (X,Y) : Q — R? leva cada @ a um
vetor aleatério (X (®),Y (w)) € R2,

Exemplo 24. Ao lancarmos 2 dados de 6 faces, consideramos a varidvel aleatéria X definida
como a soma das faces destes lancamentos e Y a varidvel aleatéria definida como o produto das
faces dos langcamentos. Assim, X poderd assumir os valores 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11e 12,e Y
pode assumird os valores 1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,18,20,24,25,30 e 36. O par (X,Y) € uma

varidvel aleatéria bidimensional que assume os valores demonstrados conforme a tabela abaixo.

Exemplo 25. Em um questiondrio de uma pesquisa socioeconomico hd as seguintes perguntas e

consideraremos cada resposta como uma varidvel aleatoria;
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Figura 9 — Funcdo de uma Varidvel aleatéria bidimensional
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I".l ,n' -. 1 H"'xh
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3 4 _I’f .III (cos), ¥ {cos] ¥ ysf------
LN L] R AU L. SN | T 2 :
o __F-fff : : 4 :
(X(oa),Y(a))\ L. ] " ;
X1 Xz X3 s X5
Fonte — adaptada de (WIKIPEDIA, 2018)
Tabela 1 — Varidvel aleatéria bidimensional - lancamento de 2 dados
| 1°dado\2°dado | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |
1 2,1 | 3,2) | 43) 5.4) (6,5) (7,6)
2 (3,2) | 44) | 5,6) (6,8) (7,10) | (8,12)
3 “43)| (3.6) | (69 | (7,12) | (8,15) | (9,18)
4 G4 | 3.8 | (7,12) | (8,16) | (9,20) | (10,24)
5 (6,5 | (3,10) | (8,15) | (9,20) | (10,25) | (11,30)
6 (7,6) | 3,12) | (9,18) | (10,24) | (11,30) | (12,36)

Fonte: Elaborada pelo autor.

1. Ndmero de comodos = X

2. Nimero de banheiros = X,

3. Quantidade de carros = X3

4. Quantidade de TV =X,

o)

. Quantidade de celulares = Xj
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A cada resposta fica associada uma quintupla de inteiros (X, X>, X3, X4, X5) que € uma varidvel
aleatoria de dimensao 5. A quintupla (5,2,1,2,3) por exemplo, corresponde a um domicilio que

tem 5 comodos, 2 banheiros, 1 carro, 2 TVs e 3 celulares.

2.6.1 Distribuicao de probabilidade conjunta

Definicao 9 (Distribuicao de probabilidade conjunta). Seja (X,Y) um vetor aleatério discreto,
onde X assume valores x,x3,...,X, € Y assume os valores yi,ys,...,Vn. Chamamos de dis-
tribui¢do de probabilidade conjunta do vetor aleatério (X,Y), o conjunto de valores p(x;,y;)
representado normalmente em uma tabela onde cada posicao na tabela € a probabilidade conjunta

de ocorrerem {X =x;} e {Y =y;} ou seja,

P{X =x}n{Y =y;}) =PX =x;,Y =y;) = p(x:,y})

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. p(x;,y;) > 0 para quaisquer i e j.

2.

Tpas
13

plxi,yj) =1,

i 1

J
paral <i<nel <j<m.

Podemos representar a distribui¢do de probabilidade conjunta com o exemplo da tabela

abaixo onde X assume os valores x1,x; € x3 € Y assume os valores y; e y>. Assim teremos:

Tabela 2 — Distribui¢do de probabilidade conjunta

L Y\X | X | %) | X3 |
Vi ]P(XZX],Y:yl) P(XZXz,Y:yl) P(XZXg,,Y:yl)
2 | PX=x1,Y =) | PX=x,Y =y) | PX =x3,Y =)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 26. Dado um baralho normal com 52 cartas formadas por 4 naipes (paus, ouros, copas
e espadas) e cada naipe formado por 13 cartas (A, 2, 3,4, 5,6,7, 8,9, 10, J, Q e K), vamos
sortear 2 cartas. Considere X a varidvel aleatéria definida como o nimero de cartas que sejam
damas e Y a varidvel aleatéria definida como o nimero de cartas que sejam de copas. Assim, X
assume os valores 0,1 e 2 e Y também assume 0, 1 e 2. Queremos determinar a distribuicdo de
probabilidade de (X, Y). Para todos os casos total de combinag¢des de 2 cartas escolhidas entre as
52 cartas serd dado por (%) = 1326.

Para calcular P(X = 0,Y = 0), ou seja, calcular a probabilidade das 2 cartas sorteadas

ndo serem nem dama e nem copas, assim, devemos considerar dentre as 52 cartas, 2 que nao
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sdo damas e nem sdo copas, ou seja, formaremos (5 2*?*3 )= (326) combinacdes possiveis. A

quantidade de combinagdes totais que podemos formar usando 2 cartas entre as cartas do baralho
sdo (522). Assim para calcular teremos P(X =0,Y =0) = (326) / (522) = 163%.

Para calcular P(X = 0,Y = 1), ou seja, calcular a probabilidade das 2 cartas sorteadas
ndo serem damas mas uma carta € copas, temos que considerar 2 situagdes. A primeira carta €
de copas que ndo é dama, ou seja, temos que escolher 1 carta entre as sdo 12 cartas de copas

ossiveis, 13=1y 12 . A segunda carta serd uma carta que nao € copas € nem dama, ou seja,
1

(7)) =0 )Portanto PX =0y =1)=(7) (¥)/(%) = fiz-

Ja para calcular P(X = 0,Y = 2), ou seja, calcular a probabilidade da duas cartas nao
serem damas mas as duas cartas sdo de copas, portanto, as duas cartas sdo de copas mas nao sao
damas, assim, dentre as 13 cartas de copas devemos considerar apenas 12 cartas e calcular a
combinagdo (1) = (7). A probabilidade serd P(X = 0,Y =2) = (5) /(%) = 5.

Para calcular P(X = 1,Y = 0), ou seja calcular a probabilidade de 1 carta ser dama e
nenhuma das duas cartas serem de copas, devemos ter (*') = (}) para escolher uma carta que
seja dama e ndo seja de copas e (5 271373 ) ( ) para escolher a outra carta que nao é dama e
nem copas. A probabilidade serd P(X = 1,Y =0) = G) : (316)/(522) = 4y

No caso de calcular P(X = 1,Y = 1) temos que pensar em duas possibilidades, uma carta

(52 13— 3)

¢ dama de copas e a outra uma carta que ndo € nem copas € nem dama (1 - ) ou uma

carta é dama que ndo é copas e a outra é copas que ndo é dama ((*;') - (**;1)). A probabilidade
) 36 3\ 12y /(52
serd P(X =1,y =1)=(1- () + (7) - (7))/ (%) :%'
Para calcular P(X = 0,Y = 2) temos que uma carta ¢ dama de copas e a outra carta é

dama ou seja 1 - (13 1) Portanto a probabilidade P(X = 1,Y =2) = ( ) / (522) 156.

Para o caso de calcular P(X = 2,Y = 0) duas cartas sdo damas e nenhuma € de copas,

portanto devemos escolher 2 entre 3 damas, (42 1) ( ) e a probabilidade serd P(X =2,Y =
3 52
0)=()/(3) = 5%

No caso de calcular P(X =2,Y = 1) uma carta é dama de copas e a outra é uma
dama qualquer, ou seja precisamos selecionar uma carta (dama) das 3 damas possiveis ja

que uma carta estd definida como dama de copas, ou seja, (*;') = (}). A probabilidade serd
52 3
PX=2Y=1)= (1)/(2) — 1326
No caso de calcular P(X = 2,Y = 2) ndo ocorre pois ndo temos em um baralho normal 2

cartas que sdo damas de copas, portanto, P(X =2,Y =2) =0

Podemos organizar os valores calculados usando a tabela a seguir;

Observamos que ao somar todos os valores da tabela de distribuicdo conjunta obteremos
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Tabela 3 — Distribui¢do de probabilidade de (X, Y)

(Y\X| X=0 | X=I | X=2 |
Y=0 | 630/1326 | 108/1326 | 3/1326
Y=1 | 432/1326 | 72/1326 | 3/1326
Y=2 | 66/1326 | 12/1326 | 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.6.2 Distribuicao marginal

Consideramos anteriormente uma variavel aleatéria bidimensional (X,Y), onde X as-
sume valores x,x2,x3,...,X, € Y assume os valores yi,y2,y3,...,Yn. Calculamos a distribui¢dao
conjunta de (X,Y) usando P(X =x;,Y =y;) parai=1,2,3,...,ne j=1,2,3,...,m. Podemos
calcular px(x) e py(y) ou seja, as probabilidades de ocorrer {X = x} e {Y = y} respectivamente.
Defini¢io 10 (Distribuicdo marginal). Seja (X,Y) um vetor aleatdrio bidimensional e P(X =
x;,Y =y;) asua distribuicdo conjunta parai=1,2,...,ne j=1,2,...,m. A distribui¢do marginal

de probabilidade de X € calculada parai =1,2,3,...,n conforme veremos a seguir:

X=x} = {(X=x}n{y=y}HUu({X=x}n{¥ =y} )U..U({X =x}N{Y =yn})
PX=x) = P{X=xjU{Y =y HUu{{X=x}n{Y =n}H)U...U({X =x}N{Y =yu})
= PEX =x}n{Y =yi}) +P{X =xi} n{Y =y2}) +- -+ P{X =xi} N {Y =y })
= PX=x,Y=y1)+PX =x;,Y =)+ +PX =x;,Y =ym).

Podemos usar a notagao,

m
]P)(X in) = ZP(X :x,-,Y Zyj),
Jj=1

para a distribuicao marginal de probabilidade de X.
De modo anédlogo podemos calcular a distribuicao marginal de probabilidade para Y que sera

para j = 1,2,3,...,m conforme veremos abaixo:

Y=y} = {(X=x}n{¥ =y, )U{X =x}n{y =y;} )U...U({X =x.} N{Y =y,})

Py =yj) = P{X=x}u{r =y; HU({X =x2}n{¥Y =y;H ) U...U({X =x}n{Y =y;})
= P{X=xi}n{Y =y;}) + P{X =x2} N {¥ =y;}) + -+ P{X =x} N {Y =y;})
= PX=x,Y=y))+PX =x,Y =y;)+- -+ P(X =x,,Y =yj).

Podemos usar a notagao,
n

P(Y :yj) = ZP(X :x,’,Y :yj),
i=1

para representar a distribui¢cdo marginal de probabilidade para Y.

Podemos representar a distribuicdo de probabilidade conjunta com o exemplo da tabela a

seguir onde X assume os valores x; € x; € Y assume os valores y; € yp. Assim teremos:
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Tabela 4 — Representacdo da distribuicdo de probabilidade conjunta

Y\X X X2 Distribuicio
Marginal de Y
PY =y)=
Y1 ]P’(X:xl,Y:yl) P(XZXQ,Y:yl) :IP’(X:xl,Y:yl)—i—
+P(X =x2,Y =y1)
P(Y =y,) =
2 P(X =x1,Y :yz) P(X =xp,Y :yz) :P(X =x1,Y :y2)+
—I—P(X =xp,Y :yz)
Distribuicdo | P(X =x;) = PX =x) =
Marginal | =P(X =x,Y =y))+ | =P(X =x,Y =y1)+ 1
de X +P(X =x1,Y =) +P(X =x2,Y =)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 27. Calculando a distribuicao marginal de X e Y do exemplo 26 teremos que a

distribuicdo marginal de X sera4,

P(X =0) = iP@:QY:W)
j=1

= PX=0,Y=0)+P(X=0,Y =1)+P(X =0,Y =2)
630 N 432 N 66 1128
1326 1326 1326 1326°

PX=1) = iP@:LY:W)
j=1

= PX=1,Y=0)+P(X=1,Y =1)+P(X =1,Y =2)

108 N 72 N 12 192
1326 1326 1326 1326

2
P(X=2) = ZP@:LYZW)
j=1
= PX=2Y=0)+P(X=2,Y=1)+P(X =2,Y =2)
3 3 0 6

= 1326 T 1336 T 1326 1326
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Analogamente a distribuicdo marginal de Y ser4,

2
Py =0) = Y P(X=x,Y=0)
i=1
= P(X=0,Y=0)+P(X=1,Y =0)+P(X =2,Y =0)
630 108 3 741
= + +

1326 ' 1326 ' 1326 1326
2

Py=1) = YPX=x,Y=1)
i=1

= PX=0Y=1)+PX=1Y=1)+P(X=2Y=1)

B 432+ 72 N 3 507
1326 1326 1326 1326

P(Y =2) = ip(x = x,Y =2)
i=1

= P(X=0Y=2)+P(X=1Y=2)+P(X =2,Y =2)

66 N 12 N 0o 78
1326 1326 1326 1326

Podemos ver os valores das distribui¢des marginais de X e Y na tabela a seguir:

Tabela 5 — Distribui¢des marginais de X e Y

Y\X | X=0 | X=1 | X=2 [ Distribui¢io MarginaldeY |

Y=0 630/1326 | 108/1326 | 3/1326 741/1326

Y=I 432/1326 | 72/1326 | 3/1326 507/1326

Y=2 66/1326 12/1326 0 78/1326
Distribuicio Marginal de X | 1128/1326 | 192/1326 | 6/1326 || 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.6.3 Distribuicao condicional

Definicao 11 (Distribuicdo condicional). Considere (X,Y) um vetor aleatério bidimensional
com a distribui¢do conjunta P(X = x;,Y =y;), onde X assume os valores x1,x2,x3,...,X, € Y
assume os valores yi,y2,¥3,. .., V- A distribui¢cdo condicional de {X = x;} dado que {Y =y}

ocorreu € calculada conforme a expressao:

P(X =x,Y =y)
PY =y)

PX =xlY =y) = (2.13)

se P(Y =y) >0eparax;, i=1,2,3,...,n.
Da mesma forma podemos calcular a distribui¢do condicional de {Y = y;} dado {X = x}
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Tabela 6 — Distribui¢do condicional de probabilidade de X dado {Y = 0}

L x Joj]1t]2]
630 | 108 | 3
PXW=0) | 237 | 747 | 7a1

Fonte: Elaborada pelo autor.

conforme a expresao:
P(X =x,Y = yj)

P(X =x)

PY =y X=x)= (2.14)
se P(X =x) >0paray;, j=1,2,3,...,m.

Exemplo 28. Vamos usar o exemplo 26 para calcular a distribuicdo condicional de probabilidade

de X dado {Y = 0}, ou seja "ndo sair carta de copas". Assim, temos que,

P(X =x,Y =0)
P(X =x|Y =0) = Y =0)
630
B B _ PX=0,Y=0) 71326 630
P =0r=0) = P(Y=0) 741 741
1326
108
B B B P(XZI,Y:())_ 1326 _ 108
PX =1y =0) = P(Y=0) 741 ~ 741
1326
3
oy . PX=2Y=0) 136 3
PX =2y =0) = P(Yy=0) 741 741
1326

Portanto,

2.6.3.1 Variaveis Aleatdrias Independentes

Podemos relacionar varidveis aleatérias quanto a sua independéncia. Informalmente
podemos dizer que uma varidvel aleatdria € independente de outra se os valores que uma varidvel
aleatdria assume ndo influénciam os valores que a outra varidvel assume. Usando a expressao da

probabilidade condicional de X dado Y podemos escrever essa ideia como:
P(X =x|Y =y) =P(X =x),

mas como
PX =x,Y =y)

PX =x|Y =y)= P =)

= P(X =)
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assim,
PX =x,Y =y) =PX =x)P(Y =y).

Com essa ideia em mente podemos definir varidveis aleatdrias independentes.

Definicao 12 (Varidveis aleatdrias independentes). Sejam X e Y duas varidveis aleatorias. Elas

sdo independentes, se e somente se,
P(X :X,‘,Y :yj) = ]P)(X :x,-) ]P)(Y :yj>
para todos os valores que X e Y podem asssumir.

Analogamente para mais de duas varidveis aleatérias, como por exemplo, X1, X5, -+, X,

sdo varidveis aleatorias independentes se,
PX) =x1,X0=x2, -, Xp=x,) =P(X1 =x1) - P(Xo =x2) - - - P(X;, = x)

para todos os valores que X1, X5,...,X, podem assumir.

2.7 Processos estocasticos

Nesta ultima se¢do vamos definir processos estocasticos, a classificacdo dos estados,
cadeias de Markov e a distribuicdo de equilibrio, que serdo importantes para a compreensao e o

entendimento do plano de aula que serd proposto no préximo capitulo.

Definicao 13. Processos estocdstico é uma sequéncia de varidveis aleatdrias (X}, ),cn, indexadas
por N (geralmente o tempo), que assumem valores em um conjunto S, chamado de espaco de
estados. O valor que cada varidvel aleatoria X,, pode assumir representa o estado do processo no

tempo n.

Podemos definir o espacgo de estados da seguinte forma;

Definicao 14. O espaco de estados de um processo estocdstico € o conjunto de todos os possiveis

valores que a varidvel aleatdria X;, pode assumir.

Se o espaco de estado for finito ou enumeravel entdo € chamado de estado discreto, mas
se definido sobre o conjunto dos nimeros reais entdo é chamado estados continuos. Em relacao
ao parametro tempo também podemos classificar como tempo discreto se o tempo for finito ou

enumeravel e tempo continuo se o parametro tempo for um nimero real ndo negativo.

A seguir alguns exemplos de processos estocasticos:

e Variagdo do preco de uma a¢@o na bolsa de valores durante o dia, onde o preco da acdo é o
espaco de estados e o parametro n € qualquer hora durante o funcionamento da bolsa de

valores durante o dia (estado continuo e o pardmetro tempo continuo);
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e Variacdo da quantidade de carros que passam por hora de um peddgio em um determinado
dia. Neste exemplo o espacgo de estados serd a quantidade de carros passam durante uma
hora e o parametro serd n serd as horas, n = 0 corresponde Oh, n = 1 corresponde a 1h, ...

(estado discreto e tempo discreto);

e Alteracdo semanal do estoque de um produto no mercado, onde a quantidade do estoque
do produto € o espago de estado e o pardmetro tempo € dado pelas semanas durante o ano,

semana 1, semana 2, ... (estado discreto e tempo discreto);

e Variacdo da temperatura por hora de um local durante um dia. O espaco de estado serd a
variacdo da temperatura e o parametro tempo serd dado de hora em hora (estado continuo

e tempo discreto);

e [ndice pluviométrico didrio, onde a quantidade de chuva € o espago de estado e o pardmetro

tempo € o data verificada (estado discreto e tempo discreto).

2.7.1 Cadeias de Markov

Apresentamos nesta secdo as cadeias de Markov e para isso definiremos a propriedade
de Markov.

Um processo estocdstico ¢ markoviano ou tem a propriedade de Markov se a ocorréncia
de um estado futuro (n+ 1) depender exclusivamente de seu estado presente (n), ndo interessando
o estado passado. Assim, podemos dizer que a probabilidade condicional de X, | assumir
Jj sabendo que ocorreram X, = i,X,,—1 = iy—1,Xp—2 = ip—2,...,X1 = i1,X9 = ip vai depender

exclusivamente de X,, = i. Portanto para quaisquer estados j,i,i,_1,...,iop € S teremos;

]P)(Xn—i-l = ]’Xn = i7Xn—1 = in—l; -'~7X() = l()) = ]P)(Xn—i-l = ]’Xn = l) = Pij:vn = 07 172737' e
(2.15)

Definicao 15. (Cadeia de Markov) Uma sequéncia de varidveis aleatdrias X, X1, ... € uma Cadeia

de Markov com espago de estado S, se para todo i, j, ip,..., i,—1 €S, comn > 1 temos que;
P(Xni1 = j|Xo =i0, X1 = i1, Xy 1 = ip1,X0 =1) =P(X 11 = jIXp = i) = pij (2.16)

Assim, a probabilidade condicional P(X,; = j|X, = i) = p;; chamada de probabilidade de
transi¢cdo representa a probabilidade de X),;; assumir j no instante n + 1 dado que X,, assume o

estado i no instante 7.

Definicao 16. (Matriz estocéstica) Uma matriz quadrada (T) serd chamada de matriz de tran-
sicao se cada elemento da matriz p;; representar a probabilidade de transi¢io do estado i para
o estado j em um passo. A matriz de transi¢do serd uma matriz estocastica se satisfazer as

seguintes propriedades;
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e p;j > 0 (todos os elementos ndo negativos)

° Z pij = 1 (a soma dos elementos de uma linha € 1)
J

Uma matriz estocdstica para um espaco de estados finito € representado por,

0 1 ... i j
poo Poi - Poi  Poj
1| pro pu1 -+ pu pij
r— | ey @17
il po pan -+ pi Dpij
J\pjo pjt - Pji Pjj
Assim,
0 1 j
P(Xy+1=0X,=0) PX,11=1|X,=0) -+ P(X,r1 =jX,=0)
PXp+1=0X,=1) PXyr1=1|X,=1) -+ PX,p1=jlXyu=1)
T=2|PXu1=0X,=2) PXpp1=1[X,=2) -+ PXpp1=jXa=2)| (218
j IP)(Xn—i-l = O|Xn = J) P(Xn-l—l = HXn = J) P(Xnﬂ = j|Xn = J)

Por exemplo, pr; = P(X,+1 = 1|X, = 2) representa a probabilidade de transi¢do do

estado 2 para o estado 1 em um passo.

Exemplo 29. Vamos supor que no mercado s6 existam 2 tipos de achocolatados que chamaremos
de A e B. Se uma pessoa compra o achocolatado A, a probabilidade de repetir a compra em uma
préxima oportunidade € de 90%. Ja no caso de quem compra o achocolatado B, a probabilidade
de comprar novamente em uma préxima oportunidade é de 80%. Supondo que a escolha do
achocolatado seja uma cadeia de Markov, ou seja, a escolha do achocolatado s6 depende da
ultima compra. Neste exemplo, a cadeia de Markov terd estados discretos e o tempo discreto e o
espago de estados é S = {A, B}. Podemos organizar as probabilidades de transi¢ao conforme a
tabela 7:

Tabela 7 — Probabilidade de transicdo do Exemplo 29

_ [AlB]
A09]01
B|[02]08

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A matriz estocdstica para representar a probabilidade condicional da préxima compra do

achocolatado (n + 1) dependendo da dltima compra (n) é:

A B A B

B 072 078 B ]P)(XnJrl :A’Xn :B) ]P<Xn+1 :B|Xn :B> .

Outra forma de se representar a relacao entre os estados € por meio de diagramas de transicoes
conforme Figura 10.

Figura 10 — Diagrama de transi¢@o de estados do exemplo 29

0,1
/7N
0,9 C@\/O 0,8
0.2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Saber as probabilidades de transi¢ao entre os estados € de grande importancia nas Cadeias
de Markov. A anélise de uma Cadeia de Markov tem como principal caracteristica calcular as
probabilidades de transi¢cdes em n periodos ou passos e denotamos por p?j que representa a
probabilidade de transi¢do do estado i para o estado j em n passos. Definimos a probabilidade de

transi¢cdo em n passos como,
p?j =P(Xintn = j|Xm =1) =P(X, = j|Xo =), (2.20)

paraVm = 0,1,2,.... Podemos calcular o valor de p;f‘j somando todas as probabilidades de cada

um dos caminhos que partem do estado i e chegam ao estado j em n passos.

Outra forma de se calcular p?j ¢ utilizando a matriz de transi¢do T elevado a n, ou seja
T". A ij-ésima entrada da matriz 7" na Cadeia de Markov determina a probabilidade do estado
i esteja no estado j apOs n passos. No Exemplo 29 podemos calcular o valor da probabilidade
de compra do achocolatado A apds 2 passos sabendo que comprou o mesmo achocolatado na

ultima compra, ou seja
A B A B A B
» A[{09 0,1} A[09 0,1 A (0,83 0,17
T = . = , (2.21)
B\0,2 0,8) B\0,2 0,8 B\ 0,34 0,66
assim, a probabilidade da compra do achocolatado A apds 2 compras sabendo que comprou o
achocolatado A ¢ 0, 83.
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2.7.2 Classificacao dos estados

Um estado j € acessivel pelo estado i, que representado por i — j, se pi; > 0 para algum
n > 0, ou seja, existe a possibilidade de ir do estado i para o estado j em n passos. Neste caso,
podemos dizer que existe uma sequéncia i,ig,i1,12,...,i—1,j tal que p(i,ig) > 0, p(ip,i1) >
0, p(i1,i2),..., plin—1,7j) > 0.

Podemos representar um exemplo de estado acessivel por meio de um diagrama como na

Figura 11,

Figura 11 — Diagrama de transi¢do de estados - Exemplo de estado acessivel

() @ @ (1) @

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um estado j se comunica com o estado i, que indicamos por i< j, se o estado j
for acessivel pelo estado i, i — j, e o estado i for acessivel pelo estado j, j — i, conforme

representado na Figura 12,
Figura 12 — Diagrama de transicao de estados - Exemplo de estado que se comunica

SN TN TN ‘ :

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma cadeia € irredutivel se todos os estados se comunicam uns com 0s outros, ou seja, €
possivel sempre ir de um estado para outro, ndo necessariamente em apenas um passo. Podemos

ver isso no exemplo da Figura 13.

Figura 13 — Diagrama de transicao de estados - Exemplo de uma cadeia irredutivel - 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Outro exemplo de cadeia irredutivel é dada pelo diagrama da Figura 14.

Uma cadeia € redutivel se pelo menos um estado ndo se comunica com 0s outros, ou
seja, nem todos os estados se comunicam entre si. No exemplo da Figura 15, os estados A e B

ndo se comunicam com os estados C, D e E.
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Figura 14 — Diagrama de transi¢@o de estados - Exemplo de uma cadeia irredutivel - 2
1 0.8
a B ©
xS
0,2 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 15 — Diagrama de transi¢do de estados - Exemplo de uma cadeia redutivel

0,9

0,3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja i um estado de uma Cadeia de Markov com {X,, : n =0,1,2,3,...}, o estado i é
transiente se P(X,, = i|Xo = i) < | para algum n > 1, ou seja o estado i é visitado apenas uma

quantidade finita de vezes.

Seja i um estado de uma Cadeia de Markov com {X, : n =0,1,2,3,...}, o estado i é
recorrente se P(X,, = i|Xo = i) = 1 para algum n > 1, ou seja o estado i é recorrente se for
visitado um numero infinito de vezes. Em outras palavras um estado € recorrente se nao for

transiente.

No diagrama da Figura 16 os estados 3 e 4 sdo transientes e os estados 1, 2, 5 e 6 sdo
recorrentes. Este exemplo mostra que se existe um estado transiente na cadeia, entdo essa cadeia

¢é redutivel.

Figura 16 — Diagrama de transi¢@o de estados - Exemplo de estados transientes e recorrentes

1 2/3 1
N 13 N 12 N
@\1/@(_@\//\1/@
1/2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Se todos os estados de uma cadeia de Markov fossem recorrentes chamaremos essa

cadeia de cadeia recorrente.

Um estado i é absorvente se o processo entrar nesse estado ndo podera sair, ou seja,
pii = 1. No diagrama da Figura 17 o estado 1 € absorvente, pois ao entrar nesse estado nao sairé.
Quando a Cadeia de Markov tem um estado absorvente, ela é redutivel. Verificamos na Figura

17 os estados 2 e 3 sdo transientes.
Figura 17 — Diagrama de transicdo de estados - Exemplo de estado absorvente

3/4

/4 ~7 N
! CMY@

Fonte: Elaborada pelo autor.

O periodo de um estado i, representado por d(i), de uma cadeia de Markov é o maior
divisor comum (mdc) do conjunto de todos os n, n > 1, tal que p7; > 0, onde n € o niimero de
passos necessarios para que se possa sair do estado i e retornar a i. Uma nota¢do mais formal
para a defini¢do do perfodo de um estado é d(i) = mdc{n € N, n > 1: p. > 0}. O periodo de

uma cadeia irredutivel é o periodo comum dos estados pertencentes a cadeia.

Exemplo 30. No diagrama de transi¢cao de estados da Figura 18 podemos ver que o espacgo de

estados é S = {1,2,3} e a cadeia ¢ irredutivel.

Figura 18 — Diagrama de transicao de estados - Exemplo de uma cadeia irredutivel - 3
1 0,4
AN
0,6 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pelo diagrama da Figura 18 podemos ver que saindo do estado 1 conseguimos retornar
ao estado 1 em 2 passos (estado 1 — estado 2 — estado 1), 4 passos (estado 1 — estado 2 —
estado 3 — estado 2 — estado 1), 6 passos (estado 1 — estado 2 — estado 3 — estado 2 —

estado 3 — estado 2 — estado 1), ..., conforme representado a seguir:
1 2 .
e 1 —>2=1,0useja,n=2
1 2 3 4 .
e 1525352 —1 assim,n=4

e 1522332324322 8% quseja, n=6,
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portanto, d(1) = mdc{2,4,6,...} =2

Em relagdo ao estado 2, conseguimos sair e retornar desse estado em 2 passos conforme

podemos ver:

1 2 .
e 212 assim,n=2

° 2—1>3£>2,0useja,n:2,

portanto, d(2) =2

Analogamente, saindo do estado 3, a quantidade de passos necessdrios para retornar ao

estado 3 sera:

e 35223 ouseja,n=2
e352213%2%3 assim,n=4
e35231 3245123283 assimn=6
portanto, d(3) = mdc{2,4,6,...} = 2.
Assim, o periodo desta cadeia € 2.

Exemplo 31. Seja T a matriz 2.22 de transi¢do de uma cadeia de Markov, onde o espaco de
estados § = {1,2,3,4} :

1 2 3 4
1/0 0 01
2l 0 0 01

= : (2.22)
31 1/2 1/2 0 0
4\ o 0 10

A partir da matriz 2.22 podemos construir o diagrama da Figura 19, que representa a forma como

os estados se comunicam. Vamos determinar o periodo de cada estado, comecando pelo estado 1:
° 1—1>4£>33>1,assim,n:3
e 1542333245453 % 1 ouseja,n=6
e 15423324423 8%7 148 3% ) assim,n=09,

ou seja, d(1) =mdc{3,6,9,...} =3.

Calculando o periodo do estado 2, temos que:
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Figura 19 — Diagrama de transi¢ao de estados - Exemplo de uma cadeia irredutivel - 4

D
1/2 1
1/%@/1

Fonte: Elaborada pelo autor.

e 2542332 assim,n=3

e25423331%542%3%2 ouseja,n=6

e25423331%542%35%1 545322 portanto, n =9,

assim, d(2) = mdc{3,6,9,...} =3.
Calculando o periodo do estado 3, temos que:

e 3512433 ouseja,n=>3

e 3522423 assim,n=3,
portanto, d(3) = 3.
Finalmente para calcular o periodo do estado 4, temos que:

° 4i>3ili>4,assim,n:3

° 4—1>33>23>4,p0rtant0,n:3,

ou seja, d(4) = 3. Verificamos que o periodo da cadeia é 3.

Exemplo 32. Uma crianca assiste sempre a 3 canais de programagao infantil na televisao (canais

1, 2 ou 3). A cada intervalo comercial muda para outro canal com probabilidade de 1/2 para

cada um dos canais que ndo estava assistindo. Supondo que a crian¢a sempre faca a mudanca de

canal a cada intervalo comercial e também que sé pode assistir aos canais 1, 2 ou 3 , temos uma

Cadeia de Markov com espago de estados S = {1,2,3}. A matriz de transi¢do T serd a matriz
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223,
1 2 3
1/ 0 1/2 1)2
T=2(1/2 0o 1/2], (2.23)

3\1/2 1/2 0
e o diagrama da Figura 20 construida a partir da matriz 2.23 de transicao T que representa a

forma como os estados se comunicam, assim Calculando o periodo do estado 1, temos que:

Figura 20 — Diagrama de transicdo de estados - Exemplo de uma cadeia aperiédica

1/2 1/2
2K
3 1/2 2

1/2

Fonte: Elaborada pelo autor.

I A 2 .
e | 2= 1,assim,n=2

° 1—1>2£>3i>1,p0rtanto,n:3,

como 2 e 3 sdo ndmeros primos néo precisaremos continuar, pois d(1) = mdc{2,3,...} = 1.

Analogamente, calculando o periodo do estado 2, temos que:

1 2 .
e 2 —1—=2 assim,n=2

e 2532122 ouseja,n=3,

portanto, d(2) = mdc{2,3,...} = 1.
Do mesmo modo, calculando o periodo do estado 3, temos que:

1, 2 .
e 3—1->3 assim,n=2

. 3—1>13>23>3,portant0,n:3,

ou seja, d(3) =mdc{2,3,...} = 1.
Assim, verificamos que o periodo da cadeia € 1.

Um estado recorrente i ¢ aperiddico se d = 1. Uma cadeia aperiddica é uma cadeia

em que todos os estados tem periodo d = 1.
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Podemos verificar também que se uma cadeia de Markov for irredutivel, entdo, todos os
estados tem o0 mesmo periodo e todos s@o recorrentes, como nos exemplos 30, 31 e 32. Assim,
para calcular o periodo de uma Cadeia de Markov irredutivel serd necessario apenas calcular o

periodo de um estado, pois todos os estados tem 0 mesmo periodo.

2.7.3 Distribuicao de equilibrio

Uma das formas de representacao utilizadas no ensino de probabilidades € o diagrama de
arvore, também conhecido como arvore de probabilidade. Em cada n6 do diagrama representa
um evento e cada galho estd associado a probabilidade desse evento. O somatério de todas as
probabilidades das ramificacdes de um mesmo né € sempre igual a 1. As sub-ramificacdes de
uma ramificag¢do correspondem a probabilidade condicional dos eventos da segunda ramificagdo
com relagdo ao evento da primeira ramificacdo. No exemplo 29, onde consideramos a compra de
um achocolatado como uma Cadeia de Markov podemos representar por meio de um diagrama

de 4rvore os eventos da compra de achocolatado em dois passos, conforme Figura 21. Podemos

Figura 21 — Diagrama de 4rvore

/\ /\
/\“/\ /\”/\

Fonte: Elaborada pelo autor.

ver pelo diagrama que se uma pessoa compra o achocolatado A no momento inicial, comprard o
achocolatado B com probabilidade de 10% na préxima compra. Para a compra do achocolatado
B ap6s 2 passos sabendo que a compra inicial foi do achocolatado A devemos partir do né A no
diagrama da Figura 21 e chegar ao n6 B depois de 2 passos, assim, comprando inicialmente o
achocolatado A podemos comprar no primeiro passo A ou B e depois no segundo passo comprar
o achocolatado B. Podemos representar a compra do achocolatado B ap6s 2 passos (compras) da

seguinte forma,

e A - A — B ou
~—~— ~— ~—~
Inicio 1passo 2passos

e A - B — B
~—~— ~—~— ~—~—
Inicio 1 passo 2passos

Assim, a probabilidade de comprar B ap6s dois passos sabendo que no momento inicial comprou

A pode ser calculado como uma sequéncia de probabilidades condicionais,

P(Xs = B|Xo=A) = P(X; =A|Xo =A).P(X, = B|X; =A) +P(X; = B|Xy = A).P(X> = B|X, = B).
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Usaremos a notagdo pup para indicar a probabilidade de compra do achocolatado B sabendo
que a compra anterior foi o achocolatado A, pps para indicar a probabilidade de compra do
achocolatado A sabendo que a compra anterior foi do achocolatado B e p/(fg para representar a
compra do achocolatado B apds 2 passos sabendo que a compra inicial foi o achocolatado A,

assim

2
PEU; = PAA-PAB + DAB-PBB- (2.24)

Podemos criar uma matriz de transicao

A B
A
T — PAA  DPAB 7 (2.25)
B\ pgs pBB

e para calcular as probabilidades de transi¢ao em mais de um passo, basta elevarmos a matriz ao
passo desejado. Para calcular a probabilidade de sair do estado A e ir no estado B em 2 passos

temos que:

A B A B A B

A <pAA PAB> A (pAA pAB) A (pAA-pAA + PAB-PBA  PAA-DAB +PAB-PBB>

B\ psa pse) B\ pea pas PBA-PAA + PBB-PBA  PBA-PAB+ PBB-PBB
(2.26)

assim, o elemento p, da matriz 72 é exatamente a equacio 2.24 que nos fornece o resultado

esperado de pﬁ .

T2=T.T=

B

Podemos calcular as probabilidades de transicdo em quantidade maiores de passos

conforme demonstrados a seguir, para 1 passo,

A B
. A[09 0,1
T! =
B\0,2 0,8
para 2 passos,
2_r.r—( % 0l 0,9 0,1\ (0,83 0,17
B ~ V02 08 0,2 0,8 ) \ 0,34 0,66
para 3 passos,
3T 0,9 0,1 0,83 0,17 \ [ 0,781 0,219
0,2 0,8 0,34 0,66 0,438 0,562

para 4 passos,

y ., (083017 0,83 0,17 0,747 0,253
T4 =T12.72 = . _
0,34 0,66 0,34 0,66 0,507 0,493
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para 8 passos,
3 4 o 0,747 0,253 0,747 0,253 0,686 0,314
T8 —T4. 7% = . _
0,507 0,493 0,507 0,493 0,628 0,372
para 16 passos
16 8 8 0,686 0,314 0,686 0,314 0,668 0,332
TIO=78.78 = : _
0,628 0,372 0,628 0,372 0,664 0,336
Podemos verificar que os elementos das linhas estdo se aproximando dos valores

0,666... =2/3 e 0,333... = 1/3 assim, para uma quantidade de n passos, onde n — o te-

remos
A B

Af2
lim 7" = /3173
n—ses B\2/3 1/3

Portanto quando n — oo as linhas da matriz 7" convergem para o vetor linha chamado distribui¢do
de equilibrio. Podemos dizer que ao longo prazo a probabilidade da cadeia se encontrar no estado

A é 2/3 e a probabilidade da cadeia se encontar no estado B serd 1/3.

Podemos definir a distribuicao de equilibrio de probabilidades da seguinte forma;

Definicao 17 (Distribui¢do de equilibrio de probabilidades). Dado uma Cadeia de Markov com
espago de estado S = {1,2,3,...,m} com matriz de transi¢cdo 7, chamamos de distribui¢do de
equilibrio de probabilidades ou distribui¢cdo estaciondria da Cadeia de Markov ao vetor linha

(my,m,...,Ty) que satisfaz as seguintes propriedades;

m
1. Ym=1,onde -;>0¢e¢ i=1,2,3,....m
=1

1=

2. n-T=nm

3. lim pf = ,}LHDIOIP(X” = k|Xo = j) = m, para todo j e k.

n—oo

Podemos representar a distribuicdo de equilibrio da Cadeia de Markov da seguinte forma;

r 2 ... k .. m 1 2 ... k ... m
L{ph P - Pk - Pl 1 (m m ... m ... 7,
2 (P, pp - Py o Phg 2|lm m ... W ... Ty
Tn = 3 .}’l n n n nj;x) .
J le P - Pk - Pin J m M ... W ... Ty
m Pf:l’ll pnm2 “ e p;k .« e p:pl1m m ﬂl 7:2 A nk AR TCm
(2.27)

onde & = (my, 72, ..., Wy, ..., Ty ) € a distribuicdo de equilibrio da Cadeia de Markov.



68 Capitulo 2. Fundamentagdo Teorica

Exemplo 33. Para ir de 6nibus de Sao Carlos a Sao Paulo temos 2 empresas que fazem esse
percurso. Vamos chamar essas empresas de A e B. Supondo que quem usou a empresa A tem
a probabilidade de 80% de repetir na proxima oportunidade e quem usou a empresa B tem a
probabilidade de 60% de repetir na proxima oportunidade. Vamos calcular a distribui¢c@o limite

dessa Cadeia de Markov. Temos que a matriz de transi¢do da cadeia de Markov sera:
A B
A[0,8 0,2
T =

B\0,4 0,6
Para calcular a distribui¢do limite usaremos a propriedade 2 da defini¢do 17:

0,8 0,2

T M) =(m
(T m) (0,4 0,6) (T m)

Assim temos:
0,8 +0,4m, = m (1)

0,2m;+0,6m, = m (1)
m+m = 1 (1)
Isolando o ) na equagdo (I11) temos 7 = 1 — m,. Substituindo 7; na equagéo (/) temos,
0,8(1 —mp) +0,4m = (1 — m)
0,8—0,8m+0,4m=1—m
0,6 =0,2
m=0,2/0,6=1/3

como 7 +m =1 temos m =2/3.
Portanto, 7w =(m m)=(1/3 2/3).

2.7.4 Existéncia e unicidade da distribuicao de equilibrio

Ap6s entendermos o conceito e a forma de se calcular a distribuicdo de equilibrio vamos

determinar quando ela existe e se ela € unica.

Teorema 1. Durrett (2009, p. 134)Seja uma Cadeia de Markov irredutivel e aperiédica entdo
existe uma unica distribuicao de equilibrio, £ com Q finito, tal que:

pij— W se n-—»oo.

A irredutibilidade garante a unicidade da distribuicdo de equilibrio, pois como todos
os estados se comunicam uns com os outros, portanto, é possivel ir de qualquer estado para
qualquer outro estado em n passos. Deste modo a distribui¢ao de equilibrio serd inica. Vamos
analisar uma cadeia redutivel, isto €, uma cadeia onde ndo existe a comunicacao entre todos os

estados.
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Exemplo 34. O exemplo que usaremos serd da Figura 15 que é uma cadeia redutivel com 5
estados, A, B, C, D e E onde os estados A e B se comunicam e os estados C, D e E se comunicam
entre si, mas nao ha comunicagao entre os estados (A,B) e (C,D e E). Portanto se iniciarmos nos
estados A ou B € impossivel chegarmos aos estados C, D ou E e vice-versa. Desta forma, os

valores de zero da matriz de transi¢do continuardo para sempre.

A matriz de transicdo da cadeia de Markov que representa a figura acima €

A B C D E
Af0,9 01 0 O O
B[02 08 0 0 0

T=c|l o o0 05 05 0
p|l 0 0 04 02 04
E\O 0 0 07 03

Essa cadeia pode ser escrito como a unido disjunta de duas classes de estados, originando portanto
mais de uma distribui¢c@o de equilibrio. Neste caso temos duas distribui¢des de equilibrio que
serdao:m;=(my 7w 0 O O)em=(0 O O me mp 7). Paracalcular a distribuigdo
equilibrio devemos resolver a seguinte multiplicagdo de matrizes de acordo com a propriedade 2
da defini¢do 17,

0,9 0 0 0 0
0208 0 0 0

(ny mg mc 7p me).| O O 0,505 0 |=(my 7m 7c 7p 7g).
0 0 04 02 04
0 0 0 07 03

Resolvendo a multiplica¢do temos que:
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0,14 +0,8nt3 = 7
0,5tc+0,4np = nc

0,5tc+0,2np+ 0,77 = np

\ Ta+np+nc+ap+ng = 1

0,91y +0,2n5 = my (I)

0,4np 40,37 = 7ng (V)

(V1)

—0,1m4 +0,27p

0,1my —0,27p
—0,57mc+0,47p

0,57¢ —0,87p+0,77g
0,4np —0,77g

| A +7g+ c+ Tp + T

o o o o O

1

V1)

Verificamos que as equacgdes (I) e (II) sdo equivalentes. Da equacao (I1I) temos que 0,47wp =

0,57, e substituindo em (IV) temos que 74 + 7p + ¢ + p + T = 1, ou seja , a equagao

(IV) sera equivalente a (V). Assim teremos 5 incégnitas e 4 equagdes portanto teremos um

sistema possivel e indeterminado. Uma forma de resolver esse sistema de inequagdes é calcular

separadamente como se fosse 2 matrizes como demonstraremos a seguir:

T =

A[09 0,1
€
Bl0,2 0,8

A B

assim resolvendo o sistema para 77, temos que,

Assim

Resolvendo o sistema temos que 1y = 0,67 e mp = 0,33.

para T, temos que

(mc

Portanto

w000
A 02 0,8

0,971y 40,27t =
0,1ty +0,8mp =

A +7p =

0,5 0,5 0
0,4 0,2 0,4
0 0,7 0,3

Tp TEg).

0,51+ 0,47p
0,57 +0,2np + 0,77
0,47np+0,37g

Tc+ Tp + g

\

C D E

c/0,5 05 0
= D| 04 02 04],
E\ 0

0,7 0,3

= (7'L'A 77:3).

T ()
g (]I)

(11)

=(7L'C D 7'L'E)

= mc ()
= ap ()
= mg ()
=1 (V)

Resolvendo o sistema temos que ¢ = 0,34, 7p = 0,42 e g = 0,24.

Do mesmo modo resolvendo o sistema
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Podemos elevar a matriz de transi¢do e verificar que linhas da matriz de transicao 7"

para n — oo, ndo convergem para o vetor linha chamado distribui¢do de equilibrio conforme
mostraremos a seguir:

09 0, 0 0 O
02 08 0 0 0
"= o0 0 0505 0
0 0 04 02 04
0O 0 0 0,7 03

Para dois passos temos que:

0,9 0,1 0 0 0 09 0,1 0 0 0
0,2 08 0 0 0 02 08 0 0 0

=] 0 0 0505 0 |[.] o 0o 0505 0
0 0 04 02 04 0 0 04 02 04

0 0 0 0,7 0,3 0 0 0 0,7 0,3

0,83 0,17 0 0 0
0,34 0,66 0 0 0
=] 0o 0 045 035 0,2
0 0 0,28 052 02
0 0 0,28 0,35 0,37

Para 4 passos temos que:

0,8 0,17 0 0 0 0,8 0,17 0 0 0
0,34 0,66 0 0 0 0,34 0,66 0 0 0
T4 =T2T% = 0 0 0,45 0,35 02 |[.|] o 0 0,45 0,35 0,2
0 0 028 052 0,2 0O 0 0,28 052 0,2
0 0 0,28 035 0,37 0 0 0,28 035 0,37

0,75 0,25 0 0 0
0,51 0,49 0 0 0
0 0 036 041 0,23
0 0 033 044 0,23
0 0 033 041 0,26

Para 8 passos temos que:

0,75 025 0 0 0 0,75 025 0 0 0
0,51 0,49 0 0 0 0,51 0,49 0 0 0
T8 =741 = 0 0 0,36 0,41 023 |[.|] o 0 0,36 0,41 0,23
0 0 0,33 044 0,23 0 0 0,33 044 0,23

0 0 0,33 0,41 0,26 0 0 0,33 0,41 0,26
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0,69 0,31 0 0 0
063 0,37 0 0 0
0 0 0,34 0,42 0,24
0 0 034 042 0,24
0 0 0,34 042 0,24

Assim aumentando o nimero de passos, ou seja, para n — oo:

A B D E F

A[0,67 033 0 0 0O
Bl067 033 0 0 0
m7"=C| 0 0 034 042 024
D| 0 0 034 042 0,24
E\ 0 0 034 042 0,24

Verificamos que ndo temos uma distribuicao de equilibrio dnica, pois as linhas da matriz de
transicdo 7" quando n — oo ndo sdo iguais, ou seja, se iniciarmos a cadeia nos estado A e B
teremos uma distribui¢io 7 = (w4 = 0,67, 1 = 0,33, 7c =0, 7p =0, g = 0) e se iniciarmos
a cadeia nos estados C, D ou E entdo, teremos como distribuicdo m, = (4 =0, 1 =0, ¢ =
0,34, mp = 0,42, g = 0,24). Assim, se a Cadeia de Markov for ndo for irredutivel, entdo a

distribui¢do limite nao € Unica, portanto teremos mais de uma distribui¢ao de equilibrio.

A periodicidade trata da convergéncia das linhas da matriz 7", quando n — oo, para a
distribuicao de equilibrio, ou seja, se a cadeia de Markov for aperiddica as linhas da matriz
T" convergem para o vetor linha 7 = (7}, 7y, ..., ;) quando n — e. O que aconteceria com a
distribuicdo de equilibrio se a cadeia de Markov fosse periddica? Vamos usar o Exemplo 31 da

Figura 19 para ver o que acontece.

Exemplo 35. A matriz de transi¢do 2.22 do Exemplo 31 é:

1 3 4
1/0 0 01
,_2l 0 0 01
31 1/2 1/2 0 0
4\ o 0 10
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O periodo neste exemplo ja foi calculado e é d=3, portanto é uma cadeia periddica e também

irredutivel. Vamos ver se teremos convergéncia usando a multiplicacido de matriz. Para 2 passos

temos que;
0 0 01 0 0 01 0 0O 10
72 B 0 0 01 0 0 o0 1] 0 0 10
1/2 1/2 0 0 /2 1/2 0 0 0 0O 01
0 0 10 0 0 10 /2 1/2 0 0
Para 3 passos temos que;
0 0 10 0 0 01 /2 1/2 0 0
0 0 10 0 0 01 1/2 1/2 0 0
T3=T727T = |2y
0 0 01 /2 1/2 0 0 0 0O 10
1/2 1/2 0 0 0 0O 10 0 0 01
Para 4 passos temos que:
/2 1/2 0 0 0 0 01 0 0 01
1/2 1/2 0 0 0 0O 01 0 0 01
reopiro | 12V = =T.
0 0 10 1/2 1/2 0 0 1/2 1/2 0 0
0 0 01 0 0 10 0 0 10

Verificamos que 74 = T'! = T, ou seja, a partir do passo 4 temos que 7 volta a matriz T, assim,

T’= T* T=T.T=T?
T

T°=7° T=T>T=T>
~—~
T2
=T T=T>T=T*=T.
~—~
T3

portanto, ndo teremos convergéncia pois as matrizes se alternardo entre 71, 72, 73, 71 72, 73 7', ...
Mesmo nao tendo convergéncia das matrizes de transi¢do para uma distribuicao de

equilibrio, podemos calcular o valor da distribui¢cdo de equilibrio (7, m, 73, 74) usando a

expressdo da propriedade 2 da definicdo 17, ou seja, 7.7 = 7, portanto

0 0 01

(71'1 T T3 71'4). 0 0 01 :(7171 T T3 71'4),
1/2 1/2 0 0
0 0 10
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resolvendo a multiplicac@o temos o seguinte sistema linear,

;

0,573 = m (I)
0,5m = m (1)
s = w3 (1)
m4+m = m (IV)

| Mt mtmtm =1 (V)

Substituindo (I), (I) e (III) em (V) temos que, 0,573 + 0,573+ 13+ 13 =1 logo 13 = 1/3
substituindo esse resultado em (I) temos que m; = 1/6, de modo andlogo substituindo em
(IT) temos que m, = 1/6 e finalmente temos que 74 = 1/3 pela expressdo (IIT). A distribui¢cdo
equilibrioé x = (1/6 1/6 1/3 1/3).

Observacgdo: Se a cadeia fosse aperiddica, teriamos

1 2 3 4
1/6 1/6 1/3 1/3
1/6 1/6 1/3 1/3
1/6 1/6 1/3 1/3
1/6 1/6 1/3 1/3

lim T" =
n—soo

: (2.28)

I

mas nao € isso que foi observado. Verificamos que quando a cadeia de Markov € periddica com
periodo d, as linhas da matriz de transicdo 7" para n — oo, ndo convergem para o vetor linha
chamado distribui¢do de equilibrio. O Teorema 2 a seguir traz um resultado para o comportamento

limite de uma Cadeia de Markov com espago de estados finito e periddica.

Teorema 2. Segundo Hoel, Port e Stone (1972, p. 73-74): Seja X,,, n > 0, uma cadeia de Markov
com espaco de estados finito, irredutivel e periédica, com periodo d, entdo para cada par i, j de
estados

.
Py =0,

a menos que n = md + r para um inteiro r, 0 < r < d e um inteiro positivo m, € neste caso

temos que

lim pmd +r

S P :dﬂ'j.

Em palavras, o Teorema 2 diz que uma Cadeia de Markov com espago de estados finito,
irredutivel e periddica serd

.o
’}grgopij =0,

se nio for possivel ir do estado i para o estado j em n passos e

lim pl_ﬂd—O—r

m—soo’ 1 =dnj,
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se for possivel ir do estado i para o estado j em n passos, onde n € um nimero € definido como
um multiplo m do periodo d mais um resto r, onde 0 < r < d. Vamos ver um exemplo para

entendermos o Teorema acima.

Exemplo 36. Voltando para o Exemplo 35, que repetimos abaixo o diagrama da Figura 19, das

relagcdes entre os estados e sua respectiva matriz estocdstica 2.22,

1/2®1

1 /%@/1

1 2 3 4
1fo 0 01
2l 0 o0 01
3[12 172 0 0
4\ o 0 10

Como vimos essa cadeia de Markov € periddica de periodo d = 3. Assim, o Teorema 2 nos diz
que paran =3m—+r,com 0 < r < 3, ouseja, paran =3m, n =3m+ 1 e n =3m+2 temos que
N
Py = 37,
ou

Como calculamos anteriormente 7 = (1/6 1/6 1/3 1/3). Ento, para n = 3m, ou seja, 0s
multiplos de 3, temos

lim p3" = 371;
oo Pl J

e relembrando que p?]’-" ¢ a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em uma

quantidade multipla de 3. Analogamente, para n = 3m + 1 passos, temos

lim p3t!

m—oo- LJ - Snj

f’ij € a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em 3m+ 1

passos. Finalmente, para n = 3m 4 2 passos, temos

e relembrando que p

lim pn+?

=3r;
m—oo’ U J

e relembrando que p;7 !

ij ¢é a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em 3m+ 2

passos.

e Sair do estado 1 e retornar ao estado 1.
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Para n=3m Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e retornar ao estado 1 em uma

quantidade multipla de 3 passos, entdo,
: 3m __ _ —
n%l_r&pn =3m =3.(1/6) =1/2.

Para n=3m+1 Naio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e retornar ao estado 1

em uma quantidade de 3m + 1 passos, entdo

lim pi7t! =0.

m-—yoo

Para n=3m+2 N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e retornar ao estado 1

em uma quantidade de 3m 4 2 passos, assim

Ir do estado 1 para o estado 2.

Para n=3m Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 para o estado 2 em uma
quantidade multipla de 3 passos, entdo,

lim p33 =3m =3.(1/6) = 1/2.

m-—yoo

Para n=3m+1 Nao existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 2 em

uma quantidade de 3m + 1 passos,

lim piy ! =0.

m—»o0

Para n=3m+2 Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 2 em

uma quantidade de 3m + 2 passos,, assim

lim pi3t% =0.
m—oo

Ir do estado 1 para o estado 3.

Para n=3m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 3 em uma
quantidade multipla de 3 passos, entdo

lim p3% = 0.
m—soo

Para n=3m+1 Nao existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 3 em

uma quantidade de 3m + 1 passos, assim

Para n=3m+2 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 2 em uma

quantidade de 3m + 2 passos,, entdo

lim p?7t? =3m3 =3.(1/3) = 1.

m-—yoo
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e Ir do estado 1 para o estado 4.

Para n=3m Na3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 4 em uma

quantidade multipla de 3 passos, assim

hm p14 =0.

Para n=3m+1 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 4 em uma
quantidade de 3m + 1 passos, entdo

lim py" ™ =3m =3.(1/3) = 1.

m—soo

Para n=3m+2 Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 1 e para o estado 4 em

uma quantidade de 3m + 2 passos,, assim

e Ir do estado 2 para o estado 1.

Para n=3m Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 1 em uma

quantidade multipla de 3 passos, entdo,
: 3m __ _ —
nllgiopﬂ =3m =3.(1/6)=1/2.

Para n=3m+1 Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 1 em

3m+ 1 passos, entdo

Para n=3m+2 Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 1 em
3m+ 2 passos, assim

lim p3mJr2 0.

m—oo

e Sair do estado 2 e retornar ao estado 2.

Para n=3m Existe a probabilidade da cadeia sair do estado 2 e reotrnar ao estado 2 em

uma quantidade multipla de 3 passos, entdo,
lim P =3m =3.(1/6)=1/2.

Para n=3m+1 N3o existe a probabilidade da cadeia sair do estado 2 e reotrnar ao estado

2 em 3m+ 1 passos, entdo

lim p3m+] 0.

m-—oo
Para n=3m+2 N3o existe a probabilidade da cadeia sair do estado 2 e reotrnar ao estado

2 em 3m + 2 passos, assim

lim p3mJr2 0.

m-—yoo
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e Ir do estado 2 para o estado 3.

Para n=3m Ndo existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 3 em uma

quantidade multipla de 3 passos, entdo

Para n=3m+1 N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 3 em

3m+ 1 passos, assim

lim p2mt! = 0.
m—roo p23

Para n=3m+2 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 3 em 3m +2
passos, entdo
lim p3nt? =3m3 =3.(1/3) = 1.

m—soo

e Ir do estado 2 para o estado 4.

Para n=3m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 4 em uma

quantidade multipla de 3 passos, assim

Para n=3m+1 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 4 em 3m+ 1
passos, entao,
lim pyp ™' =3m =3.(1/3) = 1.

m—yoo
Para n=3m+2 Nao existe a probabilidade da cadeia ir do estado 2 e para o estado 4 em

3m+ 2 passos, assim

e Ir do estado 3 para o estado 1.

Para n=3m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 1 em uma

quantidade multipla de 3 passos, entdo

Para n=3m+1 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 1 em 3m +1
passos, entdo,
lim p3™t! =3m =3.(1/6) = 1/2.

m-—yoo
Para n=3m+2 Naio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 1 em

3m + 2 passos, assim

e Ir do estado 3 para o estado 2.
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Para n=3m Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 2 em uma

quantidade multipla de 3 passos, portanto

Para n=3m+1 Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 2 em
3m+ 1 passos, entao

lim p3y! =3m =3.(1/6) = 1/2.

m—soo

Para n=3m+2 Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 2 em

3m+ 2 passos, assim

e Sair do estado 3 e voltar para o estado 3.

Para n=3m Existe a probabilidade da cadeia sair do estado 3 e retornar ao estado 3 em

uma quantidade multipla de 3 passos, entdo
: 3m __ _ —
Wll1_r>r:°p33 =3m3=3.(1/3)=1.

Para n=3m+1 Naio existe a probabilidade da cadeia sair do estado 3 e voltar ao estado 3

em 3m+ 1 passos, portanto

Para n=3m+2 Nao existe a probabilidade da cadeia sair do estado 3 e retornar ao estado

3 em 3m+ 2 passos, assim

e Ir do estado 3 para o estado 4.

Para n=3m Na3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 4 em uma

quantidade multipla de 3 passos, portanto

Para n=3m+1 Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 4 em
em 3m+ 1 passos, assim
3m+1

fim g =0

Para n=3m+2 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 3 e para o estado 4 em 3m +2
passos, entao
li 3m+2 _ _ _

m—yeo

e Ir do estado 4 para o estado 1.



80

Capitulo 2. Fundamentagdo Teorica

Para n=3m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 1 em uma

quantidade multipla de 3 passos, entdo
lim p3" = 0.
m—yoo

Para n=3m+1 Nao existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 1 em
3m+ 1 passos, assim
3m+1 _ 0.

lim =
o Py

Para n=3m+2 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 1 em 3m+2
passos, entao
lim p372 =3m =3.(1/6) = 1/2.

m—soo

Ir do estado 4 para o estado 2.

Para n=3m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 2 em uma
quantidade multipla de 3 passos, assim
lim p37 =0.
m—soo
Para n=3m+1 Naio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 2 em
3m+ 1 passos, assim
3m+1 -0

lim
m—yoo P4

Para n=3m+2 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 2 em 3m+2
passos, entao
lim piot? =3m =3.(1/6) = 1/2.

m—soo

Ir do estado 4 para o estado 3.

Para n=3m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 3 em uma

quantidade multipla de 3 passos, portanto
lim p37 =0.
m—soo

Para n=3m+1 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 3 em 3m+ 1
passos, entao,
lim p3i ' =3m =3.(1/3) = 1.

m—yoo

Para n=3m+2 N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 4 e para o estado 3 em

3m+ 2 passos, assim

e Sair do estado 4 e retornar ao estado 4.
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Para n=3m Existe a probabilidade da cadeia sair do estado 4 e retornar ao estado 4 em

uma quantidade multipla de 3 passos, entdo
: 3m __ _ —

Para n=3m+1 N3o existe a probabilidade da cadeia sair do estado 4 e retornar ao estado

4 em 3m—+ 1 passos, entdo

Para n=3m+2 Naio existe a probabilidade da cadeia sair do estado 4 e retornar ao estado

4 em 3m + 2 passos, assim

Vamos organizar os valores calculados em tabelas para facilitar a visualizacdo, e depois
veremos como as matrizes se comportam. Primeiro iremos organizar os valores dos elementos
p?j da matriz de transi¢do da Cadeia de Markov periddica onde n = 3m, ou seja, apresentaremos
os elementos da matriz 7™, isto é, a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em

uma quantidade multipla de 3 passos conforme a Tabela 8,

Tabela 8 — Transicdo de estados de uma Cadeia de Markov periodica do Exemplo 35 onde n = 3m, ou
seja para trajetdrias de mudancas de estados de i — j em uma quantidade miiltipla de 3 passos

Transicao de Estados Valor de p}; quando n — oo
i —] sendo n = 3m
1—1 limy, e pi7' = 3m = 3.(1/6) = 1/2
1—2 limy, e pia = 3m =3.(1/6) = 1/2
1—3 limy, e pia =0
1—4 limy, e pii =0
21 limy, e p37' = 31 = 3.(1/6) = 1/2
22 limy, e p33 = 3m =3.(1/6) = 1/2
2—3 1imy, e 33 =0
2— 4 limy—e0 p32' = 0
31 limy—ye0 P37 = 0
32 limy—e0 P33 = 0
33 limy, e p33 = 3m3 = 3.(1/3) = 1
3—4 limy, e p33 =0
4—1 limy 0 p37' =0
4—2 limy, e p33 =0
4—3 limy—e0 P33 = 0
4— 4 limy, e p3y =374 = 3.(1/3) = 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Portanto, de acordo com a Tabela 8 a matriz de transicdo para 3m passos é

1 2 34

1(1/2 1/2 0 0

b o _qm_ 2[1/2 12 00
3l 0 0 10

4\ 0o 0 01

Organizamos a seguir os valores para dos elementos p?j da matriz de transi¢cdo da Cadeia
de Markov periédica onde n = 3m + 1, ou seja, apresentaremos os elementos da matriz 73"+,
ou seja pfjm“ que € a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em 3m + 1 passos
conforme a Tabela 9

Tabela 9 — Transicdo de estados de uma Cadeia de Markov periodica do Exemplo 35 onde n =3m + 1, ou
seja para trajetérias de mudancas de estados de i — j em 3m + 1 passos

Transi¢ao de Estados Valor de p?j quando n — oo
i =] sendon =3m+1
1—1 limy e p 1 =0
1—2 1imy,—seo p3'"+‘ =0
1—3 1imy—seo p3m+1 =0
1— 4 limy e pin ' =31 =3.(1/3) = 1
2— 1 limy—eo 37 =0
22 1im,;—so0 p3m+1 0
23 1imy, 0 p3m+1 =0
2—4 limy e pay ' =31 =3.(1/3) = 1
31 limy e p3 1 =3 =3.(1/6) = 1/2
352 11m,,H°<,p3m+I =3m, =3.(1/6)=1/2
353 limy e pig ' =0
34 limy e 3y ' =0
4— 1 1im,;,_yeo p3m+1 =0
4—2 lim,,_s p3’"+1 0
4—3 limy e pay ' =3m3=3.(1/3) =1
4— 4 limy e pyi ' =0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analogamente, a matriz para 3m + 1 passos de acordo com a Tabela 9 é

2 3 4
1/ 0 0 1
3112 172 0 0
4\ 0 0O 1 0
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Do mesmo modo, organizaremos os valores para dos elementos p;; da matriz de transigdo
da Cadeia de Markov periddica onde n = 3m + 2, ou seja, apresentaremos os elementos da matriz
T3m+2 isto é p3’”Jr que € a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em 3m + 2

passos conforme a Tabela 10

Tabela 10 — Transi¢do de estados de uma Cadeia de Markov periodica do Exemplo 35 onde n = 3m+ 2,
ou seja para trajetérias de mudancas de estados de i — j em 3m + 2 passos

Transi¢cao de Estados Valor de p?j quando n — oo

i —j sendo n =3m—+2

1—1 lim,; oo p3m+2 0

1—2 1imy, o0 p3m+2 0

1—3 limy e piy > =3m3 =3.(1/3) = 1
1— 4 limy e p3 > =0

21 limy—seo p3m+2 =0

22 1My seo p3’"+2 0

2—3 limy e P33 " =313 =3.(1/3) = |
2— 4 limyy e p3y > =0

351 lim,;, e p3m+2 0

352 limy; oo p3m+2 0

3—3 hmm_m ]93”“L2 0

34 limy e pay > =31 =3.(1/3) = 1
4— 1 lim,, o p3m+2 3m =3.(1/6)=1/2
4—2 limy e piy > =3m =3.(1/6) = 1/2
4—3 limy e P33 > =0

4— 4 limyy e p3y > = 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, a matriz para 3m + 2 passos de acordo com a Tabela 10 é

1 2 3 4

1/0 0 10

RS qb_  _pamiz_ 2[00 10
3] 0 0 01

a\1/2 12 0 0

Exemplo 37 (Urna de Ehrenfest com N = 5 bolas). O modelo de urna de Ehrenfest é definido
como N bolas numeradas (de 1 a N) distribuidas em duas urnas, urna A e urna B. Podemos
considerar que inicialmente quase todas as bolas estdo localizadas na urna A. Entdo, a cada
intervalo de tempo uma bola € sorteada aleatoriamente e trocada de urna. Em cada etapa apenas

uma bola é trocada de urna, conforme ilustracdo da Figura 22.

Seja X, o nimero de bolas da urna A apds n passos. Assim, X, : 0, 1,... € uma cadeia de

Markov com espago de estados S = {0, 1,2,...,N} e a matriz de transi¢do é dada para0 <i < N
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Figura 22 — Ilustrag@o de Urna de Ehrenfest

i

00-0| |0Q-0
O OO O

i Bolas N-iBolas

Umna A Umna B

Fonte: Elaborada pelo autor.

da seguinte forma:

1. Pl‘J:l'/NSCjZi—l
2. Piyj:(N—i)/Nsej:i—i—l

3. P; ; = 0 em qualquer outro caso

Figura 23 — Diagrama da Urna de Ehrenfest

(1+1) 1

o @- 7 340w

N1
N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos ver na Figura 23 que na Urna de Ehrenfest s6 ocorre transicdo em estados
vizinhos (anteriores ou posteriores), ou seja , s6 ocorre transi¢do em estados subsequéntes, pois
a cada passo somente uma bola se movimenta entre as urnas, ndo ocorrendo a mudanga de mais
de um estado. Considere a Urna de Ehrenfest com N=5 bolas e X,, o niimero de bolas na urna A
no instante n. Temos que o espaco de estados € S = {0,1,2,3,4,5} e a matriz de transicdo desta
cadeia de Markov sera:

e Estado 0, ou seja na urna A tem 0 bola e consequéntemente na urna B terd 5 bolas. Ocorre
que a urna A terd 1 bola no passo seguinte, pois somente teremos esta possibilidade,

usando a férmula Py ; = (5—0)/5 =5/5 = 1. Nos outros casos a probabilidade serd 0.

e Estado 1, ou seja, na urna A tem 1 bola e na urna B 4 bolas. Neste caso, ou esta bola que
estd na urna A vai para a urna B ou uma das bolas da urna B ird para a urna A. Assim,

temos 1/5 a probabilidade da urna A ficar com 0 bola e 4/5 a probabilidade da urna A
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ficar com 2 bolas. Usando as formulas, P1g=1/5se j=i—1ePj,=(5—-1)/5=4/5

se j =14 1. Os demais casos a probabilidade sera 0.

e Estado 2, ou seja, na urna A terd 2 bolas e na urna B 3 bolas. Ja podemos dizer que a urna
A ficard ou com 1 bola ou com 3 bolas. Usando as férmulas temos que, P> | =2/5 se
j=i—1lePy3=(5-2)/5=3/5se j=i+1. Os demais casos a probabilidade sera 0.

e Estado 3, ou seja, na urna A tem 3 bolas e na urna B 2 bolas. Analogamente aos itens
anteriores, temos que a urna A podera ficar com 2 ou com 4 bolas, conforme calcularemos
aseguir, P30, =3/5se j=i—1leP34=(5—-3)/5=2/5se j=i+1. Os demais casos a
probabilidade sera 0.

e Estado 4, ou seja, na urna A terd 4 bolas e na urna B terd 1 bola. Calculando os valores das
probabilidades de transi¢do temos que, P43 =4/5se j=i—1ePs5=(5-4)/5=1/5

se j =i+ 1. Os demais casos a probabilidade ser4 0.

e Estado 5, ou seja, na urna A terd 5 bolas e na urna B ndo terd bolas. Neste caso o que
acontecerd € que a urna A terd 4 bolas ao final deste passo. Usando a férmula temos que,

Ps4=5/5=1se j=i—1enos demais casos a probabilidade sera 0.

Assim, temos a matriz de transi¢ao 2.29

(2.29)

N A W= O

A representacdo por diagrama € dada pela Figura 24: O modelo da urna de Ehrenfest é

Figura 24 — Diagrama da Urna de Ehrenfest 5 bolas

1 4/5  3/5 25 1/5
NN TN NN

© © @ @ @ &

NN NN NS
15 2/5  3/5  4)5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

uma cadeia de Markov com espaco de estado finito, irredutivel € periddica com periodo d = 2.

Podemos calcular a distribui¢ao de equilibrio 7 usando a propriedade 2 da Definicdo 17 que €
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nT =m,
assim,
0 1 0 0 0 0
/s 0 4/5 0 0 0
(717()77:71'71'717713)02/503/500—(71?71?
PRy 0 0355 0 25 0 | 0T
0 0O 0 4/5 0 1/5
0 0 O 0 1 0
Resolvendo a multiplicag¢do termos,
(
1/5m m (1)
mo+2/5m m o (1)
4/5m +3/5m3 m ()
3/571724—4/571'4 3 (IV)
2/5Sm+ms = my (V)
1/571'4 = T3 (VI)
\ m+m+m+m+mn+n = 1 (VI

Substituindo a equacdo (1) em (II) temos que,
1/5m +2/5m =m
2/5m = 4/5piy
m=2m (VII).
Substituindo (VIII) em (I1I) temos que,
4/5m +3/5m3 =2m
3/5m3 =6/5m
m=2m (IX).
Substituindo (/X ) em (IV) temos que,
3/5m+4/5my =2m
4/5my =4/5m
m=m (X).

Substituindo (IX) e (X) em (V) temos que,

(2/5)2m + 75 = my

%)

3

T4

71'5).
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s =1/5m (XI).

Substituindo (I), (VIII),(IX),(X) e (XI) em (VII) temos que,
1,5/ +m +2m + 21 + 7w+ 1/57 =1,

assim,
m =5/32 (XII).

Finalmente substituindo (X1I) em (VIII),(IX),(X) e (XI) temos os valores,

m=10/32, m=10/32, m=5/32 e ms=1/32.

Assim a distribui¢c@o de equilibrio é
r=(1/32 5/32 10/32 10/32 5/32 1/32).

Pelo Teorema 2 temos que, se o periodo d = 2 entdo, n = 2m+r onde 0 < r < 2, ou seja, para

n=2moun="2m+ 1. Assim, para n = 2m, ou seja, os multiplos de 2, temos que

lim p?" = 27;
maoop” 7

portanto, p?]m ¢ a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em uma quantidade

multipla de 2 passos e de modo anélogo, para n = 2m+ 1 temos que,

2m—+1

Jm pij =27
ou seja, pl.ZJmH ¢ a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j em 2m + 1 passos.

e Sair do estado O e retornar ao estado 0.

Para n=2m Existe a probabilidade da cadeia sair do estado O e retornar ao estado O em

uma quantidade multipla de 2 passos, assim,
lim p3f' = 27 = 2(1/32) = 1/16.

Para n=2m+1 Naio existe a probabilidade da cadeia sair do estado O e retornar ao estado
0 em 2m + 1 passos, assim,
lim pZot! =o0.

m—oo

e Ir do estado O para o estado 1.

Para n=2m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 1 em uma

quantidade multipla de 2, assim,

lim p?" = 0.
m~>°°p01
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Para n=2m+1 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 1 em 2m + 1

passos, assim,
lim pd"t! =2m =2(5/32) =5/16.

Ir do estado O para o estado 2.

Para n=2m Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 2 em uma quantidade

multipla de 2 passos, assim,
. 2m __ _ _
nlgl}opoz =2m =2(10/32) =5/16.

Para n=2m+1 N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 2 em 2m + 1
passos, assim,

lim p2m+] 0.

m-—yoo

Ir do estado O para o estado 3.

Para n=2m Nio existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 3 em uma

quantidade multipla de 2, assim,
. 2m
lim pgz’ =0.

Para n=2m+1 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 3 em 2m + 1
passos, assim,

2m+1 __

lim p2m+! =213 = 2(10/32) = 10/16.

m—oo

Ir do estado O para o estado 4.

Para n=2m Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 4 em uma quantidade

multipla de 2 passos, assim,
lim p37 =2m =2(5/32) = 5/16.
m—oo

Para n=2m+1 N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 4 em 2m + 1

passos, assim,

Ir do estado O para o estado 5.

Para n=2m N3o existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 5 em uma

quantidade multipla de 2 passos, assim,
hm p05 =0.

Para n=2m+1 Existe a probabilidade da cadeia ir do estado 0 ao estado 5 em 2m + 1

passos, assim,

lim p2it! =275 =2(1/32) = 1/16.

m-—yoo
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&9

Podemos perceber que a existe a probabilidade da cadeia ir do estado i para o estado j para

uma quantidade multipla de 2 passos sempre que a soma dos estados (i + j) for par, isto &,

quando 7 = 2m 0 lim,,_e. p*" = 2.7;. Da mesma forma existe a probabilidade da cadeia ir do

estado i para o estado j quando a soma dos estados (i + j) for impar em 2m + 1 passos, ou seja

hmm%m p2m+1

aTabela 11,

Portanto para n = 2m onde m — o temos que,

T2m —

De modo andlogo, para n = 2m+ 1 onde m — oo temos que,

T2m+1 —

0 1 2 3 4 5
0/1/16 0 10/16 0 5/16 0
1l o s5/16 o0 10/16 0 1/16
2| 1/16 0 10/16 0 5/16 0
3] o 5/16 0 10/16 0 1/16
4| 1/16 0 10/16 0 5/16 0
s\ 0 5/16 0 10/16 0 1/16
0 1 2 3 4 5
o/ 0 5/16 0 10/16 O 1/16
1| 1/16 0 10/16 0 5/16 0
2| o 5/16 0 10/16 O 1/16
3l 1/16 0 10/16 0 5/16 O
4] 0o 5/16 0 10/16 O 1/16
s\1/16 0 10/16 0 5/16 0

= 2.7;. Podemos organizar os valores que ainda ndo foram calculados conforme

(2.30)

(2.31)

O interessante notar neste exemplo que os valores das matrizes 72" e T>"*! foram

convergindo quando m — oo. Para m = 1, temos que 72" = T2, portanto,

€ para m — oo temos que,

1/5
0
2/25
0
0
0

1/16
0
1/16
0
1/16
0

0
13/25
0
6/25
0
0

0
5/16
0
5/16
0
5/16

4/5
0
17/25
0
12/25
0

10/16
0
10/16
0
10/16
0

0
12/25
0
17/25
0
4/5

0
10/16
0
10/16
0
10/16

0 0

0 0
6/25 0

0 2/25
13/25 0

0 1/5
5/16 0

0 1/16
5/16 0

0 1/16
5/16 0

0 1/16
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Tabela 11 — Transi¢do de estados de uma Cadeia de Markov periodica para m — oo do Exemplo 37 - Urna
de Ehrenfest com 5 bolas

Transicao Quantidade de passos
de Estados n=2m n=2m-+1

1-0 lim,y—ye0 p7 = 0 lim, e pop | = 2my = 2(1/32) = 1/16
1— 1 limy, e p77' = 2m = 2(5/32) = 5/16 hmm_m pr =0

1-2 limyy e p73' = 0 lim e p1a ' =2m =2(10/32) = 10/16
1—3 limy—e0 p73 = 2713 = 2(10/32) = 10/16 limy e p1a ' =0

1— 4 limy, o0 p73 =0 limy e p7y ! =21 = 2(5/32) =5/16
1-5 limy, 00 p22 = 215 = 2(1/32) = 1/16 limy 00 p7o ' =0

20 limy, e p3 =29 = 2(1/32) = 1/16 1imy e pog ' =0

21 lim,, e p37 = 0 limy, e p37 1 = 2m =2(5/32) =5/16
22 | limy, e pait =2m = 2(10/32) = 10/16 lim, e poa T =0

23 limy—se0 32 = 0 lim,, e poa | = 2113 = 2(10/32) = 10/16
24 limy, o0 p3 = 274 = 2(5/32) = 5/16 limyy e p3i 1 =0

25 limy e p33t = 0 limy, e poe T =275 = 2(1/32) = 1/16
350 limy—e0 P37 = 0 limy e pig ! =21 =2(1/32) = 1/16
31 limy—eo p37 = 21 = 2(5/32) =5/16 limy e p3) ' =0

352 limy—e0 p33 = 0 limy—eo 35" = 2m = 2(10/32) = 10/16
33 | limy, e p3y = 25 = 2(10/32) = 10/16 lim e p3a ' =0

34 1imye0 P31 = 0 limy e p33 1 =21 = 2(5/32) = 5/16
35 lim,, 00 p32 = 25 = 2(1/32) = 1/16 limy, e p32 ' =0

4—0 limy, o0 p70 = 2m9 = 2(1/32) = 1/16 lim,y e pip T =0

4—1 limy e p37 = 0 lim,, e p2 1 =21 = 2(5/32) =5/16
4— 2 limy,—e0 p7y = 27 = 2(10/32) = 10/16 limyy e pya ' =0

4—3 limy—e0 p77 = 0 limy e pia ! =213 =2(10/32) = 10/16
4— 4 limy—eo p70 = 274 = 2(5/32) = 5/16 limyy—se p33 ' =0

4—5 1imyeo p21! = 0 limy, o0 pia ! =25 = 2(1/32) = 1/16
520 limyy—ye0 p27 = 0 limy, e p2o 1 =21 = 2(1/32) = 1/16
51 limy e p2' = 2m = 2(5/32) =5/16 limy e 37 =0

52 limy—seo p22 = 0 limyy e p2a 1 = 21, = 2(10/32) = 10/16
5-3 | limy e p2f = 2m3 = 2(10/32) = 10/16 limy 00 35 =0

54 limyy o0 22 = 0 limy e p2 ' =21, =2(5/32) =5/16
55 limy e p22 = 275 = 2(1/32) = 1/16 limy o0 p2e ' =0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Do mesmo modo, quando m = 1, temos que T2+ = 73 assim

0 13/25 0  12/25 0 0
13/125 0 88/125 0  24/125 0
. 0  44/125 0 3/5 0 6/125
6/125 0 3/5 0  44/125 0
0 24/125 0 88/125 0  13/125
0 0 12/25 0 13/25 0

€ para m — oo temos que,

0 5/16 0 10/16 0 1/16
1/16 0 10/16 0 5/16 0
0 5/16 0 10/16 0 1/16
1/16 0 10/16 0O 5/16 0
0 5/16 0 10/16 0 1/16
1/16 0 10/16 0 5/16 0

Para finalizar vamos verificar como se comporta um exemplo de cadeia periédica onde

os valores de probabilidade de transi¢ao sdo apenas 0 ou 1.

Exemplo 38. Dado o diagrama de transi¢ao de estado da Figura 25 ,

Figura 25 — Diagrama de transi¢do Exemplo 38

Fonte: Elaborada pelo autor.

a matriz de transicao serd dada por,

A BCD
AfO0 1 0 0
Blo o 1 0
T= (2.32)
clo o o0 1
p\1 0 o

O periodo neste caso é d = 4. Calculando a distribuicdo de equilibrio pela propriedade 2 da
Definicdo 17, ou seja .7 = 7 temos,

(7'CA g Tc ED). :(717,4 g Tc 7'CD)

- O O O
S O O =
S O = O
oS = O O
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resolvendo o sistema temos que

p

Tp = Ty (I)
T, = Tp (II)
4 B = Ti¢ ([II)

c = Tp (IV)

| At t+ac+ap = 1 (V)

como Ty = Tg = e = Tp e substituindo em V temos que 7y = g = M = 7p = 1 /4. Portanto,
a distribuicdo de equilibrio é 7 = (1/4 1/4 1/4 1/4). Usaremos o Teorema 2 para ver o
comportamento ao longo prazo, assim, se d = 4, entdo n = 4m+r com 0 < r < 4, ou seja, para
n=4m,n=4m+1, n=4m-+2, e n=4m+ 3. E assim, temos que

A

P8 Pi) = 4
se ocorrer transi¢do entre os estados i € j em 7 passos ou
.o
Jim pl; =0

se nao for possivel a transi¢do entre os estados i € j em n passos. Assim,

e De A — A s6 pode ocorrer transicdo em 4m passos, ou seja, sair do estado A e retornar ao

estado A pode ser feito em multiplos de 4 passos. Portanto,
. dm .
,,13310 Pas = 4my = 1.

Nos demais casos a transicao ndo € possivel, ou seja, ndo podemos sair do estado A e

retornar ao estado A em 4m+ 1, 4m+2 e 4m + 3 passos, portanto,

e De A — B s6 pode ocorrer transicdo em 4m + 1 passos, ou seja, sair do estado A e ir ao

estado B pode ser feito em 4m + 1 passos. Portanto,

: 4m __ _

Nos demais casos a transi¢do ndo € possivel, portanto,

lim p" = lim p?"*? = lim p¥" 3 =0.
m%prB m—>°°pAB m%prB
e De A — C sé ocorre em 4m + 2 passos, portanto,
dm+2 o
lim py~"" =4nc =1

Nos demais casos

lim p¥ = lim p™*! = lim =0.
m~>°°pAC m%prC m~>°°pAC
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e Finalmente de A — D sé ocorre em 4m + 3 passos, portanto,

4m—+3

lim p,"" =4np = 1.
m—soo
Nos demais casos
hm pAD = hm p"’mle = hm p4mJr2 0.

e De B — A s6 ocorre em 4m + 3 passos, portanto,

lim p4m+3 4y = 1.

m—sco

Nos demais casos

hm pBA = hm p4’"+1

e De B — B s6 pode ocorrer transicdo em 4m passos, ou seja, sair do estado B e retornar ao

estado B pode ser feito em multiplos de 4 passos. Portanto,
lim pym=4ng = 1.
m—yoo

Nos demais casos ndo € possivel, portanto,

e De B — C s6 pode ocorrer transi¢do em 4m + 1 passos, ou seja, sair do estado B e ir ao

estado C pode ser feito em 4m + 1 passos. Portanto,

lim ppet! = dme = 1.
m-—yoo
Nos demais casos ndo € possivel, portanto,
lim pyt = hm p‘“’”r2 = hm p4m+3 0.

m—soo

e De B — D sé ocorre em 4m + 2 passos,portanto,

Nos demais casos

Adm—+1 __ 4dm+3 __ -0

hm pBD = hm 1 ppp’ - = hm 1 PBD

e De C — A s6 ocorre em 4m + 2 passos,portanto,

lim po? =dmy = 1.

m—soo

Nos demais casos

hm pCA = hm p4’"+1
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e De C — B sé ocorre em 4m + 3 passos, portanto,

4m+3 __

lim prp™ =4mp = 1.
Mm—yoo
Nos demais casos
lim pCB = hm p4mJrl = hm p‘“’“r2 0.

m—yoo

De C — C s6 pode ocorrer transi¢do em 4m passos, ou seja, sair do estado C e retornar ao

estado C pode ser feito em multiplos de 4 passos. Portanto,

Nos demais casos nao € possivel, portanto,

4m+1 4m+2 4m+3 -0

lim pee

m—soo

_hmp _hmp

De C — D s6 pode ocorrer transicdo em 4m + 1 passos, ou seja, sair do estado C e ir ao

estado D pode ser feito em 4m + 1 passos. Portanto,

lim p4’”Jrl 4rp = 1.
m—soo
Nos demais casos nao é possivel, portanto,
Am+2 4m+3
hm pCD = hm 1 pep = hnlopCD =0

De D — A s6 pode ocorrer transi¢cao em 4m + 1 passos, ou seja, sair do estado D e ir ao

estado A pode ser feito em 4m + 1 passos. Portanto,

lim p4m+1 4y = 1.
m—soo
Nos demais casos ndo € possivel, portanto,
hm pDA = 11m p4mJr2 = hm p4m+3 0.

De D — B s6 ocorre em 4m + 2 passos,portanto,

lim p4’"+2 4y = 1.
m—ro0
Nos demais casos
hm pDB = hm 194’""+1 = hm p4mJr3 0.

De D — C s6 ocorre em 4m + 3 passos, portanto,

lim p4"“L3 4 = 1.
m—yoo
Nos demais casos
Am+1 _ 4m+2
hm pDC = hm 1 Ppc’ = hnlopDC =0
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e De D — D s6 pode ocorrer transicdo em 4m passos, ou seja, sair do estado D e retornar ao

estado D pode ser feito em multiplos de 4 passos. Portanto,
: dm __ _

Nos demais casos a transi¢do nao € possivel, portanto,

r}lgllop4m+l — hm p4m+2 — llrn p4m+3 0
Assim, a matriz 7" paran = 4m é
A B CD
Af1 0 0 O
T4:T8:T12:...:T4m:I:B 0 1 00
clo o 1 0]
D\NO O O 1

onde / € a matriz identidade, onde os elementos da diagonal principal da matriz vale 1 e os

demais valores € zero.

Paran =4m-+1 amatrizT" €

TL=—T5=7%= .  =—Tmtl _

T aw»

—_ o o O P
c oo = =
oo~ o 0
o - o o U

A matriz T" paran =4m+2 ¢

T a=w >

S = o O P
—_ o © o W
c o o~ 0O
o o = o °

Paran = 4m+3 amatriz 7" é

T T7 Tll = T4m+3 —

O = >
S O = O P
©c - o o =
- o o o 0
o o o = &

D

Verificamos neste exemplo que os valores da matriz de transi¢ao vao se alternando em 4 casos,
pois o periodo d = 4.
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No préximo capitulo apresentaremos um plano de aula para aplicar a teoria deste capitulo
para introduzir e motivar os alunos do Ensino Médio utilizando conceitos de Probabilidade,

Matrizes e Sistemas Lineares.
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CAPITULO

CADEIAS DE MARKOV NOS ENSINOS
MEDIO E FUNDAMENTAL

Apresentaremos sugestoes de planos de aula com situacdes-problema que envolvem
eventos temporais ou estocdsticos que podem ser modelados segundo cadeias de Markov, que
foram tratadas no capitulo anterior. O objetivo € introduzir o conceito de Probabilidade de uma
forma mais préxima da realidade dos alunos, envolvendo elementos do dia-a-dia, tais como
futebol, praia e celulares. Os exemplos envolvem o fator tempo, que terd um significado diferente

em cada uma das atividades propostas.

Propomos atividades diferentes para alunos dos ensinos fundamental e médio. Para os
alunos do ensino fundamental, o pré-requisito sdo os sistemas de duas equacdes e duas incognitas,
e para alunos do ensino médio sdo os conceitos de matrizes e sistemas lineares. O professor

também pode usar as atividades para recordar os conceitos envolvidos nos pré-requisitos.

As situagdes-problema serdo apresentadas em aulas expositivas, seguidas ou ndo de
pesquisa em sites, a ser realizada pelos alunos e sob orientagdo do professor, para a coleta
dos dados necessérios. Na sequéncia o professor propde a modelagem da situagcdo-problema,
definindo a unidade de tempo, introduzindo o conceito de estado, com a respectiva enumeracao
de todos os estados do problema, além de montar, junto com os alunos, figura que mostre as
transi¢Oes permitidas de um estado para outro. O professor pode usar um software para calcular
multiplicacdo de matrizes de ordens maiores que dois. Neste trabalho foi usado o software
conhecido como Calculadora de Matrizes disponivel em https://matrixcalc.org/pt/, cujo uso é

explicado na se¢do 3.1.5.

Para implementar a atividade o professor precisard de uma sala com lousa, giz e com-

putadores ou propor que os alunos usem seus celulares com internet, individualmente ou em
grupo.

A avaliacdo serd por meio de trabalhos escritos com intencdo de estimular os alunos
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a aprenderem formas diferentes de calcular a Probabilidade e também auxiliar o professor a

verficar como os conceitos foram assimilados pelos alunos.

3.1 Aplicando o plano de aula

Este plano de aula foi aplicado em uma escola estadual da cidade de Guatapara-SP e com
uma turma de alunos do 3° ano do ensino médio. A escolha da escola e dos alunos se deve ao
fato de o autor lecionar na mesma e ter a informacao dos conhecimentos prévios dos contetidos
que os alunos dominavam até entdo. Inicialmente foi feita uma revisao dos contetidos necessarios
para a realizacdo desta atividade: probabilidade, matrizes e sistemas lineares. Como os contetidos
necessarios foram trabalhados no 2° ano de acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo a

realizacdo das atividades foi facilitada.

3.1.1 Atividade 1 - Previsao do Tempo

Tempo necessario para o desenvolvimento da atividade: 2 aulas de 50 minutos
Publico alvo: alunos do ensino fundamental e médio.

Descricao da situacao-problema

Professor deve apresentar a situagdo problema para os alunos entenderem o exemplo.

Em uma certa cidade foi verificado estatisticamente que chove 70% das vezes no dia seguinte a
um dia chuvoso e faz sol em 80% das vezes no dia seguinte a um dia ensolarado. Portanto, ap0s
um dia chuvoso chove no dia seguinte 70% das vezes e em 30% nao chove no dia seguinte a
um dia chuvoso. Do mesmo modo se o dia for ensolarado no dia seguinte em 80% das vezes
serd ensolarado e consequentemente em 20% dos casos serd um dia chuvoso. Temos entdo nesta
situacdo-problema 2 estados: Chuvoso ou Ensolarado. O tempo neste exemplo serd contado em
dias, ou seja, comegaremos no momento atual ou tempo zero (n = 0) e o tempos subsequentes

serdo apos 1 dia (n = 1), ap6s 2 dias (n = 2), ..., apés n dias,onden >0, neN

Modelagem

Sugerimos modelar a situacao-problema com os alunos mostrando as transi¢des de estados.

O professor pode modelar essa situagao-problema usando um diagrama de transi¢ao de estados,
usando C para o estado chuvoso e S para o estado ensolarado. Assim ele pode representar como
ocorrem as transi¢des entre os estados Chuvoso e Ensolarado e suas respectivas probabilidades

de transi¢do, como pode ser visualizado na Figura 26.
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Figura 26 — Diagrama de transi¢do entre estados Chuvoso e Ensolarado

0,3 pcs=0,3
N TN

0.7 C@\/@Q 08  onde  pac=07 C@\/@Q Pss=0,8
0,2 psc=0,2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Explicar aos alunos o significado de pcc, pcs, Psc € Pss-

Usaremos a notacdo p4p para representar a probabilidade de transi¢do do estado A para

o estado B em 1 passo, assim:

pcc € a probabilidade de Chover amanha sabendo que Choveu hoje;

pcs € a probabilidade se ser Ensolarado amanha sabendo que hoje Choveu;

pss € a probabilidade se ser Ensolarado amanha sabendo que hoje foi Ensolarado;

psc € a probabilidade de Chover amanha sabendo que hoje foi Ensolarado.

O diagrama de transicdo de estados auxilia os alunos a visualizar as transicdes de estados
em apenas um "passo", ou seja os alunos podem verificar facilmente como € a transi¢ao de estado
de um dia para outro. Basta saber o clima em determinado dia para saber com que probabilidades
o dia seguinte serd chuvoso ou ensolarado. E para 2 dias ou 3 dias? O diagrama de transi¢cao
da Figura 26 ndo vai ser muito pratico e nem vai ser facil verificar, por exemplo, a previsao de
chuva para daqui a dois dias sabendo-se que choveu hoje. Para resolver esses casos pode ser
usado o diagrama de arvore, também conhecido como drvore de probabilidades, que neste caso é
um diagrama de transi¢c@o de estados. A Figura 27 representa 2 diagramas de arvores para 2 dias
sendo os estados iniciais Chuvoso e Ensolarado.

Atencdo ao explicar arvore de probabilidade para alunos do ensino fundamental

Nesse diagrama, cada né/vértice da arvore de probabilidades representa o estado C para chuva e
S para ensolarado, e cada ramo/aresta representa a probabilidade de mudanca/transi¢do de um

estados para outro.

Para calcular a probabilidade de chover daqui a 2 dias sabendo que choveu hoje deve ser
considerado apenas as probabilidades que partem do estado C e que chegam ao estado C em 2
dias. Na Figura 28 os ramos/arestas da arvore de probabilidades com setas duplas representa
as etapas dos "caminhos"necessdrios para sair do estado C e chegar ao estado C ap6s 2 dias,

ou seja, considerar as trajetorias Chuva = Chuva = Chuva ou Chuva = Ensolarado = Chuva.

Perguntar aos alunos as trajetérias que saem de C e chegam em C em 2 passos

Portanto a probabilidade de chover daqui a 2 dias, sabendo que choveu hoje pode ser calculada
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Figura 27 — Diagramas de drvores de probabilidades em 2 passos - Previsdo do Tempo

pcc= 707 \o pcs Psc—Zoy \o Pss
pcc=70% 20%=psc psc=30% o=pss
pcs=30% 0=pss Pcc=T10% 0%=psc

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 28 — Diagrama de arvore - probabilidade em 2 passos - estado inicial Chuvoso

70% \
NN

Fonte: Elaborada pelo autor.

como
2

Pcc = pcc-pcc+ pcs-Psc

—_—— N —

C—C—C C—S—C

onde p%c ¢ a probabilidade de chover apds 2 dias de um dia chuvoso.

Assim seguindo os ramos da 4rvore de probabilidades que iniciam no estado C e apds 2
transi¢des retorna ao estado C temos 2 trajetérias que sao C —C — Cou C — S — C, ou seja, a

probabilidade de chover daqui a 2 dias sabendo-se que choveu hoje é

pec = 10%.70% +30%.20% = 55%.
C—C—=C C—S—C

Para calcular a probabilidade de chover daqui a 3 dias, sabendo que choveu hoje, pode
ser usado a arvore de probabilidades somente com os ramos/arestas que comegcam com C e

terminam em C em 3 dias. A representacao da arvore de probabilidade € dada pela Figura 29.

Sugerimos construir a arvore de probabilidade junto com os alunos

A probabilidade que queremos sera:

3
Pcc = pec-pee-pec+ pec-Pes-psc + pes-psc-pec+ pes-Pss-psc -
C—C—C—=C C—C—5-C C—S§—C—-C C—5—5-C

onde p%c ¢ a probabilidade de chover daqui a 3 dias sabendo que choveu hoje. Portanto temos

que
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Figura 29 — Diagrama de arvore de probabilidade em 3 passos - estado inicial Chuvoso e estado final
Chuvoso

©
©/ \@

70% 30% 20%
80%
© ©

20%

70% 70%

Fonte: Elaborada pelo autor.

C—C—C—C C—C—S—=C C—=S—C—=C C—=S—=5S—=C
Pec = 10%.70%.70% +70%.30%.20% +30%.20%.70% + 30%.80%.20%
= 34,3%+4,2%+4,2% +4,8% = 47,5%.

Assim a probabilidade de chover apés 3 dias, sabendo que choveu hoje serd 47,5%.

Para alunos do ensino fundamental ir para a préxima atividade

Para alunos do ensino médio usar matrizes para calcular as probabilidades

Pode ser usado o conceito de matrizes e sua multiplicacdo para calcular esses valores. Neste
caso, usar o conceito de matriz de transicdo da Definicdo 16, que organiza as probabilidades

calculadas acima.
C S C S

T—C 70% 30% _C pcc  Pcs
S \20% 80% ) S\ psc pss

‘ Caso necessario fazer uma revisao sobre operacdes com matrizes ‘

A matriz que representa as probabilidades apds 2 dias serd dada por:

s <70% 30%) (70% 30%) (70%.70%+30%.20% 70%.30%+30%.80%>

20% 80% 20% 80% 20%.70% + 80%.20% 20%.30% + 80%.80%
Portanto,
C S
, C[55% 45%
T = . 3.1)
S\30% 70%

A matriz 3.1 representa que se choveu hoje, daqui a 2 dias choverd com probabilidade de 55% e
nao chovera com probabilidade de 45%. Do mesmo modo, se ndo choveu hoje, chovera com

probabilidade de 30% e ndo choverd com probabilidade de 70% apds 2 dias.

Pensando nas probabilidades de transi¢cao em dois passos,

T2 _ pcc  Pcs pcc pcs | _ pcc-pcc + pcs-Psc pcc-pcs + Pcs-Pss
psc  Pss pPsc  Pss psc-pcc + pss-psc psc-pcs + Pss-pPss
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Verificar que a probabilidade de chover ap6s 2 dias, sabendo que choveu hoje € dada por

pcc-pPcec + pes-psc que € o elemento da linha 1 e coluna 1 da matriz T2

Revisar /explicar multiplicacdo de matrizes se necessario ‘

De modo anélogo calcular a probabilidade para 3 dias que sera:

T3 727 — pcc-pcc + pcs-Psc pcc-Pcs + Pcs-Pss pcc  Pcs
psc-pcc + Pss-Psc  Psc-Pcs + Pss-Pss psc  Pss

Se choveu hoje, entdo daqui a 3 dias a probabilidade de chover € calculada por
Pec = pee-pec-pec + pes-psc-pec + Pec-pes-psc + Pes-Pss-Psc
e a probabilidade de ndo chover € calculada por

Pgs = pcc-pccpcs + pcs-Psc-Pcs + Pcc-Pcs-Pss + Pcs-Pss-Pss-

Da mesma forma se ndo choveu hoje, entdo daqui a 3 dias teremos a probabilidade de

chuva calculada por

ch = psc-Pcc-pcc + pss-Psc-Pcc + pPsc-Pcs-Psc + Pss-Pss-PScC

e a probabilidade de ndo chover € calculada por

Pgs = psc-pcc-pPcs + Pss-Psc-Pcs + PSc-PcsPss + PSs-PSS-PSs-

Assim
C S C S C S
T3_T2T_c 55% 45%\ C(70% 30%\ C[47,5% 52,5%
' S\30% 70% ) S \20% 80% S\ 35% 65% |

Sugerimos fazer a multiplicacdo de matrizes com nimeros naturais para alunos com dificuldade

Desta forma mostrar aos alunos que se as probabilidades de transi¢do sdao mantidos as probabilida-
des futuras podem ser previstas utilizando a multiplica¢do de matrizes. Utilizando a multiplicacio

de matrizes para calcular a previsao para 5 dias,

C S C S C S

c<47,5% 52,5%) C<55% 45%) C<41,88% 58,12%)

T°=T37% = =
S\ 35% 65% ) S \30% 70% 38,75% 61,25%

S

e concluir que, se ndo choveu hoje, daqui a 5 dias a probabilidade de chover sera de 38,75%.

Analogamente, a previsdo para daqui a 10 dias é

C S C S C S

C[41,88% 58,12% \ C[41,88% 58,12% \ C(40,06% 59,94%
S\ 38,75% 61,25% ) S \ 38,75% 61,25% S \39,96% 60,04%

TV0=737°=
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Pelo resultado da multiplicacdo de matrizes chega-se a conclusdo de que se choveu hoje,

daqui a 10 dias a probabilidade de chover serd de aproximadamente 40,06%.

C S C S C S

C [ 40,06% 59,94%\ C[70% 30% C [ 40,03% 59,97%
T =701 = . .

S \39,96% 60,04% | S \ 20% 80% _S 39,98% 60,02%

A probabilidade de chover daqui a 11 dias sabendo que choveu hoje é aproximadamente
40,03%.

C S C S C S

b C<40,03% 59,97%) C(70% 30%) C<40,01% 59,99%)
TR =TT = : .

S \39,98% 60,02% | S \ 20% 80% _S 39,99% 60,01%

Daqui a 12 dias a probabilidade de chover sabendo que choveu hoje é aproximadamente
40,01%.

C S C S C S

C<40,01% 59,99%) 0(70% 30%) C<40,01% 59,99%>

TR =712T= =
S \39,99% 60,01% ) S \ 20% 80% S\ 40% 60%

Daqui a 13 dias a probabilidade de chover sabendo que choveu hoje é de aproximadamente
40,01%. Se aumentarmos as casas decimais a probabilidade de chover daqui a 13 dias sabendo

que choveu hoje € 40,007 %.

Nao houve alteracdo na probabilidade entre 12 e 13 dias por causa de arredondamentos

Verificando os resultados ! da multiplicacio da matriz T, observar que com o passar do tempo as
probabilidades se estabilizam, ou seja, ao longo prazo a probabilidade de chover serd de 40% e

de nao chover sera de 60%.

Apresentar o célculo da distribuicdo de equilibrio como curiosidade

Observacao: Para os alunos que se interessarem o assunto a seguir € estudado em uma das
disciplinas de um curso de graduacdao de Matemaética, Matemdtica Aplicada a Negdcios ou
Estatistica. Outra forma de calcular os valores das probabilidades de transi¢do que convergem
para a chamada "distribui¢ao de equilibrio"de acordo com a propriedade 2 da Definicao 17, é

utilizando sistemas lineares,

5 ™) 70% 30% _m )
RO WY, A 1, A

' Obs. Para a multiplica¢do de matrizes utilizaremos o site Calculadora de Matrizes para agilizar e

facilitar as contas.
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Usando a nota¢do decimal no lugar das porcentagens,

0.7 0,3
T T ). = (T T ).
(m 2>(0,2 o,s) (m )

Assim temos que;

0,771 + 02m = m
0,37y + 08m = m

Como 7 4+ m = 1 podemos substituir 71 = 1 — 71, na primeira equagdo e assim:

0,7.(1 —7[2)—1—0,271’2 =1-m

0,7-0,7m4+0,2m, — 1+ m

0,5m = 0,3
0,3

=—-=0,6

%) 075 )

Consequentemente como 7| + m, = 1 temos que ; = 0,4

Assim descobrimos que a distribuicdo de equilibrio é

(1 m)=(0,4 0,6)=(40% 60%).

Para as atividades 2, 3 e 4 recomenda-se a sala de informadtica para utilizar o site a

Calculadora de Matrizes e a internet para pesquisar informagdes necessarias.

3.1.2 Atividade 2 - Qualidade das praias

Tempo necessario para o desenvolvimento da atividade: 2 aulas de 50 minutos

Publico alvo: alunos do ensino médio

Descricao da situacao-problema Saber a qualidade das dguas nas praias em que ird
passear € muito importante, pois existem diversos casos de praias improprias para o banho que
sdo muito prejudiciais a saide. Pensando nisso, podemos verificar a qualidade das dguas nas
praias e também calcular a probabilidade da praia estar prépria ou imprépria para banho nas
proximas semanas. Esta atividade consiste em coletar e analisar os dados da qualidade da dgua de
uma praia para modelar e calcular a probabilidade dela estar propria ou imprépria para banho nas

proximas semanas sabendo a classificagdo atual. Neste exemplo podemos pensar em 2 estados:
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Préprio para banho e Impréprio para banho. O tempo n neste caso serd contado em semanas,
visto que os dados coletados sdo semanais. Assim a classificacio atual serd o tempo inicial
(n=0)en >0, comn & N. Podemos representar a mudanga/transi¢do de estados deste exemplo

pela Figura 30,

Figura 30 — Diagrama de transicao entre estados Proprio e Impréprio

pPPI
R\
e Q@ DD m
~__
pip

Fonte: Elaborada pelo autor.

‘Explicar aos alunos o significado de ppp, ppr, pip € pi1. ‘

‘ Sugerimos para esta atividade utilizar laboratdrio de informética‘

Roteiro para a atividade 2:

e Entrar na internet no site da CETESB (2018) - Companhia Ambiental do Estado de Sao
Paulo - http://cetesb.sp.gov.br/

Os alunos podem usar os celulares/smartfones para entrar no site

e Clicar em Agua - Praias.

e Entrar em Classificacdo Semanal por Municipio - 2018 e Classificacdo por Municipios em

anos anteriores (se necessario).

Escolher uma praia que tenha algumas transicoes entre estados - Propria= Imprdpria

e Escolher alguma praia para fazer a anélise dos dados e montar uma tabela com a frequéncia

de mudanca da classificacdo da praia. Preencher o Quadro 1.

Contar quantas vezes no periodo determinado ocorreram as transi¢des de estados

e Preencher a Tabela 12 com os dados encontrados da frequéncia de mudancga da classifcacao
das praias usando I para imprépria e P para prépria, onde I e P serdo os estados. Preencher
a Tabela 12.

e Transformar os dados da Tabela 12 em um tabela de probabilidade de transi¢do de estados.
Preencher a Tabela 13. Ao contar as transi¢des que iniciam em P hd 2 estados possiveis, P

e I com suas respectivas quantidades fpp e fp;, onde fpp € a frequéncia de casos em que
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ocorre a mudanga/transicdes do estado P para o estado P e fp; € a frequéncia de casos em
que ocorre a mudanga/transi¢ao do estado P para o estado /. Sendo a probabilidade de

transicdo do estado P para P representado por ppp? serd calculado como,

__Jep
fep+ fer’

analogamente para calcular a probabilidade de transi¢do do estado P para o estado I que é

pprp

representado por ppy seré,

ppr = P
fee+fer
Do mesmo modo, calcular as probabilidades de transi¢io de estados que come¢cam em / é
pip = —fIP pn = —fH
Jir+ fu Jir+ fu

e Transformar essa Tabela 13 em uma matriz de transicdo de estados. Preencher a matriz de

transicao.
e Entrar no site Calculadora de Matrizes.(http://matrixcalc.org/pt/)
e (Calcular a qualidade da praia nas préximas semanas.

e Determinar a distribui¢do de equilibrio.

A critério do professor analisar outro intervalo de tempo

Tabela 12 — Frequéncia de mudanca de classificagdo da praia

em semanas
Prépria | Imprépria

Prépria
Impropria
Fonte: Elaborada pelo autor.

Preencher na tabela quantas vezes no periodo determinado ocorreram as transicdes de estados

Preencha os valores das matrizes de transi¢ao:

Préopria Improria

_ Propria ( ....................

T =
Imprépria

2 aestimativa de méxima verossimilhanga para p;;, i, j € S sai do escopo deste trabalho.
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Quadro 1 — Anélise semanal da qualidade da praia

Més/Ano

dia

Junho/2018

24

17

10

3

Maio/2018

27

20

13

6

Abril/2018

29

22

15

8

1

Marco/2018

25

18

11

4

Fevereiro/2018

25

18

11

4

Janeiro/2018

28

21

14

7

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 13 — Porcentagem de mudanca de classificacdo dos estados

em porcentagem

Prépria

Imprépria

Prépria

Imprépria

Fonte: Elaborada pelo autor.

’Usar o site Calculadora de Matrizes para calcular as probabilidades ‘

Probabilidade para daqui a 2 semanas
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Probabilidade para daqui a 3 semanas

Aumentando os valores das semanas chegaremos a valores que ndo variam com o tempo,

assim, a probabilidade para n semanas, com n — o

A seguir apresentaremos um exemplo que foi feito pelos alunos para mostrar como foi

esta atividade.

3.1.2.1 Exemplo analisado pelos alunos - Atividade 2 - Qualidade das praias

Uma das praias que os alunos analisaram foi a praia de Enseada da cidade de Guaruja-SP.
Para verificarmos a qualidade da praia para banho no primeiro semestre deste ano analisamos a
Figura 31, onde podemos analisar como as praias do Guaruja foram classificadas semanalmente.
Os pontos em vermelho significa que a praia estd imprdpria para o banho e os pontos em verde
significa que a praia estd propria para banho. Assim, preenchemos o Quadro 1 com os dados da

qualidade da praia da Enseada do Guarujd conforme a Figura 31.

Com os valores do Quadro 2 preenchemos a Tabela 12 onde contamos as quantidades de
vezes que ocorreram mudangas ou nao entre os estados Proprio e Impréprio, ou seja contamos
quantas vezes ocorreram as sequéncias Prépria — Prépria, Prépria — Imprépria, Imprépria —

Prépria e Imprépria — Imprépria.

Com o valor a Tabela 14 os alunos transformaram essa frequéncia em porcentagem
e preencheram a Tabela 13, Os alunos tiveram dificuldades para transformar os valores da
frequéncia de mudanca de classificagdo em porcentagem.
Usando a Tabela 15 orientamos os alunos a entrarem no site Calculadora de Matrizes para

calcularem as probabilidades da qualidade da praia da Enseada nas préximas semanas, assim
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Figura 31 — Qualidade das praias de Guaruja-SP - 1° semestre de 2018

06/11/2018 Praias - Classificagéo Semanal por Munucipios
—————ge—
BERTIOGA Janeiro Fevereiro Margo Abril Mai
Praia - Local de amostragem 7 14 21 28 41118 25 411 18 25 1 8152229
BORACEIA - Col. Marista
BORACEIA - Sul
GUARATUBA
SAO LOURENGO (norte)
SAO LOURENGO (R. 2)
ENSEADA - Indaia
ENSEADA - Vista Linda
ENSEADA - Colénia SESC
ENSEADA - R. R. Costabili .
Guaruja
GUARUJA Janeiro Fevereiro Margo Abril Maio
scal de amostragem 7 14 21 28 41118 25 41118 25 1 8152229 6 13 20 27
IPORANGA
PEREQUE . s s . s s . s . e s s s .. .
PERNAMBUCO
(Estr. Pernambuco)
iADA (Av. Atlantica)
ENSEADA (R. Chile) CEE I . . LY . . . ..
\DA (Av. Sta. Maria)
JEIRAS (Av. Puglisi)
RAS (R. S. Valadio)
ASTURIAS
TOoMBO
GUAIUBA
<
Santos
SANTOS Janeiro Fevereiro Margo Abril Maio Junho
amostragem 7 14 21 28 41118 25 41118 25 1 8152229 6 13 20 27 3
‘A DA PRAIA .. . . - LY DY .
APARECIDA .. . . LY . .
EMBARE .. . . LR . .. .
BOQUEIRAO . . . . . e e . o . .
GONZAGA . . . . e . e . .
(R. 0. Bilac) . . . . . s e . . .
http://s.ambiente.sp.gov.br/html-prai I html

Fonte — (CETESB, 2018)

o Jun
6 13 20 27
>
Junho
310 17 24
LR
PRy
PRy
. ..
. ..
. e
. e
..
. . e
»
Julhc
10 17 24 1
DY .
. .. .
. .. .
. ..
. ..
. ..

Tabela 14 — Frequéncia de mudanga de classificacdo da praia da Enseada

Praia Enseada

€m S€manas

Prépria

Imprépria

Prépria 1

6

Imprépria 6

11

Fonte: Elaborada pelo autor.

Praia Enseada

em porcentagem

Prépria

Impropria

Prépria

1/7 = 14,28%

6/7 = 85,72%

Imprépria

6/17=35,29%

11/17 =64,71%

Propria

Fonte: Elaborada pelo autor.

Prépria

14,28%

B Improépria \ 35,29%

Improria
85,72%
64,71%

47

Tabela 15 — Porcentagem de mudanca de classificagdo dos estados da praia da Enseada no Guaruja-SP
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Quadro 2 — Andlise semanal da qualidade da praia da Enseada da cidade de Guarujd no periodo de
Janeiro/2018 Junho/2018

Més/Ano dia | Praia da Enseada
Junho/2018 24 Imprépria
17 Imprépria

10 Propria
3 Imprépria
Maio/2018 27 Propria
20 Prépria
13 Imprépria
6 Imprépria

Abril/2018 29 Improépria
22 Impropria
15 Impropria

8 Propria
1 Imprépria
Mar¢o/2018 25 Propria
18 Imprépria
11 Imprépria
4 Imprépria
Fevereiro/2018 | 25 Prépria
18 Impropria
11 Propria
4 Impropria
Janeiro/2018 | 28 Impropria
21 Impropria
14 Imprépria
7 Imprépria

Fonte — (CETESB, 2018)

Probabilidade para daqui a 2 semanas

» (14,28% 85,72%> <14,28% 85,72%)

B 32,29% 67,71%
~\ 35,20% 64,71% 35,29% 64,71% '

27,88% 72,12%

Probabilidade para daqui a 3 semanas

i 28,51% 71,49%
29.43% 70,57% |

Probabilidade para daqui a 4 semanas

— 29,30% 70,70%
29.11% 70,89% |
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Probabilidade para daqui a 5 semanas

75 _ [ 29:13% 70,87%
29,17% 70,83% )

Probabilidade para n semanas, com n — oo

P I
. n P [29,16% 70,84%
Iim T" = .
n—yoo I\ 29,16% 70,84%

A distribui¢do de equilibrio serd
T =1(29,16% 70,84%).

Ao longo prazo a probabilidade de encontrarmos a praia da Enseada Propria para banho sera
de 29,16% e a probabilidade de encontrarmos a praia da Enseada Impropria € de 70,84%. A
utilizacdo da sala de informética para os alunos € bem produtiva pois se interessam e muitos
gostaram da atividade. Mesmo tendo dificuldades para entenderem os cdculos aprovaram a

iniciativa de praticar uma aula "diferente"da tradicional sala/lousa/giz.

3.1.3 Atividade 3 - Probabilidade de acerto de Pénaltis dos jogadores
de futebol

Tempo necessario para o desenvolvimento da atividade: 1 aula de 50 minutos

Publico alvo: alunos do ensino médio e alunos do ensino fundamental

Descricao da situacao-problema
O futebol € um dos esportes mais populares do mundo. E o gol € 0 momento principal deste
esporte. E a consagracdo de quem fez o gol e a frustracdo do goleiro que levou o gol. Neste
esporte existe o pénalti ou penalidade que € uma infragdo que deve ser marcada toda vez que
houver uma falta dentro da drea que favoreca o time adversério ao do goleiro que defende o gol
de tal drea. O time que sofreu o pénalti tem direito de chutar diretamente ao gol numa disputa

Unica com o goleiro.

2z

Na cabeca de muitas pessoas existe o mito de que pénalti € "loteria", ou seja "sorte/a-
zar"mas na realidade fazer o gol cobrando pénalti € fruto de muito treino e dedicacgdo. O resultado
anterior de uma cobranga de pénalti interfere e muito na cobranga atual. Mesmo para os melhores
jogadores do mundo, apds um erro sempre fica uma pressao maior, por outro lado se o jogador

vai fazer a cobranca apds um acerto ou uma sequéncia de acertos a confianga estard bem maior. A
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modelagem deste problema terd 2 estados: Gol e Defesa. Considerar Defesa como todos os casos
que ndo foi Gol. O tempo neste exemplo € dado pela quantidade de cobrangas apds a cobranca

considerada inicial (n = 0), onde n > 0., com n € N.

A representacdo por meio de diagrama deste exemplo pode ser verificado pela Figura 32

que mostra a mudanga/transicao de estados em um passo ( neste caso 1 cobranca de penalidade).

Figura 32 — Diagrama de transi¢do entre estados Gol e Defesa

PGD

N
PG C@\/@ PpD .

PDG

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para representar a mudanga/transi¢ao de estados em 2 passos podemos usar a arvore de

probabilidades que neste exemplo serd dado pela Figura 33 A arvore de probabilidades sera titil

Figura 33 — Diagramas de drvores de probabilidades em 2 passos - Penalidade

o G
N X

) ©
N N

© © ©

Fonte: Elaborada pelo autor.

para os alunos entenderem as transi¢des/mudancas de estados que ocorrem apds duas cobrangas

de penalidades.

Segue o roteiro para a atividade 3:

e Entre na internet no site https://www.transfermarkt.pt/

e Escolha um jogador para analisar seu desempenho e digite o nome do jogador em pesquisa.

Sugerimos escolher jogadores que cobram pénaltis com frequéncia

e Clique em Desempenho - Detalhes - Golos de penalti.
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e Preencher o Quadro 3 de desempenho, onde Gol ou Defesa serdo os estados. Neste caso,

analisaremos as 20 ultimas cobrancgas do jogador.

Escolher de acordo com o professor uma quantidade maior ou menor de penalidades.

e Preencher a Tabela 16 de mudanca de estados e a Tabela 17.

e Transformar essa tabela em uma matriz de transi¢ao de estados.

Para alunos do fundamental utilize a drvore de probabilidades para calcular até 2 cobrangas

e Entrar no site Calculadora de Matrizes.

e Calcular a probabilidade de acertos das proximas cobrancgas.

Quadro 3 — Resultado dos dltimos 20 pénaltis cobrados por .................

N° de Jogos | Data | Time Adversario | Gol ou Defesa

O| 0| A O\ | K| W[ —

—
=

—
p—

[S—
[\

[S—
98]

[
S

—
9]

—
(@)}

—_—
J

[S—
oo

[S—
O

[\
]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Preencha os valores das matrizes de transi¢ao:

Gol Defesa
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Tabela 16 — Frequéncia de mudanca de estados do jogador ................

Jogador ..............
em penalidades cobradas
Gols | Defesas

Gols
Defesas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 17 — Porcentagem de mudanca de classificacio dos estados do jogador .........

Jogador ..............
em porcentagem
Gols | Defesas

Gols
Defesas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Probabilidade para daqui a 2 cobrancas de pénaltis

Gol  Defesa
™ — Gol [ ...
Defesa \ .......... ..........
3.1.3.1 Exemplo analisado pelos alunos - Atividade 3

Apresentaremos a seguir um exemplo para servir de modelo na aplicag@o desta atividade.
Analisando o desempenho do jogador Leonel Messi, argentino, jogador do FC Barcelona-

Espanha:
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Quadro 4 — Resultado dos ultimos 20 pénaltis cobrados por Lionel Messi

N° de Jogos Data Time Adversario | Gol ou Defesa
1 30/05/2018 HAITI Gol
2 17/01/2018 Espanhol Defesa
3 23/12/2017 Real Madrid Gol
4 17/12/2017 La Corunha Defesa
5 19/09/2017 Eibar Gol
6 26/08/2017 Alaves Defesa
7 13/08/2017 Real Madrid Gol
8 21/05/2017 Eibar Gol
9 21/05/2017 Eibar Defesa

10 06/05/2017 Villareal Gol
11 24/03/2017 CHILE Gol
12 19/03/2017 Valencia Gol
13 08/03/2017 PSG Gol
14 19/02/2017 Leganes Gol
15 26/01/2017 | Real Sociedad Gol
16 23/11/2016 Celtic Gol
17 22/10/2016 Valencia Gol
18 17/09/2016 Leganes Gol
19 30/03/2016 BOLIVIA Gol
20 12/03/2016 Getafe Defesa

Fonte — (TRANSFERMARKT, 2018)

Ap6s os alunos pesquisarem o desempenho das cobrancgas de pénaltis de um jogador,
orientar o preenchimento da tabela de desempenho contando a quantidades de vezes que ocorreu
as seguintes transi¢des de estados: Gol— Gol, Gol — Defesa, Defesa — Gol e Defesa —
Defesa.

Usando o Quadro 4 do desempenho do jogador Messi podemos preencher a Tabela 16 da

desempenho conforme abaixo;

Tabela 19 — Quantidade de mudanga de estados nas cobrancas de penalidades - de Lionel Messi

Gol | Defesa | Total
Gol 10 4 14
Defesa | 5 0 5

Fonte: Elaborada pelo autor.

O resultado pode provocar alguma divida por causa que verificamos 20 penalidades
e na tabela acima temos um total de 19 "mudancas de estados". Outro dado interessante que
podemos verificar € que nas ultimas 20 cobrangas ndo ocorreu nehuma vez Defesa seguido de

Defesa, mostrando que ap6s uma cobranga perdida o jogador nao costuma se abalar. Mas as
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ultimas 7 cobrancas mostrou que o jogador nao estd conseguindo manter um bom aproveitamento,
alternando gols com defesa. Observacdo: O jogador perdeu sua ultima cobranca de pénaltis
na Copa do Mundo da Russia (16/06/2018). Transformando a Tabela 19 da quantidade do

desempenho em probabilidade teremos os seguintes valores conforme Tabela 20:

Tabela 20 — Probabilidade de mudanga de estados (Probabilidade de Transi¢@o) nas cobrangas de penali-
dades - Lionel Messi

Gol Defesa | Total

Gol 71,43% | 28,57% | 100%

Defesa | 100% 0% 100%
Fonte: Elaborada pelo autor.

Preencha os valores das matrizes de transi¢ao:

Gol Defesa
B Gol 71,43% 28,57%
Defesa \ 100% 0%

Probabilidade para daqui a 2 cobrangas de pénaltis

o [ T1.43% 28,57% 71,43% 28,57% 79,59% 20,41%
L 100% 0% )T\ 100% 71,43% 28,57%

Probabilidade para daqui a 3 cobrancas de pénaltis
73 _ 77,26% 22,74%
~\ 79,59%  20,41%

Probabilidade para daqui a 4 cobrangas de pénaltis

pa_ [ 77:93% 22,07%
\ 77,26% 22,74%

Probabilidade para daqui a 5 cobrancas de pénaltis

s5_ [ 7774% 22,26%
\ 77,93% 22,07

Probabilidade para n cobrancas futuras de pénaltis, com n — o

Gol Defesa
) . Gol 77,78% 22,26%
Iim T =
n—seo Defesa \ 77,78% 22,26%

Assim a distribui¢do de equilibrio serd © = (77,78 22,26%).
Podemos dizer que a longo prazo a probabilidade do jogador Messi acertar um pénalti em uma
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cobranca serd de 77,78%.

Obrservacao 1: Esta atividade pode ser aplicada em alunos do Ensino Fundamental
de forma a introduzir conceitos de probabilidade e probabilidade condicional. Mesmo sem
o conhecimento de sistemas e matrizes o professor poderd usar arvore de probabilidades e o

assunto pode motivar os alunos a buscar conhecimentos relacionados a probabilidade.

Observacao 2: Esta atividade foi aplicada para os alunos do curso Obmep na Escola da
cidade de Franca em visita ao Departamento de Matematica na USP-Ribeirdo Preto. Os alunos
eram em sua maioria do nivel 2 da Obmep, mas também alguns do nivel 1 e 3, ou seja, eram
60 alunos do 6° ano até alguns do ensino médio. Para introduzir conceitos de probabilidade
condicional esta atividade foi muito satisfatéria, o interesse e a curiosidade dos alunos foi
bem visivel. E mesmo ndo tendo conhecimentos sobre probabilidade condicional os alunos
interagiram bastante perguntando, debatendo e querendo saber mais sobre o assunto. Neste caso
a contextualizagdo aliada ao grupo de alunos que gostam e tem facilidade em matematica fez

com que a aula fosse bem aproveitada.

3.1.4 Atividade 4 - Preferéncia de marca de celular

Tempo necessario para o desenvolvimento da atividade: 1 aula de 50 minutos

Puablico alvo: alunos do ensino médio

Descricao da situacao-problema

Atualmente o celular passou a ser um dos meios de comunicacao indispensavel principalmente
para os adolecentes pois é um aparelho que mudou a forma de se comunicar e relacionar
facilitando as necessidades cotidianas. Também podemos perceber que pela grande importancia
e interesse que eles tem e também pela necessidade de estar sempre com celulares melhores
as pessoas estdo trocando de aparelhos cada vez mais rapidos. Sabendo do interesse que o
celular disperta nos alunos, esta atividade propde verificar a preferéncia das marcas de celulares
analisando como os alunos trocaram de aparelhos.

Para a modelagem desta situagdo-problema temos como estados as marcas dos celulares e o
tempo € determinado pela troca do aperelho celular, ou seja o celular atual serd a referéncia inicial
(n=0) onde n > 0, com n € N. Podemos representar com um diagrama de transi¢io/mudanca

de estados com 3 estados como na Figura 34.

Segue roteiro para a atividade 4:

e Faca uma pesquisa verificando a marca do celular anterior e a marca do celular atual de
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Figura 34 — Diagrama de transi¢@o de estados - Exemplo de preferéncia de marca de celular

)
A .
25

Fonte: Elaborada pelo autor.

cada um dos alunos.

Sugerimos fazer essa pesquiza dias antes da atividade

e Crie uma tabela da frequéncia de mudanga entre marcas de celulares pelos alunos. Exemplo
Tabela 21 e Tabela 22.

Sugerimos juntar as marcas pouco citadas e classificar como Outras

e Crie a matriz de transi¢ao de estados onde cada estado serd a marca de celular.

e Entrar no site Calculadora de Matrizes e estimar como serdo as proximas alteracdes nas

marcas.

3.1.4.1 Resultado da atividade 4

A pesquisa foi feita em algumas salas verificando a marca do celular atual dos alunos e a

marca do celular anterior que resultou na seguinte tabela:

Observacao: As marcas Nokia, Sony,Positivo, Lenovo e Alcatel foram pouco citados e

assim agrupamos as quantidades e consideramos neste exemplo como "Outros".

Podemos transformar esta tabela 21 para uma tabela de mudanca de estados(celular) 22.
A primeira coluna representa a marca de celular que os alunos tinham antes e as demais colunas
qual a marca de celular atual. Por exemplo na primeira linha podemos ver que dos 38 alunos
que tinham celular da marca Samsung 15 continuaram com a marca,8 trocaram para Motorola, 4

compraram LG, 6 partiram para Apple e 5 mudaram para outras marcas.

Transformar a tabela 22 em matriz de transi¢ao de estados, ou seja,

Samsung Motorola LG Apple Outros

Samsung /[ 39,47%  21,05% 10,53% 15,79% 13,16%

Motorola| 40,91%  36,36%  4,55% 9,09%  9,09%

T= LG 35,71%  35,71% 14,29% 0% 14,29%
Apple 0% 50% 0% 25% 25%

Outros 33,33%  22,22% 0% 11,11% 33,33%
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Tabela 21 — Mudanga de marca de celular dos alunos - 1

Marca anterior | Marca atual | Frequéncia
Samsung Samsung 15
Samsung Motorola 8
Samsung LG 4
Samsung Apple 6
Samsung Outros 5
Motorola Samsung 9
Motorola Motorola 8
Motorola LG 1
Motorola Apple 2
Motorola Outros 2

LG Samsung 5
LG Motorola 5
LG LG 2
LG Apple 0
LG Outros 2
Apple Samsung 0
Apple Motorola 2
Apple LG 0
Apple Apple 1
Apple Outros 1
Outros Samsung 3
Outros Motorola 2
Outros LG 0
Outros Apple 1
Outros Outros 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 22 — Mudanga de marca de celular dos alunos - 2

Samsung | Motorola | LG | Apple | Outros | Total
Samsung 15 8 4 6 5 38
Motorola 9 8 1 2 2 22
LG 5 5 2 0 2 14
Apple 0 2 0 1 1 4
Outros 3 2 0 1 3 9

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos estimar como serdo as proximas trocas de marcas, primeiramente para daqui a 2 trocas,

Samsung Motorola LG Apple Outros

Samsung [ 32,34%  30,54% 6,62% 13,56% 16,95%
Motorola| 35,68%  30,02% 6,61% 13,05% 14,64%

T = LG 38,57%  28,78% 7,43% 10,47% 14,75%
Apple 28,79%  36,24% 2,28% 13,57% 19,13%
Outros 33,35%  28,06% 4,52% 13,76% 20,29%
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para daqui a 3 trocas de marcas teremos,

Samsung Motorola LG Apple Outros

Samsung /[ 33,27%  30,82% 5,74% 13,15% 17,01%
Motorola| 33,60%  30,56% 6,07% 13,25% 16,51%

T = LG 34,57%  29,75% 6,43% 12,96% 16,29%
Apple 33,37%  31,08% 5,01% 13,36% 17,18%
Outros 33,02%  30,23% 5,43% 13,51% 17,79%

para daqui a 4 trocas de marcas teremos,

Samsung Motorola LG Apple Outros

Samsung [/ 33,46%  30,62% 5,73% 13,23% 16,96%
Motorola | 33,44%  30,65% 5,80% 13,23% 16,88%

T = LG 33,54%  30,49% 5,91% 13,21% 16,84%
Apple 33,40%  30,61% 5,64% 13,34% 17,00%
Outros 33,27%  30,59% 5,63% 13,32% 17,18%

ao longo prazo, fazendo n — oo temos que,

Samsung Motorola LG Apple  Outros

Samsung [/ 33,36%  30,56% 5,72% 13,24% 16,94%

Motorola | 33,36%  30,56% 5,72% 13,24% 16,94%

,}E}LTH = LG 33,36%  30,56% 5,72% 13,24% 16,94%
Apple 33,36%  30,56% 5,72% 13,24% 16,94%

Outros 33,36%  30,56% 5,72% 13,24% 16,94%

ou seja, m = (33,36% 30,56% 5,72% 13,24% 16,94%). Assim, podemos dizer que
ao longo prazo as probabilidades de escolher/comprar as marcas Samsung, Motorola, LG,
Apple e Outros serdo respectivamente 33,36%, 30,56%, 5,72%, 13,24%, e 16,94%.
De modo geral os alunos ficaram interessados nos resultados, visto que o celular € para a maioria

dos adolecentes um aparelho de extrema imporancia.

3.1.5 Usando o site Calculadora de Matrizes - https://matrixcalc.org/pt

Para facilitar os cdlculos podemos utilizar o site Calculadora de Matrizes, que ird auxiliar
nos casos de multiplicacdo de matrizes, poténciacdo de matrizes e resolucio de sistemas lineares.
Vamos ver como funciona esse site. Entrando no site Calculadora de Matrizes disponivel em
https://matrixcalc.org/pt podemos verificar que a utilizacao deste site é bem simples e bem
explicativo. Neste site voc€ pode calcular o determinante, a soma de matrizes, um produto
de matrizes, uma matriz inversa, elevar uma matriz e outros. Voc€ pode usar decimais exatos,
decimais periddicos, e algumas expressdes aritméticas para o preeenchimento das céluas vazias.

Usar Enter, Barra de espaco, e as setas — 1 <— | para navegar sobre células.
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Figura 35 — Calculadora de Matrizes

Calculadora de Matrizes

Matrix calculator s oo/ Gwarapeku / Eestina / deutsch / english / espafiol / o~ / frangais / galego / italiano / EHANGE / maxenoncku / norsk / polski

Operagdes envolvendo
matrizes

Solugdes de Sistemas de
Equagdes Lineares

Calculadora de
determinantes

Calculo dos autovalores
proprios e vectores proprios

Teoria necessaria

Mostrar antincios

Preencher a / portugués / romana / pycckuii / tiirkge / ykpainceka / tiéng viét / FR3Z(ZX88)
Matriz
Matriz A: Matriz B:
Células Limpar + - Células Limpar + -
Determinante - Determinante
—
Matriz Inversa Matriz Inversa
A*B
Matriz Transposta Matriz Transposta
A+B
Posto Paraa Posto
potenciagdo | A .B
Multiplicar por 2 de Multiplicar por 2
Matriz Triangular Matrizes Matriz Triangular

Matriz Diagonal

_

Fatoragéo de Cholesky

Elevado a

Decomposigéo LU

1*¥A+2*B

Mostrar niimeros decimais

Fonte — (CALCULADORA.

Matriz Diagonal
Elevado a 2
Decomposigdo LU
Fatoragéo de Cholesky

Limpar +

.., 2018)

Neste trabalho utilizaremos o cdlculo da poténcia de matriz, ou seja elevar a matriz para verificar

se a mesma converge a longo prazo e também caso ocorra a convergéncia determinar a distribui-

¢do de equilibrio 7. Usando o icone Solucdo de Sistemas de Equagdes Lineares nos possibilita a

resolucdo de sistemas lineares de modo répido e simples facilitando a obtencao da distribui¢dao

de equilibrio m quando precisamos calcular por 7.7 = 7.

A Figura 35 € a tela inicial do site Calculadora de Matrizes. Podemos ver que para elevar

uma matriz ao quadrado por exemplo, basta preencher as células em uma das matrizes (Matriz

A ou Matriz B) e clicar em elevado a 2. Os valores dos resultados podem ser apresentados em

fracdoes ou em numeros decimais.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Ao final deste trabalho podemos destacar que hd muitas outras possibilidades de con-
textualizacdes que podem ser utilizadas nos ensinos médio e fundamental, e utilizando da
modelagem pelas Cadeias de Markov para introducdo de conceitos de probabilidade. A aplicagdo
das atividades propostas para este fim foi bem aceita pelos alunos, mostrando que a mudanga de
metodologia e a utilizacdo de ferramentas como computador/internet pode indicar outras formas

de ensino e aprendizagem do que a tradicional aula expositiva.

Dentre as atividades propostas, a atividade das penalidades de um jogo de futebol foi a
atividade que teve maior interesse e entusiasmo pelos alunos tanto do ensino fundamental quanto
do ensino médio. Isto mostra que precisamos adequar sempre que possivel os conteidos com
a realidade dos alunos, fazendo com que a matematica faga sentido, e também usar com mais
frequéncia de tecnologias como computadores e internet para auxiliar no processo de ensino e

aprendizagem.

Ainda em relacdo as atividades propostas, aplicamos todas as 4 atividades aos alunos
do ensino médio e, para os alunos do projeto Obmep na Escola, aplicamos apenas a atividade
das penalidades de futebol. Para os alunos do ensino médio, foram necessérias 5 aulas conforme
previsto e, mesmo com dificuldades, os alunos conseguiram acompanhar as atividades de forma
satisfatoria. Ja em relacio aos alunos do Obmep na Escola, o tempo programado foi de 1 aula,
mas pelo interesse demonstrado pelos alunos, seriam necessdrias 2 aulas. Mesmo com o tempo
reduzido, a atividade cumpriu o objetivo de introduzir conceitos de probabilidade, utilizando os

conceitos de Cadeias de Markov.

Em relacdo a fundamentacdo tedrica, apresentamos a teoria basica de Cadeias de Markov

com suas definicdes, exemplos, propriedades e resultados. Podemos destacar as subsecc¢oes 2.7.3
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da distribuicdo de equilibrio e 2.7.4 da existéncia e unicidade da distribui¢do de equilibrio onde

tivemos alguma dificuldade por ndo encontrar muitos exemplos comentados/explicativos.

Uma perspectiva para a continuidade deste trabalho seria buscar novas situagdes-problemas
que contextualizadas a realidade dos alunos possam ser modeladas pelas Cadeias de Markov
para introduzir conceitos de probabilidade e propiciar a melhoria no ensino e aprendizagem da

matematica.
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