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RESUMO

SILVA, G. R. Grupos e semigrupos. 2019. 165 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacgdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

Baseado no conjunto das funcdes parciais injetoras em um conjunto nao vazio € no conjunto
das fun¢des booleanas de vérias varidveis, a dissertacdo apresenta os conceitos de grupos e
de semigrupos inversos, que sao constituidos por elementos inversiveis. No caso de grupos, a
defini¢do de elemento inversivel € a usual e, no caso de semigrupos inversos, a defini¢do de

elemento inversivel € uma generalizacdo do conceito usual de elemento inversivel.

Palavras-chave: Grupo, Semigrupo, Semigrupo inverso.






ABSTRACT

SILVA, G. R. Groups and semigroups. 2019. 165 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacgdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2019.

Based on the set of injective partial functions in a non empty set and in the set of booleans
functions with many variables, this paper shows the concepts of groups and inverse semigroups,
which are both made of inversible elements. In groups, the definition of inversible element is the
usual and, in inverse semigroups, the definition of inversible element is a generalization of the

usual concept of inversible element.

Keywords: Groups, Semigroups, Inverse semigroups.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O segundo capitulo desta dissertacio aborda a teoria dos conjuntos, focando no conceito
de relacdes bindrias e, em particular, de fungdes. O capitulo exibe a constru¢do da interseccao de
todas as relagdes bindrias de equivaléncia em um conjunto ndo vazio que contém uma relacao
bindria dada e em conjuntos finitos mostra a constru¢cdo da intersec¢ao de todas as relagcdes
bindrias transitivas que contém uma relagdo bindria dada. Os numeros de Stirling de segunda
espécie calculam o ndmero de relagdes bindrias de equivaléncia em um conjunto finito e usa
um ndmero pré fixado de classes de equivaléncia. O nimero de fun¢des parciais e de fungdes
totais em um conjunto finito também sdo calculados no capitulo. As fungdes totais em um
conjunto finito, cujo dominio de definicdo € o conjunto em questdo, sdo funcdes compostas de
uma determinada funcdo total fixada e de permutacdes dos elementos do conjunto, enquanto que
as fungdes parciais, além de admitirem extensao a funcdes totais, também sao fun¢des compostas
de uma determinada fungao parcial fixada e de permutacdes dos elementos do conjunto. Estas

fun¢des compostas sao ilustradas através de varios exemplos.

O terceiro capitulo apresenta as fungdes booleanas de vdrias varidveis booleanas, bem
como a associatividade, detalhada pelo teste Light de associatividade das principais operagdes
bindrias booleanas. As defini¢cdes das operacdes bindrias booleanas guardam grande analogia
com as operacdes bindrias internas da teoria dos conjuntos. A construcdo das formas conjuntiva
e disjuntiva normais das funcdes booleanas é apresentada como o método de Quine-McCluskey

para a determinagdo das formas minimas de uma fun¢do booleana.

O quarto capitulo trata de grupos e semigrupos € € escrito com a intengdo de fazer
paralelismos entre a teoria de grupos e a teoria de semigrupos. O primeiro paralelismo € a
defini¢cdo de relagdes bindrias de equivaléncia compativeis a esquerda e a direita com a operagdo
bindria interna de semigrupo e a defini¢ao de relagdes de equivaléncias compativeis a esquerda

e a direita com a operagdo bindria interna de grupo, determinadas pelos subgrupos normais
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de um grupo. O segundo paralelismo sdo os trés teoremas do isomorfismo e o teorema da
correspondéncia para grupos e os trés teoremas do isomorfismo e o teorema da correspondéncia
para semigrupos. O terceiro paralelismo explorado € o teorema da estrutura de grupos ciclicos e
o teorema da estrutura de subgrupos ciclicos. Finalmente, o dltimo paralelismo alcancado é dado
pelos varios teoremas de representacdo de Cayley vélidos para grupos, semigrupos e semigrupos

1Nnversos.

Os semigrupos ditos inversos, objetos do ultimo capitulo, em que o elemento inverso de
semigrupo de um elemento do semigrupo, definido como generaliza¢dao dos elementos inversos
de um grupo, existe e é unicamente determinado para cada elemento. A unicidade do elemento
inverso de semigrupo para cada elemento do semigrupo inverso € equivalente logicamente
a comutatividade da operagdo bindria interna de semigrupo no subconjunto dos elementos
idempotentes do semigrupo. Além do mais, semigrupos inversos admitem uma relacao de ordem
motivada pela relacdo de ordem natural existente no conjunto das funcdes booleanas. Nem o
semigrupo das fungdes totais e nem o semigrupo das fungdes parciais em um conjunto sao
exemplos de semigrupos inversos, mas o semigrupo das fungdes injetoras em um conjunto é um

exemplo de semigrupos inversos e trivialmente o semigrupo das fungdes booleanas.
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CAPITULO

TEORIA DOS CONJUNTOS

Seja U um conjunto nao vazio. Um subconjunto ndo vazio A do conjunto U € um conjunto
com a propriedade de que todo elemento de A € elemento de U. Por vacuidade, o conjunto @ é

um subconjunto de U.

O conjunto das partes &?(U) do conjunto U é o conjunto constituido por todos os

subconjuntos do conjunto U.

A relagdo de inclusdo C de dois subconjuntos A e B do conjunto U, indicado por A C B,

significa que todo elemento de A é elemento de B.

A relacdo de igualdade = de dois subconjuntos A e B do conjunto U, indicado por A = B,

significaque A C Be B C A.

A unido A UB de dois subconjunto A e B do conjunto U € o conjunto constituido por

todos os elementos pertencentes a pelo menos um dos subconjuntos A e B de U.

Propriedades 2.1.

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto U. Entdo:

(i) (Lei da idempoténcia da unido) AUA =A

(i1) (Lei comutativa da unido) AUB =BUA
(iii) (Lei associativa da unido) AU (BUC) = (AUB)UC
(iv) (Leido vazio)AUD=A

(v) (Leido universo) AUU =U

A intersec¢do A N B de dois subconjuntos A e B do conjunto U € o conjunto constituido

por todos os elementos pertencentes simultaneamente aos dois subconjuntos A € B de U.
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Propriedades 2.2.
Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto U. Entao:
(i) (Lei da idempoténcia da interseccdo) ANA =A
(i1) (Lei comutativa da interse¢cdo) ANB =BNA
(iii) (Lei associativa da interse¢ccdo) AN (BNC) = (ANB)NC
(iv) (Leido vazio)ANO =10

(v) (Leidouniverso) ANU =A

Define-se a tabela de pertinéncia da unido e da intersec¢ao de dois subconjuntos A e B de

um conjunto ndo vazio U, respectivamente, por:

A|B|AUB | ANB
1|1 1 1
110 1 0
01 1 0
00 0 0

O subconjunto complementar A de um subconjunto A do conjunto U é o conjunto
constituido por todos os elementos de U que ndo sdo elementos de A. Sua tabela de pertinéncia é

dada por:

,_.
—_ O

Propriedades 2.3 (Leis da absorc¢ao).

Sejam A e B subconjuntos de um conjunto U. Ent3o:
(i) AU(ANB)=A
(ii)) AN(AUB)=A
(iii) AU(ANB) =AUB

Demonstragdo.

A tabela abaixo auxilia na demonstracao:
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A|[B|ANB|[AU(ANB) | AUB | AN(AUB) | ANB | AU(ANB)
1|1 1 1 1 1 0 1
110 0 1 1 1 0 1
011 0 0 1 0 1 1
0]0 0 0 0 0 0 0

Como a primeira e a quarta colunas sdo iguais, estd provado que A = AU (AN B), assim
como estd provado que A = AN (AUB), jd que a primeira e a sexta coluna sdo iguais. Da mesma

forma, como a quinta e a oitava coluna sdo iguais, estd provado que AUB =AU (ANB). [l

O conjunto diferenca A — B do conjunto A em relag@o ao conjunto B, ambos subconjuntos
do conjunto U, € o conjunto constituido por todos os elementos de A que nio sdo elementos de

B.

O conjunto diferenca simétrica A AB de dois subconjuntos A e B do conjunto U € definido
como AAB=(A—B)U(B—A).

Define-se a tabela de pertinéncia da diferenca e da diferenca simétrica de dois subcon-

juntos A e B de um conjunto ndo vazio U por:

A|B|A—-B | B—-A | AAB
1|1 0 0 0
10 1 0 1
01 0 1 1
00 0 0 0

Propriedades 2.4.
Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto U. Entdo:
(i) (Lei comutativa da diferenga simétrica) AAB = BAA
(ii) (Lei associativa da diferenca simétrica) AA(BAC) = (AAB)AC
(i11) (Leido vazio) AAD=A
(iv) (Lei do universo) AAU = A
Propriedades 2.5.
Sejam A e B subconjuntos de um conjunto U. Entdo:
(i) A-B=ANB

(i) A—B=A—(ANB)
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(iii) AUB=AU(B—A)
(iv) AAB=(AUB)—(ANB)

Propriedades 2.6.

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto U. Entao:

(i) AN(B—C) = (ANB)—(ANC)
(i) (A—C)U(B—C)=(AUB)—C
(iii) (A—C)N(B—C)=(ANB)—C
(iv) seACB,BCC,AUB=CeANB=0,entioA=C—B

(v) valem as leis distributivas da unido em relagado a interseccao e da intersec¢ao em relacdo a
unido:
a) AUBNC)=(AUB)N(AUCQ)
b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Teorema 2.7 (Leis de Morgan).

Sejam A e B subconjuntos de um conjunto U ndo vazio. Entdo:

Demonstragdo.

(i) A inclusdo AUB C ANB é provada abaixo:

1. x€AUB
x¢AUB
x¢Aex¢B

xcAex€eB

A

x€ANB
Agora, a inclusdio ANB C AUB é provada:

6. x€ANB

7. xEAex€EB
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8. x¢Aex¢B
9. x¢AUB
10. x€AUB

Portanto, AUB = ANB.
(ii) A inclusio ANB C AUB é provada abaixo:

1. x€ANB
2. x¢ANB
3a. x € A ex ¢ Bsem perda de generalidade
3b. x¢Aex¢B
admitindo (3a), x¢ Aex € B
xEAUB

admitindo (3b), xcAex€B

N o =k

xE€AUB
Em seguida, a inclusdio AUB C ANB é provada:

8. x€AUB

9a. x € A e x ¢ B sem perda de generalidade
9%. xcAexcB

10. admitindo (9a), x¢ Aex € B

11. x¢ ANB

12. x€ANB

13. admitindo (9b), x¢ Aex¢ B

15. x¢ ANB

16. x€ANB

Portanto, ANB =A UB.

Teorema 2.8 (Leis de Morgan para a operagdo bindria interna diferenca de conjuntos).

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto U. Entdo:

(i) (C—A)N(C—B)=C—(AUB)
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(i) (C—A)U(C—B)=C—(ANB)
Demonstragdo.

(i) Ainclusdo (C—A)N(C—B) C C—(AUB) é provada abaixo:

l. xe(C—A)N(C—B)
xe(C—A)exe (C—B)
xeCex#A
xeCex#B
xeC,x#£Aex#B

xeCex#AUB

L e

x€eC—(AUB)
Agora, a inclusdo C — (AUB) C (C—A)N(C — B) é provada:

8. xeC—(AUB)

9. xcCex#AUB

10. xeC,x#Aex#B8B

1. xeCex#B

12. xeCex#A

13. xe (C—A)exe (C—B)
14. xe (C—A)N(C—B)

Portanto, (C—A)N(C—B)=C— (AUB).
(ii) A inclusido (C—A)U(C—B) C C—(ANB) é provada abaixo:

l. xe (C—A)U(C—B)

2a. x€ (C—A)

2b. x€ (C—B)

3. admitindo (2a),x e Cex# A
xeCex#ANB
xeC—(ANB)

admitindo (2b),x e Cex# B

N o ok

xeCex#ANB



8. xeC—(ANB)

Em seguida, a inclusdo C — (AUB) C (C—A)N(C — B) é provada:
9. xeC—(ANB)

10. xeCex#ANB

lla. xeC,xceAex#B

Ilb. xeC,x#Aex€B

llc. xeC,x#Aex#B

12. admitindo (11a),x € C—B

13. admitindo (11b), xe C—A

14. admitindo (11c),xeC—AexcC—B

15. x€ (C—A)U(C—B)

Portanto, C — (AUB) = (C—A)N(C —B).

Teorema 2.9 (Leis do cancelamento).

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto U. Entao:

(i) seANC=BNCese AUC=BUC,entio A =B
(ii) sse ANC=BNCese ANC =BNC,entio A =B

(iii) sse AUC=BUCese AUC=BUC,entio A =B
Demonstragdo.

(i) Ainclusdo A C B é provada abaixo:

I.xeA
2a. xeC
2b. x¢ C
admitindo (2a), como x € A, entiox e ANC
como ANC = BNC por hipétese, entdo x € BNC

XEB

A

nesse caso,A C B
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7. admitindo (2b), comox€Aex € AUC
8. como AUC = BUC por hipétese, entdo x € BUC
9. x€ B, poisx ¢ C

10. nesse caso,A C B

Portanto, A C B em ambos os casos (x € C ou x ¢ C) e, pela simetria da proposi¢do, B C A,

o que implica que A = B.

(i) A inclusdo A C B € provada abaixo:

I.xeA
2a. xeC
2b. x¢ C
3. admitindo (2a), como x € A,entiox € ANC
4. como ANC = BNC por hipétese, entdo x € BNC
5. x€B
6. nesse caso,A C B
7. admitindo (2b), x € C e, como x € A, entdiox € ANC
8. como ANC = BNC por hipétese, entdo x € BNC
9. xeB

10. nesse caso,A C B

Portanto, A C B em ambos os casos (x € C ou x ¢ C) e, pela simetria da proposi¢do, B C A,

o que implica que A = B.
(iii) A inclusd@o A C B € provada abaixo:

I.xeA
2a. xeC
2b. x¢C
admitindo (2a), x ¢ C
como x € AUC = BUC por hipétese, entdo x € BUC
x € B, poisx ¢ C
nesse caso, A C B

admitindo (2b), como x € A, entiox € AUC

A R

como AUC = BUC por hipétese, entdo x € BUC
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9. x€B,poisx ¢ C

10. nesse caso,A C B

Portanto, A C B em ambos os casos (x € C ou x ¢ C) e, pela simetria da proposi¢do, B C A,

o que implica que A = B.
]

O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos X e Y € o conjunto formado por todos os

pares ordenados (x,y) tais que x € X e y € Y. Por vacuidade, X x0 =0e 0 x X = 0.

Propriedades 2.10.

Sejam os conjuntos X, Y e Z. Entdo:

() Xx(YNZ)=(XxY)N(X xZ)

() Xx(YUZ)=(XxY)U(X xZ)

2.1 Relacoes binarias

Uma relagdo bindria R de um conjunto X em um conjunto ¥ é um subconjunto vazio ou

ndo vazio R do produto cartesiano X x Y. A notagdo xRy significa que (x,y) € R.

O dominio de defini¢do D(R) de uma rela¢do bindria R de X em Y € o conjunto dos

elementos x € X tais que existe y € Y com (x,y) € R.

O conjunto imagem ou o conjunto de valores Im(R) de uma relagdo bindria R de X em Y

¢ o conjunto dos elementos y € Y tais que existe x € X com (x,y) € R.

A relagio bindria R~! do conjunto Y no conjunto X é o subconjunto R~! do produto
cartesiano Y x X constituido pelos pares ordenados (y,x) com y € Y e x € X de modo que
(x,y) €R.

A relagdo de pertinéncia € é uma relagio bindria do conjunto X no conjunto &(X) cujos
elementos sdo todos os subconjuntos de X.

A relagdo bindria de inclusdo R- = {(A,B) :A,B € &(X) e A C B} é umarelacdo bindria
no conjunto das partes &?(X) de um conjunto X. A notacdo AR B significa que (A,B) € Rc e
que A C B para subconjuntos A ¢ B de X.

Uma funcdo f do conjunto X no conjunto Y € uma relacio bindria f de X em Y com as

seguintes propriedades:

(i) Paracadax€ X ey, y2 €Y, se (x,y1) € fe (x,y2) € f, entdo y; = ys.
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(ii) Para cada x € D(f), o dominio de defini¢do da relagdo bindria f, f(x) é o Gnico elemento
de Y tal que (x, f(x)) € f.

2.1.1 Relacoes binarias e funcoes em um conjunto nao vazio

Uma relacao bindria R em um conjunto X é um subconjunto vazio ou nao vazio R do

produto cartesiano X x X.

Seja X um conjunto ndo vazio e seja B(X) o conjunto de todas as relagdes bindrias R no

conjunto X, isto €, o conjunto de todos os subconjuntos R do produto cartesiano X x X.

Definicao 2.11.

Se S e R sdo relagdes bindrias no conjunto ndo vazio X, a relacao bindria R o S no conjunto

X ¢ definida por:
RoS={(x,y) eXxX:(FzeX)((x,2) €5)((z,y) €ER)}.

Proposicao 2.12 (Lei associativa da composic¢ao).

Sejam R, S e T relagOes bindrias em um conjunto ndo vazio X. Entdo,
(RoS)oT =Ro(SoT).

Demonstragdo.
A incluséo (RoS)oT C Ro(SoT) é provada abaixo:

I (x,y) € (RoS§)oT

2. (3z€X)((x,2) €T e(z,y) €ER0S)

3. 3weX)((z,w) €Se (wy) €ER)

4. (x,w) €SoT,pois (x,z) €T e (z,w) €S

5. (x,y) ERo(SoT), pois (x,w) € SoT e (w,y) €ER
Agora, a inclusdo Ro (SoT) C (Ro S) o T é provada:

6. (x,y) ERo(SoT)

7. (JzeX)((x,z) €SoT e (z,y) €R)

8. FweX)((x,w)eTe(wz)€S)

9. (w,y) €RoS, pois (w,z) € Se (z,y) €R
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10. (x,y) € (RoS)oT, pois (x,w) € T e (w,y) € RoS

Portanto, Ro (SoT) = (RoS)oT. O

Teorema 2.13.

Para relagdes bindrias R, S, T em um conjunto ndo vazio X, se R C §, entdo:

(i) RoT C SoT

(i) ToRCToS

Demonstragdo.

f—

@

(
2. (3zeX)((x,z) €T e(z,y) €ER)
3. (z,y) € S,poisRC S

4. (x,y) €SoT,pois (x,z) €T e (z,y) €S

(i) A prova é andloga a prova do item anterior.

[
Uma funcdo f em um conjunto ndo vazio X € uma relagdo bindria f em X com a seguinte
propriedade: para x, y;, y2 € X, se (x,y1) € f e (x,y2) € f, entdo y; = y».

O tnico valor y para o qual (x,y) € f é indicado com o simbolo f(x) e denominado o

valor da fun¢@o f no elemento x.

A operagdo bindria interna de composi¢do de relagdes bindrias aplicada a funcdes f e g
em um conjunto X resulta em uma relacdo bindria go f em X que € uma fun¢do em X. De fato,

para x, yi, y2 € X, se (x,y1) € go f, significa a existéncia de z; € X tal que
(x,21) € fe(zi,y) €8
e, se (x,y2) € go f, significa a existéncia de z, € X tal que
(x,22) € fe(z2,3) €8,
mas, como f é funcdo,
se (x,z1) € fe(x,y2) € f, entdo 71 = 20

e, como g é funcdo,

se (z1,y1) € g e (z2,y2) € g, entdo y; = y;.
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Portanto,

se (x,y1) € gofe(x,y2) €gof, entdoy; =y;.

Uma relagao bindria R em um conjunto ndo vazio X € uma relagdo bindria

(1) reflexiva quando, e somente quando,

(VxeX)((x,x) ER).

(i1) simétrica quando, e somente quando,
(VxeX)(VyeX)((x,y) ER& (y,x) ER)
ou, equivalentemente, quando, e somente quando, R = R~

(ii1) transitiva quando, e somente quando,
(VxeX)(VyeX)(VzeX)((x,y) €Re (y2) ER= (x,2) ER)

ou, equivalentemente, quando, e somente quando, RoR C R, pois, se (x,y) € Re (v,z) €R,

entdo (x,z) € RoR.

(iv) antisimétrica quando, e somente quando,

(VxeX)(VyeX)((x,y) ERe (y,x) ER=x=Yy).

O fecho reflexivo R, de uma relag@o bindria R em um conjunto nao vazio X ¢ a relagcdo
bindria em X definida por:
R, =RU{(x,x) :x€ X}

e € igual a intersecc@o de todas as relacdes bindria reflexivas em X que contém R. O fecho

reflexivo de uma relacdo bindria R é uma relagdo bindria reflexiva.

O fecho simétrico Ry de uma relacdo bindria R em um conjunto ndo vazio X € a relacao
bindria em X definida por:
Ry=RUR™!

e € igual a interseccdo de todas as relacdes bindrias simétricas em X que contém R. O fecho

simétrico de uma relag@o bindria R é uma relacdo bindria simétrica.

Teorema 2.14.

Seja R uma relacao bindria reflexiva em um conjunto nio vazio X. Entao:

(i) RC (RoR) C (RoRoR)C....
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(i1) O fecho transitivo R; da rela¢do bindria reflexiva R, que € a intersec¢do de todas as relacdes

bindrias transitivas em X que contém R, é igual a

Ri=RU(RoR)U(RoRoR)U...= | J R/,
j=1

em que, para cada nimeron € N={1,2,...}, R" =RoRo...oR (n vezes).

Demonstragdo.

A relagdo bindria R™ = U R’ é uma relagio bindria reflexiva no conjunto X, porque
j=1
Ax CReR=RoAx C RoR, sendo que Ay = {(x,x) :x € X }.

A relacdo bindria R” é uma relacdo bindria transitiva no conjunto X. De fato, para
elementos x, y, z € X tais que (x,y) € R* e (y,z) € R™, entdo existem nimeros naturais m, n €
{1,2,...} de modo que (x,y) € R™ e (y,z) € R", o que implica que (x,z) € R"™" = R"oR™ C R™.

Se T é uma relagdo bindria transitiva no conjunto X tal que R C T, entdo
R*=RoRCToTCT

e, em geral, paracadan € {1,2,...}, R" C T, o que resultaem R* C T. O]

Propriedades 2.15.

Uma relacao bindria reflexiva R definida em um conjunto nao vazio X € tal que

R=AxoRCROoR.

Uma relacao bindria transitiva R definida em um conjunto ndo vazio X € tal que

RoRCR.

Uma relagdo bindria reflexiva e transitiva R definida em um conjunto ndo vazio X € tal
que
RoR=R.

Relagdes bindrias de equivaléncia em um conjunto nio vazio X sio relacdes bindrias em

X as quais sdo simultaneamente reflexivas, simétricas e transitivas em X.

Relagdes bindrias de ordem parcial em um conjunto ndo vazio X sao relagdes bindrias

em X as quais sdo simultaneamente reflexivas, antissimétricas e transitivas em X.

Portanto, relacdes bindrias de equivaléncia R em um conjunto X ndo vazio satisfazem

RoR = R (a condi¢do de transitividade para relagdes bindrias de equivaléncia R € que RoR = R),
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ou seja, relagdes bindrias de equivaléncia em X sdo elementos idempotentes em relacdo a
operagdo bindria interna de composi¢do no conjunto B(X) constituido por todas as relagdes
bindrias em X. Além disso, o dominio de definicdao e o conjunto de valores de uma relacao
bindria de equivaléncia R em X sdo iguais a X pelo fato de que o dominio de definicdo D(R) de
R contém o dominio de defini¢do D(Ayx) = X da relagdo bindria Ay, e 0 mesmo é valido para o

conjunto de valores.

A classe de equivaléncia de um elemento x pertencente a um conjunto X nao vazio
segundo uma relacdo bindria R de equivaléncia em X € indicada por Rx e € igual ao conjunto de

todos os elementos y € X tais que (x,y) € R. Além disso:

(i) Ra = Rb quando, e somente quando, (a,b) € R.

(ii) Se (a,b) ¢ R, entdo RaNRb = 0.

Uma familia {A, : y € I} de subconjuntos ndo vazios de um conjunto X ndo vazio

constitui uma particdo de X se, e somente se,

(1) (Vy EI)(V/( GI)(AjﬂAk 20) ou (Aj =Ak) €

(i) UAj=X

jel

O conjunto de todas as classes de equivaléncias de uma relacdo bindria de equivaléncia
em um conjunto X ndo vazio constitui uma particdo do conjunto X e, reciprocamente, toda

particdo de um conjunto ndo vazio X origina uma relagcao bindria de equivaléncia em X.

Seja F uma funcdo de X em Y cujo dominio de defini¢io D(F) ¢é igual a X e cujo
conjunto de valores R(F) é um subconjunto de Y. Entdo, F ~1 o F é uma relagdo bindria de

equivaléncia no conjunto ndo vazio X. De fato,
FloF={(x,y)eXxX:(3z€X)((x,2) EFe(zy) €F )}
[(z,y) € F~! significa que (y,z) € F ou F(y) =]
={(0y) eX XX F(x) =F(y)},
pois, de F(x) = ze F(y) = z, segue que F(x) = F(y) e a tiltima igualdade evidencia que F 1o F
¢ uma relacdo bindria de equivaléncia em X.

A relagdo bindria de equivaléncia F~! o F em X é denominada nicleo da fungio F de X

emY.

A fungdo natural ou fungdo quociente ITg de X no conjunto quociente X /R (o conjunto

das classes de equivaléncia da relacdo bindria de equivaléncia R em X) € a funcdo cujo dominio
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de definicao é D(Ilg) = X, cujo conjunto de valores é R(ITg) = X /R e que é definida por: para
cadax e X,
[Ig(x) = Rx.

O ntcleo da funcao natural ITg € a relac@o bindria de equivaléncia R em X.

Teorema 2.16.

Seja R uma relag@o bindria em um conjunto ndo vazio X, entdo R, que, por defini¢do, €
a relacdo bindria de equivaléncia em X, interseccao de todas as relagdes bindrias de equivaléncia
que contém a relagdo bindria R em X, € igual ao fecho transitivo da relacdo bindria reflexiva e

simétrica RUR 1 UAy em X, isto &,
Reg=|JRUR'UAy)/,
j=1

em que Ay = {(x,x) :x € X}.

Demonstragdo.
A relacdo bindria RUR™! U Ay é uma relagio binaria reflexiva e simétrica em X.

Para cada nimeron € N = {1,2,...}, aigualdade

(RUR'UAY)" = {(RUR TUAx) 1}"
= {(RUR TuAy)" !

mostra que, para cada nimeron € N={1,2,...}, (RUR~' UAx)" é uma relago bindria simétrica

em X e, entdo, a relacdo bindria U (RUR ' UAy)/ é uma relacio bindria simétrica em X.
Jj=1

De fato, para elementos x, y € X, tais que (x,y) € | J(RUR ' UAy)/, existe um nimero

s

I
—_

J
neN={1,2,...} tal que (x,y) € (RUR 1 UAx)", que é uma relaciio bindria simétrica em X e,
portanto,

(RUR TUAy).

s

(y,x) € (RUR 'UAx)" C

j=1
()

A relagdo bindria | J (R UR'UAy)’ é uma relagio bindria transitiva em X. De fato,
j=1

(o)

para elementos x, y, z € X, se (x,y) e (y,z) sdo elementos de U (RUR™'UAy)/, entio existe
j=1
ndmeros naturais m, n € {1,2,...} tais que:

(x,y) € (RUR_1 UAx)™
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(v,2) € (RUR T UAx)"

e, entao,

(x,2) € (RURTUAx)" o (RUR "UAx)" = (RUR ' UAx)"" C | J(RUR 'UAx)/.
j=1

Logo, a relacdo bindria U (R UR'u AX)j ¢ reflexiva, simétrica e transitiva em X que
j=1

contém a relagdo bindria R, isto é, | | (R UR'U Ax)j ¢ uma relacdo de equivaléncia em X que

s

j=1

contém a relacao bindria R.

Seja E uma relacao de equivaléncia em X tal que R C E. Entdo,
(RUR'UAx)o(RUR'UAx) CE0E=E

e, em geral, para cada ndmero n € N = {1,2,...}, (RUR ' UAx)" C E, o que mostra que
JRUR"UAx)/ CE. O
j=1

Teorema 2.17.

Sejam R uma relag¢@o bindria em um conjunto ndo vazio X e R, a intersecc¢do de todas

as relagdes bindrias de equivaléncia em X contendo R. Entio,
(x,7) € Req

se, e somente se, ou x =y ou, para algum n € N = {1,2,...}, existe uma sequéncia zi,
22, ..., Zn de elementos de X tais que x =z; — 20 — ... — z, =Y, 0 que significa que, para cada

je{1,2,...,n},0u(z,zj+1) € Rou (zj11,2j) €R.

2.1.2 Relacées binarias em um conjunto finito

Para cada ndmero natural n, seja X,, = {1,2,...,n} com n elementos. A matriz Mg de
uma relagdo bindria R em X, (que € um subconjunto do produto X, X X},) € uma matriz quadrada
de ordem n formada pelos digitos 0 e 1 de modo que, se (i, j) € R, entdo o elemento da matriz
Mp, situado na linha i e coluna j é igual ao digito 1 e, se (i, j) ¢ R, entdo o elemento da matriz

Mp, situado na linha i e coluna j € igual ao digito 0.

A matriz Mg de uma relacdo bindria reflexiva R no conjunto X,, apresenta todos os digitos
da diagonal principal iguais a 1 enquanto que a matriz Mg de uma relacio bindria simétrica R no
conjunto X, € uma matriz quadrada simétrica de ordem n: a sequéncia dos digitos da primeira
linha da matriz coincide com a sequéncia dos digitos da primeira coluna e assim sucessivamente

para as demais linhas e colunas.
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. 2 . .
O nimero natural 2" é o nimero de matrizes quadradas de ordem n formada pelos
digitos O e 1 e € igual ao numero de relagdes bindrias em X, devido a correspondéncia biunivoca

existente entre matrizes quadradas de ordem n com digitos O e 1 e relagcdes bindrias no conjunto
Xp.

. e . . . ¢ A

O numero de relagdes bindrias reflexivas no conjunto X, é 2" ", lembrando que os
digitos da diagonal principal da matriz correspondente sdo iguais a 1, enquanto que o nimero de
relacdes bindrias simétricas é

n2+n

nzfn
277 2"—=2"2

)
lembrando que a matriz de uma relagdo bindria simétrica € uma matriz simétrica.

O detalhe importante € que, para relacdes bindrias R e S em X, a matriz Mg da relacdo
bindria Ro S, composta de R e S nesta ordem, € igual a matriz produto MsMg (ordem invertida
entre R e S) definida da seguinte maneira: o elemento (i, j) da matriz produto € igual a 1 sempre
que existir k € {1,2,...,n} tal que o elemento (i,k) da matriz Mg é 1 e o elemento (k, j) da

matriz Mg € 1; e, em caso contrério, o elemento (i, j) da matriz produto é 0.

Exemplo 2.18.

Sejam as relagdes bindrias R e S no conjunto X4 = {1,2,3,4} definidas, respectivamente,

por:
R={(1,1),(2,1),(3,2),(3,3),(4,3)}

§=1{(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(4,2)}.

As matrizes Mg e Mg de R e S sdo, respectivamente, iguais a

MR: GMS:

S O = =
o = O O
— = O O
o o o O
oS O O O
- O O O
S = = O
S O = o=

e a matriz Mg.s = MsMpg da relacdo bindria composta Ro § € igual a

MROS =

- O O O
S = = O
O = =
o O O O

De fato:
(1,3) € Ro S, pois (1,4) € Se (4,3) €R;

(2,2) € Ro S, pois (2,3) € Se (3,2) €R;
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(2,3) €RRo S, pois (2,3) € Se (3,3) € Re também pois (2,4) € Se (4,3) €R,;
(3,2) € Ro S, pois (3,3) € Se (3,2) €R;
(3,3

(4

)
) €RoS, pois (3,3) € Se (3,3) €R;
,1) €RoS, pois (4,2) € Se (2,1) €R.

A matriz Mg, do fecho reflexivo da relag@o bindria R € igual a

1 00O

1 100
Mg, =

0110

0011

e, como Mg, # Mg, R ndo é uma relacdo bindria reflexiva em X,,.

A matriz Mg, do fecho simétrico da relacio bindria R € igual a

1 100

1 010
Mg, =

0111

0010

e, como Mg, # Mg, R ndo é uma rela¢do bindria simétrica em Xj,.

Para o célculo da matriz do fecho transitivo de uma relacdo bindria R em um conjunto

ndo vazio e finito X, € necessario o uso do algoritmo de Warshall descrito a seguir:

Seja R uma relac@o bindria no conjunto ndo vazio X, = {1,2,...,n} em que n € N =
{1,2,...}. O algoritmo de Warshall constréi as seguintes n + 1 matrizes cujos coeficientes sido 0
el:

Wo = Mg, Wi,...,W,,

em que Wy = Mg € a matriz da relacdo bindria R em X,, e W,, € a matriz da relacdo bindria
R;, fecho transitivo da relacdo bindria R, por razdes 6bvias pela seguinte descri¢do: para cada
ke{l1,2,...,n}, o digito wf?j da matriz W, referente a linha i e a coluna j, € definido como 1

caso exista uma sequéncia de elementos

i?-xlax27"'7-xr71aja
emquei, j € X, exy,x2,...,x—1 € {1,2,...,k} de modo que

(i,x1) ER,(x1,%2) €ER,...,(x,—1,]) €ER

ou caso wf.‘j_l = 1; e o digito wifj € definido como 0 caso tal sequéncia de elementos ndo exista.

Em outros termos,
k

okl ok Ak
wij=wi; V(Wi Awig),
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em que V e A sdo, respectivamente, as operagdes bindrias OR e AND no conjunto {0, 1}.

O exemplo seguinte ilustra o algoritmo de Warshall.

Exemplo 2.19.

Seja R a relagdo bindria em X4 = {1,2,3,4}, cuja matriz My é dada por

0001

1 010
Mg =

1 001

0010

o que significa que
R={(1,4),(2,1),(2,3),(3,1),(3,4),(4,3)}.

Pelo algoritmo de Warshall,

S = = O
S o o O
- o = O
O = =

O digito w54 ¢ igual a 1 devido a sequéncia 2,1,4.

W; =

— = = O
o o O O
- O = O
P e

O digito wf“ € igual a 1 devido a sequéncia 4,3, 1.

O digito wf’m € igual a 1 devido a sequéncia 4, 3,4.

1 011

1 011
Wy =

1 011

1 011

O digito w‘]‘l ¢ igual a 1 devido a sequéncia 1,4,3,1.
O digito w‘l‘3 ¢ igual a 1 devido a sequéncia 1,4, 3.

O digito w§‘3 ¢ igual a 1 devido a sequéncia 3,4, 3.
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Em resumo, R;, fecho transitivo de R, € igual a
R ={(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,3),(3,4),(4,1),(4,3), (4,4) }.

Um segundo exemplo ilustrativo se encontra abaixo:

Exemplo 2.20.

Seja R a relagdo bindria em X4 = {1,2,3,4}, cuja matriz Mg é dada por

Mg =

S O = =
oS = O O
- = O O
oS O O O

o que significa que
R={(1,1),(2,1),(3,2),(3,3),(4,3)}.

Pelo algoritmo de Warshall,

Wo =W = Mg
1 00O
1 000

W, =
1110
0010

O digito w%l ¢ igual a 1 devido a sequéncia 3,2, 1.

W3 =W, =

—_ = = =
- = O O
—_— = O O
oS O o O

O digito wi] ¢ igual a 1 devido a sequéncia 4,3,2, 1.
O digito wﬁz ¢ igual a 1 devido a sequéncia 4, 3,2.

Em resumo, R;, fecho transitivo de R, € igual a

R ={(1,1),(2,1),(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3) }.

Teorema 2.21.
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Para nimeros n e k pertencentes a N = {1,2,...}, o nimero de relagdes bindarias de
equivaléncia no conjunto X, = {1,2,...,n} com k classes de equivaléncia, que é igual ao niimero
de parti¢des do conjunto X,, consistindo de k£ subconjuntos ndo vazios e disjuntos dois a dois, €
calculado pelo nimero de Stirling de segunda espécie S(n,k) definido pela seguinte relagdo de
recorréncia:

Sn+1,k+1)=S8(nk)+ (k+1)S(n,k+1)
sujeito as condi¢oes S(n,1) = S(n,n) =1 e, quando k € {n+1,n+2,...}, S(n,k) = 0.

Demonstragdo.

O ndmero de parti¢oes de X+ = {1,2,...,n+ 1}, com k+ 1 subconjuntos ndo vazios e
disjuntos dois a dois em que um dos subconjuntos da parti¢do € o subconjunto unitéario {n+ 1},
¢ igual a S(n,k) e o nimero de parti¢des de X, |, com k + 1 subconjuntos ndo vazios e disjuntos
dois a dois em que um dos subconjuntos da parti¢do ndo é o subconjunto unitério {n+ 1}, é
igual a (k4 1)S(n,k+ 1) por haver k+ 1 escolhas para o elemento n + 1 pertencer a um dos

subconjuntos da parti¢ao. [

Exemplo 2.22.

O conjunto {1,2} tem uma parti¢do constituida pelo conjunto {1,2} e uma parti¢do

constituida pelos dois subconjuntos unitarios {1} e {2}, isto é,
{12} ={1}u{2}.

O conjunto {1,2,3} tem uma parti¢do constituida pelo conjunto {1,2,3}, uma parti¢ao
constituida por trés subconjuntos unitdrios {1}, {2} e {3} e trés parti¢des constituidas por dois
subconjuntos: {1} e {2,3}, {2} e {1,3} e {3} e {1,2}, isto é,

{1,2,3} ={1}U{2,3} = {2} U{1,3} = {3} U{1,2} = {1} U{2} U{3}.

Os niimeros de Stirling de segunda espécie sao apresentados na seguinte tabela paran e
k pertencentes a {1,2,3,4,5,6}:

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
n=1 1 0 0 0 0 0
n=2 1 1 0 0 0 0
n= 1 3 1 0 0 0
=4 1 7 6 1 0 0
=5 1 15 25 10 1 0
n==6 1 31 90 65 15 0

Por exemplo, o nimero de relagdes bindrias de equivaléncia no conjunto X5 com quatro
classes de equivaléncia € igual a 10 e o numero de relagdes bindrias de equivaléncia no conjunto

X com trés classes de equivaléncia € igual a 90.
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2.2 Funcoes parciais em um conjunto X

Uma fung¢do parcial f em um conjunto ndo vazio X € uma fun¢do f em X, cujo dominio
de definicdo D(f) é um subconjunto vazio ou ndo vazio do conjunto X e cuja imagem (ou
conjunto de valores) R(f) é um subconjunto de X. A funcéo vazia é a relagéo bindria em X cujo

dominio de defini¢do e cujo conjunto de valores coincidem com o conjunto vazio.

O conjunto P(X) é o conjunto constituido pela totalidade das fung¢des parciais em um
conjunto ndo vazio X e a operacao bindria de composicao de relagdes bindrias em X, restrita
ao conjunto P(X) das funcdes parciais em X, é uma operacgdo bindria interna associativa no
conjunto P(X), desde que a relagdo bindria go f em X, composta das fung¢des parciais f e g em

X, seja uma fungéo parcial em X. De fato, se f € P(X) e se g € P(X), entdo go f € P(X).

Demonstragdo.

1. (x,y1) €gofe(x,y2) €gof,comx,y;,y2 €X
2. 3z1€X)((x,21) € f,(z1,y1) € &)

3. (FneX)((x,22) € f,(22,52) € 8)

4. (x,z1) € fe(x,z2) Ef

5. 2=

6. (z1,51) €ge (z1,y2) = (22,)2) €8

7. y1=»
O]

Para cada subconjunto nio vazio A do conjunto ndo vazio X, a fun¢do inclusdo iy € a
funcdo parcial em X, cujo dominio de defini¢do D(is) coincide com A e cujo conjunto de valores

R(is) coincide com A, e que é definida por:

parax € A, is(x) = x.

Para subconjuntos ndo vazios A e B do conjunto nao vazio X, a funcdo composta is oig
das fungdes inclusdo iy e ip € a funcdo inclusdo iynp do subconjunto A N B, intersec¢do dos

subconjuntos A e B de X, isto €,
iaoip =ipoig = isng, quando ANB # 0.

Note que, para ANB =0, iy oip = ipoiy € a funcdo vazia.
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O conjunto I(X) é o conjunto constituido pela totalidade das func¢des parciais f em um

conjunto ndo vazio X que sao fungdes injetoras, ou seja, para xi, xp € X,

Se X1, X2 € D(f) e f(xl) = f()Q), entiao x; = xp,
desde que € vdlido que a func¢do parcial, composta das func¢des parciais injetoras f e g em X, é
uma fung¢do parcial injetora em X.

A operagdo bindria interna de composicao de relagdes bindrias em um conjunto ndo vazio
X, restrita ao conjunto I(X) das fungdes injetoras, é uma operagdo bindria interna associativa no
conjunto /(X). De fato, se f € [(X) e se g € I(X), entdo go f € I(X).

Demonstragdo.

1. (x1,y) €gofe(x,y) €gof,comxy, xz,y€X.
2. (gof)x1) =g[flx1)] =y =(gof)(x2) = g[f(x2)].
3. f(x1) = f(x2) pela injetividade da funcéo g

4. x1 = xp pela injetividade da funcao f

A operacdo mondria de inversdo em /(X) associa, a cada fun¢@o parcial injetora f de
1(X), a fungdo inversa f~! (que é a relacdio bindria inversa f~! da relacdio bindria f em X), cujo
dominio de defini¢do D(f~!) coincide com o conjunto de valores R(f) de f e cujo conjunto de

valores R(f~!) coincide com o dominio de definicio D(f) de f.

A fungdo composta fo f~! é aigual a fungio inclusdo i p(y) € a fun¢do composta f “lof

¢ a igual a fun¢do inclusdo ip(y), ou seja,

fof ' =iny

flof =irg).
Além disso,

foflof=¥¢

flofor t=s7"
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2.3 Funcoes totais em um conjunto X

Uma fungao total f em um conjunto ndo vazio X € uma fun¢do em X, cujo dominio de
defini¢do D(f) coincide com o conjunto X e cujo conjunto de valores R(f) é um subconjunto de
X.

O conjunto T'(X) € o conjunto constituido pela totalidade das funcgdes totais de X e a
operacao bindria de composicao de relacdes bindrias em X, restrita ao conjunto das fungdes
totais em X, é uma operagdo bindria interna em 7'(X) (isto é, se f, g € T(X), entdo go f € T(X),
pois o dominio de defini¢do D(go f) de go f iguala o conjunto X) que possui a propriedade
associativa em 7 (X) (caso particular da associatividade da composi¢ao de relagdes bindrias em
X).

2.4 Funcoes parciais e totais de um conjunto X em um

conjunto Y

Uma funcio parcial f do conjunto ndo vazio X no conjunto ndo vazio Y € uma fungao
cujo dominio de defini¢do D(f) é um subconjunto nio vazio do conjunto X e cujo conjunto de

valores R(f) é um subconjunto néo vazio do conjunto Y.

Para cada subconjunto vazio ou ndo vazio A C X,

fA) ={f(x):xe AND(f)}
€ um subconjunto vazio ou ndo vazio de Y, denominado conjunto imagem de A em Y pela func¢do
f.

Para cada subconjunto vazio ou ndo vazio B CY,

71 (B)={xeD(f): f(x) € B}

€ um subconjunto vazio ou ndo vazio de X, denominado conjunto imagem inversa de B pela
funcdo f.
Teorema 2.23.

Seja f uma fun¢@o cujo dominio de defini¢do D(f) é um subconjunto ndo vazio de X e

cujo conjunto de valores R(f) € um subconjunto de Y.

As afirmagdes sdo equivalentes:

(i) A fungdo f é uma fungdo injetora no sentido de que sempre que f(x;) = f(x2), com x1,

Xy € D(f), entao x| = xp.
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(ii) Existe uma fungdo g cujo dominio de defini¢do D(g) é um subconjunto do conjunto Y e

cujo conjunto de valores R(f) € um subconjunto do conjunto X tal que
80 f = ix,

em que iy € a funcdo identidade em X, ou seja, ix(x) = x para cada x € X.

Demonstragao.

(ii) = (i) Admitindo (ii), sejam x1, xo € D(f) C X tais que f(x;) = f(x2). Entdo:

X1 = ix(xl)

(1) = (i1) Assumindo (i), a relac@o bindria inversa f 1 da funcdo f é, de fato, uma fung¢do cujo

dominio de defini¢do é R(f) e cujo conjunto de valores esta contido em X.

Sex€Xex; = f'[f(x)], entdo:
(f(),x) e f!
(f(x)x) € f7,

o que implica x = x1, que é equivalente a f~! [f(x)] =x.

Seja g uma extensio qualquer da funcdo f~! ao conjunto Y. Entdo, se x € X,
(gof)®) =g[f®)] = ' [f®)] =x=ix(x).

A funcdo g tal que go f = ix é chamada retragdo da funcdo f ou funcdo inversa a

esquerda da func¢do f, que € equivalente a afirmar que g o f € uma funcdo injetora.

Corolario 2.24.

Seja f uma fun¢@o cujo dominio de defini¢do D(f) é o conjunto X e cujo conjunto de
valores R(f) é um subconjunto de Y e seja g uma funcdo cujo dominio de defini¢dao D(g) é o

conjunto Y e cujo conjunto de valores R(g) é um subconjunto de Z. Entdo:
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(i) Se f e g sdo fungdes injetoras, entdo go f € uma funcao injetora.

(i) Se go f € uma funcdo injetora, entdo f € uma func¢do injetora.
Demonstragdo.

(i) Sejam & e k as fungdes inversas a esquerda de f e de g, respectivamente, isto €,
ho f =ix
kog=1iy.
Entdo, hok é a fungdo inversa a esquerda da funcdo composta g o f, pois
(hok)o(gof)=ho(kog)of
=hoiyof
= h O f
= iXa
o que € equivalente a afirmar que g o f é uma funcio injetora.

(i1) Se h € a funcdo inversa a esquerda da fun¢do composta go f, entdo ho g € a funcdo inversa

a esquerda da funcdo f, pois
(hog)of=ho(gof)
= iXa

o que € equivalente a afirmar que f é uma fun¢do injetora.

Teorema 2.25.

Seja f uma fun¢@o cujo dominio de defini¢do D(f) é o conjunto X e cujo conjunto de
valores R(f) é um subconjunto de Y e seja g uma fungdo cujo dominio de defini¢do D(g) € o

conjunto Y e cujo conjunto de valores R(g) é um subconjunto de X tal que f o g = iy. Entdo,

R(f)=Y.

Demonstragdo.

Como R(f) C Y, basta mostrar que Y C R(f). Para tanto, sejay € Y. Entdo, g(y) € X e

y=iy(y) =(fog)y) = fls()].

0 que mostra que y € R(f). O
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A funcdo g com a propriedade de que f o g = iy é chamada se¢do da funcdo f ou funcio
inversa a direita da funcao f.
Teorema 2.26.

Seja f uma fun¢do cujo dominio de defini¢do D(f) é o conjunto X e cujo conjunto de
valores R(f) é um subconjunto de Y e seja g uma fun¢éo cujo dominio de defini¢do D(g) é o

conjunto Y e cujo conjunto de valores R(g) é um subconjunto de Z. Entao:

(i) Se f e g s@o fungdes sobrejetoras, no sentido de que R(f) =Y e R(g) = Z, entdo go f é

uma fungdo sobrejetora, ou seja, R(go f) = Z.
(i) Se go f € uma funcdo sobrejetora, entdo g € uma funcao sobrejetora.

Teorema 2.27.

Seja f uma fun¢do cujo dominio de defini¢do D(f) é o conjunto X e cujo conjunto de

valores R(f) é um subconjunto de Y. Entdo, as afirmacgdes seguintes sdo equivalentes:

(1) A funcdo f € uma funcdo injetora e sobrejetora.

(i) Existem fung¢des r e s cujos dominios de defini¢do sdo iguais ao conjunto ¥ com valores

no conjunto X com

rof=ixe fos=iy.
(i11) Existe uma fun¢do g cujo dominio de defini¢do € o conjunto ¥ com valores em X tal que
gof:ix efog:iy.

Assim, se f é uma fungio injetora e sobrejetora, ento a fungdo inversa f~! de f é a tinica fungio

que € simultaneamente func¢ao inversa a esquerda e a direita da funcao f.

Corolario 2.28.

Seja f uma fun¢@o cujo dominio de defini¢do D(f) é o conjunto X e cujo conjunto de
valores R(f) é um subconjunto de Y e seja g uma funcdo cujo dominio de defini¢do D(g) é o
conjunto Y e cujo conjunto de valores R(f) é um subconjunto de X tal que go f = ix. Entdo, f é

uma fungdo injetora e g € uma fungao sobrejetora.

Corolario 2.29.

Seja f uma fun¢@o cujo dominio de defini¢do D(f) é o conjunto X e cujo conjunto de
valores R(f) é um subconjunto de Y. Entdo, a fungdo retracdo da fungdo f é sobrejetora e a

funcdo secdo da funcdo f € injetora.
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Funcgdes totais f do conjunto ndo vazio X no conjunto ndo vazio Y sdo fungdes cujo

dominio de defini¢do D(f) é igual a X e cujo conjunto de valores R(f) € um subconjunto de Y.

Uma funcdo total f de X em Y induz uma funcao total indicada pela mesma letra f do
conjunto das partes &?(X) de X no conjunto das partes Z(Y) de Y, definida por: para cada
subconjunto vazio ou ndo vazio A C X, a fun¢do induzida por f associa ao conjunto A o conjunto
f(A) e induz uma funcio total f~! do conjunto das partes &?(Y) de Y no conjunto das partes
2 (X) de X, definida por: para cada subconjunto vazio ou nio vazio B C Y, a fungdo f~!
induzida por f associa ao conjunto B o conjunto f~!(B), com as seguintes propriedades de fcil

verificacdo:
(i) Para A e Ay subconjuntos de X,
f(A1UA2) = f(A1) U f(A2)

fAINA2) C f(A1) N f(A2).
(ii) Para subconjuntos B; e B, de Y,
S (B1UBy) = f1 (B US T (Ba)
fHBiNB) = f 1 (Br)N [ (B)
B =B2) =1 (B1) — [ (Ba).

(iii) Para cada subconjunto A C X,

Ac @A)

(iv) Para cada subconjunto A C X e para cada subconjunto B C Y,
FlF~ (B)NA] =BNf(A)

e, em particular,

flrB)] =BnfXx).

2.5 O conjunto das funcodes parciais e o conjunto das

funcoes totais em um conjunto finito

Para cadan € N={1,2,...}, sejam X,, = {1,2,...,n} e P(X,) o conjunto constituido
pela totalidade das fung¢des parciais f em X, isto é, fun¢des f cujo dominio de defini¢do D(f) é
um conjunto vazio ou ndo vazio de X, e cujo conjunto de valores R(f) € um subconjunto contido

em X,,.
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O nimero de fungdes parciais em P(X),) é igual a

(n+1)"=1+ (T>n+ <Z)n2+...—|— (Z)n”

pois

(1) aparcela 1 € correspondente a fun¢do vazio com dominio de definicao igual ao conjunto

vazio;
.. n . N ~ . . . , . e
(i1) a parcela )" € correspondente as funcdes parciais cujo dominio de defini¢do € um

conjunto unitdrio de X,,: existem 1) subconjuntos unitdrios de X, e, para fun¢des parciais

f, cujo dominio de definicdo é um conjunto unitario, ha »n possibilidades para a defin¢ao

do valor de f no elemento do conjunto unitario;
n\ , . . - L . L
(iii) a parcela 5 )" € correspondente as funcdes parciais cujo dominio de defini¢do é um

subconjunto de dois elementos {i, j} C X,: existem ) subconjuntos com dois elementos

{i, j} com n possibilidades para o valor de f em i e n possibilidades do valor de f em j;

e assim por diante.

No caso em que X é um conjunto finito com m elementos e em que Y € um conjunto

finito com n elementos, o nimero de fungdes parciais de X em Y € igual a

v (e (5 ) ()

Paracadan € N={1,2,...}, sejam X,, = {1,2,...,n} e T(X,) o conjunto constituido
pela totalidade das fungdes totais f em X,,. O nimero de fungdes f em T'(X,,) é igual a n”*, porque,

para cada j € X,,, existem n possibilidades para a defini¢do do valor da funcdo f em j.

No caso em que X € um conjunto finito com m elementos e em que ¥ é um conjunto

finito com n elementos, o nimero de funcdes totais de X em Y € igual a n™.

Exemplo 2.30.

O niimero de fungdes totais sobrejetoras do conjunto X = {1,2,3,4,5} sobre o conjunto
Y ={1,2,3} é calculado pelo principio da inclusdo-exclusdo: seja U o conjunto de todas as
fungdes totais f, cujo dominio de defini¢do D(f) é X e cujo conjunto de valores R(f) é um

subconjunto de Y e sejam

A={feU:1¢R(f)}
B={feU:2¢R(f)}
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C={feU:3¢R(f)}.

Assim, o nimero de fungdes totais f sobrejetoras de X sobre Y € igual a 150:

IANBNC| = |U| - [|A|+ |B|+]|C|] + [|[ANB|+|ANC|+ [BNC|] — |[ANBNC|

(e (-

e o nimero de fungdes parciais f sobrejetoras, cujo dominio de defini¢ido D(f) é um subconjunto

de X e cujo conjunto de valores R(f) é um subconjunto de Y, é igual a 390:

) Q) =) G)e-G)el= Q) =0+ ()= (G)e]

5
pois existem (3) possibilidades para a escolha do dominio de defini¢do da fun¢do com trés
5
elementos, ( 4> possibilidades para a escolha do dominio de definicao da fun¢do com quatro

5
elementos e (5) possibilidades para a escolha do dominio de defini¢do da fun¢do com cinco

elementos.

2.5.1 O conjunto das funcées injetoras e sobrejetoras em um con-
junto finito

Para cadan € N={1,2,...}, sejam X, = {1,2,...,n} e S, o conjunto constituido pela

totalidade das fungdes totais injetoras em X, que € igual ao conjunto de todas as fun¢des

sobrejetoras em X, e que € igual ao conjunto constituido pela totalidade das func¢des injetoras e

sobrejetoras em Xj,.

O niimero de fungdes f injetoras e sobrejetoras no conjunto X,, é igualan! =n(n—1)...1,
porque existem n possibilidades para a defini¢cdo do valor da funcdo f em 1, existem n — 1

possibilidades para a definicao do valor da funcdo f em 2 e assim por diante.

As fungdes de comprimento um (1) = (2) = ... = (n) sdo todas iguais a fungdo identidade

no conjunto X,,.
Dados i, j € {1,2,...,n}, com i # j, a funcdo transposi¢do (i j) ou a fun¢@o ciclo de
comprimento dois € definida por:
i— ],
J—=i
x—x,parax € {1,2,....n}, x £ i, x # j.

nn—1)

O numero de fun¢des ciclo de comprimento dois em S, € igual a
i#j, 0, je{1,2,....,n}, (i j)=(ji).

, porque, para
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Dados i, j,k € {1,2,...,n}, com i, j e k distintos dois a dois, a fungdo ciclo de compri-
mento trés (i j k) é dada por:
i—J
j—k
k—i

x—x,parax € {1,2,....n},x#i,x# j,x *k.

As férmulas abaixo sdo de verificagdo imediata:

(i) Parai, je{1,2,...,n},
(i j)=(1i)o(L j)o(li).
(ii) Para j € {2,...,n}
(1j)=@0j=1oe(j=1j)o(lj-1).

Por exemplo,
(13)=(12)0(23)0(12).

(14)=(13)0(34)0(13)
=[(12)0(23)o(12)]o(34)o[(12)0(23)0(12)].

nn—1)(n—2)

O numero de funcdes ciclo de comprimento trés em S,, € igual a 3 , porque,
parai, j,k€{1,2,....n}, (i jk)=(kij)=(jki).

Analogamente, sao definidas as func¢des ciclo de comprimento quatro até comprimento

Para uma func@o ciclo (a; ay ... a;) de comprimento maior ou igual a trés, em que
{ai,az,...,a;} C {1,2,...,n},
(a1 ay ... ay) = (a1 ax)o...o(a1 az)o (a1 az),

ou seja, uma funcdo ciclo de comprimento k maior ou igual a trés é composta de k — 1 fungdes

transposicao.

Toda permutagdo f € S,, o conjunto das func¢des injetoras e sobrejetoras, cujo dominio
de defini¢do D(f) e cujo conjunto de valores R(f) éigual a {1,2,...,n}, é fungdo composta de

um numero finito de fun¢des ciclo. Por exemplo, se a matriz de valores de f € Sg €

1 234567809
49718356 2)
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entdo f = (14)0(29)0(37586).

Para dar resposta a questdo "Quantas permutagdes do conjunto das permutacdes Sg sdo
da forma (i j k [)o(m n)o (o p)o(g), em que as fungdes ciclo sdo duas a duas disjuntas?",

basta efetuar o seguinte célculo:

9-8-7-6
(1) 9 possibilidades para i, 8 para j, 7 para k e 6 para [, totalizando — possibilidades
para (i j k I).
. S . 5:4 3.2 S
(i1) 5 possibilidades para m, 4 para n, 3 para o e 2 para p, totalizando T possibili-

2
dades para (m n)o (o p).

(iii) restando uma possibilidade para (g).

Portanto, a resposta a questao form ladaégig.?6 L 5432 1
, A TesSpos u u - . - 1.
posiaad 4 2102 2
A resposta para a questdao "Quantas permutagdes do conjunto das permutagdes Sg sao

da forma (i j k)o(mn o)o(p qr), em que as funcgdes ciclo sdo duas a duas disjuntas?"é
1 9-8:7 6-5-4 3-2-1

31 3 3 3
As formulas abaixo de verificagdo imediata sdo vdlidas:

@)

(ii) Paracada j€{1,2,...,n—1},
Gi+D)=@12.. 0" 7o(12)0o(12...n)"
(iii) Paracada j€{2,3,...,n—1},
(1j+1)=(( j+1Do(j—1j)o...0(23)o(12)0(23)o...0(j—1j)o(jj+1).
(iv) Paracadai€ {1,2,...,n— 1} eparacada j € {1,2,...,n—i},

(i+j)=12...n) o j+1o(12...n)""

Toda permutacdo no conjunto S, € funcao composta de um nimero finito de transposi-

coes.

O ndmero de Stirling de primeira espécie s(n, k) para cada nimero natural n e para cada
nimero natural k € {0, 1,...,n} calcula o nimero de permuta¢des em S,, expressas como fung¢do
composta de k fungdes ciclo duas a duas disjuntas. Os numeros de Stirling de primeira espécie

sdo definidos pela seguinte relacio de recorréncia:

s(n+ 1,k+1) =s(n,k)+ns(n,k+1)
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sujeita as condigdes s(n,0) = 0 e s(n,n) = 1. De fato, a parcela s(n,k) é devida ao fato da
funcdo ciclo de comprimento um, cujo unico elemento € n+ 1, ocorrer na permutagio e a
parcela ns(n,k+ 1) é devida ao fato da fungéo ciclo (n+ 1) de comprimento um néo ocorrer na
permutacdo: ha n possibilidades para inserir o elemento n + 1 em cada uma das k+ 1 fun¢des

ciclo de S, duas a duas disjuntas.

A tabela abaixo mostra valores dos nimeros de Stirling de primeira espécie para n €
{1,2,3,4,5,6} ek €{0,1,2,3,4,5,6}:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
n=1 0 1 0 0 0 0 0
n=2 0 1 1 0 0 0 0
n=3 0 2 3 1 0 0 0
n=4 0 6 11 6 1 0 0
n=>5 0 24 50 35 10 1 0
n==6 0 120 274 225 85 15 1
Dada uma relag@o bindria do conjunto X, = {1,2,...,n}, em que n é um nimero natural,

o subconjunto de S, constituido pelas permutacdes f € S, compativeis com a relagdo bindria R
no sentido de que, para i, j € {1,2,...,n}, se (i, j) € R, entdo (f(i), f(j)) € R é um subconjunto

fechado em relac@o a operagdo bindria de composicao de fungdes.

Exemplo 2.31.
Seja R a relagdo bindria em X4 = {1,2,3,4} dada por R = {(1,4),(2,4),(3,4)}. Ento,

as seguintes permutacdes f € S4 s@o compativeis com a relagdo bindria R:

(123)0(4)

Exemplo 2.32.

Seja R arelagdo bindriaem X4 = {1,2,3,4} dadapor R={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,4)}.

Entdo, as seguintes permutagdes f € S4 sdo compativeis com a relag@o bindria R:
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2.6 O conjunto das funcoes totais em um conjunto finito

Paracadan € N={1,2,...},seja X, = {1,2,...,n} e seja T(X,) o conjunto de todas as

funcdes totais f em X,.

Seja fi2 € T(X,) definida por:
Ji2(1) =2
fi1a(x) =x, parax € {2,3,...,n}.
Parai, j € {1,2,...,n}, define-se f;; por
fij(i) =
fij(x) =x, parax € {1,2,...,n} ex #1.

As féormulas abaixo sdo de fécil verificagdo:

(i) Parai€ {3,4,...,n},
fo=01i)o fiao(11).

(ii) Para j € {3,4,...,n},
f1j =2 j)ofizo(2 ).

(iii) Parai, j€{3,4,....,n}ei# ],
fij=(1i)o(2 j)ofizo(2 j)o(li).
(iv) Parai, j€ {3,4,....n} ei# j,
fii= (i j)o fijo(i j).

Seja f € T(X,), cujo nimero de elementos do conjunto de valores R(f) é menor ou
igual a n — 1 (se o nimero de elementos do conjunto de valores R(f) é igual a n, entdo f é uma
permutacdo em X,,). Entdo, existem i, j € {1,2,...,n}, com i # j, tal que f(i) = f(j) e, para
k € X, \ R(f), considere fj € T(X,). Portanto,

f=7rfofi,

em que fé definida por:

fli)=k
]?(x) = f(x) parax € {1,2,...,n} ex #1i.
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Exemplo 2.33.

. . . . 1 2 3 4
Seja f € T(X4) cuja matriz de valores é f = L1 2)

o : ~ (1 2 3 4
Como 3 ¢ R(f), seja f dada pela matriz de valores f = :

4 31 2
Portanto, f = fo Jf23, em que fé uma permutacao em X4 €
frz=(12)o(23)o f120(23)0o(12).

Exemplo 2.34.

. . . 1 23 4
Seja f € T(X4) cuja matriz de valores é f = )

~

Como 2 ¢ R(f), seja f dada pela matriz de valores f

Ento, f = fo fo3 = fo foa

Como 3 ¢ R(f ) seja f dada pela matriz de valores f =

(4213

~
~

Portanto, fA: fofize
f=Fofs Z}Aof43 ° fo3,
em que ]A?é uma permutacio em Xy, e
fr3=(12)0(23)0fin0(23)0(12)
faz=(14)0(23)0 f120(23)0o(1 4).
Exemplo 2.35.

. . . ) 1 2 3 4
Seja f € T(X4) cuja matriz de valores é f = 333 3)

o 2 3 4
Como 1 ¢ R(f), seja f dada pela matriz de valores f = 3 :

Entdo, f = fo fo1 = fo fo3 = fo fau.

31 3 2

Entao, ]/;: J/“\O faz = fo fa1.

~
~
-~

Como 4 ¢ R(f), seja f dada pela matriz de valores f

1 2 3 4
421 1)

_
[\]
(98]

N’

~ = ) = 1 2 3 4
Como 2 ¢ R(f), seja f dada pela matriz de valores f = ( > :

1 2 3 4
41 3 2)
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Entao, }A: ?\o f13-
Portanto,
f=fofa
:JA?Of43 o fa1
:JA?OfB o fa30 far,

W)

em que f € uma permutacdo em Xy, €
fr1=(12)o(21)ofip0(21)0(12)

fiz=(14)o(23)of120(23)0(14)
f13 = (2 3) oflzo(Z 3)
Em vista dos exemplos acima, toda fungdo total f € T(X,) é expressa como fungio

composta de um ndmero finito de fungdes, todas elas pertencentes ao conjunto das transposicoes

ou igual a fungdo total fi;.

2.7 O conjunto das funcoes parciais em um conjunto fi-
nito

Paracadan € N={1,2,...},seja X, = {1,2,...,n} e seja P(X,) o conjunto de todas as
funcdes parciais f em X, ou seja, fungdes cujo dominio de defini¢do e cujo conjunto de valores

sd0 ambos subconjuntos de Xj,.

Para cada subconjunto A de X,,, seja a funcdo f4 € P(X,) definida como uma inclusao

ix,\a do subconjunto complementar X, \ A. Por exemplo, f{1y tem como matriz de valores

2 3 ... n
23 ... n)’

o que significa que

fi(2) =2
fin(3)=3
fiy(n)=n

e que 1 ndo pertence ao dominio da fungdo fy;.
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A férmula seguinte € de facil verificacdo:

Paracadai € {2,3,...,n},
fiy =)o fiyo(li).
A funcdo, f chamada completamento da funcdo parcial f em X, é definida por:

f(x), sexeD(f)
X, sexe€Y =X,\D(f)

e se relaciona com a fungdo f pela férmula
f=Fofy

em que, por exemplo, se ¥ = {1,2}, fr = f{1} 0 f{2}-

Exemplo 2.36.
: . . 12 3 4 -
Seja f € T(X4) cuja matriz de valores é f = (2 : 3) , 0 que significa que
f1)=2
f2)=1
3¢D(f)
f(4)=3

I . ~ 1 2 3 4
Seja f dada pela matriz de valores f = 13 4)

Entdo, f = fo fy,com Y = {3}, ou seja, f = fOf{3}, em que f é uma funcdo total em

X4 ef{3} = (1 3) Of{l} o (1 3)

Exemplo 2.37.
: . . 1 23 4 L
Seja f € T(X4) cuja matriz de valores é f = - , 0 que significa que
L ¢ D(f)
f2)=1
f(3)=4
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Lz . ~ 1 2 3 4
Seja f dada pela matriz de valores f = L1 o4 4]

Entio, f = fo fy,comY = {1,4}, ou seja, f:fof{l} o fiay :fof{4} o f{1}, em que
f é uma fungio total em X, e fray =1 4)o friyo(14).

Exemplo 2.38.
. N 123 4 -
Seja f € T(X4) cuja matriz de valores é f = ( ; ), o que significa que
1 ¢ D(f)
f(2)=3
3¢ D(f)
4 ¢ D(f).

.z . = 1 23 4
Seja f dada pela matriz de valores f = L33 4)

Entio, f = fo fy,comY = {1,3,4}, ou seja, f = fo f{1} 0 fi3} 0 f(4}. em que f € uma
fungdo total em Xy, fiz3 = (13)o friyo(13)e fray = (14)ofryo(14).

Em vista dos exemplos anteriores, toda funcéo parcial f em P(X,) é funcdo composta de

um ndmero finito de func¢des, todas elas pertencentes ao conjunto das transposicdes ou igual a

Si2 ouigual a fyyy.
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CAPITULO

OPERACOES BINARIAS BOOLEANAS

Uma operagdo bindria interna booleana no conjunto {0,1} é uma fungdo u, cujo
dominio de defini¢do € o conjunto {0,1} x {0,1} constituido pelos quatro pares ordenados
(0,0),(0,1),(1,0) e (1,1), com valores no conjunto {0, 1}.

Existem dezesseis operacdes bindrias internas booleanas Ug, i1, ..., ;5 NO conjunto

{0, 1} constituido pelos digitos O e 1 cujas tabelas de valores sdo:

XYy HO(X,y) /.Ll(x,y) “2(x7y) [.L3(x,y) “15(x7y)
1|1 0 0 0 0 1
110 0 0 0 0 1
0|1 0 0 1 1 1
0]0 0 1 0 1 1

A numeracdo das operag¢des bindrias internas booleanas no conjunto {0, 1} é feita de
acordo com a representacdo bindria do indice da operacdo bindria interna. Por exemplo, as tabelas

de valores de 1 e H2 sdo

x|y | M) | Hlxy)
111 1 1
110 0 1
0|1 1 0
010 1 0

Isso acontece devido a representacdo bindria do numero 11 ser 1011, o que significa que
11 =1.224+0.224+1.2' +1.2° e a representacio bindria do nimero 12 ser 1100, o que significa
que 12 =1.2341.2240.2" +0.2°.

A operacio bindria interna booleana OR, indicada pelo simbolo V, € definida pela tabela

de valores abaixo:
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X |y |xVy
1|1 1
10 1
01 1
00 0

que € a tabela de valores da operagdo bindria interna booleana pj4: para x, y € {0,1},
Ui4(x,y) =xVy (0 é o elemento neutro da operacao bindria interna booleana OR e 1 é o elemento

zero da operacao bindria interna booleana OR, no sentidoque OV1=1elV1=1).

A operacdo bindria interna booleana AND, indicada pelo simbolo A, é definida pela

tabela de valores abaixo:

X |y |xAy
1|1 1
110 0
01 0
00 0

que ¢ a tabela de valores da operacdo bindria interna booleana ug: para x, y € {0,1},
us(x,y) =xAy (1 é o elemento neutro da operagéo bindria interna booleana AND e 0 é o

elemento zero da operacdo bindria interna booleana AND, no sentido que 0OA1=0e 0A0=0).

A operacgdo bindria interna booleana XOR, indicada pelo simbolo &, € definida pela

tabela de valores abaixo:

X |y | XDy
1|1 0
110 1
01 1
00 O

que € a tabela de valores da operacdo bindria interna booleana Ug: para x, y € {0,1},
Ue(x,y) =xPy (0 é o elemento neutro da operagdo bindria interna booleana XOR e néo existe o

elemento zero da operacdo bindria interna booleana XOR, no sentido que 060=0,041 =1,
1e0=1el1®d1=0).

A dificuldade estd em saber, das dezesseis operagdes bindrias internas booleanas ( no

conjunto {0, 1}, quais tem a propriedade associativa, isto é, quais destas operacdes sdo tais que a
igualdade

o, 1 (v,2)] = pp(x,y),z

¢ vdlida para os oito valores possiveis dos elementos x, y e z pertencentes a {0, 1}.
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O método exaustivo para o reconhecimento das operagdes bindrias internas booleanas

associativas 1 no conjunto {0, 1} é a construcéo da tabela abaixo:

x|y lz | My | u(rz) | mlxp2) | m(x,y),2)
LT (1) | u(L1) | e[ u(L, D] p(u(1,1),1]
LPT10 | u(1 1) | u(1,0) | w1, u(1,0)] | ulu(1,1),0]
11O 1] pu(1,0) | u(0,1) | [, u(0,D)] | plp(1,0),1]
1100 ] u(1,0) | 1(0,0) | pu[1,u(0,0)] | plu(1,0),0]
O 1] 1] pu01)] u(t,1)| unfo,u(l,1)] | uu0,1),1]
0 1]0]|u01) | u(1,0) | u0,u(1,0)] | u[u(0,1),0]
010 1]u0,0)]u,1) | pu0,u(0,1)] | unp(0,0),1]
010]0]u(0,0) | u(0,0) | 1[0,u(0,0)] | up(0,0),0]

e a verificacdo dos valores apresentados nas ultimas duas colunas: caso as duas ultimas
colunas apresentem os mesmos valores em cada linha, u é associativa e, caso contrdrio, t ndo é

associativa.

3.1 Teste Light de associatividade de operacoes binarias

internas em um conjunto finito

Seja X um conjunto finito com n elementos. Cada enumeracao dos elementos de X define

uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de X e os indices 1, 2, ..., n da enumeracao.

Operagdes bindrias internas definidas no conjunto de indices {1,2,...,n} induzem

operacgdes bindrias internas no conjunto X de n elementos.

Hi (n?)" operacdes bindrias internas em {1,2,...,n}, pois, para cada par ordenado (i, j),
com i, j € {1,2,...,n}, existem n possiveis valores para o valor da operagdo bindria interna em
(i, j)-

Definida uma operag@o bindria interna i em {1,2,...,n}, a fim de demonstrar a associa-
tividade de u, é preciso calcular u [i,,u(j,kﬂ eu [,u(i,j),k} ,paracadai, j, k€ {1,2,...,n}, e
mostrar que estes dois valores sdo os mesmos. Para tal, o teste Light de associatividade propde

escrever, para cada j € {1,2,...,n}, duas tabelas.

A primeira tabela a ser construida é
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() wG,2) .o pGd) o uGyj) e u(k) o u(n)
:
i wli, (i k)]
j
,i

e registrar o valor U [i, w(j, k)} na intersec¢ao da linha i e da coluna k genéricas.

A segunda tabela a ser construida é

u(ij) wlu(i, ),k

e registrar o valor U [,u(i , j),k] na intersec¢ao da linha i e da coluna k genéricas.

Como, para cada indice {1,2,...,n}, as duas tabelas construidas para o elemento j

apresentam os mesmos valores, a associatividade da operagdo bindria interna ( € provada.

Na hipétese de, para um particular indice j € {1,2,...,n}, as duas tabelas construidas
para o elemento j ndo apresentarem os mesmos valores, a operacdo bindria interna U ndo €
associativaem {1,2,...,n}.

7z

O teste Light de associatividade de uma operag@o bindria interna y em {1,2,...,n} é

ilustrado pelos exemplos a seguir.

Exemplo 3.1.

Seja u a operag@o bindria interna em {1,2,3,4} dada pela tabela de Cayley abaixo:
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1 2 3 4
11 2 3 4
221 3 4
3|13 4 3 4
4|14 3 3 4

Pelo teste Light de associatividade,

(i) as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento 1 sdo:

p(l,)=1 p(,2)=2 u(1,3)=3 pu(1,4)=4
1 1 2 3 4
2 2 1 3 4
3 3 4 3 4
4 4 3 3 4
1 2 3 4
u(l,)=1|1 2 3 4
u2,1)=212 1 3 4
ui3,1)=3|3 4 3 4
u4,1)=414 3 3 4

n1)=2 p2,2)=1 n(23)=3 p24) =4
1 2 1 3 4
2 1 2 3 4
3 4 3 3 4
4 3 4 3 4
1 2 3 4
u(1,2)=212 1 3 4
n2,2)=11 2 3 4
1n(3,2)=34 3 3 4
n4,2)=413 4 3 4

)=3 uB3.2)=4 p(3,3)=3 pG.4)=4

B W =
N A
LW W W W W
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W W W W=

N L S

W W W W W
L S S

B W N =

W W W W W

i e ] R

W W W W

W W W W W
e il

Como as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento 1, para o elemento 2, para o

elemento 3 e para o elemento 4 apresentam os mesmos valores, (1 € uma operacdo bindria interna

associativa em {1,2,3,4}.

Exemplo 3.2.

Seja U a operag@o bindria interna definida em {1,2,3} pela tabela de Cayley:

1.2 3
1[2 1 1
203 1 2
3012 2

Pelo teste Light de associatividade, as duas tabelas de Cayley a serem construidas para o

elemento 1 sdo:

a1, )=2 p(1,2)=1 p(1,3)=1
1 1 2 2
2 1 3 3
3 2 1 1
1 23
u(l,)=213 1 2
p2,1)=31 2 2
pB, =12 1 1
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e estas duas tabelas ja demonstram a nao associatividade da operacdo bindria interna
em {1,2,3}, pois:

p[lLp(, )] =1#3=p[u(1,1),1]
p[lp(1,2)] =2#1=pu(1,1),2]
1[2,p(1,2)] =3#2=pu(2,1),2]
1[2,p(1,3)] =3#2=pn[u(2,1),3]

O teste Light de associatividade determina, em particular, a associatividade de operagdes
bindrias internas booleanas ¢ no conjunto {0, 1} sempre que y admite a existéncia do elemento

neutro e € {0, 1}, ou seja, para cada x € {0,1},

[.L(X, e) = /,L(e,x) =X

porque nos casos particulares

ém que x = ¢, vem queu[x“u(y,z)] = ,LL(y,z)
.u[;u<X7y)7Z} :N()’,Z),

emquey=e, vem que,u[x,u(y,zﬂ :,LL(X,Z)
wu(xy),z] = p(x,z),
ém que 7 = ¢, vém que ‘LL[X,‘LL(y,Z)} :»u(x7y)

Hlp(x,y)z] = plxy),
a igualdade descrita na defini¢do de associatividade € sempre verificada.

As tabelas de Cayley necessdrias para a verificagdo da associatividade da operagdo
bindria interna booleana OR sdo as tabelas abaixo construidas para o elemento 1, visto que o

elemento 0 € elemento neutro desta operagao:

VI]1vo=1 1vi=1 v |01
0 1 1 ovi=1][1 1
1 1 1 Ivi=1|1 1

Como as tabelas apresentam os mesmos valores, a operacdo bindria interna booleana OR

tem a propriedade associativa no conjunto {0, 1} e o valor
xVyVz=(xVy)Vz=xV(yVz)

¢ bem definido para x, y, z € {0,1}.
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As tabelas de Cayley necessdrias para a verificacdo da associatividade da operagdo
bindria interna booleana AND sao as tabelas abaixo construidas para o elemento 0, visto que o

elemento 1 € elemento neutro da operagao:

AlOAO=0 OA1=0 A |01
0 0 0 0A0=0[0 0
1 0 0 IAN0O=0]0 0

Como as tabelas apresentam os mesmos valores, a operacdo bindria interna booleana

AND tem a propriedade associativa no conjunto {0, 1} e o valor
xAYAz=(xAY)ANz=xN(yA2)

é bem definido para x, y, z € {0, 1}.

As tabelas de Cayley necessdrias para a verificacdo da associatividade da operagao
bindria interna booleana XOR sdo as tabelas abaixo construidas para o elemento 1, visto que o

elemento O € elemento neutro da operagao:

o|1e0=1 101=1 & |0 1
0 1 0 0pl=1[1 0
1 1 1&1=0{0 1

Como as tabelas apresentam os mesmos valores, a operac@o bindria interna booleana

XOR tem a propriedade associativa no conjunto {0,1} e o valor
xDYyPz=(xDy)Dz=xD(yD2)

¢ bem definido para x, y, z € {0, 1}.

As operagdes internas bindrias booleanas NOTOR (V), NOTAND (A) e implicagdo (—)

definidas por suas respectivas tabelas de Cayley

— 10 1
011 1
1 10 1

—~~
SN—

0 (A) | 0
1 0 1
0 1|1

S Ol
O = =

ou por suas respectivas tabelas de valores

xVy=ui(x,y) | xAy =p(x,y) | x =y =t (x,y)
0
1
1
1

S = O =<
- o O O

—_—_ O =

SO = =R
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ndo tem a propriedade associativa e nem a propriedade de existéncia do elemento neutro,
pois, pelo teste Light de associatividade, as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento

0 ndo apresentam os mesmos valores para a operagdo NOTOR:

V]ovo=1 0V1=0 V.o |01
0 0 1 0v0o=1|0 0
1 0 0 1VO=0|1 0

O mesmo vale para as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento 1:

V][1V0=0 1V1=0 v |01
0 1 1 0VI=0[1 0
1 0 0 1IVI=0|1 0

Portanto, conclui-se que:

0OV (0V1)=1%£0=(0V0)V1

1V(0V0) =0+ 1= (1V0)V0
OV(IV1)=1#£0=(0V1)V1

1V(1V0) =0 1= (1V1)V0.

Analogamente, as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento 0 ndo apresentam
0s mesmos valores para a operacio NOTAND:

—_ O >

| 0A0=1 0A1=0
1 1
0 0

O mesmo vale para as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento 1:

—_ O
> >
SRS
Il
] R )
O Ol =

Il
—_

—_ O >

[ IA0=1 1A1=0
1 1
0 1

Portanto, conclui-se que:

—_ O

> >

>—~>—*>|
I

I
O =
— | O

1
0
1

OA(OA1)=1%£0=(0A0)A1

1A (0A0) =03 1= (1A0)A0

OA(IAL) =1#£0=(0A1)A1
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1A (1A0) =01 = (1A1)A0.

Da mesma forma, as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento O ndo apresentam

0s mesmos valores para a operacao implicagdo:

—|[050=1 0>1=1 — 0 1
0 1 1 0—=0=11]0 1
1 1 1 1—-0=0|1 1

O mesmo vale para as duas tabelas de Cayley construidas para o elemento 1:

—[150=0 1>1=1 - |0
0 1 1 0—-1=1[0 1
1 0 1 l—=1=1[0 1

Portanto, conclui-se que:
0—-(0—0)=1#40=(0—0)—0

0—-(1—-0)=1#4#0=(0—1)—0

1-(1-0)=0#1=(1—1)—0.

3.2 Funcoes booleanas de uma variavel

As quatro (4 =22 = 221) fungdes booleanas de uma varidvel sdo dadas pelas tabelas de

valores abaixo:

x| folx) | filx) | folx) | f5(x)
0 0 1 1

0| O 1 0 1

—

A numeragdo das funcdes booleanas de uma varidvel € dada de acordo com a representa-
¢do bindria do fndice. Por exemplo, f>(1) =1, /2(0) =0e 10 = 1.2' +0.2° =2 é a representacio
bindria do indice 2.

A funcgdo booleana f; de uma varidvel é a conhecida operacao monéria de inversdo no
conjunto {0,1}: f1(0)=0=1¢ f1(1) =1 =0, ou seja, f;(x) =X, parax € {0,1}.

A fung¢do booleana f, de uma varidvel é a fun¢do identidade em {0,1}: f>,(0) =0e
f2(1) =1,isto é, fo(x) =x, parax € {0,1}.

A funcdo booleana f3 de uma varidvel tem por férmula f3(x) = x VX, para x € {0,1},

enquanto que a fung¢do booleana fj de uma varidvel tem por formula fy(x) = xAX, parax € {0,1}.
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3.3 Funcoes booleanas de duas variaveis

As dezesseis (16 =2* = 222) func¢des booleanas de duas varidveis sao definidas pelas

tabelas de valores abaixo:

x|y | folx) | filx) | folx) | f5(x) | ... | fis(x)
111 0 0 0 0 1
110 0 0 0 0 1
011 0 0 1 1 1
00 0 1 0 1 1

e as fungdes booleanas de duas varidveis e operagdes bindrias internas booleanas sao

sindnimos.

As operacdes bindrias internas booleanas no conjunto {0, 1} induzem operagdes bindrias
internas no conjunto das fungdes booleanas de duas varidveis: as operagdes bindrias internas OR
(V), AND (A) e XOR () sdo definidas para fun¢des booleanas de duas varidveis, ou seja, se f
e g sdo fungdes booleanas de duas varidveis, fV g, f A ge f @ g sdo fun¢des booleanas definidas

por
(fVe)xy) = f(x,y)Vglx,y)
(fAg)(x,y) = fx,y) Ag(x,y)
(fog)(xy) =f(x,y) @elx,y)

e, em geral, se u é uma operacdo bindria interna booleana no conjunto {0, 1}, entdo, com abuso

de notacdo, para fungdes booleanas f e g, a fun¢do booleana p(f,g) é definida por:
[1(f,8)] (x,y) = u[f(x,y),8(x,y)] parax,y € {0, 1}.
Além disso, para x, y € {0,1},
filx,y) =xAy

f(x,y) =%y

[(xy) = XAV (EAY)
S12(x,y) = (xAY) V (xAy)
f15(x,y) =XAYV (XAY)V (XAY)V (xAy).

As funcdes booleanas fy, f1, ..., f15 de duas varidveis também podem ser definidas por

mapas de Karnaugh.
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O mapa de Karnaugh, formado por 2" células, sendo n o nimero de varidveis, ¢ uma
tabela montada para a minimizacao de funcdes booleanas e permitem a simplificacdo de funcdes

de duas, trés, quatro ou mais varidveis.

Definicao 3.3.

Duas células sio adjacentes entre si quando apenas uma de suas varidveis muda de valor.
Por exemplo, as células xy = 00 e xy = 01 sdo adjacentes, pois apenas y muda de valor. J4 as

células xy = 01 e xy = 10 ndo sdo adjacentes, pois x ¢ y mudam de valor.

Definicao 3.4.

Enlace é o agrupamento de células adjacentes, com valores iguais, do qual se pode
extrair diretamente uma expressao booleana simplificada, ja que a varidvel que muda de valor

desaparece.

Se o valor considerado no mapa de Karnaugh for igual a 1, cada enlace é dado pela
operacdo AND entre as varidveis que ndo mudam de valor e a operacao entre os enlaces é dada

pela operacdo OR. Esta € a chamada forma disjuntiva normal da fun¢do booleana.

Se o valor considerado no mapa de Karnaugh for igual a 0, cada enlace é dado pela
operacao OR entre as varidveis que nao mudam de valor e a operagdo entre os enlaces € dada

pela operacdo AND. Esta ¢ a chamada forma conjuntiva normal da fun¢ao booleana.

Exemplo 3.5.

Em um primeiro exemplo, seja f a funcdo booleana de duas varidveis definida por:
fx,y) = (xAYy)V (XAy), parax, y € {0,1}. Dessa forma, o mapa de Karnaugh de f é dado

abaixo:

=
()
O ==l

=I
p—

Agora, em um segundo exemplo, seja g a funcdo booleana de duas varidveis definida

pelo mapa de Karnaugh abaixo:

y y
x|1]|1
x| 10
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Assim, a fungdo booleana g pode ser escrita, para x, y € {0,1}, como:

g(x,y) = (xAY)V(xAY)V (XAy)
= xA(VY)]VEAY)

=xV(XAy)

g(x,y) = (xAy)V(XAy) V (xAY)
= [yA(xVI)] V(xAY)
=yV(xAy).

Exemplo 3.6.

A tabela de valores e o mapa de Karnaugh da fun¢@o booleana fg, respectivamente

representados por

x|y | folx,y) -
11| o0 _ g {
1o 1 o :
0ol1| 1 x
olo| o

indicam que a fun¢do booleana fg € dada pela sua forma disjuntiva normal
fﬁ(xay) - ()_C/\y) \% ('X/\y)7parax7 ye {07 1}
e pela sua forma conjuntiva normal

fo(x,y) = (xVy)A(¥VY),parax,y € {0,1}.

Da mesma forma, a tabela de valores e o0 mapa de Karnaugh da func@o booleana fy,

respectivamente representados por

X1y f9(x7y) -
11 1 _ { g
10| o Y o
ol1] o0 x

olo| 1

indicam que a fun¢do booleana f9 é dada pela sua forma disjuntiva normal

fo(x,y) = (XAY)V (xAy),parax,y € {0,1}
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e pela sua forma conjuntiva normal
Jolx,y) = (xV¥) A (XVy),parax,y € {0,1}.

Por simplicidade de notagdo, a operagdo bindria OR pode ser indicada pela operagao
bindria booleana de adicao + e a operacao bindria AND, por sua vez, pode ser indicada pela

operag@o bindria booleana de multiplicac¢@o, ou seja, para x, y € {0,1}:
X+y=xVy
Xy =xAy.
Exemplo 3.7.

A tabela de valores e o mapa de Karnaugh da funcao booleana f7, respectivamente
representados por

x|y | fr(x,y) -
11| o0 _{{
1ol 1 xlO
ol1] 1 o
olo| 1

indicam que a fun¢do booleana f;7 € dada pela sua forma disjuntiva normal
f1(x,y) =xy+xy+xy,parax,y € {0,1},
e pela sua forma conjuntiva normal
f1(x,y) =x+y,parax,y € {0,1}.

De maneira similar, a tabela de valores e o mapa de Karnaugh da funcao booleana fi,,

respectivamente representados por

x|y | fialxy) -
1)1 1 _ g g
1]0 1 o =
01 0 o
00 0

indicam que a fun¢do booleana fi, é dada pela sua forma disjuntiva normal

le(xvy) :xy—l—xy,parax,y € {07 1}7
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e pela sua forma conjuntiva normal
fia(x,y) = (X+y)(x+y),parax, y € {0,1}.
De maneira anéloga, sao definidas as fun¢des soma f +g = fV g, produto fg=fAge

a fungdo f @ g quando f e g sdo fungdes booleanas de trés ou mais varidveis.

As funcdes booleanas de duas varidveis fi, f2, fa € f3, respectivamente iguais a U, U,
Uy € Ug, sdo particularmente importantes, pois suas tabelas de valores apresentam um tnico valor

igual a um.

Além disso, para cada x, y € {0, 1},

e suas tabelas de valores sao

X |y [ Xy | Xy | Xy | Xy
110 ,0]|0]1
I1fojojo01 1,0
oOj1jo0(1,0/0
0joj1,010|0

Cada func¢ao booleana de duas varidveis é soma das fun¢des booleanas p1, p2, ps € pg

com coeficientes em {0, 1}, como se observa no exemplo a seguir.
Exemplo 3.8.

As fungdes 1] e W7 sdo escritas da seguinte forma:

pir = L.pg(x,y) +0.pa(x,y) + L.pa(x,y) + 1.p1(x,y)
=Xy +Xy+Xy.

pi2 = 1.pg(x,y) + 1.pa(x,y) +0.p2(x,y) +0.p1(x,y)
=Xy +Xxy.

Por um processo dual, definem-se as funcdes booleanas de duas varidveis cujas tabelas

de valores apresentam um tnico valor igual a zero. Dessa forma, para cada x, y € {0,1},

s1(x,y) =xVy=x+y
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e suas tabelas de valores sao

X |y |x+y|x+Yy | Xty |X+Yy
1]1 1 1 1 0
10 1 1 0 1
01 1 0 1 1
00| O 1 1 1

De acordo com as tabelas anteriores:

s1(x,y) = p1(x,y)

|
<
)
—~
=
~=
~

s2(x,y)

s4(x,y) = pa(x,y)

sg(x,y) = ps(x,y).
Assim, utilizando o exemplo anterior:

w1 (x,y) = L.pg(x,y) +0.pa(x,y) + L.pa(x,y) + L.p1 (x,y)

i (x,y) = Lpg(x,y) +0.pa(x,y) + 1.pa2(x,y) + L.p1(x,)
= p8(x,y)-p2(x,y).-p1(x,y)
= sg(x,y).52(x,y).51(x,y)
=x+y).(x+y).(x+y).

ui2(x,y) = 1.pg(x,y) + L.pa(x,y) +0.p2(x,y) +0.p; (x,y)

ti2(x,y) = 1.pg(x,y) +1.pa(x,y) +0.p2(x,y) +0.p1 (x,y)

= ps(x,y).pa(x,y)
= sg(x,y).54(x,y)
=x+y).x+y).

Portanto:
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3.4 Funcoes booleanas de trés variaveis

. . 3 ~ N .. ~
As duzentas e cinquenta e seis (256 = 28 = 2%") funcdes booleanas de trés varidveis sdo

preferencialmente definidas por mapas de Karnaugh.

Exemplo 3.9.

Seja f a fun¢do booleana de trés varidveis definida pelo mapa de Karnaugh abaixo:

=I
)
)
—_
—_

Assim, a fungdo f pode ser escrita como:
f(x,y,2) = xyz+xyz +Xyz + %32
= xyz+yz(x+X) + Xz
=xyz+yz+xyz.

O exemplo a seguir ilustra o procedimento realizado para encontrar o indice de uma

funcdo booleana de trés varidveis.

Exemplo 3.10.

Seja f uma fungdo booleana de trés varidveis, cujo mapa de Karnaugh é

Xy Xy xy xy
1r/0(1]0
00|01

A IEAN|

e tem como forma disjuntiva normal

f(x,y,z) =Xyz+xyz+xyz,parax, y, z € {0,1}

e como forma conjuntiva normal

Jey,2) = +y+2)xF+y+2)(X+y+2)(x+y+z)(x+y+2),parax,y, z € {0,1}.
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A tabela de valores da funcdo booleana f é

x|y |z ]| flxy2)
111 0
1l1]o] 1
1101 0
100 0
o[1|1| 1
010 0
0101 0
ololo| 1

e seu indice de numeragdo é

01001001 = 0.27 +1.2°4+0.2° +0.2* +1.23 +0.22+0.2' +1.2°
—64+8+1
—73.

Portanto, a fun¢do booleana f de trés varidveis dada pelo mapa de Karnaugh acima € a

funcdo booleana de trés varidveis de nimero 73.

As fungdes booleanas de trés varidveis, analogamente como nos casos de fung¢des boole-
anas de uma e de duas varidveis, sao soma de fun¢des elementares (com um unico valor igual a 1
em sua tabela de valores) e sdo produto de func¢Oes elementares (com um unico valor igual a 0

em sua tabela de valores).

Exemplo 3.11.

Seja Uy23 a funcdo booleana de trés varidveis, cuja tabela de valores é dada por:

x|y |z | t2sxy2)
11111 0
11110 1
1011 1
1101]0 1
0|11 1
0110 0
0]0]1 1
0/01]0 1

uma vez que 123 =0.27+1.2041.25+1.2*+1.23+0.22+1.21 +1.2°,

Entdo, 3 € escrita como:

H123(x;y71) - 0-#128()57)771) + 1-“64(x7y7Z> + 1-“32(%)’71) + 1-“16(%)’71)
+ 1'“8(x7yaz) —|—0.‘LL4(X,y7Z> + 1‘“2(x7yvz) + 1.u1 (x,y,z)~
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Da mesma maneira,

Hi123(x,y,2) = L.tig(x,y,2) + 1. 1a(x,y,2)
- S]zg(X,y,Z).S4(X,y, Z)

=x+y4+2).(x+y+2).

3.5 Funcoes booleanas de quatro variaveis

. o . . 4 N
As sessenta e cinco mil, quinhentos e trinta e seis (65.536 = 2!6 = 22") funcdes booleanas

de quatro varidveis sdo preferencialmente definidas por mapas de Karnaugh.

Exemplo 3.12.

Seja f a fun¢do booleana de quatro varidveis definida pelo mapa de Karnaugh abaixo:

Yz Yz yz )z
wx| 0]0|01]O0
wx| 1[0/[0]|1
wx | 110]0]1
wx | 0]O0]0|O

Assim, a funcdo f pode ser escrita como:

F(w,x,9,2) = WXyz -+ Wxyz + WXYZ + WAYZ
= yz(wXx +wx) + yz(WX + wx)
= (wx+wx)(yz+7)

O exemplo a seguir ilustra o procedimento realizado para encontrar o indice de uma

funcdo booleana de quatro variaveis.

Exemplo 3.13.

Seja f uma fungdo booleana de quatro varidveis, cujo o mapa de Karnaugh é

Yz yz yz )
wx | 1]0]1]0
wx | O] 1]11]0
wx| 1,0[0]0
wx| 0O]0]0|O

e tem como forma disjuntiva normal

Fw,x,v,2) = WXYZ + WXyz + wxyz + wxyz + wxyz, para w, x, y, z € {0, 1}
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e como forma conjuntiva normal

fwx,y,z2)=W+x+y+z2)(W+x+y+2)(WH+x+5+2)(W+x+y+3)
wW+x+y+z)(wH+x+y+2)(w+x+y+2)(w+x+y+32)
(W+X+y+2)(w+X+y+z)(w+X+y+7),paraw,x,y,z € {0,1}.

O indice de numeragao da fun¢do dada € obtido da seguinte forma: a tabela de valores de

f apresenta f(w,x,y,z) = 1 nas linhas

wlx|y|z]|fwxyz)
0/0/0]0 1
0l0[1]1 1
0l1]/0]1 1
01|11 1
1{1]o0]o0 1

cujos numeros relacionados sao

Representacdo bindria | Representagdo decimal o | 2 elevado a poténcia o,
0000 0 20
0011 3 23
0101 5 25
0111 7 27
1100 12 212

e o indice da funcdo f é dada por

20423 42542742121 4 84324+128+4.096
— 4.265.

Portanto, a fun¢do booleana f de quatro varidveis dada pelo mapa de Karnaugh acima é

a fungdo de nimero 4.265.

As operagdes bindrias booleanas de adi¢do + (ou OR), de produto - (ou AND) e a
operagdo bindria @ (ou XOR) no conjunto {0, 1} que possuem as propriedades associativa,
comutativa e de existéncia do elemento neutro implicam que as operagdes bindrias internas OR,
AND e XOR definidas no conjunto de todas as fun¢des booleanas de n varidveis herdam as

propriedades associativa, comutativa e de existéncia do elemento neutro.

A operag@o bindria interna de implicagéo (—) também ¢é definida para fungdes booleanas

de n varidveis: se f e g sdo fungdes booleanas de n varidveis, entdo f — g é a funcdo booleana
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de n varidveis tal que:

0, quando f(x1,x2,...,x,) =1 e g(x;,x2,...,x,) =0
(f = g)(x1,x0,...,x,) =
I, nos demais casos

O conjunto das func¢des booleanas de n varidveis admite uma relagdo de ordem parcial,
definida da seguinte maneira: para f e g funcdes booleanas de n varidveis, f < g se, € somente

se, para cada n-upla (iy,is,...,i,) formada pelos digitos O e 1,

f(i17i27"'7ii’l) Sg(i17i27'~'7in)7
ou, equivalentemente, quando f(iy,i,...,i,) = 1, implica que g(i,iz,...,i,) = L.

Em outras palavras, f = fAg,emque gAg=g.

3.6 O método de Quine-McCluskey para obtencao da

forma minima de uma funcao booleana

As formas minimas para a fun¢do booleana f de trés varidveis, definida pelo mapa de

Karnaugh
Z z 0 1
xy |10 00|1]0
xy |11 01 1]1
xy |00 1110]0
|11 1011

sdo f(x,y,z) =Xz +Xy+xye f(x,y,2) =2+ Xy +xy.

De fato, a funca@o f apresenta valores iguais a 1 nas células 000, 010, 011, 100 e 101,
que sdo representacdes bindrias, respectivamente, dos nimeros 0, 2, 3, 4 e 5, o que evidencia

que o indice de numeracgdo da fungdo f €

20422 423424425 —1444+8+16+32
—61.

De acordo com o indice encontrado, pode-se escrever:

Jo1(x,,2) = XyZ+XyZ +Xyz + XyZ + X3z
= (Xyz+XyZ) + (Xyz+Xyz) + (X2 + x32)
=xZ2(y+y)+xy(Z+2) +x3(z+2)
=xz1 +xyl +xy1
=XZ+Xy+xy
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ou

fo1(x,y,2) = XyZ +XyZ + Xyz + XyZ + Xz
= (X2 +xy7) + (X2 +Xyz) + (X2 +132)
=VZ(X+x) +Xy(Z+2) +x3(2+2)
=yzl +xyl +xyl
=yZ+Xy+xy.
A forma minima da fun¢do booleana fg; de trés varidveis obtida pelo método de Quine-
McCluskey € obtida pelo processo abaixo:

1. Organizar as células de acordo com a quantidade de digitos 1:
000} célula com zero digitos 1

010

células com um digito 1
100

011

células com dois digitos 1
101

2. Agrupar os elementos de campos adjacentes que difiram em um tdnico digito:

000 )

€ substituido por 0 — 0
010
000 )

€ substituido por — 00
100
010

¢ substituido por 01 —

100 | .
: € substituido por 10 —

3. Escrever uma tabela da seguinte forma:

0[O0 |1 [0 |1
01 1]0 1
0110 1|0 1
0-0| v |V
—-00 | v v
01— v v
10— v v

Esta primeira tabela fornece o niicleo da férmula minima Xy + xy.
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4. Escrever outra tabela da seguinte forma:

0-0
—00

LA e oo

Esta tabela mostra que faltam os mondmios Xz ou yz €, assim,

fo1(x,9,2) =Xy +xy +XZ = Xy + Xy + ).
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CAPITULO

GRUPOS E SEMIGRUPOS

Uma operacao bindria interna ¢ em um conjunto nao vazio X € uma fungdo U cujo
dominio de defini¢do € igual ao produto cartesiano X x X e cujo conjunto de valores € um

subconjunto de X.

A lei do fechamento abaixo da operacdo bindria interna {1 em um conjunto ndo vazio X é
outra maneira de expressar que o dominio de defini¢do de u é X X X e que o conjunto de valores

de u € um subconjunto de X:

(Vxl EX)(V)Q GX)(,LL()CI,)Q) EX).

A propriedade associativa de uma operagdo bindria interna (L em um conjunto ndo vazio

X significa que
(VxeX)(VyeX)(VzeX) (u[xu(,2)] =pn[ulxy),z]).

A propriedade comutativa de uma operacao bindria interna {t em um conjunto ndo vazio
X significa que
(Vxr € X)(Vxa € X)(u(x1,x2) = pu(x2,x1)).

A propriedade de existéncia do elemento neutro (necessariamente inico) para uma
operagdo bindria interna { em um conjunto nao vazio X significa a existéncia de um elemento

e € X tal que
(VxeX)(u(e,x) = u(x,e) =x).

A unicidade do elemento neutro de uma operagao bindria interna (U € provada a seguir:
caso existam e; € X e ey € X com a propriedade acima, (e1,ez) = e1 ja que ey é elemento
neutro para [ e U(ej,ey) = ey ja que e; também € elemento neutro para [, 0 que mostra que

ey =e).
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As operacdes bindrias internas de unido, intersec¢do, diferenca e diferenca simétrica sdo

exemplos de operacdes bindrias internas no conjunto das partes &?(X) de um conjunto X.

As operacdes bindrias internas de unido, interseccao e diferenca simétrica sao operagdes
bindrias internas associativas, comutativas e tem a propriedade de existéncia do elemento neutro
no conjunto das partes (X ) de um conjunto ndo vazio X, ou seja, para A, B, C € & (X), valem

as igualdades abaixo:

AU(BUC) = (AUB)UC
AN(BNC)=(ANB)NC
AA(BUC) = (AAB)UC
AUB=BUA
ANB=BNA
AAB=BAA
AUD=A
ANX =A
AAD=A

Por outro lado, a operagdo bindria interna de diferenc¢a no conjunto das partes & (X) de

um conjunto ndo vazio ndo € associativa, pois a igualdade
(A—B)—C=A—(B-C)
ou
(ANB)NC=AN(BNC)

=AN(BUC)

=(ANB)U(ANC)
ndo é vélida para A, B, C € & (X): por exemplo, quando C = X, o primeiro membro é o conjunto
vazio 0, enquanto que o segundo membro é (ANB)UA = A que, em geral, é um conjunto nio

vazio. Quando B = X, o primeiro membro € o conjunto vazio @ e o segundo membro ¢ ANC

que, em geral, ¢ um conjunto nao vazio.

Definicao 4.1.

Um grupoide (S, i) é um par ordenado em que S € um conjunto nio vazio e i é uma

operacdo bindria em S.

Os elementos idempotentes do grupoide (S, i) sdo os elementos x do conjunto S com a

propriedade p(x,x) = x.
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Exemplo 4.2.

O conjunto das partes & (X ) de um conjunto ndo vazio X com a operagao bindria interna

da diferenca é um grupoide.

Definicao 4.3.

Um semigrupo (S, i) é um par ordenado em que S é um conjunto ndo vazio e i é uma

operacgdo bindria associativa em X, ou seja,

(VxeS)(Vyes)(Vzes) (ulx,u,2)] =ppxy)z]).

Exemplo 4.4.

O conjunto das partes &?(X) de um conjunto ndo vazio X com a operagao bindria interna

de unido é um semigrupo e todos os elementos sao idempotentes.

O conjunto das partes &?(X ) de um conjunto ndo vazio X com a operagao bindria interna

de intersecc¢do € um semigrupo e todos os elementos sdo idempotentes.

O conjunto das partes &7 (X ) de um conjunto nao vazio X com a operagdo bindria interna

de diferenga simétrica € um semigrupo e todos os elementos sao idempotentes.

Definicao 4.5.

Dados os semigrupos (S, u) e (7,V), o semigrupo produto cartesiano dos semigrupos
dados € o par ordenado (S x T, i x V), em que a operagdo bindria interna y x v é definida no

conjunto S X T por: para (sy,t;) € SX T e (s2,12) € SX T,
(1 x V) [(s1,11), (s2,12)] = (u(s1,52), v(11,12)),
que € claramente uma operagao bindria interna associativa no produto cartesiano S x T'.

Definicao 4.6.

Um monoide (S, i) é um semigrupo (S, i) em que existe um elemento e € S, denominado

elemento neutro em relagdo a u, com a propriedade
(VxeS)(ule,x) = p(x,e) =x).

Caso exista, o elemento neutro em relacdo a operacao bindria y € tnico. De fato, caso

existam ej, e; € S com as propriedades
(VxeS)(ulerx) = plx,er) = x)

(V€ S)(u(e2,x) = plx,e2) = x),

entao
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Exemplo 4.7.

O conjunto das partes & (X ) de um conjunto ndo vazio X com a operacao bindria interna

da unido é um monoide, cujo elemento neutro € 0.

O conjunto das partes & (X ) de um conjunto ndo vazio X com a operacao bindria interna

da intersec¢do € um monoide, cujo elemento neutro é X.

O conjunto das partes (X ) de um conjunto nio vazio X com a operacdo bindria interna

da diferenga simétrica € um monoide, cujo elemento neutro € 0.

Exemplo 4.8.

Para cada nimeron € N=1{1,2,...}, o semigrupo (7 (X,), o), em que T (X,,) é o conjunto
das fung¢oes totais em X,, = {1,2,...,n}, com a operacéo bindria interna da composi¢do é um

monoide, cujo elemento neutro € a funcdo identidade.

Exemplo 4.9.

Para cadanimeron € N = {1,2,...}, o semigrupo (P(X,), o), em que P(X,) é o conjunto
das fung¢des parciais em X, = {1,2,...,n}, com a operacdo bindria interna da composi¢do é um

monoide, cujo elemento neutro € a funcao identidade.

Exemplo 4.10.

O conjunto das fun¢des booleanas de n varidveis com a operacdo bindria interna OR ¢é

um monoide, cujo elemento neutro € a fungdo booleana constante igual a 0.

O conjunto das fungdes booleanas de n varidveis com a operacao bindria interna AND ¢é

um monoide, cujo elemento neutro € a fungdo booleana constante igual a 1.

Exemplo 4.11.

Para cada nimerom € N={1,2,...}, o conjunto Z,, = {0, 1,...,m— 1} com a operagéo
bindria interna de multiplicagdo mod m € definido como o monoide multiplicativo comutativo
(Zpm,-), cujo elemento neutro € 1, em que, parai, j € {0,1,...,m— 1}, o produto ij modm é o

resto da divis@o do produto usual dos fatores i e j pelo nimero natural m.

Exemplo 4.12.
O conjunto dos niimeros naturais N = {1,2, ...} admite vdrias estruturas de semigrupos
comutativos. Por exemplo:
(i) (N,+) é um semigrupo aditivo comutativo e a operagdo bindria interna em N € a operacgdo

de adicao.

(ii) (N,-) é um monoide multiplicativo com elemento neutro 1 e a operac¢@o bindria interna em

N € a operacdao de multiplicagdo.
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(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viil)

(ix)

(N,A) é um semigrupo comutativo em que todos os elementos sdo idempotentes e a

operagdo bindria interna em N € a operacdo definida por: a A b = min(a,b), para a, b € N.

(N,V) é um semigrupo comutativo em que todos os elementos sdo idempotentes e a

operacdo bindria interna em N é a operacao definida por: a Vb = max(a,b), paraa, b € N.

(N,()) é um semigrupo comutativo em que todos os elementos sdo idempotentes e a
operagdo bindria interna em N é a operacado definida por: (a,b) = mdc(a,b), 0 mdximo

divisor comum entre a e b, para a, b € N.

(N,[]) € um semigrupo comutativo em que todos os elementos sdo idempotentes e a
operacdo binaria interna em N € a operagdo definida por: [a, b] = mmc(a,b), 0 minimo

multiplo comum entre a € b paraa, b € N.

(N,1) é um grupoide e a operagao bindria interna em N € a operac@o de potenciagéo. Por
exemplo, (213) 14 #2717 (314).

(N, +), em que N° = {0,1,...}, é um monoide comutativo com elemento neutro igual a

0 e a operagio bindria interna em N ¢ a operacio de adigio.

(N°,.), em que N = {0, 1,...}, é um monoide comutativo com elemento neutro igual a 1

e elemento zero igual a 0 e a operacio bindria interna em N é a operacio de multiplicacio.

Exemplo 4.13.

@)

(i)

(111)

Seja o conjunto dos nimeros inteiros Z = {...,—1,0,1,...}. Entao:

(Z,-) é um monoide multiplicativo comutativo com elemento neutro igual a 1 e a operagio

bindria interna em Z € a operagdo de multiplicacao.

(Z,N) é um semigrupo comutativo em que todos os elementos sdo idempotentes e a

operacdo bindria interna A é dada, para a, b € Z, por

a/A\b=min(a,b)
_a+b—la—Db|
=
sendo que |x| indica 0 médulo de x e é dado por

] X, sexeZex>0
x| = .
—x, sexeZex<0

(Z,V) é um semigrupo comutativo em que todos os elementos sdo idempotentes e a

operacdo bindria interna V dada, para a, b € Z, por
aV b =max(a,b)

_a+b+la—Db|
— 5 ,



86 Capitulo 4. Grupos e semigrupos

sendo que |x| indica 0 médulo de x.

Exemplo 4.14. Seja (Z, i) um monoide multiplicativo comutativoemque Z ={...,—2,—1,0,1,2,..

e U € a operagdo bindria interna definida por: u(x,y) = x+y —xy. Entdo, 0 é o elemento neutro

para a operagdo bindria interna u, pois f(x,0) = u(0,x) = x.
Para x # 1,

x+y—xy=0
x+y(1—x)=0

Portanto, para x # 1, o elemento inverso de x € igual a

al T De fato,

X al =X+ al —X al
H ‘x—1) x—1 x—1

xz—x+x—x2

x—1
=0.

O ndmero inteiro 1 ndo tem inverso em relacio a operacdo bindria interna (.

Seja (S, 1) um semigrupo que ndo contém em S o elemento neutro para a operacgdo
bindria interna (. Considerando um elemento 1 ¢ S e definindo a operac@o bindria interna [t
em S' =SU{1} por

oy (s,t) = pu(s,t), paracadas,t €S,
conclui-se que (S', ;) é um monoide com elemento neutro igual a 1, pois [[; é uma operagio
bindria interna associativa em S'.

Por defini¢iio, o monoide (S', ;) é denominado monoide associado ao semigrupo (S, ).

Caso o conjunto S ndo contenha o elemento zero, considerando um elemento 0 ¢ S e

definindo a operagio binaria interna [, em S° = SU {0} por

HO(Ov O) =0

1o(0,5) =To(s,0) =0, paracadas e S

Ho(s,t) = u(s,t), paracadas,t €S,

3
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conclui-se que (SO,EO) ¢ um semigrupo com elemento zero igual a 0.

Seja (S, 1) um semigrupo. Um elemento zero a esquerda do semigrupo é um elemento 6
com a propriedade: ((6,s) = 6, para cada s € S, enquanto que um elemento zero a direita do

semigrupo é um elemento 6 com a propriedade: (s, 0) = 6, paracada s € S.

Um semigrupo (S, i) em que a operagdo bindria interna associativa i em S € definida
por:
U(s,t) =s, paras,t €S
¢ um semigrupo em que todo elemento é um elemento zero a esquerda.

Um semigrupo (S, i) em que a operacdo bindria interna associativa i em S é definida
por:
W(s,t)=t, paras,t €S
¢ um semigrupo em que todo elemento é um elemento zero a direita.

Um nimero real a qualquer € elemento zero do semigrupo, cujo conjunto € o intervalo
fechado [a, b] de ndmeros reais dados entre os nimeros a e b, com a < b, € cuja operacao bindria

interna associativa em [a, b] € definida como o minimo entre dois valores s, t € [a, b].
A operagdo bindria interna pt de um semigrupo (S, i) induz a seguinte operagdo bindria
interna [ no conjunto das partes Z?(S) do conjunto ndo vazio S:
paraA,BC Z(S),A#0,B#0,u»(A,B) ={u(a,b):acAebc B}
e, se A ou B é o conjunto vazio, entao

1z (A,B) =0.

A operacdo bindria interna L em Z(S) é uma operagdo associativa em Z(S), cujo

elemento zero € o conjunto vazio.

Definicao 4.15.

Um subconjunto ndo vazio 7 de um conjunto ndo vazio S, em que (S, 1) é um semigrupo,
¢ um subsemigrupo de (S, it) se, e somente se, o conjunto T é fechado em relagdo a operagio

bindria interna y, isto é, se r; e t, € T, entdo u(ty,n) € T.

Exemplo 4.16.

O conjunto dos niimeros naturais impares {1,3,...} e o conjunto dos niimeros naturais
pares {2,4,...} sdo fechados em relagdo a operac@o bindria interna de multiplica¢do. Assim,

({1,3,...},-} e ({2,4,...}, -} sdo subsemigrupos do semigrupo multiplicativo (N;-).
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Exemplo 4.17.

Seja (S, 1) um semigrupo comutativo. Entdo, o subconjunto E(S) dos elementos idem-

potentes do semigrupo (S, i) é tal que (E(S), i) € um subsemigrupo de (S, u).

Definicao 4.18.

Seja (S, 1) um semigrupo. O subsemigrupo gerado por um subconjunto A ndo vazio do
conjunto S é definido como a intersec¢@o de todos os subsemigrupos do semigrupo (S, 1) que
contém o conjunto A. Os elementos de A sdo denominados geradores do subsemigrupo gerado

pelo conjunto A.

Definicao 4.19.

Seja (M, ) um monoide. O submonoide gerado por um subconjunto A ndo vazio do
conjunto S é definido como a intersec¢@o de todos os submonoides do monoide (M, i) que
contém o conjunto A. Os elementos de A sdo denominados geradores do submonoide gerado

pelo conjunto A.

Exemplo 4.20.

Para cada nimeron € N={1,2,...}, o semigrupo (7 (X,),0), em que T (X,,) é o conjunto
das fungdes totais em X,, = {1,2,...,n}, com a operagdo bindria interna da composic¢do, ¢ um
monoide gerado pela unido do conjunto de todas as transposicdes de X, com o conjunto unitério

constituido pela funcgao total f,.

Exemplo 4.21.

Para cada nimeron € N={1,2,...}, o semigrupo (P(X,), o), em que P(X,) é o conjunto
das fungdes parciais em X,, = {1,2,...,n}, com a operagdo bindria interna da composicéo, é
um monoide gerado pela unido do conjunto de todas as transposi¢des de X;,, com o conjunto

constituido de dois elementos: a funcdo total f1, e a fungio parcial fiy).

Definicao 4.22.

Um subconjunto ndo vazio A do conjunto ndo vazio S, em que (S, 1) é um semigrupo, é

um ideal a esquerda do semigrupo quando, e somente quando,
{u(s,a) :seS,acA} CA,

ou seja, paras € Sea € A, U(s,a) € A enquanto que um subconjunto ndo vazio A de S é um

ideal a direita do semigrupo (S, i) quando, e somente quando,
{u(a,s):acA,se S} CA,

ou seja, paras € Sea €A, U(a,s) € A.
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Ideais a esquerda e a direita simultaneamente sdo chamados simplesmente ideais do

semigrupo.

Exemplo 4.23.

O subsemigrupo dos ndmeros naturais pares ({2,4,...},-) do semigrupo multiplicativo
(N,-) é um ideal. O subsemigrupo dos niimeros naturais ({3,6,...},-) do semigrupo multipli-
cativo (N,-) é um ideal. O subsemigrupo dos nimeros naturais ({4,8,...},-) do semigrupo

multiplicativo (N, -) é um ideal. E, assim, sucessivamente.

Em contrapartida, o subsemigrupo dos nimeros naturais impares ({1,3,...},-) do semi-

grupo multiplicativo (N, ) ndo é um ideal.

Seja I um ideal préprio do semigrupo (S, ), ou seja, I # S e I # {0}, caso 0 seja o

elemento zero do semigrupo. O ideal I do semigrupo induz a seguinte particio no conjunto S:
10 U {s},
seS/I

a qual induz a relacdo de equivaléncia R;, cujas classes de equivaléncia sao os subconjuntos da

particdo induzida pelo ideal /.

O conjunto quociente S/R; admite a seguinte operagdo bindria interna fi;:
ses1,52 € S/Lu({s1},{s2}) = p(s1,52),

ses € /1wl {s}) = w({s},1) =1,

wi(LI) =1

O semigrupo quociente (S/I, 1) é o conjunto quociente S/R; com a operagdo bindria
interna evidentemente associativa iy e I € o elemento zero do semigrupo quociente. Além de
relagdo de equivaléncia, R; é uma congruéncia no semigrupo (S, i) denominada congruéncia de
Rees determinada pelo ideal 7 de S. Uma congruéncia em um semigrupo (S, 1) é uma rela¢io de
equivaléncia no conjunto S compativel a esquerda e a direita com a operagao bindria interna

do semigrupo.

Definicao 4.24.

Dados os semigrupos (S, i) e (S, v), um homomorfismo de semigrupo 2 do semigrupo
(S, 1) no semigrupo (S, v) é uma fung¢do, cujo dominio de defini¢do D(h) é S e cujo conjunto

de valores R(h) é um subconjunto de S’ com a propriedade: se 51,5, € S,

h[,u(sl,sz)] =V [/’l(sl),/’l(SQ)] .
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Quando o homomorfismo de semigrupo 4 do semigrupo (S, i) no semigrupo (', v) for
uma fung¢@o injetora, 4 é denominado monomorfismo de semigrupo do semigrupo (S, 1) no

semigrupo (§',v).

Quando o homomorfismo de semigrupo i do semigrupo (S, i) no semigrupo (S, V)
for uma funcéo sobrejetora, 1 é chamado epimorfismo de semigrupo do semigrupo (S, i) no

semigrupo (S, V).

Um isomorfismo de semigrupo €, simultaneamente, um monomorfismo € um epimorfismo

de semigrupo.

Definicao 4.25.

Seja (S, ) um semigrupo. O conjunto HomsS é definido como o conjunto de todos os

homomorfismos de semigrupo do semigrupo (S, i) no semigrupo (S, u).

Propriedade 4.26.

O par ordenado (HomsS, o) é um monoide com a operagdo bindria interna o de composi¢ao

de fungdes.

Propriedades 4.27.

Dado um homomorfismo de semigrupo & do semigrupo (S, i) no semigrupo (8',Vv), o
conjunto de valores (A(S), V) é um subsemigrupo de (S, v). Além disso, se ¢ € um elemento

idempotente de S, no sentido de que (e, e) = e, entdo h(e) é um elemento idempotente de S'.
Se (T, 1) é um subsemigrupo de (S, it), entdo (h(T),v) é um subsemigrupo de (S',Vv) e
se (T’,v) é um subsemigrupo de (S, v), entdo (h~!(T’), ) é um subsemigrupo de (S, ).
Se h é um epimorfismo de semigrupo de S em S’ e se I € um ideal de S, entdo A(I) é um

ideal de S’ e, além disso, a imagem por 4 do elemento zero de S, quando existir, € o elemento

zero de S’ e a imagem do elemento neutro de S, quando existir, € o elemento neutro de §'.

Definicao 4.28.

Sejam (M, ) e (M’,v) monoides, ou seja, semigrupos com elementos neutros e € ¢/,
respectivamente. Um homomorfismo de monoide 2 do monoide (M, i) no monide (M’,v) é um

homomorfismo de semigrupo com a propriedade adicional de que h(e) = ¢'.

Teorema 4.29.

Seja (P(X),o) o semigrupo constituido por todas as fungdes parciais f, cujo dominio
de defini¢do D(f) e cujo conjunto de valores R(f) sdo ambos subconjuntos de X. Sejam 0 ¢ X,

Y =X U{0} e £, cujo dominio de definicio é Y e cujo conjunto de valores é um subconjunto de
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Y, definida por:
. (), seyeD(f)

fO) =
0, sey € Y\D(f)

Entdo, &, cujo dominio de defini¢éo é P(X) e cujo dominio de valores é um subconjunto
de T(Y), o conjunto das fungdes totais de Y, definida por: para f € P(X), h(f) = f é um

monomorfismo de semigrupo do semigrupo (P(X),o) no semigrupo (7 (Y),0).

Em consequéncia, se X € um conjunto de n elementos, entdo o numero de funcdes
parciais em X é igual a (n+1)".
Definicao 4.30.

Um grupo (G, i) é um monoide com a propriedade de que, para cada x € G, existe um

elemento y € G tal que
nx,y) = p(y,x)=e

Para cada x € G, o elemento y € G com a propriedade acima € unico: de fato, caso

existam yi, y2 € G,
e=p(x,y1) = 1(x,y2) = L(y1,x) = L(y2,x),

entao:

(e;y1)
[.U (v2,x) }
2, xm}
(v2,€)

I
‘<'S:":“5:'S:

Para cada x € G, o elemento y € G € chamado de elemento inverso de x (denotado por

x~1) e é 0 tnico elemento de G com a propriedade
ulex ) =p(x

Além disso, (x 1)~ =x.

Propriedade 4.31.

Para x e y elementos de um grupo (G, it), o elemento inverso gt (x,y)~! de u(x,y) é igual

ap(yhah.
Exemplo 4.32.

Seja (Z, 1y) um grupo aditivo comutativoem que Z ={...,—2,—1,0,1,2,...} e u; é a

operagdo bindria interna definida por: y;(x,y) = x+y— 1. Entdo, 1 é o elemento neutro para a
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operag@o bindria interna ;. Seja Uy a operagdo bindria interna definida por: tp(x,y) =x+y—2.
Entdo, 2 € o elemento neutro para a operagdo bindria interna . Analogamente, para cada
nimero inteiro a, seja U, a opera¢do bindria interna definida por: y,(x,y) = x+y—a. Entdo, a é
o elemento neutro para a operagdo bindria interna U,. O elemento inverso do elemento a com

relacdo a operag@o bindria interna L, é o nimero inteiro 2a — x, pois x+ (2a —x) —a = a.

Exemplo 4.33.

O conjunto das fungdes booleanas de n varidveis com a operagao bindria interna XOR é
um grupo, cujo elemento neutro € a fungdo booleana constante igual a 0 e a fun¢ao inversa de

uma func¢do booleana € a prépria fungdo booleana.

Exemplo 4.34.

O conjunto das partes &?(X ) de um conjunto ndo vazio X com a operacdo bindria interna
da diferenca simétrica € um grupo, cujo elemento neutro € ) e cujo elemento inverso de um

subconjunto A C X € o préprio subconjunto A.

Teorema 4.35 (Lei do cancelamento para grupos).

Seja (G, () um grupo com elemento neutro e e sejam x, y, z € G. Entéo:

(i) Se u(x,z) = u(y,z), entdo x = y.

(i) Se p(z,x) = p(z,y), entdo x = y.

Demonstragdo.

(i) De p(x,z) = p(y,2), vem que x = p [ (x,2),z ']
ulpnz),z ]
wly.p(z.z ]

u(y,e)
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Exemplo 4.36.

Para cada nimerom € N={1,2,...}, o conjunto Z,, = {0, 1,...,m— 1} com a operagdo
bindria interna de adicdo mod m é definido como o grupo aditivo comutativo (Z,,,+), cujo
elemento neutro é 0, em que, para i, j € {0,1,...,m— 1}, asoma i+ j modm é o resto da

divisdo da soma usual das parcelas i e j pelo numero natural m.

Teorema 4.37.

Seja (M, 1) um monoide com elemento neutro e e seja o conjunto U (M) o subconjunto
de M constituido por todos os elementos inversiveis de M. Entdo, o par ordenado (U (M), ) é

um grupo.
Definicao 4.38.

Um homomorfismo de grupo 4 do grupo (G, i) no grupo (G',v) é simplesmente um

homomorfismo de semigrupo / do semigrupo subjacente (G, i) no semigrupo subjacente (G', V).

Teorema 4.39.

Seja h um monomorfismo de grupo do grupo (G, i) com elemento neutro ¢ no grupo

(G',v) com elemento neutro ¢’. Entdo, o niicleo N(h) de h, definido por
N(h)={x€ G:h(e) =¢'},

¢ o conjunto unitdrio constituido pelo elemento e e, reciprocamente, se N(h) = e, entdo h é um
monomorfismo de grupo do grupo (G, i) com elemento neutro e no grupo (G, v) com elemento

neutro ¢’.

Propriedades 4.40.

O par ordenado (HomG, o) é um monoide com a operagdo bindria interna o de compo-

sicdo de fungdes, em que HomG € o conjunto de todos os homomorfismos de grupo do grupo
(G, u) no grupo (G, ).
O par ordenado (AutG,o) é um grupo com a operagdo bindria interna o de composigao

de fungdes, em que AutG é o conjunto de todos os isomorfismos de grupo do grupo (G, (1) no

grupo (G, 1), lembrando que AutG = U [HomG].

Definicao 4.41.

Seja H um subconjunto ndo vazio de um conjunto nio vazio G, em que (G, ) é um

grupo com elemento neutro e. Entéo, (H, i) é um subgrupo de (G, it) se, e somente se,

(i) ecH.

(ii) sex,y € H,entdo u(x,y) € H.
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(iii) para cada x € H, o elemento inverso x~! de x pertence a H.

Teorema 4.42.

Seja H um subconjunto ndo vazio de um conjunto G, em que (G, i) é um grupo. Uma
condi¢do necessdria e suficiente para que (H, i) seja um subgrupo de (G, i) é que, para cada x,
yEH,

uxy ') eH.
Definicao 4.43.

Seja (G, i) um grupo. O centro Z(G) é o conjunto de todos os elementos z do conjunto
G com a propriedade: para cada x € G, u(x,z) = p(z,x).

Definicao 4.44.

Seja (G, 1) um grupo. Para cada elemento a € G, o centralizador Cg(a) é o conjunto
de todos os elementos x do conjunto G tal que p(a,x) = p(x,a). A interseccdo de todos os

conjuntos centralizadores dos elementos do conjunto G é igual ao centro Z(G) de G.
Propriedade 4.45.

(Z(G), ) é um subgrupo de (G, ).

Demonstragdo.

Para z; e 20 em Z(G) e para x € G,

u[zl, U(z2,x } 21, U(x,22

[
[.U 21,%),22
[

w(x,z1),22

)
2]
2
]

[x,1(z1,22)].-

T = T E=

Paraz € Z(G) e x € G,

Propriedade 4.46.

Seja (G, i) um grupo. Para cada elemento a € G, (Cg(a), ) é um subgrupo do grupo
(G,u).
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Demonstragdo.

Sejam x e y elementos do conjunto centralizador do elemento a, entdo u(x,a) = pu(a,x)

e () = i (a,). Para provar que 1 (x,y~") € Cg(a),

pluGy),a] =plx pya)]
=u[x ' pu(a,y)]
=plpn@ " a).y]
= p[p(axt),y]
= pfa,p(x"" )],
desde que, de u(x,a) = pu(a,x), segue que
pleha) = plaah),

1

poisa=p[x ' u(a,x)]e

1

;u(aaxil) :.u[nu(xi ’a)nu()@xil)} :‘u[»u(xilﬂa%e} = p(x

em que e é o elemento neutro do grupo (G, 1). O

Propriedade 4.47.

A intersec¢do de uma familia de subgrupos de um grupo (G, i) é um subgrupo deste
grupo (G, ).
Definicao 4.48.

Seja A um subconjunto nio vazio de um conjunto G, em que (G, 1) é um grupo. O
subgrupo gerado pelo conjunto A € definido como a intersecc¢ao de todos os subgrupos do grupo
que contém o conjunto A e € indicado pelo simbolo < A >. Em particular, < a > indica o

subgrupo gerado por um uUnico elemento a € G.

Propriedades 4.49.

Dados dois grupos (G, ) e (G',v) e um homomorfismo de grupo % do grupo (G, i) no
grupo (G, v), entio:

(i) O elemento neutro e de (G, 1) é aplicado por 4 no elemento neutro ¢’ de (G, v).

(ii) Para cada x € G, o valor da funcdo & no elemento inverso x ! de x é igual ao elemento
inverso h(x)~! de h(x), isto é h(x~') = [h(x)] -

(iii) Se (H,u) é um subgrupo do grupo (G, u), entdo (h(H),v) é um subgrupo do grupo
(G',v). Em particular, (h(G), 1) é um subgrupo de (G', ).
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(iv) Se (H',v) é um subgrupo do grupo (G’, V), entdio (h~'(H'), i) é um subgrupo do grupo
(G,u). Em particular, (h~'({e}), 1) é um subgrupo de (G, ).

Seja (H, ) um subgrupo de um grupo (G, ut). Entéo, o subgrupo (H, ) induz duas
relagdes bindrias de equivaléncia no conjunto G: a relagdo bindria de equivaléncia R; e Ry, deno-
minadas relacdes de equivaléncias médulo H a direita e médulo H a esquerda, respectivamente,
definidas por:

Rjp ={(xy) € GxG:pu(xy ") e H}

Ry ={(x,y) €GxG:ukx"'y)cH}.

De fato, R;g e Ry sdo relagdes bindrias de equivaléncia no conjunto G por apresentar as

propriedades reflexiva, simétrica e transitiva:

(i) (Reflexiva) Paracadax € G, (x,x) € R} e (x,x) € Ry, pois u(x,x ) =pu(x"1,x)=1€H.

(ii) (Simétrica) Para os elementos x, y no conjunto G, se (x,y) € R}, entdo (y,x) € R}, (ou se
(x,¥) € Ry, entdo (y,x) € Ry):
De (x,y) € Rj;, vem que p(x,y ) e He u(y,x ) =pnlx,y )"l €eHe (y,x) eR}. A

demonstragdo da propriedade simétrica para R, € andloga.

(iii) (Transitiva) Para os elementos x, y e z no conjunto G, se (x,y) € R}, e se (,2) € R}, entdo

(x,2) € R}; (ou se (x,y) € Ry e se (y,2) € Ry, entdo (x,2) € Ry):

De (x,y) € Ry e de (v,2) € Ry, p(x,y™") € H e p(yz7") € H; assim, pu(x,z7') =
plp(e,y 1), w(yz")] € H e (x,z) € Rf;. A demonstragdo da propriedade transitiva para

R}; € andloga.

A classe de equivaléncia, segundo R;;, do elemento x € G é o conjunto {(h,x) : h €
H} e, analogamente, a classe de equivaléncia, segundo R, do elemento x € G é o conjunto
{u(x,h) :he H}.

De fato, para cada elemento y € G com (x,y) € R}, u(x,y~') € H, ou seja, existe um
elemento 4 € H tal que p(x,y~ ') = h e, em consequéncia, u(y,x ) =h"'ey=pu(h~' x), com

h~1 € H. A inclusdo reversa é trivial.

A classe lateral a direita médulo H do elemento x € G € definida como a classe de
equivaléncia de x € G segundo R}, enquanto que a classe lateral a direita médulo H do elemento

x € G € definida como a classe de equivaléncia de x € G segundo Ry;.

A funcdo que associa, a classe lateral a direita médulo H do elemento x € G, a classe
lateral a esquerda do elemento inverso, ¢ uma funcéo total injetora e sobrejetora do conjunto das

classes laterais a direita médulo H sobre o conjunto das classes laterais a esquerda médulo H.
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A fun¢@o que associa, a cada elemento 4 do conjunto H, o elemento tt(h,x), pertencente
a classe lateral a direita médulo H do elemento x € G fixado, é uma fung¢do total injetora e

sobrejetora do conjunto H sobre a classe lateral a direita médulo H de um elemento x € G fixado.

Em um grupo (G, ) com um ndmero finito de elementos, seja (H, ) um subgrupo
de (G, u). O niimero de classes laterais a direita médulo H (que € igual ao nimero de classes
laterais a esquerda médulo H) é denominado o indice do subgrupo (H, i) no grupo (G, ) e é
indicado pelo simbolo [G :H } . O nimero de elementos de cada classe lateral a esquerda e a
direita médulo H sdo iguais ao nimero de elementos de H, lembrando que o conjunto das classes
laterais a direita médulo H, assim como o conjunto das classes laterais a esquerda médulo H,

constituem uma parti¢do do conjunto G.

Teorema 4.50 (Teorema de Lagrange).

Seja (H, 1) um subgrupo de um grupo (G, i) em que o nimero |G| de elementos de G é
finito. Entao,
Gl = |G- H]|H],

em que |H| é o ndmero de elementos do conjunto H, isto é, o nimero |H| de elementos do

conjunto H divide o nimero |G| de elementos do conjunto G.

Em particular, a ordem de um elemento a € G, que € definida como o numero de
elementos do subgrupo gerado por a, em que (G, ) é um grupo com um ndmero finito de

elementos, divide o nimero |G| de elementos do grupo G.

Para quais subgrupos (N, i) de um grupo (G, it), a relagdo bindria de equivaléncia Ry,
definida no conjunto G é compativel a esquerda e a direita com a operagdo bindria interna
do grupo? Isto &, para quais subgrupos (N, ) de um grupo (G, i) é vélido que, se (x,y) € R,
entao:

((z,%), (z,¥)) € Ry
(1(x,2), u(y,2) € R;,

em que x, y e z sdo elementos do conjunto G, ou seja, se 1 (x, y‘l) € N, entdo, para cada 7 € G,

H [,U(Z,X),,U(Zay)_l] =Hu [IJ(Z,X),#()’_IJ_I)}
=H [Zvu[.u(x?yil)azil]] EN,

ese i(x,y~!) € N, entdo, para cada z € G,

‘U[[,L(X,Z),[«L(y,Z)_l} = .u[.u(x7z)nu(z_l7y_lﬂ
= pu(x,y ) eN?

As consideracdes agora feitas sugerem a defini¢do de subgrupo normal de um grupo.
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Definicao 4.51.
Um subgrupo (N, i) de um grupo (G, 1) é um subgrupo normal em G quando, e somente
quando, para cada x € Ge paracadan € N,
plop(na )] en

ou, equivalentemente, para cada x € G e paracadan € N,

ulx u(n,x)] eN.
Propriedade 4.52.
As relagdes bindrias de equivaléncia R; € Ry no conjunto G induzidas pelo subgrupo

normal (N, ) em (G, i) sdo iguais e a relagdo bindria de equivaléncia médulo N € indicada por

Ry, ou seja, Ry = R]\L, =Ry.

Demonstragdo.

De fato, para elementos x e y no conjunto G, se (x,y) € R, entdo (x,y~!) € N e, em

consequéncia,
u[x‘ﬂu[u(x,y‘l),x]] =pu(xy) eN,
pelo fato de N ser um subgrupo normal em G, o que prova que (x,y) € Ry e que R; CRy. A

demonstracdo da inclusdo reversa € analoga. L

Além disso, a relacdo bindria de equivaléncia Ry no conjunto G € compativel a esquerda

e a direita com a operagdo bindria interna u do grupo (G, ).

De fato, para os elementos x, y e z no conjunto G, tal que (x,y) € Ry, vem que

(,Ll(Z,X),,Ll(Z,y)) € RN

(k(x,2), 1(y,2)) € Rw,
pois
plpGx)m@y) ™ =pnx),no™ )]
= ufulzpey ] en,
desde que p(x,y~!) € N e (N,u) é um subgrupo normal em (G, i) e se u(x,y~') € N, entdo,
para cada z € G,
plp@z),n,27" = plpez)pe ]
=p(xy") eN.
Reciprocamente, seja R uma relag@o binaria de equivaléncia no conjunto G compativel

a esquerda e a direita com a operagdo bindria interna u do grupo (G, ). Entao, a classe de

equivaléncia N do elemento neutro e do grupo € tal que (N, 1) é subgrupo normal de (G, ).
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De fato, para os elementos x € Gen € N, como (n,e) € R,
(1), (€)= ((x.m).2) € R

(bt [t Cem) 2™ () = (ufx p(nxh)] o) €R,
0 que é equivalente a afirmar que u [x, u(n,x’l)} € N, a classe de equivaléncia do elemento

neutro e segundo R.

Exemplo 4.53.

Seja (G, 1) um grupo. A relagdo bindria R, de conjugagdo no conjunto G € definida
como: para elementos x e y no conjunto G, (x,y) € R, se, e somente se, existe um elemento z € G

talquey=u [z, ,u(x,z’l)] ¢ uma relacdo bindria de equivaléncia no conjunto G.
Teorema 4.54.

Seja (G, i) um grupo. Entdo, (Z(G), ) é um subgrupo normal do grupo (G, u).

Demonstragdo.

Para cada elemento x € G e, para cada elemento z € Z(G),

ulxp(zx ] =plypa )] =plutox "), =z€ Z(G).

Propriedade 4.55.

Os subgrupos triviais de um grupo (G, i) com elemento neutro e sdo ({e}, i) e o préprio

(G, ); além disso, os subgrupos triviais sdo subgrupos normais no grupo (G, ).
Propriedade 4.56.
Em um grupo (G, i) comutativo, todos os subgrupos de (G, it) sdo subgrupos normais.

Exemplo 4.57.

Seja (X4,-) o grupo de Klein, multiplicativo e comutativo, em que X4 = {1,2,3,4},e a

operacdo bindria interna € dada pela tabela de Cayley abaixo:

1 2 3 4
11 2 3 4
2121 4 3
3|13 4 3 4
414 3 4 3

Os subgrupos normais ndo triviais no grupo de Klein sdo ({1,2},-), ({1,3},-) e ({1,4},-)

que definem, respectivamente, trés relacdes bindrias de equivaléncia compativeis a esquerda e a
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direita com a operagao bindria interna do grupo, cujas classes de equivaléncia sao {1,2} U{3,4},
{1,3}u{2,4} e {1,4}U{2,3}.
Alguns autores apresentam o grupo de Klein como o conjunto das quatro matrizes abaixo

com a operacao bindria interna de multiplicac@o usual para matrizes:
1 0 -1 0 1 0 -1 0
o1/'\o 1/7\0o 1)\ o -1

Seja 7 um homomorfismo de grupo do grupo (G, ) no grupo (G’,v) com elemento

Teorema 4.58.

neutro ¢'. Entdo:

(i) Para cada subgrupo normal (N’,v) no grupo (G',v), (h~'(N’), i) é subgrupo normal no
grupo (G, i) e, em particular, (A~!(¢’), 1) é um subgrupo normal no grupo (G, 1t).

(ii) Se h é um epimorfismo de grupo do grupo (G, ) sobre o grupo (G',V), entdo, para
cada subgrupo normal (N, i) no grupo (G, ), (h(N),v) é um subgrupo normal no grupo
(G',v).

Em resumo, com a notacdo multiplicativa da operacdo bindria interna ¢ de um grupo

(G, ), isto é, denotando p(x,y) = x*y para elementos x e y do conjunto G,

(i) aafirmacdo de que (H,*) é um subgrupo do grupo (G, *) é equivalente a afirmagdo de que,

para elementos x e y em H, x+y~ ! € H ou, equivalentemente, yxx~ ' = (x+xy )"l € H.

(ii) a afirmac@o de que (N, *) é um subgrupo normal do grupo (G, %) é equivalente a afirmacdo

1*n>kx€

de que, paracadax € Geparacadan € N, xxn «x~ e Nou, equivalentemente, x
N e, além disso, a classe lateral a direita médulo N de um elemento a € G, indicada por
Na = {n+*a:n € N}, coincide com a classe lateral a esquerda médulo N, indicada por

aN ={axn:n€ N}.

Com a notagdo aditiva da operag@o bindria interna y de um grupo (G, it), isto é, deno-

tando u(x,y) = x+y para elementos x e y do conjunto G,

(i) a afirmacdo de que (H,+) é um subgrupo do grupo (G, +) é equivalente a afirmacdo de
que, para elementos x e y em H, x+ (—y) € H ou, equivalentemente, (—x) +y € H, em

que —x € a notacao para o elemento inverso aditivo de x.

(ii) aafirmagdo de que (N, +) é um subgrupo normal do grupo (G, +) é equivalente a afirmagio
de que, para cada x € G e para cada n € N, (—x) + (n+x) € N ou, equivalentemente,

(x+n)+ (—x) € N e, além disso, a classe lateral a direita médulo N de um elemento a € G,
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indicada por Na = {n+a : n € N}, coincide com a classe lateral a esquerda médulo N,
indicada por aN = {a+n:n € N}.
Teorema 4.59.
Seja (N, *) um subgrupo do grupo (G, ) tal que o indice de N em G ¢ igual a dois. Entdo,
(N, *) é um subgrupo normal no grupo (G, ).
Demonstragdo.

As duas classes de equivaléncia médulo N a direita sdo N e Na, com a ¢ N e as duas
classes de equivaléncia médulo N a esquerda sdo N e aN, com a ¢ N. Entdo, Na =aN e (N,x) é
subgrupo normal no grupo (G, *). U
Teorema 4.60.

Seja (N,*) um subgrupo normal no grupo (G,*) e seja G/N o conjunto de todas as
classes laterais a direita modulo N, que € igual ao conjunto de todas as classes laterais a esquerda
moédulo N. Entdo, G/N com a operagdo bindria interna * é definida por: para elementos x e y em
G,

xN xyN = (x*y)N.

O conjunto G/N é o conjunto quociente G/Ry, desde que Ry é uma relagdo bindria de

equivaléncia no conjunto G.

Demonstragdo.

Para elementos x, X', y e y' pertencentes ao conjunto G, se xN = x’N e se yN = y'N, ento,

de (x,x') € Ry e de (y,)") € Ry, segue que (xx*y,x'*y') € Ry e que (x*y)N = (x'*y')N.

O elemento neutro em G/N é o préprio conjunto N, enquanto que, para cada x € G, o

elemento inverso (xN) ™! de xN é x~'N. O

Definicao 4.61.

Seja h um homomorfismo de grupo do grupo (G, *) no grupo (G’,¢). O nicleo N(h) de

h é definido como a imagem inversa do elemento neutro do grupo (G',¢), ou seja,
N(h) ={x€ G:h(x)=¢},
em que ¢’ é o elemento neutro do grupo (G', ).

Teorema 4.62 (Primeiro teorema do isomorfismo para grupos).

Seja h um homomorfismo de grupo do grupo (G, *) no grupo (G’,¢) em que e € €’ sdo

os elementos nutros dos grupos (G, *) e (G',¢) respectivamente. Entéo:
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(i) O niicleo N(h) de h é um subgrupo normal do grupo (G, *).

(i) Se (K,*) é um subgrupo normal no grupo (G, ) tal que K estd contido no niicleo N (k) de
h, entdo existe um monomorfismo de grupo H do grupo quociente (G/K,*g) no grupo

(G', ) tal que o diagrama abaixo é comutativo:

G

G/K

ou seja, h = Hollk e, além disso, H € um isomorfismo de grupo do grupo quociente
(G/K,*g) no subgrupo (h(G),<) do grupo (G,<).

Demonstragdo.

A fun¢@o H associa, a cada classe lateral Kx de K em G, o elemento /(x) do conjunto
G’ e esta fun¢io é bem definida, pois € independente da escolha do representante x da classe
lateral Kx. De fato, para x, ¥ € G tal que Kx = Kx' ou, equivalentemente, x' *x~! € K e
h(x xx~ 1) = h(x) xh(x™1) = h(x) xh(x)~! = ¢, isto &, h(x) = h(x'). Portanto, H(Kx) = h(x) =
H(Kx') = h(x').

A verificacdo de que H é um monomorfismo de grupo € imediata. [

Definicao 4.63.

Seja (G, *) um grupo. Para cada x € G, seja 0 homomorfismo de grupo f; do grupo (G, *)
no grupo (G, *), definido por: para caday € G, f,(y) = x* (y*xx~!). Ento, para cada x € G, f
¢ um isomorfismo de grupo do grupo (G, *) no grupo (G, ) denominado automorfismo interno

do grupo G.

Exemplo 4.64.

Seja (G, *) um grupo. O conjunto /nG é o conjunto de todos os automorfismos internos
do grupo (G, *). O conjunto InG com a operagéo bindria interna de composi¢do é um subgrupo

do grupo dos automorfismos (AutG,o) do grupo (G, ).

Exemplo 4.65.

Seja (G, *) um grupo e seja i a fung¢do que associa a cada elemento x € G o automorfismo

interno f, do grupo (G, *). Entdo, & é um epimorfismo de grupo do grupo (G,*) no grupo
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(In(G), o), cujo nicleo N(h) é igual ao conjunto centralizador Z(G) de G. Pelo primeiro teorema

do isomorfismo para grupos, o grupo quociente (G/Z(G),*z(g)) € isomorfo ao grupo (In(G),o).
Teorema 4.66 (Segundo teorema do isomorfismo para grupos).
Sejam (S, %) e (T,*) subgrupos do grupo (G,*) em que (7, *) é um subgrupo normal em
(G, *). Entdo:
(i) (SNT,*) é um subgrupo normal em (7, ).
(i) O subgrupo gerado pela unido SUT dos subconjuntos S e T coincide com
ST =TS={sxt:se€SeteT}.
(iii) Existe um isomorfismo de grupo H do grupo quociente (S/SNT, *sn7) no grupo quociente
(S T / T, *T) .
Demonstragdo.
Por hipétese, (7',*) é um subgrupo normal em (G, *). Se s, sp € T et), tp €T,
sy xtp € ST
sy xty € ST

(sp#01) % (sa%12) 1 = (s1%11) % (1 ' %55 )
:sl*(tl*tz_])*sz_]
=8| %13 >e<52_17 emque 3 =1 *tz_l eT
=5 *sz’l %14, €M que 4 :sz*t3*s51 eT
= 8§3%14, €M qUE 53 = S| *sz_l es.
Seja IT7r o homomorfismo natural de grupo do grupo (G, %) no grupo quociente (G /T, *7)

e seja ig 0 homomorfismo inclusdo do grupo S no grupo G. Se h = Il7 oig, entdo, para s € S,
(IIg oig) =Tz [is(s)] =TIz (s) =Ts.

O niicleo do homomorfismo de grupo 4 do grupo (S, *) no grupo imagem por 7 é SNT
e o grupo imagem por & é constituido por todas as classes laterais de 7 cujos representantes

pertencem a S que sdo precisamente as classes laterais de T cujos representantes pertencem a
ST. ]

Corolario 4.67.

Sejam (S, %) e (T,*) subgrupos de um grupo (G, *), o qual possui um nimero finito de

elementos, sendo que (7', *) é um subgrupo normal em (G, *). Entdo, é vélida a seguinte férmula:

S||T| = |SNT||SUT| = [SNT]|ST].
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Exemplo 4.68.

Seja o grupo aditivo comutativo (Z,+). A intersec¢ao dos subgrupos ciclicos 3Z N47Z é
igual a 127 e a soma 3Z + 47 € igual a Z, o que significa que todo nimero inteiro é soma de
um multiplo de 3 com um multiplo de 4, pois 0 méximo divisor comum entre 3 e 4 € igual a 1 e,
portanto, existem ndmeros inteiros r € s tais que 1 = 3r +4s. Entdo, existe um isomorfismo de

grupo do grupo quociente aditivo 37 /127 no grupo quociente 7. /47 = (3Z +47) /4 Z.
Teorema 4.69 (Terceiro teorema do isomorfismo para grupos).
Sejam (H,*) e (K,*) subgrupos normais no grupo (G, %) tal que K C H. Entdo:
(i) O grupo quociente (H/K,*) é um subgrupo normal no grupo quociente (G /K, xk).
(ii) G/K / H/K ~ G/H, o que significa que existe um isomorfismo de grupo F do grupo

quociente (G/K/H/K, *H/K> no grupo quociente (G/H, xg).

Demonstragdo.

O primeiro teorema do isomorfismo aplicado ao homomorfismo de grupo f do grupo
quociente (G/K, ) no grupo quociente, definido por: para x € G, f(kx) = Hx, prova a existéncia
de um isomorfismo de grupo F do grupo quociente <G/ K / H/K, g /K) no grupo quociente

(G/H,x) de modo que o diagrama abaixo é comutativo:

G/K I G/H
I it

G/K / H/K

lembrando que o nicleo de f é H/K e que f é um epimorfismo de grupo do grupo quociente

(G/K,*k) no grupo quociente (G/H,*p). O

Teorema 4.70.

Seja (K, *) um subgrupo do grupo (G, *) e seja h um homomorfismo de grupo do grupo
(G,*) no grupo (G',¢), sendo N(h) o nicleo de h. Entdo, para cada x € h~ ! [h(K)], existem
elementos y € K e z € N(h) tal que x = y*z e, reciprocamente, se y € K e z € N(h) entdo
yxz€h '[h(K)].

Demonstragdo.
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Sejax € h~![h(K)]. Entdo, existe y € K tal que h(x) = h(y) ou h(x*y~') =€/, em que
¢’ é o elemento neutro do grupo (G’, o). Portanto, x = (x*y~ 1) xy, comx*y~ ! € N(h) ey € K.
Reciprocamente, sejay € K e z € N(h) tal que x = y*z. Entdo, h(x) = h(y) € h(K) e, portanto,
xeh '[h(K)]. O

Corolario 4.71.

Seja (K, ) um subgrupo do grupo (G, *) e seja h um homomorfismo de grupo do grupo
(G,*) no grupo (G,¢) tal que K = h~' [h(K)]. Entdo, N(h) C K.
Teorema 4.72.

Seja (K, *) um subgrupo do grupo (G, *) e seja h um homomorfismo de grupo do grupo
(G,*) no grupo (G, <) tal que o néicleo N(h) de h estd contido em K. Entdo, K = h~! [h(K)].
Demonstragdo.

Para cada subconjunto A do conjunto A C 4! [h(A)} . Para demonstrar a inclusdo reversa,
sejax € h~ ! [h(K)]. Entdo, h(x) € h(K) e existe y € K tal que h(x) = h(y) ouxxy~' € N(h) CK,

1

istoé,existez€ Ktalquez=xxy ' ex=zxy e K. L]

Teorema 4.73.

Seja (N, *) um subgrupo normal no grupo (G, *) e seja h um homomorfismo de grupo
do grupo (G, *) no grupo (G’,¢) tal que o nicleo N(h) de & estd contido em N. Entdo, existe um

isomorfismo de grupo do grupo quociente (G/N,*y) no grupo quociente (A(G)/h(N), *))-

Demonstragdo.

Seja i 0 homomorfismo de grupo que associa, a cada elemento x € G, a classe lateral de
h(x) segundo a congruéncia Ryy) € o nicleo de h coincide com o conjunto A ™! [(N)], que é
igual a V. [

Teorema 4.74 (Teorema da correspondéncia para grupos).

Seja (K, *) um subgrupo normal no grupo (G, *) e seja Ilx o epimorfismo natural do
grupo (G, *) sobre o grupo quociente (G/K,*g). Entdo, I[1g estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto de todos os subgrupos de (G, *) que contém K e o conjunto de todos

os subgrupos do grupo quociente (G/K, k).
Teorema 4.75.

Seja (H,+) um subgrupo do grupo aditivo (Z,+). Entdo, ou H = {0} ou existe um

nimero m € N={1,2,...} tal que H = mZ, sendo m o menor nimero natural pertencente a H.

Demonstragdo.
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Seja (H,+) um subgrupo do grupo aditivo (Z,+). Entdo, ou H = {0} ou H contém um

ndmero natural e seja m o menor nimero natural pertencente a H. E trivial a inclusdao

mZ=A{...,—2m,—m,0,m,2m,...} C H.

Para a inclusdo reversa, seja um elemento 4 € H e, assim, existem nimeros inteiros g e
rtaisque r € {0,1,...,m— 1} e h = mq+ r pelo algoritmo da divisdo ou r = h — gm € H pela

inclusdo anterior. Pela minimalidade de m, r = 0 e h = gm, o que prova que

Hc{...,—2m,—m,0,m,2m,...} = mZ.

Para cada nimerom € N = {1,2,...},
m?, = —mZ
e o grupo aditivo (mZ,+) tem apenas dois geradores, a saber m e —m. ]

Em resumo, os subgrupos aditivos do grupo aditivo comutativo (Z,+) sdo:

0Z = {0}
1Z=-1Z=1
27 =-27=1{...,—4,-2,0,2,4,..}

32 =-3Z={...,—6,-3,0,3,6,...}

E assim sucessivamente.

Para cada nimero m € {1,2,...}, (mZ,+) € um subgrupo normal em (Z,+) e a relacao
de equivaléncia médulo mZ a esquerda e a direita coincidem com a relag@o bindria de equivalén-
cia R,, definida por: para os nimeros inteiros a e b, (a,b) € R,, quando, e somente quando, os

restos da divisdo de a e b por m sdo iguais, ou seja, quando, e somente quando, b —a € mZ.

Para os nimeros naturais m, n € N{1,2,...}, mZNnN = mmc(m,n)Z, em que mmc é o

minimo multiplo comum entre os ndmeros naturais m e n.
Teorema 4.76 (Teorema da estrutura dos grupos ciclicos).
(i) Seja (G,*) um grupo ciclico infinito gerado por um elemento a € G. Entdo, (G,x*) é
isomorfo ao grupo aditivo (Z,+).

(ii) Seja (G, *) um grupo ciclico finito com m elementos gerado por um elemento a € G. Entao,

(G, *) é isomorfo ao grupo aditivo (mZ,+).
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Demonstragdo.

Seja F a funcdo que associa a cada nimeron € N ={1,2,...}, o elemento a" = a*a
1 1 1

n

...xa(nvezes)ea "=a ' *xa ' *...xa  cason € um numero natural e associa ao nimero zero
o elemento ¢ = e, em que e é o elemento neutro do grupo (G,*). Entdo, F é um epimorfismo

de grupo do grupo aditivo (Z,+) no grupo ciclico (G,+) gerado pelo elemento a.

Caso o nicleo do epimorfismo F é {0}, entdo F' é um isomorfismo de grupo do grupo
(Z,+) no grupo (G, ).

Caso o nucleo do epimorfismo F é mZ para algum nimero natural m, m € o menor

ndmero natural tal que a” = e.

Para os inteiros r, s € Z, as afirmagdes sdo equivalentes:
1) a" =ad'.
(i) aF =e.
(iii) r—s € mZ.

(iv) m divide r — .

Pelo primeiro teorema do isomorfismo de grupos, a fungao F é um isomorfismo de grupo
do grupo quociente aditivo (Z/mZ,+) sobre o grupo (G, x), lembrando que a fungéo &, que
associa, a cada elemento n € {0,1,...,m — 1}, a classe lateral n+ mZ a esquerda e a direita
modulo mZ, é um isomorfismo de grupo do grupo aditivo (Z,,,+) no grupo quociente aditivo
(Z/mZ,+) e, assim, F oh é um isomorfismo de grupo do grupo aditivo (Z,,,+) no grupo ciclico

(G, *) gerado pelo elemento a. Os diagramas abaixo ilustram tais fatos:

F o Foh
Z — oy — G
rn

~ Af
// -
2 h e
F it ol

Z{mi Z/mi
0
Definicao 4.77.

Seja (G,*) um grupo. A ordem do grupo (G, *) é definida como infinita quando o

conjunto G tem um numero infinito de elementos.
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Quando o conjunto G é finito, a ordem do grupo (G, %) é definida como o nimero de

elementos |G| do conjunto G.

A ordem de um elemento a € G, indicada por ord(a), em que (G,*) é um grupo, é

definida como a ordem do subgrupo ciclico gerado por a.

Teorema 4.78.

Seja (G, *) um grupo com elemento neutro e e seja x um elemento de ordem finita n, em
quene N={1,2,...}.

Para cada nimero k € N = {1,2,...}, a ordem do elemento x* = x.x.....x (k vezes) na
TP n . L. ..
notacdo multiplicativa € igual a 7 em que d = mdc(n, k) é o maximo divisor comum entre 0s

ndmeros naturais z € k.

Para cada nimero k € N = {1,2,...}, a ordem do elemento kx = x+x+ ...+ x (k vezes)
.. - n . L. ..
na notacgdo aditiva é igual a —, em que d = mdc(n,k) é o maximo divisor comum entre 0s

d
ndmeros naturais # € k.

Demonstragdo.

Seja d o maximo divisor comum entre os nimeros naturais n e k. Por defini¢do, se a
ordem de x € n, entdo n € o menor nimero natural tal que x* = e. Se a ordem de Xk é m, entdo m

é o menor niimero inteiro tal que (xX)" = e.

n k ~ p .. P n .
Como (x*)d = (x")d = e, entdo m é um divisor natural do nimero natural 7 Assim,
k n

. o . k  n. .
existem ndmeros inteiros r e s tais que d = rk + sn, enquanto que 1 = rs + S5 indica que p e g

ndo tem fatores primos em comum.

n Z . M ~ Ve
Resta mostrar que p é um divisor natural de m. Como (x*)” = (x")* = ¢, entdo n é um
divisor natural de km, isto €, existe um nimero natural g tal que km = gn e, dividindo ambos os
k n

k
membros da igualdade por m, vem que Em = qg, ou seja, Z divide o produto mg e ndo tem

i k .oon .
fatores primos em comum com 7 Assim, p divide m.
n
Portanto, m = 7 ]

Exemplo 4.79.

Seja o grupo aditivo (Z19,+), em que Z;o = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Entdo:

10
d(1)= ————— =10
ord(1) = (1. 10)
10
2 = =
ord2) = e, 10) >
1
ord(3) = 10 10

~ mdc(3,10)
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ord(4) = ﬁ =5
ord(5) = ﬁ =2
ord(6) = % =5
ord(7) = ﬁ;lo) =10
ord(8) = % =5
ord(9) = ﬁg,lo) =10

Exemplo 4.80.

Seja o grupo multiplicativo (U(Zj1),-) dos elementos inversiveis do monoide multiplica-
tivo (Zy1,-), sendo U(Zy;) ={1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19,20}. Entao:

ord(2) = ord(2') = m =6
ord(4) = ord(2%) = ord(5?) = @ ~3
ord(5) = ord(5') = m =6
ord(8) = ord(2%) = mde(3.6) = 2
ord(11) = ord(2°) = m =6
ord(16) = ord(2*) = ord(5*) = m =3
ord(17) = ord(5°) = m 6
ord(20) = ord(5%) = m =2

Teorema 4.81.

Seja (G, *) um grupo, com elemento neutro e e seja a um elemento de G. Entéo:

(1) Ou o elemento a tem ordem infinita e os elementos da sequéncia infinita

sdo dois a dois distintos.
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(i) Ou existem nimeros inteiros r e s tais que a” = a® e o elemento a tem ordem finita m, de

modo que

a) me€ N=1{1,2,...} é o menor nimero natural tal que a" = e.
b) Para cada nimero inteiro z € Z, d = e se, e somente se, m divide k.
¢) Para ndmeros inteiros r, s € Z, a” = a® se, e somente se, m divide r — s.

d) O subgrupo cicliclo (< a >,*) gerado pelo elemento a € G € tal que o conjunto

2 m

< a > é constituido pelos elementos a,a”,...,a" =e.

e) para cada nimero inteiro k € Z, tal que k divide m, a ordem ]ak] do elemento a* é

igual a m/k.

Teorema 4.82.

Seja (G, *) um grupo ciclico gerado pelo elemento a € G. Entdo:

(i) Se (H,*) é um subgrupo do grupo (G, ), entdo (H,*) é um grupo ciclico.

(ii) Se (H,*) é um subgrupo nio trivial do grupo ciclico (G,*) esem € N={1,2,...} éo
menor nimero natural tal que ¢ € H, entdo o grupo (H,*) é um grupo ciclico gerado

pelo elemento a™.

(iii) Se (G,*) é um grupo ciclico finito gerado pelo elemento a e se 4 é um homomorfismo de
grupo do grupo (G, *) no grupo (G’,¢), entdo o subgrupo (h(G),) do grupo (G’,¢) é um
grupo ciclico finito gerado pelo elemento i(a); além disso, a ordem |h(a)| do elemento
h(a) divide a ordem |a| do elemento a, desde que h(a)™ = h(a™) = h(e) = ¢, em que €' é

o elemento neutro do grupo (G, ).

Definicao 4.83.

O grupo dos automorfismos do grupo (G,x*) € o grupo (AutG,o), em que o conjunto
AutG é constituido por todos os isomorfismos de grupo do grupo (G, *) no grupo (G, *), com a
operagdo bindria interna o de composicao de fung¢des. O isomorfismo identidade é o elemento

neutro do grupo (AutG, o).

Teorema 4.84.

Seja (G, *) um grupo ciclico gerado pelo elemento a € G. Entdo:

I s30 os tinicos geradores de

(i) Se o nimero de elementos do conjunto G ¢ infinito, a e a~
G,isto é,G=<a>=<a"' > e AutG é constituido por dois isomorfismos de grupo: o
isomorfismo identidade que associa ao elemento a o proprio elemento a e o isomorfismo

de grupo que associa ao elemento a o elemento inverso a~! de a.
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k

(i) Se o conjunto G tem um ndmero finito de elementos, entdo a* € um elemento gerador do

grupo, isto é, G =< af > se, e somente se, 0 maximo divisor comum dos nimeros k e m é

igual a 1.

Propriedade 4.85.

Seja (S,*) um semigrupo em que os ideais principais a esquerda e a direita gerado por
cada elemento a pertencente ao semigrupo sao coincidentes com o conjunto S, ou seja, para cada
a€S,axS=S8=Sxa.Entio, (S,*) é um grupo.

A relagdo bindria a esquerda L de um semigrupo (S, *) é o conjunto

L={(a,b) e SxS:{a}U(Sxa)={b}U(S*b)}
enquanto que a relagdo bindria a direita R de um semigrupo (S, *) é o conjunto
R={(a,b) e SxS:{a}U(axS)={b}U(bxS)}.
E facil ver que L e R sio relagdes bindrias de equivaléncia no semigrupo.

Exemplo 4.86.

Seja (S, 1) o semigrupo comutativo em que S = {1,2,3,4} e cuja tabela de Cayley para

a operacdo bindria interna u € dada abaixo:

1 2 3 4
1|1 2 3 4
212 1 3 4
313 4 3 4
414 3 3 4

A relacdo bindria a esquerda L e a relagdo bindria a direita R s@o iguais e as classes de

equivaléncia, segundo L e segundo R, sdo: {1}, {2} e {3,4}.
Propriedades 4.87.

Sejam a e b elementos distintos de um semigrupo (S, ). Entdo:

(i) (a,b) € L quando, e somente quando, existirem s, t € S tais que sxa=betxb=a.
(ii) (a,b) € R quando, e somente quando, existirem s, r € S tais que axs =b e bxt = a.
(iii) Se (a,b) € Lesec € S, entdo (a*xc,b*c) € L.

(iv) Se (a,b) € Resec € S, entdo (c*xa,c*b) €R.

Demonstragdo.
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i) l.abeS,a#b,(a,b)cL
{a}U(S*xa) ={b}U(S*D)
be (S*xa)={sxa:s€S}

S

dseS:b=sxa

—_—

(ii) a,b,ceS,a#b,(a,b) €L
por (i),3s,t€S:sxa=betxb=a

s¥(axc)=bxcetx(bxc)=axc

i

(axc,bxc) €L

]

Como todo semigrupo (S, *) estd contido em um monoide (M, *) com elemento neutro
1, lembrando que a operacao bindria interna em M quando restrita a S C M € a operacdo bindria
interna do semigrupo, as propriedades das relacdes bindrias a esquerda L e a direita R sdo

apresentadas a seguir.

Propriedades 4.88.

Sejam a e b elementos de um monoide (M, ) com elemento neutro 1. Entdo:

(i) (a,b) € L quando, e somente quando, existirem s, t € M tais que sxa=bet*b=a.

(ii) (a,b) € R quando, e somente quando, existirem s, 1 € M tais que axs =be bt = a.

Demonstragdo.

i l.abeMe(ab)elL
2. Mxa=M=xb
3. beMxa={sxa:se M}
4. dseM:b=sxa

e, reciprocamente,

caso existam s, € M taisque sxa=betxb=a

beMxaeacMxb

5.
6.
7. semecM,entdomxacM=xa
8. mxa= (mxt)xb e Mxb

9.

MxaCMxb
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10. analogamente, M xb C M xa

1. Mxa=M=xbe (a,b) €L
0

As propriedades (i) e (ii) acima sdo semelhantes as relagdes de divisibilidade entre os
elementos de um monoide e é importante notar que se e € f sdo elementos idempotentes do

monoide e se (e, f) € L, isto é, existirem s, € M tais que sxe = f et * f = e, entdo

exf=ex(ff)=(txf)x(frf)=txf=e,

enquanto que se e e f sdo elementos idempotentes do monoide e se (e, f) € R, isto é, existirem s,

teMtaisqueexs= fe fxt=e,entdo
exf=(exe)xf=(exe)x(exs)=exs=f.
Como consequéncia, se a, b, c € M e se (a,b) € L, entdo (a*c,b*c) € L, enquanto que
se (a,b) € R, entdo (c*a,cxb) €R.

Propriedade 4.89.

As relagdes bindrias a esquerda L e a direita R em um monoide (M, *) so tais que

RolL =LoR.

Demonstragdo.

A inclusdo Ro L C LoR é provada abaixo:

1. (a,b) €RoL

2. (JceM)(((a,c) € L)((c,b) €R))

3. @x,y,u,veM)((xxa=c)(yxc=a)(cxu=">b)(bxv=rc))
4. d=yxcx*xu

5.axu=y*xcxu=d

6. dxv=y*xcxuxv=yxbxv=yxc=a

7. yxb=yxcxu=d

8. xxd=x*xyxcxu=x*xaxu=cxu==~=

9. (a,d)€Re(d,b) €L



114 Capitulo 4. Grupos e semigrupos

10. (a,b) € LoR

A prova da inclusdo reversa Lo R C Ro L é analoga.

Portanto, LoR =RoL. ]

A relac@o bindria total 7 em um monoide (M, *) com elemento neutro 1 é definida como
T={(a,b) eMXM:MxaxM=MxbxM},

em que
MxaxM = {sxaxt:s€MetecM}

MxbxM = {sxbxt:s€MetecM}.
Se (a,b) € T, como b € M xaxM, existem x, y € M tais que
xxaxy=>b
e, como a € M xbx M, existem u, v € M tais que

uxb*xv=a.

Entdo, (a,b) € T é equivalente a existéncia de x, y, u, v € M tais que
xkxaxy==>b
uxb*xv=a.

Como € imediato que L C T (jd que (a,b) € L, existem s, t € M tais que sxa =1t e
txb=a,istoé, sxaxl =tetxbx1=a,queéequivalente a (a,b) € T)eque R C T, entdo a
intersec¢do D de todas as relacdes bindrias de equivaléncia em M contendo as relacdes bindrias a
esquerda L e a direita R também € uma relacdo bindria de equivaléncia contida na relacio bindria

de equivaléncia T'.

Teorema 4.90 (Teorema da representacdo de Cayley para semigrupos).

Seja (S, *) um semigrupo e seja 0 monoide canénico M = SU {1} com elemento neutro
1 associado ao semigrupo. Entdo, existe uma fung@o candnica ¢ de S em T (M), o conjunto
das fungdes totais em M, tal que ¢ € um homomorfismo injetor entre o semigrupo (S,%) e o
semigrupo (7' (M), o), em que o é a operacao bindria interna de composi¢do em 7 (M).
Demonstragdo.

Para cada s € S, seja a fungdo translagdo a direita 7 por s em M:

(VxeM)(Ty(x) =s*x).
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A fung@o candnica ¢ de S em T (M) é definida por: ¢(s) = T;. A fungdo ¢ assim definida

¢ uma fungio injetora de S em 7' (M), pois, se §(s1) =Ty, = ¢(s2) = Ty,, entdo, para cada x € M,
T, (x) = s1xx = Ty, (x) = s2 %X

e, em particular,

S1*1=S1=S2*1:S2.

A fun¢do ¢ é um homomorfismo de semigrupos entre o semigrupo (S, *) e o semigrupo

(T(M),o0), pois, se s1, 52 € S, entdo:
(P(S] *32) = Ty, x5,

‘P(Sl) 1
O(s2) = I,

T

e, para cada x € M:
(T, o Ty, ) (x) = T, [T, (x)]
= T, (52 %x)
=51 % (52 %X)
= (s1%52) *x
= Tsy45, ()

ou, em outros termos, para sy, s» € S,

O(s1) 0 P(s2) = P(s1%52).

Exemplo 4.91.

Seja (S,*) o semigrupo comutativo em que S = {1,2,3,4} e a tabela de Cayley para a

operacdo bindria interna * € a seguinte:

1 2 3 4
11 2 3 4
2121 3 4
3|13 4 3 4
4|14 3 3 4

Seja f a fungdo cujo dominio de definicdo € S e cujo conjunto de valores estd contido no

conjunto 7'(X) em que X = {1,2} constituido por todas as fun¢des totais em X definida por:

£(1) = (1 j)
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f(4) = (; z)

e seja g a funcdo cujo dominio de definicdo € S e cujo conjunto de valores estd contido no

conjunto 7'(S), o conjunto de todas as fungdes totais em S, definida por:

=153

w-(1279)

Entdo, f é um monomorfismo de monoide do monoide (S, *) no monoide (7 (X3),0)
com a operag¢do bindria interna de composi¢do e g € um monomorfismo de monoide do monoide

(S,%) no monoide (7' (X4),0) com a operagdo bindria interna de composicao.

Para definir tais monomorfismos de monoides, € necessdrio levar os elementos idempo-
tentes 3 e 4 do conjunto S em fungdes constantes, que sdo elementos idempotentes no semigrupo

das funcoes.

Teorema 4.92 (Teorema da representacdo de Cayley para grupos).

Seja (G, *) um grupo. Entdo, existe um monomorfismo de grupo entre o grupo (G, *)
e o grupo (Sg,0), em que S € o conjunto de todas as fungdes injetoras e sobrejetoras cujo
dominio de definicdo e cujo dominio de valores s@o iguais a G com a operac¢do bindria interna da

composi¢ao.

Demonstragdo.

Para cada elemento x € G, seja a func¢do translagdo 7, cujo dominio de defini¢do é G

definida, para cada y € G, por
T(y) = xxy.
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Pela lei do cancelamento para grupos, 7, € uma func¢ao injetora no conjunto G e, além

disso, Ty é uma fungdo sobrejetora sobre G, pois, dado z € G,

To(x Txz) =x% (x
= (x*x_l) %7

=Z.
Para elementos xi, x» € G,
Tx1 o 7362 - Tx1 *X2 9

pois, para cada y € G,

(T, 0 Tx,) (y) = Ty, [sz (y)}
=Ty, (x2xy)
= x1 * (X2 %)
= (X1 *xxp) *y

- Tx1 *X) (y)

Seja h a funcdo que associa a cada elemento x € G a fungdo injetora e sobrejetora 7, ou

seja h(x) = T. Entdo, para elementos x, x; € G,

h(xy%x2) = Ty ux,
=Ty 01,
= h(x1) o h(x2),

o que demonstra que 4 é um homomorfismo de grupo do grupo (G, *) no grupo (Sg, o).

Para demonstrar que 4 ¢ um monomorfismo de grupo, seja x € G tal que T, € a fun¢do
identidade, ou seja, para caday € G, Ty (y) = x*xy = y.

1 1

De xxy =y, vem (x*xy)xy ' =y%xy ' =e, que é equivalente a x = ¢, em que ¢ é 0

elemento neutro do grupo (G, *). O]

Teorema 4.93 (Primeiro teorema do isomorfismo para semigrupos).

Seja (S, *) um semigrupo e seja R uma congruéncia em S, no sentido de que R é um
relacdo binaria de equivaléncia no conjunto S compativel a esquerda e a direita com a operacao

bindria interna * do semigrupo. Entdo:

(i) (S/R,*g) é um semigrupo.

(ii) A aplicacdo natural IIgx é um homomorfismo de semigrupos do semigrupo (S,*) no

semigrupo (S/R,*g).
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(iii) Se é h um homomorfismo de semigrupos do semigrupo (S,u) no semigrupo (7,v), entdo o
niicleo de / indicado por N(h) = h~! o h é uma congruéncia em S e existe um homomor-
fismo de semigrupos 4 do semigrupo (S/N(h),*n(n)) no semigrupo (T, ), cujo conjunto
de valores em T coincide com o conjunto de valores de 4 em T e € tal que o diagrama

abaixo € comutativo:

h

[1 pe
-~ h
S/N(h)

-~

em que, para cada s € S, I1(s) = N(h)s e h(N(h)s) = h(s).

Demonstragdo.

Sejam Rx, Ry e Rz, respectivamente, as classes de equivaléncia dos elementos x, y e z

pertencentes a S. Entdo:

Rx*gRy = R(x*Y)

Ry*grRz=R(y*2z)

(Rx*g Ry) *g Rz = R(x*y) *g Rz
= R|[(x*y) ]
=R [x * (y* z)]
=Rx*gR(y*2z)
= Rx g (Ry*g RZ),
0 que prova a associatividade da operagdo bindria interna g no conjunto quociente S/R.

A aplicagdo natural Tz € um epimorfismo de semigrupo do semigrupo (S, *) no semi-

grupo (S/R,*g), pois, dados x, y € S,
Ig(x) *g IIg(y) = Rx*g Ry
= R(xxy)
= HR(x*y).
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Exemplo 4.94.

A tabela de Cayley do semigrupo multiplicativo comutativo (Zg,-) € a seguinte:

01 2 3 45
00 O 0O OO
1/0 1 2 3 45
2|0 2 4 0 2 4
3]0 3 0 3 0 3
40 4 2 0 4 2
510 5 4 3 2 1

Entédo, I = {0,2,4} é um ideal do semigrupo (Ze, ) e o semigrupo quociente (Zg /I, 1)

apresenta a seguinte tabela de Cayley:

{0,2,4} {1} {3} {5}
{0,2,4} [ {0,2,4} {0,2,4} {0,2,4} {0,2,4}
{1y 1{0,2,4} {1} {3} {5}
{3t {024} {3} {3} {3}
{5v 110.2,4) {5} {3} {1}

Analogamente, J = {0,3} também é um ideal do semigrupo (Z¢,:) e 0 semigrupo

quociente (Zg/J, l4y) apresenta a seguinte tabela de Cayley:

{03y {1} {2 {4 {5}
{0,3} | {0,3} {0,3} {0,3} {0,3} {0,3}
{1y {03y {1} {2 {4t {5}
{2+ | {03} {2p {4 {2} {4}
{4y 1 {03} {4r {2} {4 {2}
{54 1403y {5t {4 {2 {1y

Exemplo 4.95.

Seja (Z4,-) um monoide multiplicativo comutativo. Entdo, I = {0,2} é um ideal do

monoide (Zg,-) e 0 semigrupo quociente (Z4/1,-7) apresenta a seguinte tabela de Cayley:

{02} {1} {3}
{0,2} | {0,2} {0,2} {0,2}
{1y | {02} {1} {3}
{3+ {02} {34 {1}

e tem elemento neutro igual a {1}. Portanto, (Z4/I,-;) é um monoide.

Exemplo 4.96.
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Seja (S, *) o semigrupo comutativo em que S = {1,2,3,4} e cuja tabela de Cayley para

a operacdo bindria interna *x € dada abaixo:

1 2 3 4
11 2 3 4
2|12 1 4 3
313 4 3 4
414 3 4 3

Entdo, {3,4} é um ideal do semigrupo (S, *) e o semigrupo quociente (S/1,*;) apresenta

a seguinte tabela de Cayley:

{34 {1} {2}
{3,4} | {3,4} {3.,4} {3.4}
{1y [ {34 {1} {2}
{2y 134 {23 {1}

Teorema 4.97.

Sejam (S, *) um semigrupo e R uma congruéncia definida em S. Entdo:

(i) (S/R,*g) é um semigrupo.
(i) A funcdo natural Ilg, cujo dominio de defini¢do € S e cujo conjunto de valores coincide
com S/R, é um epimorfismo de semigrupo do semigrupo (S, *) no semigrupo (S/R,*g).
Teorema 4.98.

Seja (S1,*;) um semigrupo e seja & um homomorfismo de semigrupo do semigrupo

(S, *) no semigrupo (S1,* ). Entdo:

(i) O nidcleo N(h) de h, dado por N(h) = {(s,t) € S x S : h(s) = h(t)}, € uma congruéncia

em S.

(i1) Se R é uma congruéncia em S, contido no nucleo de 4, entdo existe um monomorfismo
de semigrupo H do semigrupo quociente (S/R,*g) no semigrupo (S1,*;) de modo que o
conjunto de valores de H coincide com o conjunto de valores de / e o diagrama abaixo é

comutativo:
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ou seja, h = H oIlg, em que 1 é o epimorfismo natural de semigrupo do semigrupo (S, *)

no semigrupo quociente (S/R,*g).
Demonstragdo.

(i) A prova deste item € de verificacdo imediata.

(ii) A funcdo H, cujo dominio de defini¢do é S/R e cujo conjunto de valores é um subconjunto

do conjunto S, é definida como:
parax € S,H(Rx) = h(x)
e H é uma fungdo bem definida em vista de que, se x, xo € S e Rx; = Rx, entdo (x1,xp) €
R C N(h) por hipétese, o que significa que h(x;) = h(xp).
A fun¢do H é um homomorfismo de semigrupo do semigrupo (S/R,*g) no semigrupo
(S1,%1), pois, se x, y € S, entdo:
H(Rx*gRy) = H[R(x*y)]
= h(xxy)
= h(x) x1 h(y),

tendo em vista que 4 é um homomorfismo de semigrupo do semigrupo (S, *) no semigrupo
(S1,%1).
A funcgdo H é um monomorfismo de semigrupo do semigrupo (S/R,*g) no semigrupo
(S1,%1), pois, sex,y € Se

H(Rx) = H(Ry)

(x,y) € R C N(h)

Rx = Ry.

Corolario 4.99.

Sejam R e E congruéncias definidas no semigrupo (S, *) tal que R C E. Entdo, o conjunto

quociente de congruéncias
E/R={(Rx,Ry) € S/RxS/R:(x,y) € E} CS/RxS/R

¢ uma congruéncia no semigrupo quociente (S/R,*g) e existe um isomorfismo de semigrupo H
do semigrupo (S/R/E/R, *E/R> no semigrupo (S/R, *g).
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Demonstragdo.

Pelo teorema anterior, existe um homomorfismo de semigrupo H; do semigrupo (S/R, *g)

no semigrupo (S/E,*g) de modo que o diagrama é comutativo:

S/R

ou seja, parax € S, H(Rx) = Ex.

Analogamente, existe um homomorfismo de semigrupo H do semigrupo quociente

(S /R / E/R,*g /R> no semigrupo (S/E, xg) de modo que o diagrama abaixo é comutativo:

11~

g e

-
-

Mg y ﬁf” H

2
S/R S/R / E/R

E/R

ou seja, para x € S,
H|[(E/R)Rx| = Ex,

em que Ex é a classe de equivaléncia de x segundo E e (E/R)Rx é a classe de equivaléncia do

elemento Rx € S/R segundo E /R.

Pelo teorema anterior, H ¢ um monomorfismo de semigrupo, cujo conjunto de valores
coincide com S/E, que é o conjunto de valores de I, logo H é um isomorfismo de semigrupo.
[]

Teorema 4.100.

Dada uma relac@o bindria R no conjunto ndo vazio S, em que (S, *) é um semigrupo, a
interseccao de todas as relagdes bindrias compativeis a esquerda e a direita que contém R com a
operagdo bindria interna * € a seguinte relacao bindria compativel a esquerda e a direita com a

operacdo bindria interna:
RE = {(xx(axy),(x*(b*y)):x,y € Me (a,b) €R},

em que (M,*) é o monoide candnico associado ao semigrupo (S, *).
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Demonstragdo.

Além da relacdo bindria RC conter a relagiio bindria R em S (basta escolher x =y =10
elemento neutro de M), na defini¢io de RC, R é uma congruéncia em S, pois, se x, y, z, ae b

sdo elementos de S, com (a,b) € R e com (x* (axy),(x* (bxy)) € RC, segue que
7% {x* (a*y)} =z% [x* (b*y)}
ou
(zxx) % (axy) = (z2xx)x (b*y),
o que mostra que RC é relacio bindria compativel 4 esquerda com a operagio bindria interna .

A prova de que RC é relagdo bindria compativel a direita com a operagdo bindria interna

x € andloga. [

Dada uma congruéncia E em S contendo R, é facil ver que R C E, ou seja, R€ é a

interseccao de todas as congruéncias em S que contém a relagdo bindria R.

Propriedades 4.101.

Dadas R e R; relagdes bindrias no conjunto ndo vazio S, em que (S, *) é um semigrupo.

Entao:

(i) Ri CRy= RS CRS
(i) (R;")C=(R)™!
(iii) (RyUR,)¢ =RSURS

Proposicao 4.102.

Dada uma relag@o bindria R em um conjunto néo vazio S, em que (S, *) é um semigrupo,
a intersec¢do de todas as congruéncias em S que contém R € a interseccdo de todas as relacoes
de equivaléncia que contém RC (que ¢ a interseccio de todas as relagio bindrias compativeis &

esquerda e a direita com a operagdo bindria interna (U que contém R).

Demonstragdo.

A relacdo bindria (Rc)eq € uma relacao bindria de equivaléncia que contém a relacao
bindria R em S e que contém a relacio bindria R em S por R estar contida em RC.

7z

Para mostrar que (R®),, é uma congruéncia em S, isto €, para mostrar que (RC),, é
compativel a esquerda e a direita com a operagao bindria interna *, considere a relagao bindria E
definida por:

E=RCU(R HCUAS = (RURTTUAS)C, pois AS = A,
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compativel a esquerda e a direita com a operagdo bindria interna %, e, paracadan € N={1,2,...},
En=EoEoE (nvezes)

também é compativel a esquerda e a direita com a operagdo bindria interna x*; assim, se (s,7) €

(R€)¢, existe um niimero natural n tal que (s,#) € En e, para cada x € S,
(x*s5,x%1) € En C (RS)eq

(s*x,t%x) € En C (R,
0 que mostra que (Rc)eq ¢ uma congruéncia em S.

A fim de provar que (Rc)eq € a inteseccdo de todas as congruéncias de S que contém R,
seja C uma congruéncia em S. R¢ C C¢ = C, o que mostra que C é uma relagio de equivaléncia

contendo RC e, por definicdo, (Rc)eq cC. O

Exemplo 4.103.

Seja (S, %) o semigrupo comutativo, em que S = {1,2,3,4}, cuja tabela de Cayley para a

operacdo bindria interna * é dada abaixo:

1 2 3 4
1|1 2 3 4
2|12 1 4 3
313 4 3 4
414 3 4 3

Para a determinagdo das relacdes bindrias de equivaléncia R compativeis a esquerda e a

direita com a operag@o bindria interna do semigrupo que contém o elemento (1,2):

Se (1,2) € R, entio:
(1%x2,2%2)=(2,1) €R

(1%3,2%3) = (3,4) €R

(1%4,2%4) = (4,3) €R.
Se (2,1) € R, entdo:

(2%2,1%2) = (1,2) €R

(2%3,1%3) = (4,3) €R

(2x4,1%4) = (3,4) €R.

Se (3,4) € R, entio:
(3%2,4%2)=(4,3) €R
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(3%3,4%3) = (3,4) €R

(3x4,4x4) = (4,3) €R.

Portanto, a relacdo bindria de equivaléncia R compativel a esquerda e a direita com a

operacgdo bindria interna do semigrupo tem como matriz

= MRor.

S O = =
S O = =
- = O O
- = O O

Logo, RoR = R e R ¢é arelagdo bindria de equivaléncia compativel a esquerda e a direita

com a operag¢do bindria interna do semigrupo procurada.

Uma descrigdo alternativa de (RC) eq € dada pela proposigdo seguinte:

Proposiciao 4.104.

Seja R uma relagdo bindria no conjunto ndo vazio S, em que (S,*) é um semigrupo.
Entdo, (x,y) € (Rc)eq, comx, y € Sex#y, se, e somente se, existe um nimero natural n e
elementos x1, x3,...,x, € S de modo que existe uma sequéncia de R-transi¢des elementares
conectando x a y:

X=X —=X2 = ... > Xp =)
Uma R-transi¢do elementar conectando s € S at € S acontece quando
s=ux*(axv)

t=ux(bxv),

de forma que u, v € SU{1}, sendo 1 o elemento neutro do monoide candnico M associado a S,

com (a,b) € R oucom (b,a) € R.

Se R € uma relacdo bindria compativel a esquerda e a direita com a operacao bindria
interna *, entdo, dados c, s, € S, com (s,1) € R, temos (c*s,c*t) ERe (sxc,txc) ERe 0

mesmo € valido para uma relag@o bindria
R,=RoRo...oR (nvezes),

comn € N={1,2,...}, pois, se (s,7) € R,, existe uma sequéncia finita x;,xp,...,x,—1 € S de
modo que

(S,Xl),(Xl,Xz),. "7(xn—lat> S R7
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o que implica, por hipétese, que
(cxs,cxx1),(cxxp,c%xx2),...,(c*xy_1,c%t) ER,
(sxc,x1 %), (xp%c,x3%¢),...,(xp—1 *c,t%c) ER
eque (cxs,cxt) € Ry eque (skc,txc) €Ry,.
Dada uma relacdo bindria R em S,
RC ={(xxaxy,xxbxy):x,yeSU{l}e (a,b) €R}

€ a intesec¢do de todas as relagdes bindrias que contém a relagdo bindria e sao compativeis a
esquerda e a direita com a operacio bindria interna do semigrupo, pois, se (x*a*y,x*bxy) € RC,
entdo, para cada c € S,

(e (xxaxy),cx(xxbxy)) € RE.

Dada uma relag@o bindria de equivaléncia E no conjunto nio vazio S, em que (S, *) é um

semigrupo, a relacao bindria
EP ={(s5,1) € SxS:Vx,yeSU{l},(xxaxy,xxbxy) € E}
¢ a unido de todas as congruéncias em S que estdo contidas na relagdo bindria de equivaléncia E.

Demonstragdo.

() E’ C E:
(s,1) EEP = (s,t) = (1xsx1,1xtx1) €E
(ii) E? é uma relacdo binaria de equivaléncia em S

(iii) E” é uma relacio bindria em S compativel a esquerda e a direita com a operago bindria

interna * de S:

1. (s,t) € E
2.ceS
3. (x*cxs*xyxxcxt+y) € E para todos os valores de x e y pertencentes a SU {1}

4. (cxs,c*t) € E” e, analogamente, (s *c,t *c) € E
(iv) Se C é uma congruéncia em S contida em E, entdo C C E”:

l. s,reSe(s,t)eC

2. Vx,ye SU{l},(xxax*xy,xxbxy) eCCE
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3. (s,t) €E”
]

Para cada subconjunto ndo vazio A do conjunto ndo vazio S em que (S, *) é um semigrupo,
arelacdo de equivaléncia I14 associada a A € a relag@o de equivaléncia em S induzida pela parti¢do

S =AUA, sendo A é o subconjunto complementar de A em S e

Hf\:{(s,t) ESXS:Vx,ye SU{l},xxsxy€ A xxt*xy €A}

Seja (S, *) um semigrupo e seja R uma congruéncia em S. Seja 7 um homomorfismo
de semigrupos entre os semigrupos (S,x) e (T,¢) tal que R C N(h). Entdo, existe um dnico
monomorfismo de semigrupos hdeS /R em T, cujo conjunto de valores de h em T coincide com

o conjunto de valores de 2 em T e € tal que o diagrama abaixo é comutativo:

]
S M

/
I1
R /ﬂ

S/R

em que I € a aplica¢@o natural de S em S/R.

Teorema 4.105.

Sejam R e S relagGes bindrias de equivaléncia, respectivamente nos conjuntos X e Y,
ambos ndo vazios, e seja F uma fungdo total de X em Y, isto é, o dominio de definicdo D(F) de
F € igual a X e o conjunto de valores de F' € um subconjunto de Y compativel com as relagdes

bindrias de equivaléncia R e S no sentido de que, se (x,y) € R, entdo (F(x),F(y)) € S.

Entdo, existe uma tnica funcao total F do conjunto quociente X /R no conjunto quociente
Y /S, cujo dominio de defini¢do D(F) ¢ igual a X /R e cujo conjunto de valores de F é um

subconjunto de Y de modo que o diagrama abaixo é comutativo:
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ou seja,
ﬁoHR =IlgoF.

Para cada x € X, Rx € a classe de equivaléncia de x segundo a relacdo de equivaléncia R

em x
F(Rx) = SF (x),

em que SF(x) é a classe de equivaléncia de F(x) segundo a rela¢do de equivaléncia Sem Y.

A funcao F estd bem definida, pois, se, para x|, xp € X, Rx; = Rxy, isto &, (x;,xp) €R,
entdo (F(x;),F(x2)) € S pela compatibilidade de F em relagdo a R e S e as classes de equivaléncia

de F(x1) e de F(xz) segundo S sdo iguais.

Definicao 4.106.

Seja (S, *) um semigrupo. Uma relagio bindria R no conjunto nio vazio S é

(1) compativel a esquerda com a operagdo bindria interna de S se, € somente se,

VreS)(VseS)(VteS)((r,s) ER= (txrt*s) ER).

(i) compativel a direita com a operagdo bindria interna de S se, e somente se,

(r,s) € R= (rxt,sxt) €R.

(111) compativel com a operagdo bindria interna de S se, e somente se,

(VseS)(VreS)(VueS)(VveS)((s,t) eRe (u,v) €ER= (s*u,t*v) ER).

(iv) uma congruéncia quando, e somente quando, R € uma relagc@o de equivaléncia no conjunto

S compativel a esquerda e a direita com a operagdo bindria interna do semigrupo.

Teorema 4.107.

Sejam R; e R, congruéncias em relagdo a operagdo bindria interna * de um semigrupo

(S,%) de modo que R; C R». Entdo,
Rz/Rl = {(Rlx,Rly) S S/Rl X S/R1 : (x,y) S Rz}

¢ uma congruéncia em relagdo a operagdo bindria interna natural * de S/R; e existe um iso-
morfismo & de semigrupo entre o semigrupo (S/Ry,*g,) € 0 semigrupo (S/Rl /RZ/RI , *Rz/Rl)

dotados de suas respectivas operagdes bindrias internas naturais.
Teorema 4.108.
Seja (G, *) um grupo e sejam R| e R, duas congruéncias no grupo. Entéo,

Rl OR2 :R20R1.
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Demonstragdo.

Sejam os elementos x e y do conjunto G de modo que (x,y) € Rj oR;. Entdo, existe z € G
tal que (x,z) € Ry e (z,y) € R;.

1 1

De (z,y) € Ry, vem que (zxz ' sx,yxz 1 %x) = (x,y*z 1 *x) €Ry.

1 1

De (x,z) € Ry, vem que (y*z 'xx,yxz 1 xz) = (yxz ' xx,y) €R,.
Portanto, (x,y) € Ry o R e a demonstrag@o da inclusao reversa é andloga. O
Teorema 4.109.

Seja R uma relagdo bindria no conjunto S em que (S,*) é um semigrupo. Entdo, se M é o
monoide M = SU{1} com elemento neutro 1 cuja operacdo bindria interna restritaa S x S e a

operacdo bindria interna de S, a relagdo bindria R€ no conjunto S, definida por:
RC ={(x*axy,xxbxy):x,y € Me (a,b) €R},

¢ a interseccdo de todas as relagdes binarias no conjunto S que contém R e que sdo compativeis a

esquerda e a direita com a operacdo bindria interna do semigrupo.

Demonstragdo.

A relagdio bindria R em S estd contida em RC: se @, b € Se (a,b) € R, entdo (1xax*1,1%
bx1) = (a,b) € RC.

Para mostrar que RC é uma relagio bindria em S compativel 4 esquerda com a operagio
bindria interna de S, sejam u, v € S tais que (u,v) € R€e seja w € S. Entdo, existem x, y € M tais

queu =x*xaxyev=xx*xbxy,coma, b€ Se (a,b)€R.De
wru=wx(xkaxy) = (wkx)kaxy

W*v:w*(x*b*y) = (w*x)*b*y,
segue que (wxu,w*v) € RC.

A demonstracio da compatibilidade a direita da relagdo bindria R® em relacio a operagio

bindria interna do semigrupo € andloga.

Seja R; uma relagcdo bindria em S compativel a esquerda e a direita com a operacdo
bindria interna do semigrupo que contém R. Assim, se x,y e M esea, b € S, com (a,b) € R C Ry,

entio (x*ax*y,x+*bxy) € Ry, o que evidencia que RC C Ry. O

Teorema 4.110.

Sejam R; e R, relagdes bindrias no conjunto nio vazio S em que (S, *) é um semigrupo.

Entao:
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(i) Se R; C R,, entdo RIC C Rg.
i) (R = (RT)™".
(iii) (R UR2)¢ =R{URS.

Teorema 4.111.

A relagio bindria de congruéncia R gerada por uma relagio bindria R em um conjunto
ndo vazio S em que (S,*) é um semigrupo é a intersec¢do de todas as relagdes bindrias de

congruéncia em S que contém R e, além disso,
# C
R = (R")eq

em que (Rc)eq é a relagdo de equivaléncia em S gerada pela relacio bindria R¢ em S, ou seja,
sea, b€ Se(ab)€R"oua=bou,paraalgumn € N={1,2,...}, existe uma sequéncia de

elementos z1, 22, ..., 7, de S tal que
a=z1—>2—... > =D,
em que, para cada j € {1,2,...,n—1}, ou (zj,zj+1) € Rou (zj41,zj) €R.

Teorema 4.112.

Seja R uma relag@o de equivaléncia em um conjunto nao vazio S em que (S,*) é um

semigrupo. A relagcdo bindria de congruéncua
RP={(a,b) € SxS:Vx,y€M,(xxaxyx*bxy) €R}

¢ a unido de todas as relacdes bindrias de congruéncia em S contidas na relagdo bindria de

congruéncia R.

Demonstragdo.

Sejam a, b, ¢ € S. Se (a,b) € R?, entdo (x * cxaxyx*ckxbxy) € R para todas as
escolhas possiveis de x, y € M = SU{1}, o que mostra que (c*a,c*b) € R e, analogamente,

que (a*c,bxc) € R’

Além disso, R” C R, pois, se (a,b) € R?, entdo (1xa*1,1xbx1) = (a,b) ER. O
Seja (S, *) um semigrupo. Uma relagdo bindria R no conjunto ndo vazio S é

(1) compativel a esquerda com a operagdo bindria interna de S se, € somente se,

VreS)(VseS)(VteS)((r,s) € R= (t*xrtxs) ER).
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(i) compativel a direita com a operagdo bindria interna de S se, e somente se,

(r,s) € R= (rxt,s*t) €R.

(ii1) compativel com a operacdo bindria interna de S se, e somente se,

(VseS)(VteS)(VueS)(VveS)((s,t) eRe (u,v) ER= (s*u,txv) €R).

Seja R uma congruéncia em um semigrupo (S, *), ou seja, R € uma rela¢do bindria de
equivaléncia em S compativel com a operagdo bindria interna de S, entdo existe uma operacao
bindria interna natural no conjunto S/R de todas as classes de equivaléncia de R em S, a qual serd
indicada pelo mesmo simbolo * (um abuso de linguagem, a saber, (Va € S)(Vb € S)(Ra*xRb =
R(axb))) e esta operacdo bindria interna em S/R estd bem definida, pois, para a, a, b, by € S,
se Ra; = Ray e se Rby = Rb,, entdo (aj,a;) € R e (by,by) € R e, consequentemente, pela
compatibilidade de R,

(ay *by,ayxby) €R,

o que € equivalente afirmar que

R(a1 *bl) = R(a2 *bz).

Além disso, a operag@o bindria interna natural em S/R é uma operagdo bindria interna

associativa em S/R.

Teorema 4.113 (Teorema da correspondéncia para semigrupos).

Seja I um ideal préprio do semigrupo (S, 1), seja J o conjunto de todos os ideais de S
que contém [ e seja J o conjunto de todos os ideais do semigrupo quociente (S/1, 1;). Entéo,
a aplicagdo o cujo dominio de defini¢do € J e cujo conjunto de valores € J definida por: se
J € 7, entdo a(J) = J/I é uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto J e o conjunto J que

preserva a inclusdo:
se Ji1,Jo €3, com J| C Jo, entdo o(J;) C a()r).

Teorema 4.114 (Segundo teorema do isomorfismo para semigrupos).

Sejam [ e J ideais do semigrupo (S, *) tal que I C J. Entao, os semigrupos quocientes
(S/J,%5) e (S/I/J/I,(*I)J/1> sdo isomorfos.

Teorema 4.115 (Terceiro teorema do isomorfismo para semigrupos).
Sejam I e J ideais do semigrupo (S, *). Entdo:
(i) INJ e 1UJ sdo ideais do semigrupo (S, *) desde que

O0£IxJ={ixj:iclejeJ}CINJ.
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(ii) Os semigrupos quocientes (IUJ/J,xy) e (I/INJ,*jny) sdo isomorfos.

Teorema 4.116 (Teorema da estrutura dos semigrupos ciclicos).

Seja a um elemento de um semigrupo (S, *). Entdo:

(i) Ou todas as poténcias de a sdo elementos distintos e o subsemigrupo (a) gerado pelo

elemento a é isomorfo ao semigrupo (N, +), em que N é o conjunto dos niimeros naturais

com a operac¢ao bindria interna de adi¢ao

(i1) Ou existem nuimeros naturais m (denominado o indice do elemento a) e r (denominado o

periodo do elemento @) com as seguintes propriedades:

1. " = am—i—r

2. se @™ = @™, entdo u = v mod r, ou seja, os restos da divisdo dos nimeros
naturais u € v pelo nimero natural r sdo iguais e, reciprocamente, se ¥ =v mod r,
entdo @™t = g"tv

2 —1

3. (a)={a,a*,...,a"" 1}

4. o niicleo K, do elemento a é K, = {a™,a™*!,... ,a™" 1} e tem a propriedade de
que (K, *) € um grupo ciclico contido em (a)

Demonstragdo.

(i) Para cada nimeron € N={1,2,...}, seja a fungdo h que associa a cada nimero natural

(ii)

n o elemento a”" € S. A funcdo h é um isomorfismo de semigrupo do semigrupo aditivo

(N, +) no semigrupo ciclico (< a >,-) gerado pelo elemento a € S.

Seja a um elemento do semigrupo (S, *) tal que o conjunto

neN={1.2,.. :d3meNm+#nad"=d"
{ {1,2,...} ,mF#n,

€ um subconjunto ndo vazio de N, o qual admite um elemento minimo m denominado

indice do elemento a do semigrupo.

O subconjunto de nimeros naturais {n € N : ¢"*" = ¢} é um subconjunto niio vazio que

admite um elemento minimo r denominado periodo do elemento a do semigrupo.

Seja a um elemento do semigrupo (S, *) com indice m e periodo r. Assim,

am — am+r

m m+r _ m _r __ _m+r

a'"=a =d"d =ad""a = a"

m __ am+2r m _2r — am+ra2r — am+3r
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e assim por diante. Ou seja, para cadag € N={1,2,...},

a ="t

Em face da minimalidade do indice m e do periodo r do elemento a,

2 m _m+1 m+r—1
a,a”,...,a ,a R

sdo elementos distintos dois a dois do semigrupo.

Para cada nimero n € N = {1,2,...}, com n > m, pelo algoritmo da divisdo de Euclides
aplicado a n — m, existem nimeros ¢ e s tais que n = m+ gr, em que ¢ € {0,1,...},
se€{0,1,....,r—1}e

"=g"t e = d"a* = a™

a +s

0 que mostra que o subsemigrupo ciclico (a) gerado pelo elemento a do semigrupo € finito

eéigual a

(a) ={a,a*,...,a" " 1.

A ordem do elemento a do semigrupo €, por defini¢do, o nimero de elementos do subsemi-
grupo ciclico (a) gerado por a e é igual a soma do indice de a com o periodo de a menos

um.

O nicleo K, do elemento a do semigrupo €, por definicao,

K,={d",a""",.... a1}

m-t

e (Kg,*) é um grupo ciclico de ordem r gerado pelo elemento " em que r € {0, 1,...,r—

1} em+t=1 modr, ou seja, a divisdo de m +¢ pelo periodo r do elemento a € igual a 1.

A escolha do ndmero z tal que z € {0,1,...,r—1} em+2z=0 mod r produz o elemento

a™*%, que é um elemento idempotente do semigrupo e, portanto, o elemento neutro de Kj,.

]

Exemplo 4.117.

Seja f a funcdo total em 7' (X3) cuja matriz de valores é dada por:

(123

f_232
, . (123
f—fOf—323
- (123
f—fOfOf—232
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Conclusao: o indice da fungdo f no semigrupo (7 (X3),0) é igual a 1 e o periodo da fungéo f é

igual a 2.
Se Ky = {f,fof}, entdo (Ks,o) é um grupo ciclico gerado pelo elemento f.
Exemplo 4.118.

Seja f a funcdo total em 7'(X3) cuja matriz de valores é dada por:

f_123
“\2 3 3
fzzfolezes
3 3 3
Pefofof=|L 2"
B \3 3 3

Conclusio: o indice da fungdo f no semigrupo (7 (X3),0) é igual a 2 e o periodo da fungdo f é

igual a 1.
Se Ky = {fof}, entdo (Kr,o) é um grupo ciclico gerado pelo elemento f o f.
Exemplo 4.119.

Seja X7 ={1,2,3,4,5,6,7} e seja f a fungdo parcial em X7, ou seja, f € P(X7) definida

f_1234567
\232 -5 — 1)

por:

Entao:

f2 fof 1 23 4 5 6 7

= O =
323 — 5 — 2
f3 Fofof 1 23 4 5 6 7

= ofo =
232 -5 -3
fA:fofofof: 1 23 4 5 6 7
323 — 5 — 2
f5:fofofofof:f3: 1 23 4 5 6 7
232 —5 -3

O indice de f € igual a 3 e o periodo de f € igual a 2 e, em consequéncia, o nicleo K de
f é o conjunto {f3, f*}, cuja tabela de Cayley associada é dada abaixo:
WAl
£l r
FARIAR &
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Assim, nota-se que f° é o elemento neutro em K  para o operagdo bindria interna de

composicdo e que (Kr,0) é um grupo ciclico com elemento gerador f4, pois

FP=re(Y=r"
Exemplo 4.120.

Seja X7 ={1,2,3,4,5,6,7} e seja f a funcdo parcial em X7, ou seja, f € P(X7) definida

f_1234567
41572 — 3)

por:

Entao:
fz_fof_1234567
B " \74231 -5
P fofof 123456 7
B \3 7154 -2
f4—fofofof—1234567
B \5 3427 -1
5 fofofefef— 123456 7
B \2 5713 - 4
f6:fofofofofof:12345 6 7
12345 — 7
T e b b 23 45 6 7
fl=fofofofofofof=Ff 41572_3>.

O indice de f € igual a 1 e o periodo de f € igual a 6 e, em consequéncia, o nicleo K de

f é o conjunto {f*, 3, f°}, cuja tabela de Cayley associada é dada abaixo:

WAl
ferer
TR A
FAN AR AR &

Assim, nota-se que f® é o elemento neutro em K  para o operag@o bindria interna de

composicdo e que (Ky,0) é um grupo ciclico com elemento gerador f4, pois

Exemplo 4.121.
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Seja X7 ={1,2,3,4,5,6,7} e seja f a fungdo parcial em X7, ou seja, f € P(X7) definida

f_1234567
\23 4567 5)

por:

Entdo:
fz_fof_1234567
B " \3456756
f3_fofof_1234567
B \4 567567
f4_fofofof_1234567
B " \5675675
£ fofofofes— 1 23456 7
B " \6 756756
£5_ fofofofofof_ 1234567
756756 7
fl=fofofofofofor=(. 22 %207}
5675675

Como f*= f7, o indice de f é igual a 4 ¢ o periodo de f é igual a 3 e, em consequéncia,

o niicleo Ky de f € o conjunto { f*,f3, %}, cuja tabela de Cayley associada é dada abaixo:

DA
e
Ly rfr
AN AR A &

Assim, nota-se que f° é o elemento neutro em K  para o opera¢do bindria interna de

composicdo e que (K¢, o) € um grupo ciclico com elemento gerador f*, pois
(FP=re(Y=r"

Para cada par ordenado (m,r) de ndmeros naturais, existe um semigrupo (S,*) que
apresenta um elemento a cujos indice e periodo sdo, respectivamente, iguais a m e a r dados.
Para tanto, seja S o semigrupo de todas as fungdes totais no conjunto X = {1,2,...,m+r} com

a operacdo bindria interna de composicao e seja f a funcao total definida por:

B 1 2 3 ... m m+1 m+2 ... m+r—1 m-+r
23 4 ... m+1l m+2 m+3 ... m+r m+1)
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Entdo, o indice de f € igual a m e o periodo de f € igual a r dados.

Para cada par de niimeros naturais (m,r), o semigrupo ciclico cujo gerador é o elemento
a com indice m e periodo r é designado como M(m,r) e é evidente que M(1,r) é um grupo

ciclico de ordem r.

Teorema 4.122.

Em um semigrupo periédico (S,*), no sentido de que todos os elementos de S tem
ordem finita, todo elemento a apresenta uma poténcia a”, o qual é um elemento idempotente do

semigrupo.

Em todo semigrupo periddico e, em particular, em todo semigrupo finito existe pelo

menos um elemento idempotente.

Demonstragdo.

Sea € S, em que (S, *) é um semigrupo periédico, entdo < a > é um conjunto finito e
alguma poténcia de a é o elemento neutro do grupo ciclico (K, *) e €, portanto, um elemento

idempotente do semigrupo (S, *). O]

A hipétese de periodicidade do semigrupo ¢é essencial: o semigrupo (N, +) ndo possui
elementos idempotentes no sentido de que, paracadan € N={1,2,...},n+n # n.

Exemplo 4.123.

Seja 0 monoide multiplicativo comutativo (Zo,-), em que Zo = {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Os elementos idempotentes do monoide (Z 1o, ) sd0 0, 1,5 ¢ 6. O conjunto U (Z1() dos elementos

inversiveis do monoide € igual a {1,3,7,9} e (U(Z0),-) é um grupo multiplicativo comutativo.
Os célculos dos periodos e dos indices dos elementos de Z( sdo dados abaixo:
< 1>={1} e oelemento 1 tem perfodo 1 e indice 1.
<2>={21=222=423=8,24=6,22=2,...} ={2,4,8,6} e 0 elemento 2 tem
periodo 4 e indice 1.
<3>={31=3,32=9,33=7,3*=1,33=3,...} = {3,9,7,1} e 0 elemento 3 tem
periodo 4 e indice 1.
<4>={4'=44=6,4>=4,...} = {4,6} e 0 elemento 4 tem periodo 2 e indice 1.
< 5>={5} e oelemento 5 tem periodo 1 e indice 1.
< 6 >= {6} e o elemento 6 tem periodo 1 e indice 1.

<T7>={1"=7,77=97=3,7"=1,77=17,...} ={7,9,3,1} e 0 elemento 7 tem

periodo 4 e indice 1.
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<8>={81=8,82=4,8"=28"=6,8=38,...} ={8,4,2,6} e 0 elemento 8 tem

periodo 4 e indice 1.

<9>={9'=992=1,9=9,...} ={9,1} e 0 elemento 9 tem periodo 2 e indice 1.

Exemplo 4.124 (O semigrupo de Baer-Levi).

O semigrupo conhecido como semigrupo de Baer-Levi € o exemplo cldssico de um
semigrupo que nio possui elementos idempotentes e é definido como um subsemigrupo do
semigrupo (7 (X),o), em que T(X) é o conjunto de todas as fungdes totais cujo dominio de
defini¢do € o conjunto X e cujo conjunto de valores € um subconjunto de X com a operacao

bindria interna de composi¢do, da seguinte maneira:

SejaN ={1,2,...} e seja S o conjunto de todas as fung¢des totais f em N, ou seja, f é
uma fungdo cujo dominio de definicdo D(f) é N e cujo conjunto de valores R(f) estd contido
em N com a propriedade adicional de que f € uma func¢do injetora e que o complementar de
R(f) em N é um conjunto infinito. Por exemplo, para cada n € N, se f(n) = 2n, entdo f € S ou,

se, paracadan € N, g(n) =2n— 1, entdo g € S.

Assim, para cada f € S, existe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos do
complementar do conjunto R(f) em N e os elementos do complementar do conjunto R(f o f)
em R(f), o qual é dada por: se y = f(x) para algum x € N e se y ¢ R(f o f), entdo, para cada
x € N\ f(N) associa-se o elemento f(x), o qual é um elemento de R(f), mas ndo ¢ um elemento
de R(fof), entdo, ao elemento y € R(f) \R(f o f) é associado o elemento x = f~!(y) € X \ R(f).

Lembrando que f é uma funcdo injetora e que, se x € R(f), entdo x = f(z) para algum
ze€Ne (fof)(z) = f[f(z)] = f(x) =y, 0 que é contrdrio a hipStese de que y ¢ R(f o f).

Caso houvesse algum elemento / idempotente em S em relacdo a operagdo interna de
composicdo, h o h = h, enquanto que R(h o h) = R(h) e o complementar do conjunto R(/ o h)
em R(h) é o conjunto ndo vazio em correspondéncia biunivoca com o complementar do conjunto

R(h) em N que, por defini¢do, é um subconjunto infinito de N.

4.1 Grupos finitos

4.1.1 O grupo das permutacées e o subgrupo das permutacoes pares

Uma permutacgdo par € a permutagio expressa como composta de um nidmero par de

transposicoes.

Teorema 4.125.

Para cada ndmero natural n € {2,3,...}, o conjunto de todas as permutac¢des dos nimeros

1,2, ..., n, com a operacdo bindria interna de composi¢ao de func¢des é um grupo (S,, o) ndo
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comutativo gerado pelo conjunto formado pelas n — 1 transposicoes:

Q) (12),(13),....(1n)
(i) (12),(23),....((n—1) n)

Além disso, o grupo (S,,0) é gerado pelo conjunto formado

(iii) pela transposi¢do (1 2) e pela fungao ciclo (1 2 ... n) de comprimento 7.

(iv) pela transposi¢do (1 2) e pela fungao ciclo (2 3 ... n) de comprimento n — 1

Para cada ndmero natural n € {3,4,...}, o conjunto de todas as permutagdes pares dos
nimeros 1, 2, ..., n, com a operacdo bindria interna de composi¢do de funcdes € um grupo
(A,,0) ndo comutativo gerado pela totalidade das fun¢des ciclo de comprimento trés e gerado
pela totalidade das fungdes ciclo de comprimento trés da forma (i j k) com k € {1,2,...} e
k#{i,j} C{1,2,...}. Além disso, (4,,0) é um subgrupo normal em (S, o).

Demonstragdo.

O grupo das permutagdes (S,,0) € gerado pelo subconjunto constituido de todas as

transposicoes.

Como, para ndmeros naturais i, j € {1,2,...,n},

(i j) =1 i)o(l j)o(l ),
o grupo das permutagdes (S,,0) é gerado pelo subconjunto constituido pelas n — 1 transposicdes:
(12),(13),...,(1n).
Como, para j € {2,3,...,n},
(1j)=0j=1o(j—1j)ecj-1),
vem que
(13)=(12)o(23)0(12)
(14)=(13)o(34)0(13)
e assim por diante até
(In)=(1n—1)o(n—1n)o(1 n—1),
entdo o grupo das permutagdes (S,,0) é gerado pelo subconjunto constituido pelas n — 1 transpo-

sicoes: (1 2),(23),...,(n—1 n).

Como
(23)=(12...n)0(12)o(12...n)"
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e assim por diante até
(mn—1n)=(12...nom—2n-1)o0(12...n)7",
entdo o grupo das permutagdes (S,,0) é gerado pelo subconjunto constituido pela transposigdes
(1 2) e pela fungdo ciclo (1 2 ... n) de comprimento n.
Como

(13)=23...n)0(12)0(23 ... n)"!

(14)=23...n)0(13)o(23 ... n)"!
e assim por diante até

(1n)=23...no(ln—1)0(23 ... n)" !,

entdo o grupo das permutagdes (S,,0) é gerado pelo subconjunto constituido pela transposigdes

(1 2) e pela fungdo ciclo (2 3 ... n) de comprimento n — 1.

A demonstragdo de que (A,, o) é um subgrupo normal em (S, o) é trivial, pois, para

cada f € S, e paracada g € A,,
fogof ' €A,

devido a ser func@o composta de um ndmero par de transposicdes: g € uma funcdo composta
de um niimero par de transposicdes e as transposi¢des presentes em f e em f~! ocorrem um

nimero par de vezes.

Outra demonstragdo de que (A,,©) é um subgrupo normal em (S,,0) segue do fato de
que (A,,o) tem indice dois em (S,,0): o nimero de permutagdes pares em A, é a metade do

nimero de permutacdes em S,,.

Paran € {4,5,...}, as permutagdes pares pertencentes a A, sdo fun¢des compostas de

um nimero par de transposicoes: duas transposi¢des consecutivas sdo da forma
(i jlo(kl)=(ikj)o(ikl)
ou da forma
(i j)o(i k) = (i kj),
em que i, j, k e [ s3o nimeros dois a dois distintos de {1,2,...}.

A demonstragdo de que (A,,0) é gerado pela totalidade das fungdes ciclo de comprimento

trés estd completa.
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A demonstragdo de que (A,,0) é gerado pela totalidade das fungdes ciclo de comprimento
trés da forma (i j k) com k € {1,2,...} e k # {i,j} C {1,2,...} é feita a seguir, para n €
{4,5,...} desde que, no caso n = 3,

$3={(1),(12),(13),(23),(123),(132)}

e A3 ={(1),(231),(32 1)} é gerado pela funcéo ciclo (231) de comprimento trés ou pela
fungio ciclo (23 1)~' = (32 1).

A prova é consequéncia das férmulas abaixo: para {i, j, k,l,r,s} C {1,2,...},
(i) (ikj)=(ijk)o(ijk)
i) (k)= (i jD)o(ijk)olijk)
Gii) (j k)= (i j D)ol jlolijk)
(v) (Lrs)=(ijlo(ijl)o(ijs)o(ijr)o(ijr)o(ijl)
]
O resultado seguinte serd utilizado na prova do Teorema da simplicidade do grupo
(Ap,0).
Lema 4.126.

Para cada nimero natural n € {3,4,...}, se (N, o) é um subgrupo normal em (A,,0) e se

uma func¢do ciclo de comprimento trés pertence a N, entdo N = A,,.

Demonstragdo.

Seja a fungdo ciclo (i j k) de comprimento trés pertence a N com {i, j,k} C {1,2,...,n}.
Paracadal € {1,2,...,n},1 # {i, j,k},

@jh)=(jo(klo(ijk)o(ijkjo(kl)o(i])
. . . ~1
= [(i j)o(k D)]o(i jk)o[(i j)o (k)]

pertence a N pelo fato de (N, o) ser subgrupo normal em (4,,0). O]
Teorema 4.127 (Teorema da simplicidade do grupo (A, 0)).

Para cada nimeron € N={1,2,...}, n # 4, (A,,0) é um grupo simples no sentido de
que os tnicos subgrupos normais em (A, o) sdo os subgrupos triviais ({1},0) e (A,,0).
Demonstragdo.

Seja (N, o) um subgrupo normal em (A,,o) paran € {5,6,...}. A demonstragio de que

N = A, segue dos seguintes casos:
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(i) N contém uma funcdo ciclo de comprimento trés e, pelo lema anterior, N = A,,.

(i) N contém uma permutagdo par f, em cuja decomposi¢do em ciclos disjuntos ocorre uma
funcdo ciclo de comprimento r > 4, ou seja, f = (iy i2... i) og, com {ij,iz,...,i,} C
{1,2,...,n}.Se h= (i1 i i3),entdo f~'o(ho foh™') = (i1 i3 i,) € N pelo fato de (N, o)

ser subgrupo normal em (A,,0) e, portanto, pelo lema anterior, N = A,,.

(iii)) N contém uma permutacgdo par f, em cuja decomposi¢cdo em ciclos disjuntos ocorrem pelo
menos duas fungdes ciclo de comprimento trés consecutivas (sem perda de generalidade),
ouseja, f = (i ip i3) o (ig is ig), com {iy,i2,13,14,15,ic} C {1,2,...,n}.Se h= (i1 iy ig),
entio f 1o (hofoh™') = (i] i iy ig i3) € N pelo fato de (N, o) ser subgrupo normal em

(A,,0) e, pelo caso (i), N = A,.

(iv) N contém uma permutagdo par f, em cuja decomposi¢ao em ciclos disjuntos ocorrem uma
func¢do ciclo de comprimento trés e as demais fungdes ciclo s@o transposi¢des, ou seja,
f={(i1 ip i3)og, com {iy,ir,i3} C{1,2,...,n}, em que g é uma fungdo composta apenas

de um ndmero finito de transposi¢des. Entdo:

a) gog=(1)
b) fof=N
c) fof={(i1iriz)ogo(ij iri3)og

(i1 ip i3)ogog
(

iy ip 13)

e, pelo lema anterior, N = A,,.

(v) N contém uma permutacdo par f, em cuja decomposi¢dao em ciclos disjuntos ocorrem um
nimero par finito de transposicdes, ou seja, f = (i ip) o (i3 ig) 0 g, com {iy,ip,i3,is4} C
{1,2,...,n}, em que g é uma fungdo composta apenas de um nimero finito de transposi-
¢des. Se h = (iy iy i3), entdo f~ 1o (ho foh™') = (iy i3) o (i is) € N pelo fato de (N, o)
ser subgrupo normal em (A,,0) e, desde que n > 5, existe um j € {1,2,...,n} tal que

Jj é {il,iz,i3,i4}. De (il i3 ]) €A, ede (i1 i3) o (i2 i4) € N, segue que
(i1 i3) o (ia ia) o [(i1 i3 j)] o (i1 i3) 0 (i is) 0 [(i1i3j)] = (i1 i3 j)EN
pelo fato de (N, o) ser subgrupo normal em (A, o) e, portanto, pelo lema anterior, N = A,,.

Paran=1,A;1 =5, ={(1)}.

Paran=2,A,={(1)} e S2 ={(1),(2)}.
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Paran=3,A3 ={(1),(1 2 3),(1 3 2)} é um grupo ciclico simples de ordem trés gerado
por (1 2 3)oupor (123)~!'=(132).

Paran=4,N = {(1),(12)0(34),(13)o(24),(1 4)0(2 3)} é um subgrupo normal
em (S4,0) e em (Ay4,0), pois, para cada f € Sy, para cada {i,j} € {1,2,3,4,} e para cada
{k,1} €{1,2,3,4,},

folijyo(k Doft=((f(i) £(j))o((f(k) £(1)).

4.1.2 O grupo das simetrias de um poligono regular

Para cada nimero natural n € {3,4,...}, (Dy,0) é o grupo ndo comutativo, com a

operacao bindria interna de composicao de fungdes, gerado pela fungdo ciclo de comprimento n

e pela permutagdo g idempotente
(1 2 3 4 ... J ... n—1 n
ST\ ononmt n—2 L ons2—j 3 2)
A propriedade de que go f = f~! o g é de verificacdo imediata.

4.1.3 O grupo multiplicativo dos quatérnios (Qg,-)

O grupo multiplicativo (Qg, -) é o par ordenado em que
Os = {17_17i7_i7j7_jak7 _k}
e, observando as letras i jkijk em ordem alfabética, a operacdo bindria interna de multiplicacdo é
definida por:
ij=k=—ji
Jjk=i=—kj
ik=—j=ki
i = (0)(~1) = = (= )(~) = k= (~K) (~k)
—li=—i
—lj=—j
—lk=—k
(=D(=1) =1

e 1 é o elemento neutro da operacdo bindria interna de multiplicac@o.
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4.1.4 O grupo dos elementos inversiveis (GL(2,Q),-) do monoide mul-
tiplicativo (M(2,Q),-)

O grupo multiplicativo (GL(2,Q), -) constituido de todas as matrizes quadradas de ordem

dois com coeficientes racionais e determinante nao nulo é o grupo dos elementos inversiveis

em relacdo a multiplicacdo de matrizes quadradas de ordem dois do monoide ndo comutativo

(M(2,Q),-) constituido de todas as matrizes quadradas de ordem dois com a operagdo bindria

interna de multiplicacdo de matrizes.

c
1 d —b
Ail:(ad_bc)il:ad—bc: (—c d>‘

0 —1
As matrizes quadradas de ordem dois com determinante ndo nulo A = (1 0 ) e

a b
A matriz inversa A~' de uma matriz A = ( d) com ad — bc # 0 € calculado pela

férmula

0 1
B = ( ) pertencentes ao grupo multiplicativo ndo comutativo (GL(2,Q),-) com a

-1 -1
operacao bindria interna de multiplicacdo de matrizes tem ordem finita 4 e ordem finita 3,
: : 1 0 : e :
respectivamente, ou seja, A* = B> =1 = 0 1) e a matriz produto AB tem ordem infinita, pois,

para cada nimeron € N={1,2,...},

(AB)" = ((1) ’:) .

O grupo aditivo produto cartesiano dos grupos aditivos (Z,,+) e (Z,+) tem elementos
de ordem infinita como, por exemplo, (0,1), (0,—1), (1,1) e (1,—1), enquanto que (1,0) =
(1,1)+(0,—1), soma de dois elementos de ordem infinita, tem ordem 2: (1,0) + (1,0) = (0,0).

O subgrupo multiplicativo do grupo multiplicativo (GL(2,C),-) gerado pelas matrizes

quadradas de ordem dois com coeficientes complexos

()

1
emque A*=B*=1= (0

Tal subgrupo multiplicativo é denominado grupo dos quatérnios por alguns autores por ser

0
1) e a formula BA = A’B = A~!B é de verificagio imediata.

isomorfo ao grupo dos quatérnios (Qs,-).
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O subgrupo multiplicativo do grupo multiplicativo (GL(2,C),-) gerado pelas matrizes

-1 0 1
ao grupo das simetrias (Dy4,0) do quadrado.

0 1 01
M = ( > eN= < 0) ndo € isomorfo ao grupo dos quatérnios (Qs, ), mas é isomorfo
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CAPITULO

SEMIGRUPOS INVERSOS

Neste capitulo, a operacao bindria interna em semigrupos serd indicada com a notagao
multiplicativa usual, isto €, se i € a operacao bindria interna do semigrupo, entdo, para elementos

s e t do semigrupo, p(s,t) = st.

Definicao 5.1.

Um semigrupo (S,-) é um semigrupo idempotente quando todos os elementos de S sdo
elementos itempotentes no sentido de que: s € S € um elemento idempotente de S quando, e

somente quando, ss = s.

Definicao 5.2.

Um semigrupo (S,-) é um semigrupo regular quando todos os elementos de S sdo
elementos regulares no sentido de que: s € § € um elemento regular de S quando, e somente

quando, existe € S de modo que s(rs) = (st)s = s.

Se s e t sdo elementos de um semigrupo tais que sts = s, entao:

(tst)s(tst) =t(sts)tst
= Istst
=1(sts)t

=1st.

Definicao 5.3.

Um semigrupo (S,-) é um semigrupo inverso quando todos os elementos de S sdo
elementos inversiveis de S no sentido de que: s € S é um elemento inversivel de S quando, e

somente quando, existe um Unico elemento ¢ € S tal que sts = s e tst =t.
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O elemento t com as propriedades sts = s e tst =t recebe o nome de elemento inverso

de semigrupo do elemento s e é denotado por s~

Teorema 5.4.

Um semigrupo (S,-) é um semigrupo inverso se, e somente se,

(1) para cada elemento s € S, existe um elemento ¢ € S tal que
sts =
Ist =t,

(ii) a operagdo bindria interna - do semigrupo (S, -) é uma operagdo bindria interna comutativa

no conjunto E(S) de todos os n elementos idempotentes de S.

Demonstragdo.

Pode-se observar que, para cada elemento s € S, a existéncia e a unicidade de um
elemento b € S tal que sts = s e tst =t € equivalente a propriedade de que a operacao bindria

interna - é comutativa no conjunto E(S) dos elementos idempotentes de seu grupo.

Para um elemento s € S, admite-se que existam elementos 7, v € S com as propriedades

abaixo:

Sts = 8§ = svs
Ist =t
sy =V

Assim,

(st)(st) = (sts)t = st
(ts)(ts) = (1st)s =1ts
(sv)(sv) = (svs)v = sv
(vs)(vs) = (vsv)s = vs.

Como st, ts € E(S), vem que sv, vs € E(S) e, por hipétese,
(ts)(vs) = (vs)(ts)

(sv)(tv) = (tv)(sv)
(st)(sv) = (sv)(st),
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entao

Propriedade 5.5.

O elemento inverso de grupo s~! do elemento s pertencente a um grupo €& igual ao

elemento inverso de semigrupo na estrutura de semigrupo subjacente a estrutura de grupo.

Exemplo 5.6.

Os elementos do monoide ndo comutativo (7'(X3),0) das fungdes totais definidas em
X, ={1,2,} s@o: a fungdo f| constante igual a 1, a fung@o f, constante igual a 2, a fungdo
identidade (1) = (2) e a func@o transposicdo (1 2).

Para a determinagdo dos elementos inversiveis de um semigrupo de uma fung¢ado f per-
tencente a0 monoide (7'(X3), o) é preciso definir uma fung@o total g em X, com as propriedades
fogof=fegofog=g.

Quando f é a funcdo identidade em X, das equagdes (1)ogo(1)=(1)ego(l)og=g,
segue que g € a funcdo identidade. Portanto, o elemento inversivel de semigrupo da fun¢do

identidade € a propria funcdo identidade.

No caso de fi, a func@o constante igual a 1 em X5, das equacdes fiogo fi = f1 e
go fiog =g, ouseja, de
(fiegofi)(1)=fi(1) =1

(fiogo f1)(2)=f1(2) =1
(gofiog)(1) =4(1)
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vem que

Portanto, as fungdes constantes f; e f» sdo elementos inversiveis de semigrupo da funcao
fi-

No caso de f;, a funcdo constante igual a 2 em X,, das equagdes frbogo fr = fo e

go frog =g, ouseja, de

vem que

Portanto, as fun¢des constantes f; e f» sdo elementos inversiveis de semigrupo da funcao
fa

No caso da fungdo transposi¢do (1 2), das equagdes (1 2)ogo (1 2)=(12)ego(l 2)o
g =g, segue que g(1) =2 e g(2) = 1. Portanto, o elemento inversivel de semigrupo da fungio
transposicao (1 2) é a prépria fungdo transposicdo (1 2).
Exemplo 5.7.

Seja f a fungio total pertencente a T'(Xy) cuja matriz de valores é dada por:

fe 1 2 3 4
\4 4 3 1)
Para a determinacdo do elemento inverso de semigrupo da funcio f, € necessario definir

uma fungdo total g satisfazendo fogo f= fe go fog=g, ou seja:

flelr]] = rle@)] =4=r(1)
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flelr@)]] = fle@)] =4 = r2)
flelr3)] = rls3)] =3=r0)
flalr@]] = rla@)] =1=r@).
Como g(4) = 1, g(4) =2 e g(4) = 4, f ndo tem elemento inverso de semigrupo.

Exemplo 5.8.

Seja f a fungdo total pertencente a 7' (X4) cuja matriz de valores é dada por:

fe 1 2 3 4
\1 4 4 2)
Para a determinacao do elemento inverso de semigrupo da funcdo f, é necessario definir

uma fungao total g satisfazendo fogo f = fe gofog=g, ouseja:

flalrm]] = rlsm) =1

Dessa forma, conclui-se que g(1) = 1, que g(2) =4, que o valor de g(4) é igual a 2 ou
igual a 3 e que o valor de g(3) pode ser igual a 1, 2, 3 ou 4. Escolhendo g(3) = 1, sem perda de

generalidade, escreve-se a fungdo total g como:

(123 4
£ \1 41 2003/

Agora, resta analisar os dois casos abaixo:

1 2 3 4
(1) Segz(1 41 2),aigualdadegofog:gésatisfeita.

! 3 igualdad fog = g ésatisfeit
,algualdade go f o € satisfeita.
1 1 3 g 8 8§=8

(i) Seg= <
Portanto, a funcdo f possui dois elementos inversos de semigrupo. A unicidade do
elemento inverso de semigrupo € valida em semigrupos comutativos, como serd estudado

posteriormente.
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Exemplo 5.9.

Sendo Z1, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, para calcular os elementos inversos de se-
migrupo do semigrupo (Z», -), em que a operagao bindria interna - € a operagdo de multiplicagdo
usual, basta tomar elementos s, t € Z1, e calcular os produtos sts e tst. Como a operacdo de multi-
plicagdo é comutativa, vem que sts = sst = s°t e que tst = tts = t2s. Se 57t = s e se 125 = f, entdo
t € o elemento inverso do elemento s do semigrupo (Z2,-). Assim, tomando s = 3, encontra-se

a seguinte tabela:

s | s? t s%t
3191010
3091119
31912 6
31913 3
3191 4 0
3191519
319166
31917 3
319 8 0
31919 9
3/19]110| 6
31911 3

Os possiveis candidatos para inverso do elemento s =3 sdot =3,r =7 et =11. Como
7-3-7=3#7ecomo 11-3-11 =3+ 11, fica claro que = 3 é o elemento inverso de semigrupo
do elemento s = 3. De fato, 3-3-3 = 3.

Da mesma forma, tomando s = 8, encontra-se a seguinte tabela:

s|s2] ¢ | s%
814100
814 | 1 4
814 | 2 8
814 | 3 0
814 | 4 4
814 |5 8
81 4| 6 0
814 | 7 4
814 | 8 8
8141 9 0
814|110 4
814 |11 ] 8

Analisando os possiveis candidatos e procedendo como anteriormente, t = 8 € o elemento

inverso de semigrupo do elemento s = 8.



153

De maneira andloga, tomando s = 6, encontra-se a seguinte tabela:

)
\S|

O[O0 I[N DN K| W =IO~

DO OO\ Q| |«
(=] fe) ] el o] Nl o) N o) He) Hev) Heo) Neo)
(o] e} Heo] Neo) Heo] Neo) Rev] Heo] Hev) Neo) Hen) N}

o |
— O

Como 62 -t = 0 # 6 para todos os valores de t € Z5, entdo conclui-se que s = 6 nio tem

inverso de semigrupo.

Da mesma forma, pode-se concluir também que s = 2 e que s = 10 ndo t€m inverso de

semigrupo, pois, de acordo com as tabelas abaixo:

s|s2] ¢ | s% s | 2] ¢ | 5%
21410 0 101410 0
21 4 1 4 10| 4 1 4
214 | 2 8 10 4 | 2 8
2141 3 0 10| 4 | 3 0
214 | 4 4 1014 | 4 4
21415 8 104 1] 5 8
21416 0 10141 6 0
2147 4 1014 | 7 4
214 | 8 8 104 ] 8 8
21419 0 101419 0
214110 4 1014 10| 4
214 (111 8 10| 4 | 11| 8

22.t#2¢e 10?1 # 10 para todos os valores de t € Z».

E evidente que todo elemento inversivel de S é um elemento regular de S; em contrapar-
tida, ndo € tdo evidente que todo elemento regular de S é um elemento inversivel de S, haja vista

que, se s € S é um elemento regular de S, existe ¢ € S tal que sts = s e st = 5" é tal que

ss's = s(tst)s = (sts)ts = sts = s

s'ss’ = (tst)s(tst) = t(sts)tst = tstst =t(sts)t =tst =5
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Exemplo 5.10.

Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. A operacao bindria interna * no produto cartesiano

X x Y é definida na nota¢do multiplicativa por: para (x1,y;) € X XY e (x2,y2) € X X Y,

(x1,31) (x2,¥2) = (x1,¥2),

que € claramente associativa no produto cartesiano X x Y.
Para (x,y) e X X Y,
(x,9)? = (x,y)(xy) = (x,y)
(%,2)° = (%) (x ) (xy) = (63)(x,y) = (x,)
(x3)* = (6,3)7 = (x,¥)
e, finalmente,
(x,5) = (2,7)(x.9)*(x,).

Além disso, para (x1,y1), (x2,y2) e (x3,y3) € X X7,

(x1,31) (x2,y2) (x3,y3) = (x1,¥1) (x2,¥3) = (x1,¥3) = (x1,y1)(x3,)3)-

Em particular, (x1,y1)(x2,y2)(x1,y1) = (x1,¥1)-

Dessa forma, pode-se concluir que o semigrupo constituido do produto cartesiano X X Y
com a operagdo bindria interna acima definida € um semigrupo idempotente e € um semigrupo
regular, mas ndo € um semigrupo inverso, pois o elemento inverso de semigrupo para cada

elemento ndo € Unico.

Mas, em geral, (x1,y2) = (¥1,y1)(x2,2) # (x2,32) (x1,y1) = (x2,31), ou seja, a operagio

bindria interna do semigrupo ndo é comutativa nos elementos do semigrupo que sdo elementos

idempotentes.

Propriedades 5.11.

Seja (S, ) um semigrupo inverso. Entéo:

1

(i) Paracadasc S, s 'sess! sdo elementos idempotentes do semigrupo e

s(sls) =s=(ss71)s.

Demonstragdo.

1. se s
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(ii) (s~')~! = s pela unicidade do elemento inverso.

(iii) Para cada elemento idempotente e € S e, para cada s € S, s~ es é um elemento idempotente
de S.
Demonstragdo.

l.ecS

2. 2 =ee=ce

3.s€S§

4. (s es)?> = (s es)(s les)
= (s""e)(ss™ ") es)
= (s71e) (557 se)
= (s le)(ss Ls)e
= (s le)se
= (s le)es
= (s lee)s
= (s 'e?)s
=5 les

O

1

(iv) Se e € um elemento idempotente do semigrupo, e ' = e pela unicidade do elemento

1NVerso.

(v) Para cada elemento idempotente e do semigrupo e, para cada s € S, existe um elemento

idempotente e; do semigrupo tal que es = se.

Demonstragdo.
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I.ses
2. e€S, e =ce=e
3. e =5 les
4. e% =eje1 = e
5. se; = s(s es)
= (ss Des
—e(ss)s
= e(ssls)
=es

O

(vi) Para cada elemento idempotente e do semigrupo e, para cada s € S, existe um elemento

idempotente e, do semigrupo tal que se = e;s.

Demonstragdo.
1. ses
2. e€S, ¥ =ce=e
3. ep =ses !
4. e% =erenr = e
5. exs = (ses s
= se(s1s)
=s(s7s)e
= (ss's)e
= se

(vii) Para cada elemento a € S,
aS={as:s€ S} =aa"'S

e aa~' é o tinico elemento idempotente gerador do conjunto aS.

Demonstragdo.

l.ae S
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10.
11.
12.

o x® =2 kW

. aS=(aa"'a)S

= (aa""aS C aa™'S C aS
—aa 'S
ecS,e?=ce=e
aS=eS
aa”'S =eS
(351 € 8)(aats) = esy)
(3s€S)(aa! = es)
(3t€S)(e=aat)

1

eaa”' = (aa='t)aa™!

1 1 -1

aa e = aa’ltaa’ =aa

aa‘le =ese=c¢e

eaa_l = aa_le = aa_l =e

(viii) Para cada elemento a € S,

(ix) Para elementos idempotentes e e e; do semigrupo, tem-se:

Sa={sa:s€S}=Sa'a.

e1SNexS=-ererS

Se1NSey = Sejen

Demonstragdo.

1.
2.

aceSNexS

(Fs1€8)(Tsr €8)(a=ers; =easn)

Propriedade 5.12.

Grupos sdo semigrupos inversos, cujo unico elemento idempotente € o elemento neutro

do grupo.

Demonstragdo.
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1. e é o tnico elemento idempotente do semigrupo

2.s€8

3. ss~! e s~ls sdo elementos idempotentes do semigrupo

4. ss—! = 5715 = e pela unicidade do elemento idempotente

5.1 Relacao de ordem
A relac@o de ordem parcial natural R< em um semigrupo inverso (S,-) é definida como

R<={(s,r) eSxS:dec E(S):s=te}.

(1) R< éreflexiva:
(s,5) € R<
s=ss"ls=(ss Dsess ! €E(S).
(i1) R< é transitiva:
(s,t) ER<:Jej €S:5=te;
(t,u) ER<:Jer €81t =eru=ue3
s =te] = epue; = ee3u pela comutatividade parcial e
(ii1) R< € antisimétrica:
(s,0) ER<:Je; €E(S):s=te;
(t,s) ER<:Jer € E(S) 1t =sep

s =te] = sere).

Teorema 5.13.

Seja R< arelagdo de ordem parcial natural em um semigrupo inverso (S, -). Entdo, sdo

equivalentes as afirmacdes:
(i) (s,1) € R<
(ii)) Jec E(S):s=et

(i) (s~',r71) €R<
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(iv) s=ss"t

(V) s=ts"1s
Demonstragdo.

(i) = (i1) € verificada pela comutatividade parcial

i) = (i) 1. BecE(S))(s=er)
2. s =(et) =t"le =17l

3. (s~ eRe

—

(s eRe

. (FecEN) (s =t"le)

(111) = (1v)

~J (@)Y ()] EEN W [\

o

5

ol
4\

—~

Q

-~

~—

Il

(4N}
[\®)

-~

[l

aQ

-~

[l

(5}

p—
)

I
)
=)

—_
~

iv) = (v)

SO
o]
L
“
Q
I
h\
L

p—

(v) = (1) (s,1) € R<
(t,5) € R<
s=ts"ls

r=st"t

A

Propriedades 5.14.

Seja (S, -) um semigrupo inverso. Entéo:

(1) See; € E(S) eepc E(S), (61,62) S Rg e =ejep =eneq.

s=st s ls=s(t7 ) (s7Ls) =s(s7 L)) = st e =1
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Demonstragdo.

1. (e1,e2) € R<
2. (At € E(S))(e; = ent)
3. epe; = 62(622‘) =ept = e

4. e|jep = exe) —eq

(i) Se (s,¢) € R< e (u,v) € R<, entdo (su,tv) € R<.
(iii) Se (s,¢) € R<,entdo (s~ 's,t7't) € Rce (ss~!,1t71) € R<.

Definicao 5.15.

A relac@o de compatibilidade a esquerda R; em um semigrupo inverso (S,-) é definida

como

R ={(s,;1) eSxS:st7 ' € E(S)}.

A relag@o de compatibilidade a direita R, em um semigrupo inverso (S, -) é definida

como

R, ={(s;t) eSxS:s 't cE(S)}.

A relag@o de compatibilidade em um semigrupo inverso (S, -) é definida como a intersec-

cdo das relagdes de compatibilidade a esquerda e a direita.

Teorema 5.16 (Teorema da representacdo de Cayley de semigrupos inversos).

Seja (S, -) um semigrupo inverso em relagdo a operacao bindria interna - do semigrupo.
Entdo, existe um conjunto ndo vazio X e um monomorfismo de semigrupo F, cujo dominio de
defini¢do é igual a S e cujo conjunto de valores é um subconjunto do monoide inverso (/(X),0)
constituido pela totalidade das fungdes f injetoras, cujo dominio de definicao € um subconjunto

ndo vazio de X e cujo conjunto de valores estd contido em X tal que
(VxeS)(VyeS)(x<y=F(x) CF(y))

Demonstragdo.

Para cada elemento a de S, seja a funcdo f,, cujo dominio de defini¢do é o subconjunto
a 'aS={a'as:s € S} e cujo conjunto de valores é o subconjunto aa~'S = {aa"'s:s € S},

definida por: parax € a~'asS,

fa(x) = ax.
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1

Como x € a_'asS, existe s € S tal que x =a as e, entdo,

fu(x) = a(a 'as) = aa ' (as) € aa™'S.

Para cada elemento a de S, a fungio f, !, cujo dominio de defini¢io é o conjunto
(@ ~'a='S = aa~'S e cujo conjunto de valores é o subconjunto a~'aS, dada por: para x €
~1
aa 'S,

foi(x)=alx,
é tal que:

1 _1 0 f, é arestricdo da funcdo identidade ao conjunto a!as.
1) far10fa ¢ ¢ ]

De fato, se x € a_'aS, existe s € S tal que x = alase

(far0fa) (%) = fom1 [ fa(x)]

= Ja-! (ax)
=a '(ax)
= ailaaflas

=a Y(aa a)s

(ii) Analogamente, f, o f,-1 é a restricio da fungio identidade ao conjunto aa~!S.

Assim, para cada elemento a de S, f, € uma funcdo injetora e € portanto um elemento do
monoide inverso (I(S),o) constituido pela totalidade das fungdes f injetoras cujo dominio de

definicao € um subconjunto ndo vazio de S e cujo conjunto de valores estd contido em S.

Seja a fun¢do F, cujo dominio de defini¢do € S e cujo conjunto de valores estd contido

em [(S), dada por: paracadaa € S,
F(a) = f,.

O objetivo é mostrar que F é um homomorfismo de semigrupo do semigrupo S no

semigrupo (1(S),0), ou seja,

(VaeS)(VbeS)(F(a)oF(b) = F(ab)) ou f10 fy= fup.

O dominio de defini¢io de f,;, é o conjunto (ab)~!(ab)S = b~'a~'ab$, que é igual a

interseccdo do dominio de defini¢io a~'aS de f, com o conjunto de valores bb~'S de f;,, isto é,

(a"'aS) N (bb~1S) = (ab) "' (ab)S
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e esta interseccio é o dominio de definicdo de f,, e, além disso, para x € (ab)~!(ab)S,
fap(x) = (ab)x
= a(bx)
= fa(bx)
= (fao fb) (%)

ou, em outros termos,
Jab = fao fp ou F(ab) = F(a)o F(b),
0 que demonstra que F é um homomorfismo de semigrupo do semigrupo S no semigrupo

(1(S),0). Resta mostrar que, se a e b sdo elementos de S, com a < b, entdo F(a) C F(b), ou seja,
Ja C Jo.

Se a e b sdo elementos de S, coma < b, entioa la< b 'bea1aS c b~ 1bS.

Para x € a'aS, dominio de definicdo de f,, segue que x € b~ 'bS, dominio de definicdo

de fp, e que existe s € S tal que, se x = alas,

So(x) =bx
=b(a 'as)
=b(a 'aa 'as)

=b(a'a(a 'as))

=b(a 'ax)
= (ba 'a)x
= ax,

lembrando que, se a < b, entdo a = ba la= fa(x), 0 que comprova que f, C fp.
Se f, C fp para elementos a e b de S, entdo, por defini¢do,
alaSc b 'bS
ale a_laS,

'—alaa 1, por hipétese,

fola™") = fala™") ou

-1

visto que a~

ba" ' = aa

ba 'a=aa 'a= a,

1

o que significa que a < b, lembrando que @™ "a € um elemento idempotente de S.

O homomorfismo de semigrupo F do semigrupo (S, -) no semigrupo (/(X),o) é, entdo,
um monomorfismo de semigrupo, pois F' € uma fun¢do injetora: para a e b elementos de S, se
F(a) = fa=F(b) = fp, entdo, de f, C fp, segue que a < be,de f, C f;, vemque b <a. [
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5.2 Meétodo das divisoes sucessivas

O método das divisdes sucessivas de Euclides para o calculo do maximo divisor comum
de dois nimeros naturais baseado na propriedade de que, dados dois nimeros naturais a, b €
N={1,2,...},

mdc(a,b) = mdc(q,r),

em que, g e r sdo respectivamente o quociente e o resto da divis@o euclidiana de a por b, isto é,

a=bg+rere{0,1,...,b— 1} exprimde o maximo divisor comum de a ¢ b como
d=ra+sb,
comr,s€Z=A{...,-2,—1,0,1,2,...}. Este método é utilizado para o cdlculo do inverso

multiplicativo dos elementos de (U(Zy,), -), grupo multiplicativo dos elementos inversiveis do

monoide multiplicativo (Z,,, ).

O seguinte exemplo ilustra 0 método citado:

Exemplo 5.17.

Para o célculo de 177!, inverso multiplicativo de 17 em U(Z00), 0 método das divisoes

sucessivas de Euclides € o seguinte:

100 17
15 5
— | =~

resto | quociente

17 15

2 1
~~~ ~~~
resto | quociente

15 2

1 7
~~~ ~~~

resto | quociente

e o nimero 1, que € o mdximo divisor comum entre 17 e 100, é expresso como:

1=15-72
=15-7.(17—15)
=8.15-7.17
=8(100—5.17) = 7.17
—8.100 —47.17,

0 que mostra que
17.(—47)=1 mod 100
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e que
17.(53) =1 mod 100.

Portanto, o elemento inverso 17! de 17 no monoide multiplicativo (Ziqp,-) € igual a 53. De
fato, 17.(53) =901 =9.(100) + 1.

Para o célculo do elemento inverso 17! de 17 no monoide multiplicativo (Zgo0, ), O

método das divisdes sucessivas de Euclides € o seguinte:

1000 | 17
14 58
~~~ ~~~
resto | quociente
17 14
3 1
~~~ ~~
resto | quociente
14 3
2 4
~~~ ~~~
resto | quociente
3 2
1 1
~~~ ~~~

resto | quociente

e o nimero 1, que € o maximo divisor comum entre 17 e 1000, € expresso como:

1=3-2
=3 (14—43)
=53-14
=5(17—14)— 14
—5.17-6.14
=5.17 — 6(1000 — 58.17)
= —6.1000 4 353.17,

0 que mostra que
17.(353) =1 mod 1000.

Portanto, o elemento inverso 17! de 17 no monoide multiplicativo (Zgoo,-) € igual a 353. De

fato, 17.(353) = 6001 = 6.(1000) + 1.
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