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RESUMO

O objetivo deste trabalho foi comparar a aderéncia das distribuicées gama, log-
normal e Weibull na modelagem e ajuste de curvas de densidade de probabilidade
aos dados experimentais do tamanho de particulas de sitios arqueolégicos na bacia do
rio Paranapanema em Itapeva, Sdo Paulo. O ajuste e aderéncia das distribuicoes dos
tamanhos de particulas das escavagoes foram verificadas via Método de Informacéo de
dois critérios: Akaike (AIC) e no Bayesiano (BIC). Os resultados obtidos indicaram que
o modelo Log Normal ajustou-se mais adequadamente a distribuicdo dos tamanhos das

particulas.

Palavras-chave: Comparacdo de Modelos. Distribuicdo Gama. Distribuicdo Log
Normal. Distribuicdo Weibull. Critério AIC. Critério BIC.
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ABSTRACT

The objective of this science assignment was to compare the goodness of fit of distri-
butions Gamma, Log-normal and Weibull in modeling and fitting of density and prob-
ability curves to experimental data of size particles of archaeological sites in Parana-
panema based in Itapeva, Sdo Paulo. The adjustments and adherence of the size dis-
tributions of particles excavations was verified by information method of two criteria:
Akaike (AIC) and Bayesiano (BIC). The obteined results indicated that the model Log-

normal adjusted more properly to the particle size distribution.

Keywords:Comparison of Models. Distribution Range. Normal Log Distribution.

Weibull distribution. AIC criterion. BIC criterion.
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INTRODUQAO E OBJETIVOS

Nos dias de hoje, o estudo da Probabilidade e Estatistica estd cada vez mais presente
na vida dos profissionais das mais diversas dreas do conhecimento humano, pesqui-
sadores e, é claro, dos estudantes, desde o Ensino Fundamental até o Nivel Superior.
E um ramo muito importante da matemdtica, pois se tornou essencial para resolver

problemas em que a Anélise de Dados da 6timas respostas as indagacoes cientificas.

"Estamos rodeados de dados coletados a partir de levantamentos e experimentos, as
duas formas de pesquisa empirica. A pesquisa empirica é qualquer investigacdo em
que os dados sao recolhidos a partir do mundo externo e, em seguida, conclusoes sdo

tiradas a partir deles"(ver em [11]).

E sobre pesquisas estatisticas,

"

. os dados qualitativos significa 'trabalhar’ todo o material obtido durante a pes-
quisa, ou seja, os relatos de observacdo, as transcricoes de entrevista, as andlises de
documentos e as demais informacoes disponiveis. A tarefa de andlise implica, num pri-
meiro momento, a organizacio de todo material, dividindo-o em partes, relacionando
essas partes e procurando identificar nele tendéncias e padroes relevantes. Num se-
gundo momento essas tendéncias e padrdes sdo reavaliados, buscando-se relacoes e

inferéncias num nivel de abstracdo mais elevado."( ver em [12])
Sobre a definicdo de estatistica,

"A definicdo de estatistica mais utilizada atualmente descreve que essa é uma drea
do conhecimento que utiliza teorias probabilisticas para explicagédo de eventos, estudos
e experimentos, com o objetivo de obter, organizar e analisar dados, determinar e

interpretar correlacdes para descricdo, explicacdo e previsdo."(ver em [18])

Neste trabalho, usaremos as Distribuicoes de Probabilidade, em particular as Distri-
buicbes de Probabilidades Continuas, as chamadas funcdes de densidade de probabi-
lidades (fdp): Gama, Log Normal e Weibull e verificarmos qual melhor se ajusta aos

dados dos tamanhos das particulas coletadas em sitios arqueolégicos.



INTRODUGCAO E OBJETIVOS

Faremos as estimativas dos parametros das Distribui¢does pelo Método da Maxima

Verossimilhan¢a numericamente.

Na drea académica, em geral, é dada muita énfase na distribuicdo Normal de Proba-
bilidades. Sempre ha tentativas iniciais de ajuste com a distribuicdo normal e por se
aplicar em muitos problemas do cotidiano e também nas aulas os professores procuram

dar maior importancia.

Notamos pouco uso e apresentacdo das funcoes de distribuicdo de probabilidades
Gama, Log Normal e Weibull em situacdes reais de aplicabilidade. Aqui desejamos
mostrar uma aplicacdo real e com isso explorar a Inferéncia Estatistica, de modo que
possamos fazer previsdes por meio das funcoes de densidade de probabilidade (fdp).
Também pretendemos utilizar o trabalho como exemplo didatico para o ensino em

nivel de graduacéo e pés-graduacgao.

Para Ben-Zvi e Biehler, em [9]: "Os educadores acreditam que o uso de dados reais
em topicos de interesse dos alunos, o que nao acontece apenas em Estatistica, contribui

para a sua motivacdo para aprenderem Estatistica"

Em [4] afirma-se que "a utilizacdo de funcoes de distribui¢des de probabilidade re-
quer o uso de testes para provar a adaptacao de dados ou da série de dados as funcoes.

Estes sdo os testes de aderéncia."

Para o ajuste dos dados a funcdo de densidade de probabilidade usaremos os mé-
todos de Informacdo de Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC). Também nos auxiliard na
anadlise dos dados os graficos: Densidade Empirica e Tedrica, Q-Q plot, Funcao Distri-

buicdo Acumulada Empirica e Tedrica e P-P plot.

As estimativas dos parametros e os graficos serdo feitos pelo software R Studio com
a versao 3.3.2 (2016-10-31) - "Sincere Pumpkin Patch"Copyright (C) 2016 — The R
Foundation for Statistical Computing — Plataforma: x86 64-w64-mingw32/x64 (64-
bit)

A dissertacdo esta organizada em cinco capitulos:

1. Revisao Tedrica

2. Dados Coletados

3. Métodos Numéricos para Estimativa dos Pardmetros
4. Resultados

5. Consideracdes Finais



INTRODUGCAO E OBJETIVOS

No primeiro capitulo apresentamos uma revisdo tedrica das funcoes de densidade de
probabilidade usadas na dissertacdo, o Método da Maxima Verossimilhanca, Testes de
Aderéncia, os Critérios de Informacao de Akaike (AIC) e o Bayesiano (BIC) e Tépicos

do Software R utilizados na pesquisa.

No segundo capitulo, descreveremos de onde foram retirados os dados da pesquisa
e a construcdo inicial da tabela de tamanhos das particulas em massa para cada uma

das 10 amostras.

No terceiro, descreveremos as etapas para a formacao da tabela geral de dados dos
tamanhos das particulas em massa: a probabilidade (em termos de massa), o didmetro
médio e o nimero de particulas em massa. Também como obter pelo software R Studio
as estimativas dos parametros, graficos e os valores dos Critérios de Informacéo: AIC
e BIC.

No quarto capitulo, apresentaremos os resultados para futura andlise dos dados: as
estimativas dos parametros, valores de AIC e BIC calculados de cada distribuicédo e
os graficos Densidade Empirica e Tedrica, Q-Q plot, Funcédo Distribuicdo Acumulada

Empirica e Tedrica (CDFs)e P-P plot.

No ultimo, serdo feitas as consideracoes finais e discutidas as contribuicoes deste

estudo.

R



REVISAO TEORICA

Neste capitulo, iremos apresentar conceitos, defini¢des e propriedades relativas aos
modelos de func¢des densidade de probabilidade, as chamadas (fdp). No trabalho

usaremos a sigla (fdp) para o termo func@o densidade de probabilidade.

Trabalharemos com o conceito de Funcdo de Maxima Verossimilhanca para a esti-

macao dos pardmetros dos modelos de (fdp)s.

Também estudaremos os métodos de aderéncia as curvas de distribui¢des e métodos

de escolha do melhor modelo.

Estes conceitos serdo posteriormente importantes para aplicacao, ajustes de fungoes

e selecdo do melhor modelo para os dados.

Também sera apresentado o software R, o qual sera utilizado no calculo das estima-

¢coes numéricas dos parametros e a confeccao dos graficos.

1.1 FUNQAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

No estudo das variaveis aleatdrias continuas, cujo valor da varidvel aleatéria assume
valores em um intervalo de niimeros reais, também podemos fazer o cdlculo de proba-
bilidades para as mais diversas situacdes que podem assumir uma infinidade de valores.

Para isso, precisamos da sua funcéo de distribuicdo de probabilidade.

Dizemos que f(x) é uma funcdo continua de probabilidade ou funcdo densidade de
probabilidade (fdp), para uma varidvel aleatéria continua X, se sao satisfeitas duas

condicdes:

i) f(x) > 0, para todo x € (—o0, )



1.1 FUNGAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

ii) A area definida pela / f(x)dx é igual a 1.

Neste estudo, utilizaremos trés fun¢des densidade de probabilidade : Gama, Log
Normal e Weibull. Elas foram escolhidas devido a grande possibilidade de se adequa-
rem a dados experimentais ja que, dependo do valor dos parametros podem adquirir

infinitas formas.

1.1.1 Modelo Gama

Uma variavel aleatdria X possui distribui¢do Gama de parametros « > 0 e f > 0

quando sua funcao densidade de probabilidade é:

flx)= F‘[E:C)x"‘leﬁx (1.1)

com x > 0 e I'(a) a funcdo Gama definida pela integral
T(w) = / Tty (1.2)
0

A func@o I'(v) definida em 1.2 possui a seguinte propriedade recursiva:

T@)=(a—1) T(x—1) (1.3)

Demonstragdo. Para demonstrar que I'(a) = (« — 1) - I'(« — 1), podemos escrever a pro-

priedade de uma forma equivalente, isto é, I'(a + 1) = a - T'(«) e assim:
Fa+1)= / thetdt.
0
[e0]
Utilizando o método da integracdo por partes em / t*e~'dt, e fazendo:
0
u=t*=>du=ua-t"*ledv=et=0v=—c"t

obtemos:

fo'e) (o]
T(a+1) —toc-e_t’() —/ —e fat* 14t
0

O+ua- / el
0
a-T(a) (1.9

assim, ['(w +1) = a - I'()
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Logo, fica demonstrado 1.3, isto é, I'(a) = (« — 1) - T'(a — 1) O

Para « inteiro: a = n, temos: I'(n) = (n — 1)!

Conforme definicdo de funcdo densidade de probabilidade (fdp) apresentada em
1.1, isto €,
/ flx)dx =1
Jo

com f(x) > 0.

Faremos a seguir a demonstracdo de que a Distribuicdo Gama é uma (fdp),

” ﬁx"‘*le’ﬂxdx =1
0o I'(a)

Demonstragdo. Inicialmente demonstraremos um resultado importante e usaremos para
demonstrar que a funcéo de distribuicdo Gama é uma (fdp). O resultado é chamado

de Funcdo Gama Modificada, cuja expressao é dada por

/Ooo X leBrdy = r;jf) (1.5

de 1.5 precisamos mostrar que I'(x) = * - / x*~1e=P*dx e também lembrando que
0
a funcdo Gama ¢ definida por: T'(x) = / x* e~ *dx
0

segue a demonstracdo da Fun¢do Gama Modificada,
x

p

fazendo a substituicdo na integral da Funcdo Gama, y =

/oo x* e ¥ dx
0
| e gy

[Ba / yucflefﬂydy
0

= x = By. Neste caso,

dx = Bdy, portanto

()

O resultado é uma funcdo Gama Modificada em y e voltando para a varidvel x,
temos: I'(x) = p* / x*lemPrdx
0
I'(a)
’th

(] o
Mas queremos provar que ﬁ—x"‘_le_ﬁxdx =1, dai
o I'(w)

Segue que/ x¥lemPrdy =
0
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ooﬁ x—1,—Bx :Ba /Oo x—1,—Bx
/Or(a)x e PYdx 0x e PYdx

I'a) .
)
[(a) p*

1

e 14
assim, fica demonstrado que ﬁ—x“’le’ﬁxdx =1
o T'(a)
Portanto, a func¢do de distribuicdo Gama é uma (fdp).

O]

"A distribuicdo gama é uma das mais gerais distribuicoes, pois diversas distribuicdes
sdo caso particular dela como por exemplo a exponencial, a qui-quadrado, entre outras.
Essa distribuicdo tem como suas principais aplicacdes a andlise de tempo de vida de
produtos."(ver em [1])

Na figura 1.1 o gréfico de uma distribuicao de probabilidade Gama com pardmetros

x=15p=2e0<x<15

Figura 1.1: Gréfico: Funcio de Densidade de Probabilidade Gama

Distribuigdo Gamma

0.25
I

=2)
020
|

1.5, shape

dgammal(x, scale

0.00
I

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1.1.2 Modelo Log-Normal

Uma variavel aleatéria X possui distribui¢do log normal de pardmetros y e ¢ com

—oo < y < o0 e ¢ > 0 quando sua fun¢do densidade de probabilidade ¢ dada por:

(logx — p)?

1 202 (1.6)

e

com x>0

Conforme definicdo de funcdo densidade de probabilidade (fdp) apresentada em

1.1, isto é,
/ Fodx =1
0
com f(x) > 0.

Faremos a seguir a demonstracdo de que a Distribuicdo Log Normal é uma (fdp),

isto é:
2
- , _ (logx —p)
—— e 202 dx=1 (1.7)
/0 X021
com x>0
. _ (logx —p)?
Demonstracdo. Quremos provar que / — e 202 dx=1
£ Q P d 0 x-0-V2m
2
o _ (logx —p)
Na integral / —— ¢ 202 dx fazendo a substituicao da variavel x
0 x-0-V2m
logx —u 1
pory,comy=—="——e consequentemente dy = de.

Neste caso, se x — 0, temos que iy — —oo e se X — +00, temos que y — +0o

Assim,
(log x — u)° s
/ . — 20 dx = / —-e 2 -oxdy
0 x-0-V271T 20 J - X
2
= L e_jdy
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2

o 4
Para provar 1.7, basta provar que: / e 2dy=+2rm e assim teremos:
. _ (logx —p)?
——— e 202 dx =1
/0 X-0-V271
w ¥
Seja I a integral apds a mudanca de varidvel, [ = / e 2dy
S A

elevando ao quadrado I, obtemos: 12 =/ e 2 dy-/ e 2dx

transformando o produto das integrais em integral dupla, temos:

e
12:/ / e 2 dydx

Para o cédlculo da integral dupla, faremos a mudanca de varidveis para coordenadas

polares com x = rsentl e y = rcosf e com essa mudanca, temos: dydx = rdfdr, e

segue que,

N

r

+o0 2
12 =/ / e 2 rdodr
0 0

2
o I
Como 2 = 2 = I = /27, segue que / e 2

]

dy = V27 e assim fica demons-

trada a expressdo 1.7.
Portanto, a distribuicdo Log Normal é uma (fdp).

O]

"A distribuicdo Log-Normal é muito usada para caracterizar tempo de vida de pro-
dutos e materiais. Isto inclui fadiga de metal, semicondutores, diodos e isolacdo elé-

trica."(ver em [2])
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Figura 1.2: Gréfico: Func¢do de Densidade de Probabilidade Log Normal

Distribuicdo Log Normal

0.2 03 04 05 06
1

dinormix, mean =0, sd = 1)

01

0.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura 1.2, o grafico de uma distribuicdo de probabilidade Log Normal com para-

metros 4 =0,5,0=1e0<x <15

1.1.3 Modelo Weibull

Uma varidvel aleatdria X possui distribuicdo Weibull com pardmetrosa > 0e 8 > 0

quando sua funcao densidade de probabilidade é dada por:

a [x\*! (x)“
=5 () e \P (1.8)
com x>0

Conforme definicdo de funcdo densidade de probabilidade (fdp) apresentada em

1.1, isto é,
/ Foydx =1
0
com f(x) > 0.

Faremos a seguir a demonstragdo de que a Distribuicdo de Weibull é uma (fdp), isto

10
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x o
00 a—1 — =
Demonstracdo. Queremos provar que / ;‘ (Z) e <:B ) dx=1
0
a—1 (x)“
*a (x\  “\g
Na integral/ - <> e \B/ gx
o B \P
x\* a [\
fazendo a substituicdo: u = <5> , temos que du = B . (5) dx

Neste caso, se x — 0, temos que u — 0 e x — +o0, temos que u — +00

Deste modo,

x 14
o0 a—1 —(—=
assim, fica demonstrado que / x. <x> e <5) dx =1
o B \P
Portanto, a funcao de distribuicdo Weibull é uma (fdp).

O]

"A distribuicdo Weibull foi proposta originalmente por W. Weibull (1954) em estudos
relacionados ao tempo de falha devido a fadiga de metais. Ela é frequentemente usada
para descrever o tempo de vida de produtos industriais. A sua popularidade em aplica-
cOes praticas deve-se ao fato dela apresentar uma grande variedade de formas, todas
com uma propriedade basica: a sua funcdo de taxa de falha é mondtona. Isto €, ou ela
é crescente ou decrescente ou constante. Ela descreve adequadamente a vida de ma-

nanciais, componentes eletronicos, cerdmicas, capacitores e dielétricos."(ver em [3])

Também verificamos aplicabilidade dessas distribui¢des de probabilidades (fdp)s em
estudos de avaliacdo de regeneracdo natural na Engenharia Florestal, na Ecologia,

teores de carbono do solo, séries de temperatura mdxima e precipitacdo mensal.

Na figura 1.3 o gréfico de uma distribuicdo de probabilidade da Weibull com para-
metrosa =2,5,=1e0<x <15

11
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Figura 1.3: Gréfico: Func¢do de Densidade de Probabilidade Weibull

Distribuigdo Weibull

=2, shape =1)
0.2 0.3 04 05

dweibull(x, scale
0.1

0.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

1.2 ESTIMACAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

O Método da Maxima Verossimilhanca é utilizado para obtencdo de estimadores de

parametros a partir de dados coletados de amostras.

"O Novo Dicionéario da Lingua Portuguesa [10], define verossimil (ou verosimilhanca)
aquilo que é semelhante a verdade, provavel, e verossimilhanca (ou verossimilidade,
ou ainda verossimilitude), a qualidade ou cardter verossimil. O que seria uma a amos-
tra verossimil? Seria uma amostra que fornecesse a melhor informacéo possivel sobre
um parametro de interesse da populacdo, desconhecido, e que desejamos estimar." (ver
em [13])

Ainda segundo os mesmos autores, "o principio da verossimilhanca afirma que deve-
mos escolher aquele valor do parametro desconhecido que maximiza a probabilidade
de obter a amostra particular observada, ou seja, o valor que torna aquela amostra
"mais provavel". O uso desse principio conduz a um método de estimacdo pelo qual
se obtém os chamados estimadores de maxima verossimilhanca que, em geral tém

propriedades muito boas."

Conforme [6], "O conceito de fun¢do de verosimilhanca a seguir é central na Teoria

de Verossimilhanca."

Definicdo 1.1. Sejam Xj---, X, uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel

aleatdria X, com funcdo de densidade (ou de probabilidade) f(x | #), com 6 € ®, onde

12
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© é o espago paramétrico. A fung¢do de verossimilhanca de 6 correspondente a amostra

aleatdria observada é dada por:

L0 = Lfx | 0 (1.9)
i=1

Definicio 1.2. O estimador de maxima verossimilhanca de 6 é o valor de § € ® que

maximiza a funcao de verossimilhanca L(6; x)

O logaritmo natural da funcido de verossimilhanca de 6 é denotado por /(6;x) =
log L(6; x)

Nesta se¢do apresentaremos o método da Maxima Verossimilhanca para os trés mo-
delos de func¢éo de densidade de probabilidade (fdp), apresentadas neste capitulo, ou

seja, as distribuicoes: Gama, Log Normal e de Weibull.

1.2.1 Obtengdo dos pardmetros de Verosimilhanga da (fdp) Gama

Ap6s estudo das propriedades da funcdo gama apresentadas no item (1.1.1), iremos
determinar as equagdes de verossimilhanca para estimacdo dos pardmetros « e B da

fungdo de distribuicdo Gama.

Supondo que Xi, Xp,---, X, seja uma amostra aleatéria da variavel X cuja fdp é

dada por 1.1, as estimativas de maxima verossimilhanca de « e § sdo dadas por:

(1.10)

o~y
Il
1=
=

Il
—

—n-lp(&)+ilogxi=0 (1.11D)

n .
E X i=1

13
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Demonstragdo. Seja L(w, 7, x) a fungdo de verossimilhanca da fdp da distribuicdo Gama,

segue que

Il
—=
=
=
=
B
iR
c‘ml
=™
=

L(a, B, x)

|
7N
=
2| =
=
_=
N
m‘
-
=

’Ba A—lo—Px2 ...ﬂ“**xn
) () - ()

: 1
‘Bn N(X1X2 te x?’l)a . e_ﬁ(x1+x2+"'+xn)

(1.12)

Portanto, apds a aplicacdo da definicdo de verossimilhanca para a funcdo de distri-

buicdo Gama, temos:

n-o . a—1
o) =F m[;z(a)]nxn) Pl (1.13)

Uma alternativa mais simples para encontrarmos o valor da estimativa & e 5 é traba-

lharmos com a funcao logaritmo da verossimilhanca. Portanto

logL=n-a-logB+(x—1)-[logx;+logxs+---+logx,] —B(x1+x2+---+x,) —nlogI'(x)

(1.14)

Para obter os estimadores de maxima verossimilhanca, & e 5, devemos igualar as

derivadas primeira da equacdo 1.14 a zero.
Inicialmente faremos a demonstragdo da equacdo 1.10, isto é, a estimativa de B.

Assim derivando 1.14 em relagdo a e igualando a zero, temos:

dlog L
2B =0
:>néa—(x1+x2+-~+xn)=0
n-o
:T=(x1+x2+---+xn)

X1 +Xo+---+Xy
n

:>g_
[3_

14
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I
e~
Il
=
=

~
Il
—_

e assim concluida a demonstracdo da equagéo 1.10

A seguir, demonstraremos a equacao 1.11 que serve para estimativa do parametro
Q.

Derivando 1.14 em relagdo a « e igualando a zero, temos:

alogL_
on =0
:>nlog,[%+logx1+10gX2+...+10gxn_n.d[logolz(“)]=0
Y . dllog I(@)] _
:>nlog,8+i§10gxn n o -0
A T
i=1 ogI'(w
= log  + . o =0

A

n R n
n-log | — | —n- 9@ +) logx; =0
Z x; i=1
i=1
e assim concluida a demonstragdo da equacdo 1.11, isto é, a estimativa de «.

Portanto, com a demonstracao das duas equagdes 1.10 e 1.11 ficam determinadas
as estimativas de 3 e « da funcdo de distribuicdo Gama.

O]

1.2.2 Obtengdo dos parametros de Verossimilhanga da (fdp) Log Normal

Aqui iremos determinar as equagoes de verossimilhanga para estimacao dos parame-
tros y e 0% da funcéo de distribui¢io Log Normal.

15



1.2 ESTIMAGCAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA 16

Supondo que Xj, Xy, - - -, X;; seja uma amostra aleatdria da variavel X cuja (fdp) é

dada por 1.6, as estimativas de mdxima verossimilhanca de u e ¢ sdo dadas por:

fi = %Zlogxi (1.15)
i=1

2
1& 1
72— = .= .
0 = . E (logxZ . E logx1> (1.16)

Demonstragdo. Seja L(u, 0, x) a fungdo de verossimilhanca da fdp da distribui¢do Log
Normal, dada por:
—(log x; — p)?

RN
L(yu,o,x)= e
(v )gxim/Zn

Escrevendo L(u, o, x) com a aplicacdo das operacoes: produtorio e propriedades dos

logaritmos, temos:

—(log x; — y)z
1 - . 202

Lu,o,x) =
(v ) g Xio\/ 27T
—(log x1 — p)* —(log xo — p)?
X100V 21T Xo0\ 27T
—(logx, — y)z
R 207
Xn0\ 27T

{—[(log x1 — )2+ (logxy — w)? + - - - (log x,, — ‘u)z]}
1 202

(X122 - - - Xp)0"(V/270)" -

(1.17)

Portanto, apds a aplicacdo da definicdo de verossimilhanca para a funcdo de distri-

buicdo Log Normal, temos:

—[(log x1 — p)* + (log x2 — )* + - - - (log x, — p)?]

3 1 " " 202
L(u,0,x) = 7(3(13{2 — 'xn)a (vV2m)t-e

(1.18)
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Uma alternativa mais simples para encontrarmos o valor da estimativa fI e o2 é

trabalharmos com a funcéo logaritmo da verossimilhanca.
Portanto,
1
log L = —log (x1x2 - - - x,) —nlogo — g log2m — ﬁ[(log x1 — ) +(log xo — u)* +- - -+ (log x,,
(1.19)

Para obter os estimadores de maxima verossimilhanca i e 0> devemos igualar as

derivadas primeira da equacao 1.19 a zero.

Primeiro derivando 1.19 em relacdo a u e igualando a zero, temos:
dlog L
op

=0

1
= — 53 [~2(logx1 — p) = 2(log xa — p) — - = 2(log x — )] = 0

n
Z logx; —u)=0
i=1

= Elog(xi — )=

i=1

n
=) logxi—pu-n=0
i1

Zlog X;

]/l n

e assim concluida a demonstragdo da equacdo 1.15, isto €, a estimativa de /i

Agora derivando 1.19 em relagéo a ¢ e igualando a zero, demonstraremos a estima-

tiva de o.

dlog L

oo =0

= —g — %[(logxl —w)?+(logxy — p)* + -+ - + (log xy — )] - (—2> =0

n 1
= 4 [(ogxi — ) + (logxa — 0+ -+ (l0g ¥, — )] =0

— 1)’
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1
= g = g[(logxl — u)* +(logxa — u)* + - - - + (log x, — p)?]

n

Z:log(xi—y)2
- Sy |
n
2
~» 1 1
=02==-) [logx;— =) logx;
noia nia

e assim concluida a demonstracfio da equaciio 1.16, isto é, a estimativa de ¢2.

Portanto, com a demonstracao das duas equagdes 1.15 e 1.16 ficam determinadas

as estimativas de y e ¢ da funcdo de distribui¢do Log Normal. O

1.2.3 Obtengdo dos pardmetros de Verossimilhanga da (fdp) Weibull

Aqui iremos determinar as equagoes de verossimilhanga para estimacao dos parame-

tros B e a da funcéo de distribui¢do Weibull.

Supondo que X;, X5, - - -, X;; seja uma amostra aleatoéria da variavel aleatéria X cuja

fdp é dada por 1.8, as estimativas de mdxima verossimilhanca de § e a sdo dadas por:

B = ( 3 xf?> (1.20)
i=1

S|
|

-1 -1
& = (Z Xl'& . 10g xi) (Z xﬁ‘) _ % Zlog X; (121)
i=1 i=1

i=1

Demonstragdo. Seja L(x, 3, x) a funcdo de verossimilhanca da fdp da distribuicdo de
Weibull dada por:

)
“”"ﬁ'”{!ﬁ'(é) e



1.2 ESTIMACAO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA

Escrevendo L(«, B, x) com a execucdo das operacoes do produtdrio e das proprieda-
des da potenciacdo, temos:

L(x,B,x) = ﬁ“.<xi>a_l.e<g>u

I
| &
N
|2
~
2
AN
é’\
VRS
| =
N———
=

a(x1xp - - xy)*

'Bn . IB(a—l)n

Portanto, apos a aplicacdo da definicdo de verossimilhanca para a fungéo de distribui-
cdo Weibull, temos:

(1.22)

" —_— <

- ) \B) "\
Uma alternativa mais simples para encontrarmos o valor da estimativa de a e B é

(5)]
(1.24)

Para obter os estimadores de mdxima verossimilhanca & e p devemos igualar as deri-

L(a, B, x) = ( >” (xpxp - -xn)”‘*1 e (1.23)

trabalharmos com a funcéo logaritmo da verossimilhanca. Portanto:

logL =n-(loga —a-logB)+ (& — 1) -log (x122 - - - x) — [(’2>+ <’;)

vadas primeira da equacdo 1.24 a zero.
Derivando 1.24 em relacdo a j3 e igualando a zero, temos:

dlogL

2B 0

o

o axy®  axp® axy®
= n- <—5> + (ﬁm ¥ g +"‘+ﬁ,x+1> =0

a x1® X% X"
j”'g—“‘ W+ﬁa+1+'”+5a+l

19
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U
ey
1l
N
Q=
gt
=
n,
N~
| =

I
—_

e assim concluida a demonstragdo da equacdo 1.20, isto é, a estimativa de j

Agora derivando 1.24 em relacdo a « e igualando a zero, demonstraremos a estima-

tiva de a.

dlogL _
o

=2 —n-logﬁ+;logxi—i<g)alog (’;) -0

i=1

0

n n
= g —n-logB+) logx;— '31,,( [in“(logxi —1055)] =0
i1 i=1

1
Da equacéo 1.20, podemos escrever que: * = . fo‘, logo

n 1 n 1 n
E—n-log,B+Z;logxi——a-Z;x?‘logx,'+inﬁ-fo‘=0
& i1 B = 1 quc i1

n 4 1

n n
:>Z—n~logﬁ+210gxi—ﬁla-fo‘logxi+n~logﬁ=0
i=1 i=1

n & 1 &
= —+) logxi— —-) xilogx;=0
& 3 B I

1

1 - 1&
= — = -in logxi—fZIngi
a x i=1 ni3

e assim concluida a demonstracdo da equacéo 1.21, isto é, a estimativa de «.
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1.3 TESTES DE ADERENCIA E CRITERIOS DE MELHOR AJUSTE

Portanto, com a demonstracao das duas equagdes 1.20 e 1.21 ficam determinadas

as estimativas de 3 e « da funcdo de distribuicdo Weibull. O

1.3 TESTES DE ADERENCIA E CRITERIOS DE MELHOR AJUSTE

1.3.1 Testes de Aderéncia

"A utilizacdo de func¢des de probabilidade requer o uso de testes para provar a adap-
tacdo dos dados as funcgoes, conhecidos como testes de aderéncia, os quais visam ve-
rificar forma de uma distribuicdo, através da andlise de adequagéo dos dados a curva

de um modelo de distribuicao hipotética."(ver em [4])

Alguns testes de aderéncia bem conhecidos e importantes: Qui-quadrado, Kolmogorov-

Smirnov, Lilliefors, Shapiro-Wilk, Cramer-von Mises.

Os Testes podem ser calculados pelos softwares estatisticos, como o R, R Studio,

Minitab, SPSS entre outros.

Segundo Assis et al., em [5], "os testes de aderéncia servem para comparar as pro-
babilidades empiricas de uma variavel com as probabilidades tedricas estimadas pela
fungédo de distribuicdo em teste, verificando-se os valores da amostra podem ser prove-

nientes de uma populacdo com aquela distribuicéo tedrica."

1.3.2 Critérios de Melhor Ajuste

"A modelagem matematica é de grande importancia no estudo de fenémenos da
natureza, assim como nas areas de psicologia, botanica, entre outros. Ao definir um
modelo matemdtico para explicar um conjunto de dados em estudo, é possivel fazer
inferéncias sobre o fendmeno de interesse. Um modelo é dado como uma estrutura de
parametros, que sdo definidos com base nos dados coletados, através de processos de
estimacao como os Minimos Quadrados ou o Estimador de Mdxima Verossimilhanca. O
objetivo destes métodos é estimar os parametros do modelo de forma a acolher melhor
os dados utilizados para a modelagem. Estas técnicas sdo reconhecidas e largamente
utilizadas, de forma que ndo ha muita discussdo sobre sua eficacia. Entretanto, tal

paradigma ndo existe na hora da definicdo do tipo do modelo, nem da sua ordem:
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1.3 TESTES DE ADERENCIA E CRITERIOS DE MELHOR AJUSTE

Nao existe uma metodologia Unica, tampouco uma metodologia que funcione bem em

todas as situacgoes."(ver em [15])

"Ao trabalharmos com modelos é necessdrio que internalizemos sua condicdo de
aproximacao da realidade, ou seja, ndo existem modelos probabilisticos exatos, sem-
pre haverd perda de informacoes, fato inerente a presenca da componente de aleatorie-
dade. Dessa forma, é necessario selecionar o melhor modelo dentre aqueles utilizados

no ajuste de dados."(ver em [14])

"Se uma boa estimativa para a log verossimilhanca esperada puder ser obtida através
dos dados observados, esta estimativa podera ser utilizada como um critério para com-
parar modelos. Assim um modo de comparar n modelos, € simplesmente comparar as

magnitudes da funcio suporte maximizada L(éi).”(ver em [8])

Para escolha do melhor modelo vamos utilizar o Critério de Informacédo de Akaike

(AIC), a mais usada e criada por Akaike em 1983, baseado na Teoria de Deciséo,

AIC = —2.log L(0) + 2p (1.25)

onde log L(f) representa o valor maximo da funcéo de verosimilhanca e p é o niimero

de parametros.

O melhor modelo é o que apresenta o menor valor de AIC de acordo com esse
critério.

Na estatistica Bayesiana, o Critério de Informacdo Bayesiano (BIC) proposto por
Schwarz (1978), € dado por:

BIC = —2log L(f) + p - logn (1.26)

onde L(0) é o modelo de verossimilhanca escolhido, p é o nimero de pardmetros a
serem estimados e n é o numero de observagdes da amostra.

De maneira andloga ao critério (AIC), o melhor modelo é aquele que apresenta

menor valor de BIC.

A diferenca entre os dois critérios é que o AIC penaliza sempre com fator constante
2p, enquanto que o critério BIC penaliza com o logaritmo do nuimero de dados n,
mostrando que quanto maior o numero de pardmetros, um ntimero maior de dados é

necessdrio, e neste caso o valor de AIC serda menos penalizado.

Portanto o critério BIC é mais conservador que o AIC.
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1.4 SOFTWARE R

1.4 SOFTWARE R

"A influéncia da tecnologia na Estatistica e no seu ensino tem sido reconhecida in-
ternacionalmente, designadamente pela International Association for Statistical Edu-
cation (IASE), nos muitos congressos e publica¢cdes centradas na Educagéo Estatistica.
Nestas instancias tem-se discutido sobre o software disponivel para o ensino, as mu-
dancas ao nivel do contetdo e das metodologias de ensino que o seu uso tem implicado

e 0 seu impacto na aprendizagem e nas atitudes dos alunos."(ver em [9])

O R, um software de uso Livre, foi criado por Ross Thaka e por Robert Gentleman
na Universidade Auckland, Nova Zelandia, e é desenvolvido pelas pessoas em varios

lugares do mundo. O nome R vem das iniciais dos nomes dos criadores.

O software R é uma linguagem muito bem estruturada para Computacdo Estatistica

e produz excelentes célculos e gréficos.

O R ¢ uma linguagem de programacao especifica bem poderosa para a analise de
dados através da computaciio. E instalado em vérios sistemas operacionais, como por
exemplo no Windows e Linux. Também o R possui os pacotes especificos para cada
area da matemadtica ou estatistica que ficam disponiveis no R (em inglés CRAN) no

seguinte endereco:
https://cran.r-project.org/

No CRAN, encontraremos o download R for Linux, download R for (Mac) OS X e

download R for Windows além da documentacao e os pacotes.

Também existe o R Studio, uma versdo mais moderna do R que é encontrada para

download no seguinte endereco:
https://www.rstudio.com/

No R ou R Studio podemos fazer opera¢des matematicas simples, funcoes, vetores,
matrizes e graficos. Na Estatistica Descritiva, determina¢do das medidas descritivas e
graficos como por exemplo: histograma, box plot, ramo e folhas e pizza. Na Inferéncia
Estatistica, determina cdlculos probabilisticos das distribuicoes discretas e continuas e
seus respectivos graficos. Faz cdlculo de Correlagdo e Regressdo Linear entre muitos

modelos probabilisticos e estatisticos unidimencional, bidimensional e multivariado.

Neste trabalho, os célculos e graficos foram feitos com o R Studio, exceto no inicio,

que em para a formacgao das tabelas, foi utilizado o Microsoft Excel.
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1.5 GRAFICOS DE ANALISE E QUALIDADE DOS AJUSTES DE CURVAS DAS (FDP)S

"Na estimacao dos parametros das (fdp)s e respectivos graficos foi utilizado o pacote
do R Studio “fitdistrplus™.

"Ajustar distribuicdes aos dados é uma tarefa muito comum nas estatisticas e con-
siste na escolha de uma distribuicdo de probabilidade modelar a variavel aleatdria,
bem como encontrar estimativas de pardmetros para essa distribui¢do. Isso requer
julgamento especial e geralmente necessita de um processo iterativo de escolha de

distribuicdo, estimativa de parametros e avaliacdo de ajuste."(ver em [16] e [17])

"... o pacote "fitdistrplus’ faz a estimacdo dos parametros das distribui¢des de proba-

bilidade (fdp)s pelo Método da Maxima Verossimilhanca". (ver em [7])

O pacote ‘fitdistrplus’, apds carregamento dos dados, nos devolve os parametros da
distribuicdo e os graficos Densidade Empirica e Tedrica, Q-Q plot, Funcao Distribuicao

Acumulada Empirica e Teérica e P-P plot.

Foi utilizado o comando curve para o tragado dos graficos de exemplo das (fdp)s e
o comando denscomp para o tragado dos graficos das 3 distribuicoes de 1 amostra em

apenas 1 grafico.

1.5 GRAFICOS DE ANALISE E QUALIDADE DOS AJUSTES DE CURVAS DAS (FDP)S

Aqui apresentaremos a construcdo e aplicabilidade dos graficos usados neste traba-
lho: Densidade Empirica e Tedrica, Q-Q plot, Funcio Distribuicdo Acumulada Empirica
e Tedrica (CDF)s e P-P plot.

A andlise desses graficos nos d4 uma 6tima visualizacdo da forma e da qualidade do

ajuste das curvas das (fdp)s.

1.5.1 Grdfico da Densidade Empirica e Tedrica

Segundo o Software Minitab, os graficos de densidade sdo normalmente utilizados
para se conhecer a forma da distribuicdo dos dados. E gerado como um histograma,
com uma classe movel, isto é, a classe que tem uma certa amplitude, move-se da

esquerda para direita e em cada ponto estima a densidade probabilistica da variavel.
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1.5 GRAFICOS DE ANALISE E QUALIDADE DOS AJUSTES DE CURVAS DAS (FDP)S 25

No software R Studio a funcéo ’density’ nos devolve a analise da densidade. Para
a construcdo do gréafico utilizamos juntamente com a funcéo ’plot’ ou a funcao ’lines’,

para adicionar uma linha a um grafico ja criado.

Figura 1.4: Gréfico: Densidade Tedrica e Empirica
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Fonte: Elaborada pelo autor.

1.5.2 Grdfico Q-Q plot

O Q-Q-Plot é o gréfico Quantil-Quantil, utilizado para verificar a validade de uma
distribuicdo para um conjunto de dados. Também usado para comparagao e ajuste das
distribuicdes.

Neste caso, é feito o calculo do valor teoricamente esperado para cada ponto de

dados com base na distribuicdo estudada. Se os dados de fato seguirem a distribuicao

assumida, os pontos deste grafico formardo aproximadamente uma linha reta.

Figura 1.5: Grafico Q-Q Plot
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1.5 GRAFICOS DE ANALISE E QUALIDADE DOS AJUSTES DE CURVAS DAS (FDP)S

1.5.3 Grdfico Fungdo Distribuicdo Acumulada Empirica (CDF)s

Funcdo Distribuicdo Acumulada (fda) é a probabilidade que a variavel aleatéria X

assume quando um valor € inferior ou igual a um determinado x, isto é
F(x) = P(X < x).

Ela descreve, de forma completa, a distribuicdo da probabilidade de uma variavel

aleatoria de valor real X.

Conforme Software Minitab, o grafico da Funcdo de Distribuicio Acumulada Em-
pirica serve para avaliar a qualidade do ajuste de uma distribuicdo aos seus dados,
também para verificacdo dos percentis estimados para a populagéo e os percentis reais

para os valores da amostra, e comparacgao das distribui¢des amostrais.

No R Studio utilizamos a funcao 'plot(ecdf)’ para retorno do grafico da Fungéo de
Distribuicdo Acumulada, onde ecdf é a sigla de Empirical Cumulative Distribution

Function.

Figura 1.6: Grafico: Distribuicdo Acumulada Empirica (CDF)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

1.5.4 Grdfico P-P plot

Os P-P plot sdo graficos que representam no plano cartesiano, a probabilidade obser-

vada versus probabilidade estimada (esperada) de uma determinada distribuicdo.
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1.5 GRAFICOS DE ANALISE E QUALIDADE DOS AJUSTES DE CURVAS DAS (FDP)S 27

E aplicada para verificacio da qualidade do ajuste das distribuicées de probabilida-
des.

Figura 1.7: Gréfico P-P Plot
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste trabalho iremos utilizar os graficos: Densidade Empirica e Tedrica, Q-Q Plot,
Funcao Distribuicdo Acumulada Empirica e P-P Plot para verificacdo da forma da dis-
tribuicdo das (fdp)s Gama, Log Normnal e Weibull e a qualidade do ajuste, com isso

avaliaremos qual das (fdp)s se ajusta melhor aos dados.
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DADOS COLETADOS

Os dados foram produzidos por um trabalho de doutorado em andamento, de Ta-
tiane de Souza, no Museu de Arqueologia e Etnologia (MAE-USP), cujo titulo €, Ge-
oarquelogia no Abrigo de Itapeva, SP: Contribuicoes advindas da micromorfologia de

solos.

Tem como objetivo o estudo da estratigrafia do Abrigo de Itapeva, do conjunto de

monticulos Areia Branca e da Estrutura Subterrinea.

Estratigrafia é uma Abordagem amostral e em microescala da sucessao das camadas

de extrator que aparecem num corte geologico.

O método utilizado é da Micromorfologia de solos. O estudo de micromorfologia de
solos é uma ferramenta ttil para detectar materiais arqueolégicos que passam desper-
cebidos aos arquedlogos em suas escvacoes, tais como microartefatos, cinzas e fitdlitos,
além de apontar processos de formacao e dreas de atividades dentro de um sitio arque-

olégico.

Os resultados parciais deste trabalho sdo derivados da producio de 14 sec¢oes del-
gadas a partir de coleta e descricdo de materiais provenientes de duas areas distintas

do sitio, denominadas unidades de escavacao, D18 e G6.

Para a modelagem e ajuste das fun¢des que faremos neste trabalho utilizaremos
dez amostras da regido G6 a seguir: G6N4F3, GON4F5, G6N4F4, G6N4F2, G6N3F2,
GO6N3F3, G6N1SF, G6N2SF, GON4F6 e GOEN5F2

Na figura 2.1 segue um croqui para melhor observar as duas dreas citadas: D18 e
G6.
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DADOS COLETADOS

Figura 2.1: Identificacdo das areas D18 e G6 - Croqui: Astolfo Aratjo, 2017.
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Fonte: Tatiane de Souza
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DADOS COLETADOS

A técnica de coleta de micromorfologia de solos no Abrigo de Itapeva é dada pelos
itens a seguir:

01. Todas as amostras indeformadas foram recolhidas em saboneteiras com excecdo

de 1 amostra recolhida em caixa inoxidavel;.

02. Acondicionadas em embalagens e levadas ao laboratdrio de sedimentologia do

Instituto de Geociéncia da USP;
03. Secadas por 48 horas em estufa;

04. Impregnadas com Araldite Ciba Geybi quimica S.A com a técnica de goteja-

mento;

05. Depois de revestidas com resinas, as amostras foram cortadas e examinadas em

microscépio optico de luz polarizada.
Abaixo os passos da técnica:
Passo 1
- Limpeza do perfil;
- Distincdo de camadas ou horizontes;

- Descricdo de textura

Figura 2.2: Técnica: Passo 1
LT

Fonte: Tatiane de Souza

30



DADOS COLETADOS 31

Passo 2

Escultura da amostra com faca do ponto de coleta até que esteja totalmente preen-

chido e retirado sem que a estrutura do solo seja desorganizada

Figura 2.3: Técnica: Passo 2

Fonte: Tatiane de Souza

Passo 3

Coleta da amostra, acondicionamento em embalagem especial, anotacdo de centi-

metros e orientagao de topo

Fonte: Tatiane de Souza



DADOS COLETADOS

Segue a descricao dos resultados na unidade de escavacdo G6 — Laminas - Observa-

cdo em LEICA DM 750 P, conforme dados cedidos pela doutoranda Tatiane Souza.

1) G6: 6-16 cm — Os gréos estdo picotados Ha presenca de microartefato (ceramica).

Esta amostra apresenta carvoes e nddulos ferruginosos desagregados.

2) G6: 28- 38 cm - A distribuicdo de base é concéntrica no centro da lamina e

agrupada na periferia. Os grédos estao picotados, formam pontes e peliculas no plasma.
3) G6: 77-87 cm — Presenca de carvao em estado de craqueamento.

4) G6: 100-119 cm - Nivel de base com presenca, guardando semelhanca com o que
ha na composi¢édo do préprio abrigo. Destaca-se a presenca de microartefatos em litico

e 0sso na base..Alto nivel de porosidade.

Resultado

S I

Figura 2. s da Escavagdo G6

G6—77-87 cm G6—100-119 cm

Fonte: Tatiane de Souza
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DADOS COLETADOS

Para cada uma das dez amostras selecionadas de particulas retiradas da escavacédo

G6, foram medidos os pesos das particulas e associadas a cada malha de peneira.
Em cada tabela, a malha da peneira varia de 0,063 mm até 2,000 mm.

A quantidade em massa dos diferentes tamanhos de particulas possuem implicacao
arqueoldgicas importantes, que ndo nos cabe discutir neste trabalho. Por isso, a im-
portancia de determinarmos as probabilidades de encontrar os diferentes tamanhos
de particulas nestes sitios arqueoldgicos. Dai surgiu a ideia de ajustarmos diferentes

(fdp)s aos tamanhos das particulas, o que sera feito a seguir.

A importancia de se estudar o tamanho de particulas num sitio arqueoldgico esta
no fato de que indicam o grau de conhecimento de tecnologias de materiais, principal-

mente na confeccdo de ceramicas, destas civilizacoes.

Quanto maior o tamanho das particulas encontradas, maior o conhecimento dos
povos em relacdo a construcdo de materiais duraveis e resistentes, e portanto admite-

se um maior grau de desenvolvimento geral destas civilizacoes.

A seguir, as tabelas das 10 amostras contruidas no Microsoft Excel.
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Tabela 2.1: Amostra 1: G6N4F3

DADOS COLETADOS

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 3,1743
1,410 3,9608
1,000 5,8840
0,710 11,4827
0,500 13,4827
0,350 13,7357
0,250 13,6068
0,177 13,3120
0,125 4,7280
0,088 3,2336
0,063 1,2310
Total 87,8316

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 2.2: Amostra 2: G6N4F5

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 5,3342
1,410 4,4119
1,000 5,9526
0,710 9,4391
0,500 20,2121
0,350 9,6164
0,250 17,7727
0,177 11,9446
0,125 3,4484
0,088 3,5170
0,063 0,7613
Total 92,4103

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 2.3: Amostra 3: G6N4F4

DADOS COLETADOS

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 3,7232
1,410 3,9579
1,000 5,1440
0,710 10,3688
0,500 12,4969
0,350 11,6134
0,250 16,5684
0,177 10,8369
0,125 5,2125
0,088 3,8751
0,063 2,4894
Total 86,2865

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 2.4: Amostra 4: G6N4F2

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 5,1784
1,410 3,8709
1,000 5,1670
0,710 10,7812
0,500 11,4173
0,350 16,5693
0,250 17,1986
0,177 8,9492
0,125 2,1737
0,088 2,1975
0,063 0,6127
Total 84,1158

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 2.5: Amostra 5: G6N3F2

DADOS COLETADOS

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 2,9989
1,410 3,9721
1,000 5,9721
0,710 10,6556
0,500 12,5746
0,350 11,9566
0,250 18,5357
0,177 9,7877
0,125 3,8820
0,088 1,0802
0,063 0,8342
Total 82,2487

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 2.6: Amostra 6: G6N3F3

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 6,0789
1,410 5,3545
1,000 7,4486
0,710 13,1959
0,500 18,1297
0,350 14,5960
0,250 14,7742
0,177 9,8872
0,125 3,4083
0,088 2,862
0,063 1,4770
Total 97,1823

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 2.7: Amostra 7: G6N1S/F

DADOS COLETADOS

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 3,7514
1,410 4,0166
1,000 5,7286
0,710 10,2362
0,500 11,2751
0,350 17,1223
0,250 10,5290
0,177 3,3771
0,125 10,4996
0,088 2,8124
0,063 1,0533
Total 80,4016

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 2.8: Amostra 8: G6N2S/F

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 5,1815
1,410 4,5174
1,000 6,6531
0,710 11,2622
0,500 12,1651
0,350 12,4460
0,250 21,5461
0,177 12,5912
0,125 4,8062
0,088 5,1911
0,063 2,3037
Total 98,6636

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 2.9: Amostra 9: G6N4F6

DADOS COLETADOS

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 4,6879
1,410 7,3468
1,000 4,7764
0,710 12,4474
0,500 13,6426
0,350 13,3578
0,250 20,6012
0,177 11,1303
0,125 4,1890
0,088 2,3788
0,063 0,0000
Total 94,5582

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 2.10: Amostra 10: G6N5F2

Malha da peneira (milimetros)

Peso (gramas)

2,000 4,1489
1,410 4,6004
1,000 5,8718
0,710 12,3700
0,500 13,5670
0,350 12,0156
0,250 15,7736
0,177 10,8321
0,125 1,1598
0,088 0,7546
0,063 0,0000
Total 81,0938

Fonte: Elaborada pelo autor.
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METODOS NUMERICOS PARA ESTIMATIVA DOS
PARAMETROS

Apos a coleta dos pesos das particulas, de acordo com os seus didmetros, os mes-
mos foram tabelados no Microsoft Excel com a finalidade de organiza-los e comecar
a aplicacdo de técnicas estatisticas. Foram selecionadas dez amostras do processo de

escavacao.

Para cada amostra foi construida uma tabela, os pesos (medidas em gramas) foram
associados respectivamente aos valores das malhas das peneiras em ordem decrescente
(medidas em milimetros), que correspondem aos didmetros das particulas conforme

mostra figura 3.1.

Figura 3.1: Tabela: amostra 1

Malha da peneira (milimetros) | Peso (gramas)
2,000 3,1743
1,410 3,0608
1,000 5,8840
0,710 11,4827
0,500 13,4827
0,350 13,7357
0,250 13,6068
0,177 13,3120
0,125 4,7280
0,088 3,2336
0,063 1,2310
Total 47,8316

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em seguida, foi determinada a razdo entre a medida do peso de cada classe da
particula pela soma dos pesos totais para a obtencdo dos valores da probabilidade em

massa. Os valores sdo mostrados na 3? coluna da tabela na figura 3.2.

O diametro das particulas (medida em milimetros) foi estimado pelo ponto médio

dos valores da malha das peneiras, mostradas na 4® coluna da tabela, na figura 3.2.

Figura 3.2: Construcéo da tabela de probabilidade em massa: amostra 1

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm)
2,000 3,1743 0,0361 2,500
1,410 3,9608 0,0451 1,705
1,000 5,8840 0,0670 1,205
0,710 11,4827 0,1307 0,855
0,500 13,4827 0,1535 0,605
0,350 13,7357 0,1564 0,425
0,250 13,6068 0,1549 0,300
0,177 13,3120 0,1516 0,214
0,125 4,7280 0,0538 0,151
0,088 3,2336 0,0368 0.107
0,063 1,2310 0,0140 0,076

Peso Total 87,8316 1,000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como o objetivo é encontrar a (fdp) que melhor modele a massa encontrada das
particulas, estimamos o numero de particulas proporcional a probabilidade em massa.
Nos calculos foram utilizadas quatro casas decimais apds a virgula nos valores de pro-

babilidade em massa.

Figura 3.3: Construcéo da tabela

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N particulas
2,000 3,1743 0,0361 2,500 361
1,410 3,9608 0,0451 1,705 451
1,000 5,8840 0,0670 1,205 670
0,710 11,4827 0,1307 0,855 1307
0,500 13,4827 0,1535 0,605 1535
0,350 13,7357 0.1564 0,425 1564
0,250 13,6068 0,1549 0,300 1549
0,177 13,3120 0,1516 0,214 1516
0,125 4,7280 0,0538 0,151 538
0,088 3,2336 0,0368 0,107 368
0,063 1,2310 0.0140 0,076 140

Peso Total 87,8316 1,000

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Assim, obtemos uma estimativa do nimero de particulas relacionadas a massa para
cada diametro médio da malha da peneira de cada amostra, como podemos ver nas

duas ultimas colunas na tabela da figura 3.3.
As 10 tabelas relativas as amostras estdo no apéndice A.

Com estes dados, iremos verificar se existe alguma distribuicdo de probabilidade que

possa estimar a massa de particulas de um dado diametro.

Deste modo foram determinados os valores dos pardmetros das trés distribuicoes
de probabilidades: Gama, Log Normal e Weibull e os seguintes graficos: Densidade
Empirica e Tedrica, Q-Q plot, Funcao Distribuicdo Acumulada Empirica e Tedrical, P-P
plot para cada uma das dez amostras selecionadas. Também calculamos os valores AIC

e BIC para cada ajuste.

Utilizamos o software R Studio e com a funcao FITDIST foi determinada a estimacéo

dos parametros das (fdp)s, valores de AIC e BIC e graficos.
A sequéncia de comandos no R Studio é dada por (exemplo para a amostra 1)

x<-c(rep(2.5, each=361), rep(1.705, each=451), rep(1.205, each=670), rep(0.855,
each=1307), rep(0.605, each=1535), rep(0.425, each=1564), rep(0.3, each=1549),
rep(0.2135, each=15126), rep(0.151, each=538), rep(0.1065, each=368), rep(0.0755,
each=140))

fitg<-fitdist(x, "gamma")
summary(fitg)

Logo, a saida no software R Plus é mostrada na figura 3.4.

Figura 3.4: Pardmetros da Gama, AIC e BIC para a amostra 1

> x<- c(rep(2.53, each=361), rep(1.703, each=451), rep(l.205, each=670), rep(0.855, each=1307), rep(0.605, each=1533), rep(0.425
, each=1564), rep(0.3, each=1549), rep(0.2135, each=1516), rep(0.151, each=538), rep(0.1065, each=368), rep{0.0755, each=140))
> fitg<-fitdist(x, "gamma")
> summary(fitg)
Fitting of the distribution ' gamma ' by maximum likelihood
parameters :

estimate Sstd. Error
shape 1.760777 0.02293296
rate 2.881952 0.04336665
Loglikelihood: -4260.346 AIC: B8524.691 BIC: 8539.112
Correlation matrix:

shape rate

shape 1.000000 0.865539
rate 0.865539 1.000000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, para este exemplo da amostra 1 e ajuste pela (fdp) Gama, temos:
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&=1,761+0,022
B=2,88240,043
AIC = 8524,691
BIC = 8539,112

A obtencdo dos graficos: Densidade Empirica e Tedrica, Q-Q plot, Funcdo Distribui-

cao Acumulada Empirica e Teorica e P-P plot é feita executando o comando abaixo:
plot(fitg, demp=TRUE)

Os gréficos sdo apresentados na figura 3.5 para a amostra 1.

Figura 3.5: Gréficos da Gama para a amostra 1
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Para as distribui¢des Log Normal e Weibull foi feito o processo andlogo acima com a
utilizacao das seguintes fun¢des no R Studio:
* Na (fdp) Log Normal utilizamos o comando: fitln<-fitdist(x, "Inorm")
* No caso da (fdp) Weibull utilizamos o comando: fitw <-fitdist(x, "weibull")

* Para os graficos das (fdp)s Log Normal e Weibull utilizamos respectivamente os
comandos: plot(fitln, demp=TRUE) e plot(fitw, demp=TRUE).
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* Na plotagem do grafico contendo as 3 (fdp)s foi utilizada a sequéncia de comandos

do R Studio abaixo (exemplo para a amostra 1)

x<-c(rep(2.5, each=361), rep(1.705, each=451), rep(1.205, each=670), rep(0.855,
each=1307), rep(0.605, each=1535), rep(0.425, each=1564), rep(0.3, each=1549),
rep(0.2135, each=1516), rep(0.151, each=538), rep(0.1065, each=368), rep(0.0755,

each=140))
fit g <- fitdist(x, "gamma")
fit In <- fitdist(x, "lnorm")
fit w <- fitdist(x, "weibull")
par(mfrow=c(2,2))
plot.legend <- c("lognormal", "gamma","Weibull")
denscomp(list(fit_In, fit g, fit w), legendtext = plot.legend)

Na figura 3.6 segue o gréfico produzido pela sequéncia dos comandos.

Figura 3.6: Exemplo grafico com as 3 (fdp)s
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados para todas as amostras com os 3 ajustes feitos para cada uma sdo

apresentados no capitulo seguinte.



RESULTADOS

Neste capitulo apresentaremos os resultados dos ajustes feitos com as 10 amostras
utilizadas, mostrando os graficos e critérios AIC e BIC que permitirdo selecionar qual

a funcdo densidade de probabilidade (fdp) melhor se adequam as amostras.

Ap6s os resultados de todas as amostras, serdo feitas as verificacdes e observacoes

das 10 amostras estudadas.

44



4.1 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 1
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Figura 4.1: AMOSTRA 1: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.2: AMOSTRA 1: Curva de Distribuicdo LOG NORMAL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.4: AMOSTRA 1: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps ajus-

tadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.1: AMOSTRA 1: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicges

46

Distribui¢bes « B U o? AIC BIC
Gamma 1,761 +0,023 | 2,882+0,043 - - 8524,69 | 8539,11

Log Normal - - —0,803+£0,007 | 0,784 40,005 | 7448,59 | 7463,01
Weibull 1,289+0,009 | 0,666 + 0,005 - - 9094,34 | 9108,76

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.1 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 1

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC

e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre
cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4.2 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 2
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Figura 4.5: AMOSTRA 2: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.6: AMOSTRA 2: Curva de Distribuicdo LOG NORMAL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.7: AMOSTRA 2: Curva de Distribuicio WEIBULL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 4.8: AMOSTRA 2: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps ajus-
tadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 4.2: AMOSTRA 2: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicdes
Distribuicoes o B U o? AIC BIC
Gamma 1,738 + 0,023 | 2,439 £+ 0,037 - - 11644,55 | 11678,97
Log Normal - - -0,654 + 0,008 | 0,800 + 0,006 | 10858,31 | 10873,31
Weibull 1,295 £ 0,009 | 0,777 £ 0,006 - - 12154,08 | 12168,50

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.2 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 2

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre

cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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Figura 4.9: AMOSTRA 3: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.10: AMOSTRA 3: Curva de Distribuicio LOG NORMAL

Empirical and theoretical dens. Q-Q plot
= 5 o s
—=- empirical w
— theorstical £ o |
£ o
g_ -
5 =
£ -
g i
b °] w
E F. o
T T T T T 1 (=] T T T T T T
00 05 1.0 15 20 25 0 2 4 6 8 10
Data Theoretical quantiles
Empirical and theoretical CDFs P-P plot
4 @ 4
2
£ o
_ £ =4
]
£
_ s 34
- é_ -
.| = ]
T T T T T T Yoe T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 0.0 02 04 0.6 0.3 1.0
Data Theoretical probabilities

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.11: AMOSTRA3: Curva de Distribuicio WEIBULL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 4.12: AMOSTRA 3: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps
ajustadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 4.3: AMOSTRA 3: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicoes
Distribuic6es b3 B U o? AIC BIC
Gamma 1,595 £+ 0,020 | 2,632 + 0,040 - - 8833,31 | 8847,73
Log Normal - - -0,846 + 0,008 | 0,828 + 0,006 | 7677,60 | 7692,02
Weibull 1,223 £ 0,009 | 0,652 + 0,006 - - 9306,46 | 9320,86

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.3 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 3

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre
cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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Figura 4.13: AMOSTRA 4: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.14: AMOSTRA 4: Curva de Distribuicio LOG NORMAL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.15: AMOSTRA 4: Curva de Distribuicdo WEIBULL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Figura 4.16: AMOSTRA 4: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps
ajustadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 4.4: AMOSTRA 4: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicdes
Distribui¢bes w B U o? AIC BIC
Gamma 1,797 £ 0,023 | 2,694 + 0,040 - - 10168,51 | 10182,93
Log Normal - - -0,709 + 0,005 | 0,756 4+ 0,005 | 8607,53 | 8621,95
Weibull 1,280 + 0,009 | 0,727 4+ 0,006 - - 10875,53 | 10889,95

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.4 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 4

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre

cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4.5 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 5

Density

CDF

Density

COF

15

00 05 10

0.4 08

0.0

15

00 05 10

0.4 08

0.0

Figura 4.17: AMOSTRA 5: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.18: AMOSTRA 5: Curva de Distribuicio LOG NORMAL
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Figura 4.19: AMOSTRA 5: Curva de Distribuicio WEIBULL
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.20: AMOSTRA 5: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps

ajustadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.5: AMOSTRA 5: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicdes

58

Distribui¢des w B U o? AIC BIC
Gamma 1,910 £ 0,025 | 3,040 £ 0,045 - - 8656,51 | 8670,69

Log Normal i i 20,749 + 0,007 | 0,740 + 0,005 | 7381,32 | 7395,74
Weibull 1,334 £+ 0,009 | 0,691 +£ 0,005 - - 9367,19 | 9381,61

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.5 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 5

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre
cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4.6 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 6

4.6 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 6

Figura 4.21: AMOSTRA 6: Curva de Distribuicio GAMA
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Figura 4.22: AMOSTRA 6: Curva de Distribuicio LOG NORMAL
Empirical and theoretical dens. Q-Q plot
= 5o ¢ © s
o e T
2 o
z o« El
w o 3 -
5 8 2
5 = = 2 =
S =
r o £ —
i &
T T T T T 1 (=] T T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 0 4 6 8 10 12
Data Theoretical quantiles
Empirical and theoretical CDFs P-P plot
© z o |
(=1 % (=]
w - s -
2 5
o = = =
(=1 S (=]
i | H _ i
El T T T T T Yoe T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 0.0 04 0.6 038 1.0

Data

Theoretical probabilities

Fonte: Elaborada pelo autor.

60



4.6 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 6 61
Figura 4.23: AMOSTRA 6: Curva de Distribuicdo WEIBULL
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Figura 4.24: AMOSTRA 6: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps
ajustadas
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Tabela 4.6: AMOSTRA 6: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicdes
Distribui¢des w B U o? AIC BIC
Gamma 1,738 £+ 0,022 | 2,439 + 0,037 - - 11664,55 | 11678,97
Log Normal - - -0,654 + 0,008 | 0,800 4+ 0,005 | 10858,89 | 1083,31
Weibull 1,295 £ 0,009 | 0,777 +£ 0,006 - - 12154,08 | 12168,50

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.6 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 6

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre

cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4.7 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 7

4.7 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 7

Figura 4.25: AMOSTRA 7: Curva de Distribuicio GAMA
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Figura 4.26: AMOSTRA 7: Curva de Distribuicio LOG NORMAL
Empirical and theoretical dens. Q-Q plot
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.7 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 7

Figura 4.27: AMOSTRA 7: Curva de Distribuicdo WEIBULL
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.28: AMOSTRA 7: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps

ajustadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.7: AMOSTRA 7: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribui¢bes

64

Distribui¢des w B U o? AIC BIC
Gamma 1,651 + 0,021 | 2,561 + 0,039 - - 9914,74 | 9929,17

Log Normal : : 20,772 + 0,008 | 0,821 + 0,006 | 9919,58 | 8266,21
Weibull 1,257 £ 0,009 | 0,698 £ 0,006 - - 10371,01 | 1052,69

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.7 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 7

O menor valor de AIC ocorre para a (fdp)Gama e o menor BIC ocorre para a (fdp)Log
Normal, ja o maior valor de AIC e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a
(fdp) Gama se ajusta melhor aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre
cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Gama e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4.8 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 8

4.8 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 8
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Figura 4.29: AMOSTRA 8: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.30: AMOSTRA 8: Curva de Distribuicio LOG NORMAL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.8 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 8

Figura 4.31: AMOSTRA 8: Curva de Distribuicio WEIBULL
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.32: AMOSTRA 8: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps

ajustadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.8: AMOSTRA 8: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicoes

67

Distribuigbes w B U o? AIC BIC
Gamma | 1,530 + 0,020 | 2,453 + 0,037 - - 9595,65 | 9610,07

Log Normal - - -0,883 4+ 0,008 | 0,841 4+ 0,006 | 8251,79 9202,41
Weibull | 1,193 + 0,009 | 0,667 % 0,006 - ; 10038,27 | 10052,68

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.8 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 8

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre

cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4.9 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 9

4.9 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 9
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Figura 4.33: AMOSTRA 9: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.34: AMOSTRA 9: Curva de Distribuicio LOG NORMNAL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.9 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 9

Figura 4.35: AMOSTRA 9: Curva de Distribuicdo WEIBULL
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.36: AMOSTRA 9: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps

ajustadas

Histogram and theoretical densities

R — lognormal
--- gamma
=2 o 4 fb=-d~ Weibull
w -
-
[1F]
[ Lo
C:. n "!.r
= "u"—“hc_u....- |_|
= | | | |
05 1.0 1.5 2.0 25

data

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.9: AMOSTRA 9: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribui¢bes

70

Distribui¢des w B U o? AIC BIC
Gamma 1,752 + 0,023 | 2,588 4+ 0,039 - - 10606,68 | 10621,10

Log Normal : : 20,702 + 0,008 | 0,773 + 0,005 | 9187,99 | 9202,41
Weibull 1,280 + 0,009 | 0,738 4+ 0,006 - - 11205,08 | 11219,50

Fonte: Elaborada pelo autor.




4.9 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 9

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre

cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4,10 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 10

4.10 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 10
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Figura 4.37: AMOSTRA 10: Curva de Distribuicio GAMA
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.38: AMOSTRA 10: Curva de Distribuicio LOG NORMAL
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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4,10 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 10

Figura 4.39: AMOSTRA 10: Curva de Distribui¢do WEIBULL

Q-Q plot

Empirical and theoretical dens.

1.8 25

0.5

00 05 10 15
Empirical quantiles

T T T T T T
3

Theoretical quantiles

Empirical and theoretical CDFs P-P plot

08

04
I O
0.4 08
I R R R

Empirical probabilities

0.0
0.0

0.4 0.6

Data Theoretical probabilities

Fonte: Elaborada pelo autor.

AMOSTRA 10: Histograma de frequéncias dos dados observados e das 3 fdps
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.10: AMOSTRA 10: ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS das 3 distribuicoes

73

Distribuicoes o B U o? AIC BIC
Gamma 1,997 £+ 0,026 | 2,867 & 0,043 - - 10460,86 | 10475,28

Log Normal - - -0,632 + 0,008 | 0,717 £ 0,005 | 9086,72 | 9101,14
Weibull 1,336 £ 0,099 | 0,769 & 0,006 - - 11221,92 | 11236,34

Fonte: Elaborada pelo autor.




4,10 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 10

O menor valor de AIC e BIC ocorre para a (fdp)Log Normal, j& o maior valor de AIC
e BIC foi da (fdp) Weibull. Pelo critério de Akaike, a (fdp) Log Normal se ajusta melhor
aos dados.

Nos graficos Q-Q plot, P-P plot e da Funcdo Distribuicdo Acumulada Empirica e
Tedrica (CDFs) verificamos uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais sobre

cada grafico no caso da (fdp)Log Normal.

Pelo Histograma e a Densidade Tedrica percebemos que a curva que se ajusta melhor

¢ a (fdp)Log Normal e a (fdp)Weibull possui o pior ajuste.
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4,10 RESULTADOS OBTIDOS PARA A AMOSTRA 10

Uma avaliacdo das 10 amostras, observamos que o ajuste com menor valor de AIC e
BIC para os dados experimentais foi obtido para a (fdp) Log Normal, exceto na amostra

7, em que por uma diferenca muito pequena, a (fdp) Gamma obteve menor AIC.

Também podemos verificar a qualidade do ajuste das distribuicoes pelos gréficos, e
nos da a (fdp) Log Normal (exceto a amostra 7), identificamos uma melhor aproxima-
cao dos valores tedricos com os empiricos por meio do histograma juntamente com a

densidade tedrica.

Nos gréficos Q-Q plot, P-P plot e da funcao distribuicdo acumulada empirica e tedrica
(CDFs) é possivel a verificagdo de uma sobreposicdo mais regular das linhas verticais

sobre cada gréfico.

Portanto das 10 amostras, a (fdp) Log Normal é a que melhor se ajusta aos dados

em 9 amostras.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ap6s a andlise de dados feita nas 10 amostras deste trabalho, percebemos que o mo-
delo que melhor se ajusta aos dados dos tamanhos das particulas em massa é o modelo
da (fdp) Log Normal, conforme os resultados obtidos pelo Critério de Informacao AIC

e BIC e andlise grafica.

Pelo Critério de Informacdo de Akaike (AIC) e no Bayesiano (BIC), apos o calculo
nas 10 amostras, o valor de AIC ficou menor para a (fdp) Log Normal em 9 amostras e
o mesmo ocorrendo nas 10 amostras com o valor do BIC. O modelo de pior ajuste foi

a (fdp) de Weibull, por apresentar maior valor de AIC e BIC em todas as amostras.

Os graficos Densidade Empirica e Tedrica, Q-Q plot, Funcdo Distribui¢do Acumulada
Empirica e Tedrica e os P-P plot mostraram que a curva empirica que fica mais préxima

da tedrica foi a (fdp) Log Normal nas 10 amostras estudadas.

Dessa forma, sugerimos que o melhor ajuste para as 10 amostras fica determinado
pela funcdo de densidade de probabilidade Log Normal. Assim poderemos fazer previ-
sOes para o numero de particulas em massa e para valores de didametro das particulas

obtidas na escavacao de cada sitio.

O método da Maxima Verossimilhanca foi muito importante para a determinacdo dos
parametros das distribui¢cdes e nos cdlculos de AIC e BIC. O célculo dos parametros s6
pode ser obtido numericamente pois sao raizes de fung¢des néo triviais e assim havendo

necessidade do uso de software para a resolucdo, no caso o R Studio.

O trabalho nos mostra, por meio de um exemplo prético, a aplicacdo de modelos
estatisticos a problemas de situacOes reais. Isto é muito importante para os alunos
entenderem e compreenderem, na pratica, algumas aplicacdes de Probabilidade e Es-

tatistica.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Em geral, nos cursos de graduacdo, as funcoes de densidade de probabilidades:
Gama, Log Normal e Weibull sdo poucas vezes trabalhadas em aulas, deixando mais
para cursos de pos-graduacgdo e pesquisas em nivel de mestrado e doutorado . O
objetivo foi apresenta-las e aplica-las em um exemplo real para que possa ser compar-

tilhada em sala de aula ou mesmo em futuras pesquisas.

Pelas colocagdes acima, acreditamos que o trabalho possa contribuir com alunos,
professores e pesquisadores mostrando um caso real de aplicabilidade das funcdes
de densidade de probabilidade (fdp) da Inferéncia Estatistica, pelo desenvolvimento

tedrico e as técnicas utilizadas e testadas neste trabalho.
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APENDICE A

A.1 TABELAS DE DADOS

Nas tabelas sdo encontradas: a malha da peneira (em milimetros), peso (em gra-
mas), probabilidade em massa, didmetro médio (em milimetros) e o nimero de parti-

culas em massa.

Todas as tabelas contidas neste anexo foram elaboradas no Microsoft Excel.
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Tabela A.1: Amostra 1: G6N4F3

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 3,1743 0,0361 2,500 361
1,410 3,9608 0,0451 1,705 451
1,000 5,8840 0,0670 1,205 670
0,710 11,4827 0,1307 0,855 1307
0,500 13,4827 0,1535 0,605 1535
0,350 13,7357 0,1564 0,425 1564
0,250 13,6068 0,1549 0,300 1549
0,177 13,3120 0,1516 0,214 1516
0,125 4,7280 0,0538 0,151 538
0,088 3,2336 0,0368 0,107 368
0,063 1,2310 0,0140 0,076 140

Peso Total 87,8316 1,000
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela A.2: Amostra 2:G6N4F5

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 5,3342 0,0577 2,500 577
1,410 4,4119 0,0477 1,705 477
1,000 5,9526 0,0644 1,205 644
0,710 9,4391 0,1021 0,855 1021
0,500 20,2121 0,2187 0,605 2187
0,350 9,6164 0,1041 0,425 1041
0,250 17,7727 0,1923 0,300 1923
0,177 11,9446 0,1293 0,214 1293
0,125 3,4484 0,0373 0,151 373
0,088 3,5170 0,0381 0,107 381
0,063 0,7613 0,0082 0,076 82

Peso Total 92,4103 1,000

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela A.3: Amostra 3:G6N4F4

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 3,7232 0,0431 2,500 431
1,410 3,9579 0,0459 1,705 459
1,000 5,1440 0,0596 1,205 596
0,710 10,3688 0,1202 0,855 1202
0,500 12,4969 0,1448 0,605 1448
0,350 11,6134 0,1346 0,425 1346
0,250 16,5684 0,1920 0,300 1920
0,177 10,8369 0,1256 0,214 1256
0,125 5,2125 0,0604 0,151 604
0,088 3,8751 0,0449 0,107 449
0,063 2,4894 0,0289 0,076 289

Peso Total 86,2865 1,000
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela A.4: Amostra 4: GON4F2

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 5,1784 0,0616 2,500 616
1,410 3,8709 0,0460 1,705 460
1,000 5,1670 0,0614 1,205 614
0,710 10,7812 0,1282 0,855 1282
0,500 11,4173 0,1357 0,605 1357
0,350 16,5693 0,1970 0,425 1970
0,250 17,1986 0,2045 0,300 2045
0,177 8,9492 0,1064 0,214 1064
0,125 2,1737 0,0258 0,151 258
0,088 2,1975 0,0261 0,107 261
0,063 0,6127 0,0073 0,076 73

Peso Total 84,1158 1,000

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela A.5: Amostra 5: G6N3F2

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 2,9989 0,0365 2,500 365
1,410 3,9721 0,0483 1,705 483
1,000 5,9721 0,0726 1,205 726
0,710 10,6556 0,1296 0,855 1296
0,500 12,5746 0,1529 0,605 1529
0,350 11,9566 0,1454 0,425 1454
0,250 18,5357 0,2254 0,300 2254
0,177 9,7877 0,1190 0,214 1190
0,125 3,8820 0,0472 0,151 472
0,088 1,0802 0,0131 0,107 131
0,063 0,8342 0,0101 0,076 101

Peso Total 82,2497 1,000
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela A.6: Amostra 6: G6N3F3

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 6,0789 0,0626 2,500 626
1,410 5,3545 0,0551 1,705 551
1,000 7,4486 0,0766 1,205 766
0,710 13,1959 0,1358 0,855 1358
0,500 18,1297 0,1866 0,605 1866
0,350 14,5960 0,1502 0,425 1502
0,250 14,7442 0,1517 0,300 1517
0,177 9,8872 0,1017 0,214 1017
0,125 3,4083 0,0351 0,151 351
0,088 2,8620 0,0294 0,107 294
0,063 1,4770 0,0152 0,076 152

Peso Total 97,1823 1,000

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela A.7: Amostra 7: G6N1S/F

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 3,7514 0,0467 2,500 467
1,410 4,0166 0,0500 1,705 500
1,000 5,7286 0,0712 1,205 712
0,710 10,2362 0,1273 0,855 1273
0,500 11,2761 0,1402 0,605 1402
0,350 17.1223 0,2130 0,425 2130
0,250 10,5290 0,1310 0,300 1310
0,177 3,3771 0,0420 0,214 420
0,125 10,4996 0,1306 0,151 1306
0,088 2,8124 0,0350 0,107 350
0,063 1,0533 0,0131 0,076 131

Peso Total 1,000
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela A.8: Amostra 8: GGN2S/F

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 5,1815 0,0525 2,500 525
1,410 4,5174 0,0458 1,705 458
1,000 6,6531 0,0674 1,205 674
0,710 11,2622 0,1141 0,855 1141
0,500 12,1651 0,1233 0,605 1233
0,350 12,4460 0,1261 0,425 1261
0,250 21,5461 0,2184 0,300 2184
0,177 12,5912 0,1276 0,214 1276
0,125 4,8062 0,0487 0,151 487
0,088 5,1911 0,0526 0,107 526
0,063 2,3037 0,0233 0,076 233

Peso Total 98,6636 1,000

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela A.9: Amostra 9: G6N4F6

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 4,6879 0,0496 2,500 496
1,410 7,3468 0,9777 1,705 777
1,000 4,7764 0,0505 1,205 505
0,710 12,4474 0,1316 0,855 1316
0,500 13,6426 0,1443 0,605 1443
0,350 13,3578 0,1413 0,425 1413
0,250 20,6012 0,2179 0,300 2179
0,177 11,1303 0,1177 0,214 1177
0,125 4,1890 0,9443 0,151 443
0,088 2,3788 0,0252 0,107 252
0,063 0,0000 0,0000 0,076 0

Peso Total 1,000
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela A.10: Amostra 10: G6N5F2

Malha da peneira(mm) | Peso(g) | Probabilidade(em massa) | Didmetro(mm) | N° particulas
2,000 4,1489 0,0512 2,500 512
1,410 4,6004 0,0567 1,705 567
1,000 5,8718 0,0724 1,205 724
0,710 12,3700 0,1525 0,855 1525
0,500 13,5670 0,1673 0,605 1673
0,350 12,0156 0,1482 0,425 1482
0,250 15,7736 0,1945 0,300 1945
0,177 10,8321 0,1336 0,214 1336
0,125 1,1598 0,0143 0,151 143
0,088 0,7546 0,0093 0,107 93
0,063 0,0000 0,0000 0,076 0

Peso Total 1,000

Fonte: Elaborada pelo autor.
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