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Resumo

A presente dissertagao oferece uma proposta de insercao do conteudo das fungoes
hiperbdlicas no Ensino Médio, uma vez que na grade curricular trabalhada no Estado
de Mato Grosso do Sul essas funcoes nao sao contempladas. Foram apresentados
os conceitos bdsicos que servem de suporte para a inclusao desse conceito, bem
como, um relato histérico do desenvolvimento das funcoes hiperbdlicas na histéria
da matemdtica. Foram listadas relagoes entre as fungoes hiperbdlicas e as funcoes
trigonométricas trazendo assim as funcgoes hiperbdlicas para um campo conhecido
dos alunos, deixando claro, as diferencas e similaridades entre tais conceitos. Ap-
resentamos no decorrer do trabalho conceitos indispensaveis para o entendimento
das fungoes hiperbdlicas, tais como, fungoes exponenciais, fungoes circulares e a
conica hipérbole. Como ferramenta para facilitar a inser¢ao das funcoes hiperbdli-
cas foi utilizado o software gratuito Winplot. Este trabalho apresenta a equacgao da
catendria como aplicacao direta das fungoes hiperbdlicas e serve-se desta equacao
para discutir a resolucao de um problema, sem a utilizacao do conceito de derivada
e com a utilizacao desse conceito.

Palavras chaves: Funcoes hiperbélicas, Winplot, catenéria.



Abstract

The present dissertation is an insertion proposal of the content of the hyper-
bolic functions in High School, since in the curriculum of this level these functions
are no studied in the State of Mato Grosso do Sul. It was presented the basic con-
cepts that support the inclusion of this concept, as well as some historical content of
the development of hyperbolic functions in the history of mathematics. Some con-
cepts relating the hyperbolic and trigonometric functions were presented to bringing
the hyperbolic functions to be easy for the students, making clear, the differences
and similarities between such concepts. In the work we present concepts that are
indispensable for the understanding of hyperbolic functions, such as exponential
functions, circular functions and conic hyperbole. As a tool to facilitate the inser-
tion of hyperbolic functions, the free Winplot Software was used. This work brings
the catenary equation as a practical application of the hyperbolic functions, and
the presented resolution is done with and without the use of the concept of the

derivative.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como principal objetivo oferecer uma introducao das fungoes
hiberbdlicas aos estudantes do Ensino Médio. Atualmente as escolas do estado de
Mato Grosso do Sul trabalham com o referencial escolar, documento este, que lista
todos os conteidos matemadticos que devem ser trabalhados desde o primeiro ano
do Ensino Fundamental até o terceiro ano do Ensino Médio. Segundo o referencial
tedrico do estado: A proposta deste Referencial Curricular é nortear o trabalho do
professor de forma dindmica, objetivando uma perspectiva interdisciplinar e também
garantir a apropriagao do conhecimento pelos estudantes [...[(Ms, 2008, p.5).

O ensino das fungoes hiperbélicas nao estd contemplado neste documento, porém,
os conceitos de funcao par, funcao impar, funcao exponencial sao abordados no
primeiro ano do Ensino Médio. As fungoes circulares seno cosseno e tangente sao
abordadas no segundo ano do Ensino Médio e as conicas sao trabalhadas no ter-
ceiro ano do Ensino Médio. Tendo em vista que as func¢oes hiperbdlicas relinem os
conceitos citados, propomos apresentd-las aos estudantes do EnsinoMmeédio, ja no
segundo ou terceiro ano.

As funcoes hiperbélicas podem ser abordadas com o amparo de conceitos mais
sofisticados e abstratos, trabalhados em nivel superior, como por exemplo, as séries
de Taylor estudadas em célculo diferencial e integral. Todavia, este trabalhado abor-
dard esse conceito com ferramentas matematicas do nivel médio, de uma maneira,
simplificada, permitindo assim o seu entendimento por parte dos estudantes desse

nivel.
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Como ferramenta auxiliar para transformar a linguagem mais sofisticada das
fungoes hiperbdlicas, numa linguagem mais acessivel aos estudantes do Ensino Mé-
dio, utilizamos o software gratuito Winplot. Essa ferramenta de visualizagao e cri-
acao de graficos auxilia na interpretagao e construcao de grificos de vdrias fungoes.
O uso das tecnologias durante as aulas facilita o trabalho do professor, tornando
as aulas mais dinamicas e atrativas aos alunos. Segundo Gomes e Padovani (2005)
sao softwares educativos os sistemas computacionais e interativos intencionalmente
concebidos para facilitar aprendizagem de conceitos especificos como os conceitos
matematicos ou cientificos.

De acordo com Lima (2009, p. 76 apud Pacheco e Barros, 2013, p. 08):

Ao considerar as possibilidades de ensino com o computador, o que pretendo
destacar é a dinamicidade desse instrumento que pode ser utilizado para que os
alunos trabalhem como se fossem pesquisadores, investigando os problemas matemdti-
cos propostos pelo professor construindo solugoes ao invés de esperarem um modelo
a ser sequido (LIMA, 2009, P. 36).

Utilizaremos também o excel. Essa ferramenta possibilita cédlculos por meio de
férmulas usando linhas e colunas de uma planilha.

Este trabalho foi dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo traremos
a introducao. No segundo capitulo abordaremos os conceitos formais dos conteu-
dos que utilizaremos nos capitulos seguintes e faremos um relato histérico sobre
os matemadticos que trabalharam com as func¢oes hiperbdlicas. No terceiro capi-
tulo apresentaremos as fungoes hiperbdlicas sob o ponto de vista das ferramentas
matematicas disponiveis no Ensino Médio. No quarto capitulo serao dadas apli-
cagoes e sugestoes de como podem ser trabalhados, no Ensino Médio, os conceitos
abordados nos capitulos anteriores. O quinto capitulo estd reservado para a con-
clusao do trabalho. Além disso, no apendice desse trabalho colocamos, de forma
resumida, um tutorial que auxiliou na construcao das figuras utilizadas neste tra-

balho.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Neste capitulo citaremos alguns fatos histéricos envolvendo as fung¢oes hiperbdli-
cas, matematicos que trabalharam com esses conceitos, serao trabalhados também
conceitos e formalismos das fungoes trigonométricas, exponenciais e hiperbdlicas.
Serao dadas definicoes e propriedades de algumas fungoes, necessédrias no desen-
volvido deste trabalho.

Como em vdrios ramos da matemadtica os conceitos sao construidos a partir de
conceitos observados por outros matemdticos, vemos casos em que matemaéticos
morrem deixando apenas conjecturas para serem demonstradas por outros.

A histéria das funcoes hiperbdlicas teve registro inicialmente com Galieleu Galilei
que descreveu matematicamente a curva formada por uma corda ou corrente flexivel,
mas nao eldstica, suspensa entre dois pontos e sob a agao exclusiva da gravidade
(ver [6]). Erroneamente conjecturou que a curva fosse uma pardbola.

O matemadtico Christian Huygens mostrou, em 1646, aos 17 anos, que a conjec-
tura de Galileu sobre a corrente era falsa, pois aquela curva nao se tratava de uma
parébola.

Foi em meados do século XVIII que as fungoes hiperbdlicas tiveram sua utilizagao
mais marcante. O matematico Vincenzo Riccati aplicou os estudos realizados sobre
as funcoes hiperbdlicas na resolucao de equacoes cibicas. Ele observou também a
relacao existente entre as funcoes hiperbdlicas e as exponenciais. Foi nessa época
também que Riccati apresentou as notacoes Sh e Ch para designar as fungoes seno

e cosseno hiperbdlico respectivamente (ver [6]).
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Em 1690, Jakob relancou o problema da corrente de Galileu & comunidade cien-
tifica, porém, a solucao usada por Jakob era muito parecida com as apresentadas
por Jean Bernoulli, Leibniz e Huygens. A solugao de Huygens foi feita utilizando
geometria e a de Jean Bernoulli e Leibniz utilizando célculo diferencial. Estes tiltimos
chegaram bem préximos a equagao da catendria em notagao moderna, %onde
a ¢ uma constante cujo valor depende dos pardmetros fisicos da corrente.

Jonnah Lambert apresentou as func¢oes hiperbdlicas para a academia, porém
seu artigo "Mémoire Sur Quelques Propriétés Remarquables Des Quantités Tran-
scendantes Clirculaires et Logarithmiques” ficou famoso nao pelo uso das funcoes
hiperbdlicas, mas pela irracionalidade do nimero 7. Em 1768, Lambert publicou
seu trabalho "Observations Trigonométriques” relativo as funcgoes hiperbdlicas, onde
foram usadas as notagoes que conhecemos hoje (ver [6]). Assim o nome de Lambert
ficou associado com as funcoes hiperbdlicas, da mesma forma que Euler as funcoes
circulares. Devido ao trabalho de Lambert as funcoes hiperbélicas sao conhecidas,
estudadas, exploradas e aplicadas até os dias de hoje.

A partir daqui, até o final desse capitulo, descreveremos os conceitos preliminares
necessarios ao desenvolvimento desse trabalho. Daremos a definicao das funcoes
trigonométricas pela motivagao geométrica.

Seja x um nimero real. Marcamos um angulo com medida x radianos, no sentido
anti-horario, na circunferéncia unitdria com centro na origem. Seja P o ponto de
intersec¢ao da circunferéncia com o segmento de reta que forma o adngulo x com

o eixo das abscissas. Sejam R a projecao de P sobre o eixo das abscissas e () a
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projecao de P sobre o eixo das ordenadas, como na figura 2.1.

Figura 2.1: Circulo Trigonométrico

Definicao 2.1 Denominamos seno de x, e escrevemos sen x, a ordenada () do ponto

P. Desta forma fica definida a funcao seno dada por

f: R—=R

r —— y=senxw

O dominio da func¢ao seno é o conjunto R dos nimeros reais e a imagem é o
intervalo real [—1,1].

A fungao y = senx é periédica e seu periodo é 27, j& que sen (x 4 27) = sen .

Em alguns intervalos sen x é crescente e em outros é decrescente. Por exemplo,
T 37

] e [%,Qﬂ é crescente. Ja no intervalo [5, 7] ¢é decrescente.

™

nos intervalos [O, 5

O grafico da fungao f(x) = senz, denominado sendide, pode ser visto na figura

2.2.

s b

Figura 2.2: Gréfico da fungao seno
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Definicao 2.2 Denominamos cosseno de x, e escrevemos cosx, a abscissa R do
ponto P, conforme a figura 2.1. Desta forma fica definida a fun¢ao cosseno dada

por

f: R—-R

T —— Y =COoST

O dominio da fungao cosseno ¢é o conjunto R dos niimeros reais e a imagem ¢é o
intervalo real [—1,1].

Para todo = € R, temos cos (z + 27) = cosz. Portanto a fungao cosseno, assim
como a funcao seno, é periédica e seu periodo é 2.

Em alguns intervalos cosseno é crescente e em outros é decrescente. Por exemplo,
no intervalos [0, 7] a funcdo f(z) = cosz ¢é decrescente. J& no intervalo [, 27| é
crescente.

O gréfico da fungao f(z) = cosz, denominado cossendide, pode ser visto na

figura 2.3.

Figura 2.3: Grafico da fungao cosseno

As funcoes tangente, secante, cossecante e cossecante sao definidas em termos de seno
e cosseno. A tangente e a secante sao respectivamente, denotadas pelos simbolos

tan e sec e definidas por

para todos os nimeros reais x tais que cosx # 0. Como cosx = 0, quando = =
+5, 43 £ isto ¢ # = 5 4+ nm, n € Z, temos Dom(tan) = Dom(sec) =

{reR|z#Z+nnel}.
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As funcoes cotangente e cossecante sao, respectivamente denotadas por cotan x

e cosec z e definidas por

cos T
cotanx =
senx
1
cosecx =
sen x

para todos os nimeros reais x tais que senx # 0. Como senxz = 0, para © = n,
n € Z, temos Dom/(cotanx) = Dom/(cosecz) = {x € R | x # nn, n € Z}

O esbogo dos grificos das funcgoes tangente, secante, cossecante e cotangente

) ¢

estao abaixo.

~+

Figura 2.4: Gréfico da tangente Figura 2.5: Gréfico da secante

Figura 2.6: Gréfico da cossecante Figura 2.7: Gréfico da cotangente

Passamos agora as funcoes exponencias, que sao objetos fundamentais nos capi-

tulos que se seguem.

Definigao 2.3 Chamamos de fun¢ao exponencial, de base real a, a funcio f de R

em R que associa a cada nimero real x real o niumero real a*, sendo 0 < a # 1.
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Denotamos por

O dominio da fungao exponencial é o conjunto R dos niimeros reais. A imagem
éIm(f) = (0,00).

A simples observacao do gréfico da funcao f(z) = a” (figuras 2.8 e 2.9), permite
afirmar que:

1) a curva que o representa estd toda acima do eixo das abcissas, pois y = a® > 0
para todo z € R, independentemente do valor de a

2) a curva intersepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1);

3) f(x) =a* é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

Figura 2.9: Funcao f(x) = a”,
Figura 2.8: Funcao f(z) =a®,a >1 0<a<l1

Algumas fungoes reais classicas apresentam propriedades bastante interessantes.

Duas dessas propriedades serao citadas posteriormente.

Definicao 2.4 Dizemos que uma funcao y = f(x) é par se, para todo x no dominio
de f, tem-se f(—x) = f(x). Uma fungao f(x) é tmpar se, para todo x no dominio

de f, tem-se f(—x) = —f(x).
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O grafico de uma funcao par é simétrico em relagao ao eixo y e o grafico de uma
funcao fmpar é simétrico em relacao a origem. Por exemplo,

i) A fungao f(x) = 2% é par, jd que f(—x) = (—2)* = f(2)

ii) A fungao f(x) = 2°+23 é fmpar, jd que f(—1) = (—z)°+(—2)® = —a®—2® =

(@4 a) =~ (x)
iii) A fungdo f(z) = 2* + 4 nio é par nem fmpar.

Dentre as conicas (curvas dadas por equagao da forma Ax? + Bry + Cy*+ Dz +
Ey + F = 0), destacamos a hipérbole pelo fato de que ela tem elevada importante

no desenvolvido deste texto.
Definicao 2.5 Uma curvva no plano cuja equagao é dada por
a
TY=a ourT=—,

Y

sendo a um numero real nao nulo, é chamada de Hipérbole.

Podemos observar que quanto maior for o valor absoluto de x, menor serd o valor
absoluto de y, e reciprocamente. Em outras palavras, se x tende ao infinito, entao
y tende a zero, e se y tende ao infinito, entao = tende a zero. Geometricamente isso
significa que a hipérbole se aproxima arbitrariamente dos eixos coordenados, mas
nao os intercepta, pois a equacao ry = a # 0 impede que x ou y sejam nulos.

Uma reta da qual uma curva se aproxima, mas sem tocé-la, ¢ chamada de as-
sintota da curva. Assim, os eixos coordenados sao assintotas da hipérbole.

A hipérbole é composta de dois ramos. Quando a > 0 estes ramos estao no
primeiro quadrante do sistema de coordenadas (= e y ambos positivos) e no terceiro
quadrante (z e y ambos negativos), conforme figura 2.10.

A equacgao algébrica ry = a tem uma interpretacao geométrica simples rela-
cioanda a hipérbole. Se consideramos M um ponto arbitririo da hipérbole e o
retangulo MQOP, delimitado pelos eixos coordenados e dois segmentos de retas
com extremos em M e paralelos aos eixos, conforme figura 2.10, entao a drea deste
retangulo é igual a a. De fato, as coordenadas dos pontos M, P e () sao, respecti-
vamente, (z,%), (z,0) e (0,%). Logo a drea do retangulo ¢ OP - 0Q =z - ¢ = a.

'z

Isto signica que a drea do retangulo é independente da escolha do ponto M.
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Variando os pontos P (sobre o eixo ) e o ponto @ (sobre o eixo y), podemos dizer
que a hipérbole é o conjunto dos pontos, situados nos primeiro e terceiro quadrantes
do sistema de coordenadas, cujos retdngulos M QOP tém uma determinada drea a.

A hipérbole tem um centro de simetria: os dois ramos da hipérbole sao simétri-
cos em relagao a origem O do sistema de coordenadas. (Os retangulos MQOP e

M’'Q'O' P’ simétricos em relagao a reta r = y tém &dreas iguais).

Figura 2.10: Hipérbole e Centro de

simetria da hipérbole

A hipérbole também possui dois eixos de simetria, as retas x = y e x = —y, que
dividem os dngulos entre os eixos coordenados, conforme figura 2.11. Os retangulos
MQOP e M”0O”Q” P” (simétricos em relagao a reta © = —y) possuem dreas iguais.
O centro de simetria e os eixos de simetria sao usualmente chamados de centro

e eixos da hipérbole. Os pontos A e B, nos quais a hipérbole cruza o eixos de
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simetria, sao chamados de vértices da hipérbole.

Figura 2.11: Eixos de simetria da

hipérbole

Vamos considerar o sistema de coordenadas uwv, obtido do sistema zy, por rotagao

de um angulo § = % (ou 45°), conforme figura 2.12. Neste caso os novos eixos
coordenados sdo as retas © = y e & = —y. A reta r que passa pelo ponto P = (g, 4)
e é paralela a reta x = —y tem equagao y = —x + xg + 7. A reta s que passa pelo

ponto P = (xg, o) e é paralela a reta z = y tem equagao y = & — To + Yo-

zo+yo Zo+yo )

A interseccao da reta r com areta y = x € o ponto U de coordenadas ( T, T

A intersecgao da reta s com areta y = —z é o ponto V de coordenadas (Fog¥e, 220

As distancias do centro O do sistema aos pontos U e V', que fornecem as coor-
V2
7 |z =

denadas de P, no sistema uv, sao d; = */75 |zo + yo| € dy = Yol|, respectiva-

mente. Este raciocinio permite concluir que as coordenadas de P no sistema uv sao
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\/75(150'4‘%)772@0—%)-

Figura 2.12: Rotagao do sistema xy

Consequentemente, se um ponto P tem coordenadas (x,y) no sistema zy e (u, v) no

sistema uv, estas se relacionam por meio das equacoes

2 2
u:i( +)ev=£(y—x)
2 2
Logo,
2 2 L, 2 1L s 2
ue — vt = 5(33 —|—233y-|—y)—§(:1: —Qxy—i—y)

= 2xy

Se xy = a, entao u? — v? = 2a.
Portanto a hipérbole xy = a pode ser escrita na forma z? — 3? = 2a, e recipro-
camente. Para tal basta que seja considerada um rotagao % do plano. Por exemplo,

as hipérboles zy = 1 e 22 — y? = 2 sao obtidadas uma da outra por rotacao.



Capitulo 3

As Funcoes Hiperbdlicas no

Ensino Médio

Certas combinacoes das funcoes exponenciais sao tao frequentemente usadas nas
aplicagoes da matemadtica que recebem nomes especiais. Duas delas sao as fungoes
seno e cosseno hiperbdlico. Daremos inicialmente a interpretagao geométrica de cada
ponto da hipérbole e associando a ele, o seno e o cosseno hiperbélico. Posteriormente
vamos dar a defini¢cao das fungoes hiperbdlicas como soma e subtracao das funcoes
expx e exp(—z). Estas tltimas serao respectivamente denotadas por e* e por e *.

Vamos considerar o ramo pertencente ao primeiro e ao quarto quadrante da
hipérbole equildtera de equacao 22 — y? = 1, como na figura 3.1. A partir da origem
tracamos um segmento de reta OP que intersepta a hipérbole no ponto P. A esse

ponto associamos o cosseno hiperbdlico de x e o seno hiperbdlico de x, onde x é o

dobro da drea formada pela regiao hiperbdlica R, limitada pelas retas y = 0, pelo

13
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segmento OP e pela hipérbole 22 — y? = 1, conforme figura 3.1.

Figura 3.1: Hipérbole Equildtera

Como estamos considerando o ramo direito da hipérbole, os valores de cosh(z)
sao sempre positivos, e os valores de senh(z) sdo ora positivos ora negativos . Vimos
no capitulo anterior que a cada ponto P da circunferéncia unitédria 2% +¢*> = 1
fazemos corresponder (sen(f), cos(#)), sendo 6 o angulo que forma, no sentindo anti-
hordrio, o eixo das abscissas com o segmento de reta que passa pela origem e pelo
ponto P. Nas funcgoes hiperbdlicas nao trabalhamos com arcos, e sim com regioes
hiperbdlicas. A interpretacao geométrica dada ao nimero real “z” é a de que x
corresponde ao dobro da drea formada pela regiao hiperbdlica, ou seja, podemos ter

essa mesma interpretacao na trigonometria circular. Observe a figura 3.2.

—(cos §, senf)

Figura 3.2: Regiao Circular
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Sabemos que a drea do setor circular AOP é dada por A, = %, sendo # o arco dado

em radianos. Com r = 1 temos

Or?

A, =
2

Ay =

N D

Portanto 6 é o dobro da drea da regiao circular.

As fungoes hiperbdlicas e fungoes circulares tém em comum além do nome, al-
gumas propriedades, pois as funcoes trigonométricas satisfazem a equagao da cir-
cunferéncia de raio 1 e as fungoes hiperbdlicas a equacgao da hipérbole equildtera.
Sabemos que as fungoes circulares seno e cosseno sao fungoes periédicas e limitadas
e as hiperbdlicas, por sua vez, sao fungoes ilimitadas e nao periédicas pois, por
defini¢ao, sao fungoes originadas da soma e subtracao de fungoes exponenciais cuja
base é o niimero de Euler “e”, como veremos nas préximas definicoes.

As fungoes seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico sao definidas, respectivamente

por

eCL'

senh(z) = = ° ete”

5 e cosh(x) = 5

As demais fungoes hiperbdlicas sao definidas em termos das fungoes seno e cosseno
hiperbdlicos.
As funcoes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbdlicas sao definidas

da seguinte forma:

tanh(z) = ii:ﬁgg cotanh(x) = :Zzzig
sech(xz) = cosll1(:z:) cosech(z) = senlll(:z:)

As fungoes hiperbdlicas definidas acima podem ser expressas em termos das fungoes

exponenciais usadas na definicao do seno e cosseno hiperbdlico, dessa forma, temos:

T _ —x T 4 ea
tanh(z) = S cotanh(z) = £ re
er +e" et —e "

2 2
sech(z) = pr— cosech(x) = pr—
6.73 6—.77 X __ —x
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Existem identidades satisfeitas pelas func¢oes hiperbdlicas que sao similares aquelas
que sao satisfeitas pelas fungoes trigonométricas, como ¢é o caso da relacao funda-
mental sen?(z) + cos?(z) = 1 . Observe que existe uma identidade similar que ¢

satisfeita pelas fungoes hiperbélicas.

2 2 e —e v\ e +e v\’
cosh®(z) —senh?(z) = (——— | —|————
2 2
e2® 4 260 4 e — 20 4 90 _ o2
4

As fungoes hiperbdlicas calculadas na soma, diferenca, dobro e metade de um niimero

real, tem propriedades similares as fungoes trigonométricas.:

senh(x £y) = senh(xz)cosh(y) £ senh(y) cosh(z)

senh(2x) = 2senh(z)cosh(z)

cosh(z)—1

,sex >0
SBHh(%) = 2

h(z)—1
%,sex<0

cosh(z +y) = cosh(z)cosh(y) & senh(y) senh(x)

cosh(2z) = senh?(z) + cosh?(z)

x) cosh(x) + 1

osh (—
COS 2 2

Vamos abordar agora os graficos das fungoes hiperbdlicas seno, cosseno e tangente.

No Ensino Médio quando vamos esbogar graficos de funcoes costumamos utilizar
uma tabela com valores relacionados a x e y, pois dessa forma os alunos podem acom-
panhar o comportamento da construcao do grafico no plano cartesiano e concluir
por eles mesmos que os pontos descreverao a curva que representa o gréfico. Para
facilitar o preenchimento dessa tabela e ter uma anélise de cada ponto do gréfico
das funcoes hiperbdlicas criamos uma tabela auxiliar no excel, pois calcular pontos

dos graficos das funcoes hiperbdlicas, utilizando calculadora comum é exaustivo, e
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nada atrativo aos alunos.

x senh(z) cosh(x) tanh(x)
—8 | —1490,478826 | 1490,479161 | —0,999999775
—7 | —9548,3161233 | 548, 3170352 | —0, 999998337
—6 | —201,7131574 | 201, 7156361 | —0,999987712
—5 | —74,20321058 | 74,20994852 | —0,999909204
—4 | —27,28991720 | 27,30823284 | —0, 999329300
—3 | —10,01787493 | 10,06766200 | —0,995054754
—2 | —3,626860408 | 3,762195691 | —0, 964027580
—1 | —1,175201194 | 1,54308635 | —0, 761594156
0 0 1 0
1 1,175201194 | 1,54308635 | 0,761594156
2 3,626860408 | 3,762195691 | 0,964027580
3 10,01787493 | 10,06766200 | 0,995054754
4 | 27,28991720 | 27,30823284 | 0,999329300
) 74,20321058 | 74,20994852 | 0,999909204
6 201,7131574 | 201,7156361 | 0,999987712
7 | 948,3161233 | 548,3170352 | 0,999998337
8 1490, 478826 | 1490,479161 | 0,999999775

Tabela 1: Valores numéricos do seno, cosseno e tangente hiperbdélicos

17

Na tabela acima foram atribuidos alguns valores para z e, por meio de férmulas do

excel, obtivemos os valores de senh(z), cosh(z) e tanh(x).

Observe que por meio

dela podemos explorar a paridade de cada fungao. A tabela sugere que a funcao

senh(x) é fmpar (assim como a fungao trigonométrica sen(z)). Como exemplo temos

senh(—4) ~ —27,2899172

(§]

—senh(4) ~ —27,2899172
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Na figura 3.3 esbocamos o grifico da fungao senh(z) usando o Winplot.

somle

Figura 3.3: Gréfico do seno
hiperbdlico

O dominio e a imagem da fungao seno hiperbdlico é o conjunto de todos os nimeros
reais.

Faremos a mesma andlise para a funcao cosseno hiperbdlico. Pela tabela 1
podemos observar também que a fungao cosh(zx) é par (assim como a fungao trigono-

métrica cos(z)). Tome como exemplo z = 1, temos

cosh(—1) ~ 1,543086635
€

cosh(1) ~ 1,543086635
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Abaixo vamos esbogar o gréfico da fungao cosh(x) usando o Winplot.

|
(]
|
o
[

Figura 3.4: Grafico do cosseno hiperbdlico

O dominio da fun¢ao cosseno hiperbdlico é o conjunto de todos os reais, a imagem
¢ o intervalo [1, 00).

A fungao tanh(z) é um quociente de fungao par e fungao fmpar, logo tanh(z) é

uma fungao fmpar, cujos valores numéricos também estao dados na tabela 1. Tome
como exemplo r = —2.

tanh(—2) ~ —0,96402758

e

—tanh(2) ~ —0,96402758
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Vamos esbogar o grafico de tanh(z) utilizando do Winplot.

2+

assintota horizontal y=1

_____________ R B S R T G R R AR e
assintota horizontal y=-1

=

Figura 3.5: Gréfico da tangente hiperbdlica

O dominio da funcao tangente hiperbdlica é o conjunto dos niimeros reais e a imagem
¢ o intervalo (—1,1).

No Ensino Médio pouco se fala sobre o conceito de limite, temos a liberdade
de abordar sutilmente esse conceito quando trabalhamos os gréaficos das fungoes
exponenciais, logaritmicas e da hipérbole. Neste caso, damos ao aluno uma noc¢ao
simples de comportamento da funcao quando o valor de x se aproxima de algum
valor ou do infinito. Na func¢ao tangente hiperbdlica esse conceito pode ser explorado,
inclusive usando a tabela acima. Os alunos poderao notar que quanto maior o valor
de x mais préximo a funcao tanh( z) estard de 1, e quanto menor o valor de z, mais
préximo a funcao tanh( z) se aproxima de —1. Eles poderao observar, pela tabela
1, que os valores de tanh(z) estao entre 1 e —1.

Assim podemos dizer ao aluno que limite da fun¢ao tangente hiperbdlica quando
x se aproxima do infinito, é 1. Sem receio da generalizacao ou da notag¢ao podemos

escrever lilll tanh(z) =1 e lim tanh(z) = —1.



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo vamos abordar alguns exemplos de aplicacao das funcoes hiper-
bélicas. Algumas aplicagoes podem ser estudadas sem o conceito de derivadas, o
que é essencial para os estudantes do Ensino Médio. Porém, para outras aplicacoes

o conceito de derivadas é tao necessdrio quanto esclarecedor.

4.1 Aplicacoes das funcoes hiperbdlicas sem a uti-
lizacao do conceito de derivadas

Consideramos o problema da determinacao da forma de um cabo flexivel, fio ou
corda grossa suspenso entre dois suportes verticais, sujeito a seu préprio peso. Como
o cabo é flexivel, entao a tensao no cabo é sempre no sentido da tangente. Podemos
citar, como exemplo real, um dos cabos de suporte de uma ponte suspensa, como

na figura 4.1.

Figura 4.1: Cabo suspenso

21
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A interpretacao desse modelo requer o uso de equagoes diferenciais, equacoes es-
sas que nao sao vistas nem de longe no Ensino Médio e nem em alguns cursos de
graduacao. Para essa primeira etapa da deducao desse modelo vamos adequar a
linguagem a um grupo de alunos do Ensino Médio. Os conceitos abordados nessa
primeira parte requerem um conhecimento béasico dos alunos do Ensino Médio sobre
vetores, assunto que é tratado no primeiro ano.

Para comecar, vamos examinar somente uma parte ou elemento do cabo entre
o ponto mais baixo P e um ponto arbitrario ). Como indicado na figura 4.2, este
elemento do cabo é a curva em um sistema de coordenadas retangular com o eixo y
escolhido de forma a passar pelo ponto mais baixo P e o eixo x escolhido a unidades

de medida abaixo do ponto Q).

P |
©.2 |
|
|

Figura 4.2: Elemento do cabo

— —

Sejam H a tensao do cabo no seu ponto mais baixo (tangente a curva no ponto P), T’
é

a tensao do cabo no ponto @) (tangente a curva no ponto @) e V' o peso por unidade

ﬂ
de comprimento (vertical, paralelo ao eixo y), ver figura 4.3. Denominamos H = ’ H

— —
T=‘T eV=‘V

Y

o mé6dulo (comprimento) destes trés vetores (conforme figura

4.3). Agora a tensao T pode ser decomposta em termos de uma componente vertical
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e um horizontal, T'sen 8 e T cos 8, repectivamente.

¥§m L I

Figura 4.3: Forcas sobre o cabo

Por conta do equilibrio estético temos que
- = = —
H+T+V=20.
— — —
Como H = (—H,0), V =(0,—-V)e T = (T cosf, T send), podemos escrever
H=Tcosf eV =Tsinf

Divindindo a segunda equagao acima pela primeira, temos

T send B Vv
Tcos H
ou
tanf = —
an 7

Esta equacao pode ser trabalhada em laboratdérios de matemética e permite rela-
cionar o peso do cabo com a sua tensao, bastando para isso medir o dngulo # em
alguns pontos. Esta é uma forma de se trabalhar com a curva da catendria de modo
puramente geométrico. A equacao também tem um carater interdisciplinar, pois
relaciona geometria e fisica de modo simples e contextualizado.

A equacao acima serve como modelo tanto para a forma de um cabo flexivel,
como para um cabo telefonico pedurado sobre seu préprio peso, quanto para os
cabos que suportam pistas de uma ponte pénsil. Essa equacao é abordada em nivel
superior, sendo tratada como uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem

que, quando resolvida, leva a equacao da catenéria.



CAPITULO 4. APLICACOES 24

Vamos analisar os elementos que fazem parte da equacao da catendria, sem fazer
a sua demonstracao formal, uma vez que esta demonstragao nao podera ser realizada
no Ensino Médio.

Consideremos uma corrente supensa, pendurada entre dois pontos, como na

figura 4.4:

Figura 4.4: Corrente

Suspensa

Vamos supor que a corrente é flexivel, tem densidade uniforme e a distdncia do
ponto mais baixo da corrente ao solo é a. Escolhendo o sistema cartesiano sugerido
pela propria figura 4.4, podemos determinar as coordenadas (x,y) de cada ponto da

corrente e relacionar as mesmas por meio da equacao

y = acosh (E) .
a

Supondo que a distdncia entre os pontos de sustentacao da corrente é 2r e que a

distancia desses ao solo é p, temos a catendria ilustrada na figura 4.5

Figura 4.5: Catendria y = f(z) = acosh (£)

O problema de descrever matematicamente a forma da curva formada por um fio
suspenso entre dois pontos e sob a acao exclusiva da gravidade foi proposto por

Galileu Galilei, que propos a conjectura de que a curva fosse uma parabola. Aos 17
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anos de idade, Huygens mostrou em 1646 de que a conjectura de Galileu era falsa.
Em 1690, Jakob Bernoulli relancou o problema & comunidade cientifica. A resolugao
do problema foi publicada independentemente em 1691 por Leibniz, Huygens e o
préprio Bernoulli.

As variagoes da catendria podem ser obtidas por translacao vertical da curva.

Neste caso uma catendria é o grafico de uma funcao real cuja expressao é

f(z) = b+ acosh (g) :

sendo b um nuimero real positivo a ser somado (transladando a catendria b unidades
para cima) ou subtraido (transladando a catendria b unidades para baixo).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1 Uma linha de telefone é pendurada entre dois postes separados a 14

m na forma de catendria de equagao y = —154 20 cosh (5”—0), onde x ey sao medidos

em metros. Seja s a reta tangente & curva quando ela encontra o poste a direita.
a) Encontre a inclinagao da reta s.

b) Encontre o dngulo agudo 0, que forma a reta s com poste a direita.

— 1 — f
28765422 ] 12 34 356 7 809

Figura 4.6: f(z) = —15+ 20cosh (%), z € [-7,7]

Solucao

a) Este problema poderia ser resolvido facilmente com o uso de derivada. En-
tretanto esse conceito nao é abordado no Ensino Médio. Desta forma vamos usar
recursos visuais com o auxilio do winplot e conceitos que os estudantes do Ensino

Médio conhecem.
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Como o poste estd a 7m & direta da origem, esse valor é a coordenada do ponto

x. Para determinar y vamos substituir na equacao da catendria.

o
— —1542 h(—)
Y + 20 cos 50

7
= —15+20cosh | —
Y + 20 cos (20>
y ~ —15421.23

6.23

<
12

Logo, as coordenadas do ponto de encontro da catendria com o poste a direita sao
r="Tey~6.23.
Considere que a inclinacao da reta s é m. Entao s é a reta que passa pelo ponto

(7,6.23) e tem equagao

y—y = m(z—zo)
y—623 = m(z—"7)
y—623—mx+7Tm = 0

y—mzr—6234+Tm = 0 (4.1)

Estamos interessados em deteminar o valor de m. Como nao vamos usar derivadas,
a ideia é construir uma reta passando pelo ponto (7,6.23) que seja tangente a curva
da catendria nesse ponto. Essa construcao nos dard uma aproximacao do valor do
coeficiente angular m. Para determinar esse valor aproximado de m os alunos farao
uso o winplot e escreverao a equagao da reta (4.1) atribuindo valores ao parametro

m.
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M

Figura 4.7: Reta tangente com parametro

m=20

27

Na figura 4.7 equacao da reta aparece com o pardmetro m = 0 e o desenho da

mesma estd paralela ao eixo x, nao formando assim a reta tangente desejada. Os

alunos deverao mudar o pardmetro e observar o comportamento da reta.

Para

que a atividade nao se torne cansativa, devemos deixar os alunos testar alguns

pontos e sugerir outros. Nesta sugestao deverd constar o pardmetro correto, que ja

teremos encontrado com antecedéncia usando derivadas. Podemos sugerir m = 0, 35

em=—0,35.

1
T
2] 123

-2+

34

Figura 4.8: Reta tangente com parametro

m= —0.35
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Observe que a figura 4.9 apresenta a reta procurada.

| | I} Il Il l ] ] Il J
T T T T T T T T T T T T T T T T
VR TE S A3 2,112 35 6 TE

=
21

Figura 4.9: Reta tangente com parametro

m = 0.35

Os alunos poderao comprovar que o valor do parametro m é realmente o coeficiente
angular procurado, basta aplicar a razao trigonométrica tangente. Na figura 4.10
temos cateto oposto medindo aproximadamente 6.23cm e o cateto adjacente medindo

17.9¢cm.

*‘/_ﬁj : T T T T T T T f f f
—10—9—3—?—6—5—4—3—2—'_1__123455'.-'89

-
i

Figura 4.10: Cateto Oposto e Cateto adjacente ao
angulo 3
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Devemos salientar que o valor encontrado é apenas uma aproximacao e 0 recurso
visual nos dd uma base. Apenas o recurso algébrico nos fornece o valor correto, que
¢ um ntdmero irracional.

b) Para resolvermos o item b), basta usarmos uma calculadora cientifica e deter-

minar a inversa da tangente.

arctan(0.348) ~ 19.19°.

O angulo encontrado, corresponde ao dngulo que forma a reta s e o eixo x. O
enunciado quer que determinemos o dngulo que forma a reta s com o poste a direta.

Logo, 6 é (aproximadamente) o d&ngulo complementar [3:

0 ~ (90°—19.19°)

SS
1

70.81°

Exemplo 4.2 Considere as fungoes f(x) = cosh(x) e g(x) = 2senh(z).

a) Use o software winplot para esbogar o grdfico das duas fung¢oes em um inico
sistema cartestano.

b) As fungoes dadas se interseptam em algum ponto? Justifique sua resposta. Em

caso afirmativo, encontre as coordenadas do ponto de intersec¢ao das duas funcoes.

Solucgao:

a) Para este item os alunos deverao abrir o Winplot e desenhar os gréficos. O
procedimento para construcao do grafico se encontra no tutorial sobre o Winplot no
apéndice.

b) Sim, podemos ver claramente essa intersecgao no esbogo do gréfico das duas

fungoes, conforme figura 4.11. Nesta questao o professor deverd incentivar o aluno



CAPITULO 4. APLICACOES

a encontrar a interseccao pela observacao dos gréficos.

30

—
[ I o

Figura 4.11: Interseccao de 2 senh (z) com cosh(z).

Ao movimentar o mouse sobre o ponto de interseccao as coordenadas do ponto

aparecerao na tela, ver figura 4.12. Basta anotar os valores encontrados.

0.550556 . 15174)

Figura 4.12: Ponto de intersecgao.
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Para determinar as coordenadas do ponto de interseccao o aluno deverd utilizar
as defini¢oes de senh () e cosh(x) e resolver a equagao formada. Segue a resolucao
esperada pelos alunos.

Como buscamos a interseccao vamos igualar as duas funcgoes. Temos

flz) = g(z)

coshx = 2senhz

e’ +e =26—€
2 2

e +e™ = 2 (ew — e_m)

3
—e"+— =0
ew
e 4+3 = 0

e = 3

In(e*) = In3

2xzlne = In3
2v = In3
In3
r = —
2
r = 0,55

Substituindo o valor de x encontrado acima, na funcao dada, temos

f<ln73> = cosh <h173>
(5 = 1

Substituindo em g(x) obtemos o mesmo valor.

1
g (n_3> = 2senh (ln_?))
2 2
In3
— | = 1,155
o(5) =1
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Portanto, as coordenadas do ponto de interseccao das curvas sao (M cosh (%)) =

2
(0,55;1,155)

Exemplo 4.3 Sabendo que cosh(z) = 2, determine:
a) O wvalor de senh (x).
b) O valor de z.

Solucgao:

a) Exemplos similiares a este sao bastante usuais no Ensino Médio quando abor-
damos as razoes trigonométricas, pois através deles os alunos podem trabalhar a
identidade fundamental da trigonometria sen? x + cos? = 1.Tendo em vista que as
fungoes hiperbdlicas sen h(x) e cosh(z) se assemelham as trigonomeétricas, pois sa-
tisfazem a idententidade cosh? 2 —senh ?(x) = 1, podemos utilizar o mesmo raciocinio

para a resolucao.

cosh?x —senh?(z) = 1
169
hi(z) = —1

senh “(x) 57

144

hi(z) = ——

senh “(x) 5%
12
senh (z) = :I:g

Como a fungao cosh(z) é uma funcao par, entao sao dois os valores de x para os

quais cosh(z) = 2. Se z > 0, entdo sen h(z) = 2. Se x < 0, entdo sen h(z) = —2

5
b) Como

13 12
cosh(z) = — e senh (z) = £—,
) )
Temos que
e*+e ™ 13 et—e’" 12
2 5 2 )

Somando as duas equacoes, membro a membro, obtemos

13£12
5

T
e =

Logo
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(1312
= In
. 5

¢ = In(5) oux:ln<é>:—ln(5)

4.2 Aplicacoes das funcgoes hiperbdlicas com a uti-
lizacao do conceito de derivadas

Algumas propriedades algébricas das funcoes hiperbdlicas sao simalares as das

fungoes trigonométricas. Por exemplo,

d
e (cosh(z)) = senh(z).

T

De fato, temos que - e = g e**. Logo,

% (cosh(z)) = % (e —;e_ > S _26_ = senh(z).

De modo anélogo,
4 (senh(z)) = cosh(x)
dz B

d 2
%(tanh(x)) = sech®(x)

Conhecendo as derivadas das funcoes hiperbdlicas podemos resolver varios problemas

geométricos e de aplicacao.

Exemplo 4.4 Determine a equagio da reta t, tangente a curva y = cosh(z), no
ponto (1,cosh(1)). Em sequida, com auzilio do Winplot, faca um esbogo da curva e

da reta t.

Solugao: A inclinagao m da reta tangente & curva no ponto de abscissa r = 1

¢ a derivada da fungao y = f(x) = cosh(z), neste pénto. Como

d
I (cosh(z)) = senh(z),
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entao a inclinacdo m = senh(1) = # A equacao de t é

y —cosh(1l) = senh(1) (z — 1)

e—e ! et+e !

— 1
Y 2(3; )+2

e—e ! —1
y = ( 5 ):r—l—e
e—e ! 1
- ()

O esboco da curva e da reta t pode ser visto na figura 4.10.

Figura 4.10: Reta tangente a curva

y=cosh(x)
Voltamos a parte a) do exemplo 4.1, agora utilizando derivadas. Temos

y = —15+ 20cosh (%)

i d%c (15 -+ 20 cosh (2%))
- % (15) + d% (20 cosh (2%))
= (20 senh (%)) (2—10)

= senh (%)

34
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Como x =17,

Y om (i)
20
—= ~ (,3571

Substituindo o valor de x encontrado acima, na fungao dada, temos

In3 In3
/ (7) = cosh (7)
In3
f(T> 1,155

Substituindo em g(x) obtemos o mesmo valor.

1 1
g (%3) = 2senh (%3)
In3
— 1,1
g( 5 ) , 195
In3,

Portanto, as coordenadas do ponto de interseccao das curvas sao (— cosh (%)) =

92
(0,55;1,155)

12

12



Capitulo 5

Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como objetivo principal apresentar uma forma de abor-
dagem das fungoes hiperbdlicas para estudantes do Ensino Médio. O mesmo pro-
porcionou o desafio de transformar uma linguagem académica e mais formais em
uma linguagem rotineira e mais comum aos alunos do Ensino Médio, por meio do
uso de recursos tecnoldgicos e algébricos. Nos capitulos que se seguiram foram apre-
sentados exemplos que facilitaram a compreensao e transformacao das linguagens.
Para esses exemplos foram apresentadas algumas solugoes que servirao de sugestao
para os professores que tiverem acesso a esse trabalho possam usé-lo na integra ou
como apoio para clarear ideias e aprimorar as solucoes dadas. Destacamos também
o uso das fungoes hiperbdlicas com outras componentes curriculares, como a fisica,
facilitando assim ao professor de Ensino Médio a interdiciplinaridade, conceito esse
que faz parte da rotina do professor, mas com conteidos, por vezes, de dificil articu-
lacao. Apresentamos também, de maneira formal os conceitos de fun¢ao hiperbdlica,
utilizando derivadas, dando assim ao leitor, uma abordagem académica ao trabalho.
A utilizacao de softwares gratuitos como o winplot, pode tornar as sugestoes de
solucoes apresentadas mais proximas da realidade dos alunos, e ainda proporcionar
ao leitor, que tenha pouca intimidade com o software, a oportunidade de conhecer
a ferramenta por meio das ilustragoes que foram apresentadas no apéndice. Essa
parte do trabalho é de suma importancia ao professor de Ensino Médio, pois ele
pode aproveitar o exposto como sugestao para aprimorar e tornar as suas aulas

mals atrativas.

36
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Esse trabalho pode servir como apoio a professores de nivel superior também,
pois 0 mesmo apresenta uma abordagem geométrica que facilita a compreensao de
conceitos, como o da catendria, que sao muito explorados em cursos de engenharia.
O desafio de tornar as aulas de matemadtica acessiveis sem que as mesmas percam
a elegancia é enfrentado por cada docente de diferentes modos, procuramos nessa
dissertacao apresentar sugestoes de solugoes que podem ser enriquecidas de acordo
com o olhar e objetivo de cada leitor, oportunizando a compreensao do estudante,

que € o objetivo principal.
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Neste apéndice apresentaremos um pequeno tutorial de uso do Winplot. A
intencao é descrever os passos de construcao de curvas, segmento e regioes que
serviram de ilustragao para este trabalho de dissertacao. Para mais detalhes sobre a
utilizagao do Winplot em construgoes nao vistas neste trabalho, como por exemplo
animacoes e figuras em 3D, sugerimos os tutoriais dados em

https://www.ime.unicamp.br/~marcio/tut2005/winplot /043808 Gregory.pdf

http://www.mat.ufpb.br/sergio/winplot /winplot.html.

O Winplot é um aplicativo gratuito e executdvel. Isto permite a sua utilizacao
em maquinas simples ou até mesmo no espaco de PenDrive. Esta é uma poderosa
ferramenta no ensino de matematica, tanto de nivel médio, quanto de nivel superior.

Em qualquer das atividades descritas abaixo o primeiro passo é clicar em "janela"e
em seguida "2-dim".

Janela Ajuda

4] semnomet - O X
Arquive Equagdc Ver Mouse Um Dois  Anim
Outros
37
1.....
X
-4 -1 -2 -1 1 2 3 4

Figura Al: Janela 2-dim

A - FUNCOES EXPLICITAS: Vamos comecar esbocando gréficos de funcoes
dadas explicitamente por uma equagao da forma y = f(x). Clicando em "equagao"sera
aberta uma janela com vérias opcoes. Clicamos na primeira opcao "1.Explicita".

Uma nova janela se abrird e serd oferecida uma funcao f(z) = 2 sen(z). Devemos
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apagar esta expressao e digitar a expresao da funcao que querermos ver o grafico.
Os gréficos de outras fungoes (explicitas ou nao, segmentos, pontos, etc) podem
ser colocados no mesmo plano cartesiano, basta clicar em "equacao'e digitar a ex-
pressao de uma nova funcéo. E possivel, na mesma janela onde se digita a expressio
da fungao, escolher o intervalo de definicao da fungao, a cor do gréafico e a espessuma

da linha da curva.

Janela Ajuda
'J_‘} semnomel = O
y =1 X
Arquive Equacdo Ver Mouse Um Dois  Anim
Outros flx] = lm
y [ travar intervala tomar periddica [
i xmin |5.00000
24 xméx |5.00000
1 -
x
I f f t f f t t f espessura da linha IT_- densidade de platagem |1_-
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1t cor I ajuda | | ok | cancelar I

Figura A2: Equacao Explicita

Tlustramos com as fungoes f(z) = 2° e f(x) = 2.

U Winplot

Janela Ajuda

i scemnomel = (|
inventario [semnomeT]
Arquivc Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim
¥y = x*2
Qutros
¥
31?3
2
1T < >
I } } } } } } } f— editar I apagal dupl | c-:piarl tahelal familial
= = ) = 5
=4 3 - 1 1 - 3 5 gra'ﬁc:ol equal;:Enl nnmeI derivar | web | fechar I

Figura A3: Eshoco de varios graficos no mesmo plano
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B - FUNCOES IMPLICITAS: Para o esboco de curvas dadas implicitamente
clicamos, depois de "equagao, em "3.Implicita". Devemos apagar a equagao xx +
yy = 13 e digitar a equacao que desejamos. Novamente podemos escolher a cor da
curva a ser esbocada, a espessura da linha e uma restricac sobre a variacao de x ou
de y.

A Tlustracdo da figura A4 contém o esboco das curvas 22 + 42 =4 ey = x.

i winplot

Janela Ajuda

§4] semnomet - O X

Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um Dois  Anim
Outros

< >

} } } t ! } i } } editar I apagar' dupl I copiar | tabela | farnﬂial

gréﬂca] equacéol nomel derivarl web | fecharl

Figura A4d: Equacoes Implicitas

A qualquer momento podemos, depois de "equacao", clicar em "Inventédrio"e

redefinir as funcgoes e as caracteristicas escolhidas para a curva.

C - PONTOS: Conhecendo as coordenadas cartesianas ou as coordenadas po-
lares de pontos, podemos representd-los no plano cartesiano. Depois de clicar em
"equagao"vamos até a quinta linha da janela. Clicamos em "Ponto". Uma nova
janela se abrird para que possamos escolher entre as coordenadas cartesianas (z, y)
ou as coordendas polares (r,t) . E possivel também pedir uma lista de pontos. Escol-
hida, por exemplo, a op¢ao (z,y) devemos apagar as coordenadas 2.54 e pi/3 . Em
seguida podemos digitar as coordenadas do ponto que desejamos ver representado
no plano cartesiano. Na mesma janela podemos escolher o tamanho e a forma da

representacao do ponto.
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[ustramos na figura A5 os pontos P = (—1,2) e @ = (2, 3). Para identificar os

pontos seguimos o procedimento descrito em G.

J_J Winplot
Janela Ajuda
J_,I semnomel — O X )
inventaro [semnomel]
Arquivo Equacdoc Ver Mouse Um Dois Anim
(x,v) = (-1,2)
Qutros
¥
_-t--
Q
3+ ]
P
* 2r < >
14 editar | apagail dupl l Cﬂpiall tabela | familial
X gréﬁcol equaq:ﬁn| mmel -'J-;:u\:-'::rl web I fechar |
I } } } } } t } }
= e
—4 3 2 1 , 1 2 3 4 ponto (xy) X
%= |ERaL
y=|pi/3

tamanho do ponto |2 " sdlido " circulo

[ &ncoras I

ok I c:anc:elarl

cor | ajuda |

Figura A5: Pontos no plano

D - SEGMENTOS E RETAS. As sexta e sétimas linha da janela "equacao"
oferecem o esboco de segmentos de retas e retas, respectivamente. Para o esboco de
segmentos devemos escolher os extremos. Para o esbogo de retas devemos escolher

os coeficientes a, b e ¢ da equacgao ax + by = c¢. Caracteristicas como espessura, cor

e variacao de z podem escolhidas na mesma janela.
Partindo dos pontos esbocados no procedimento C, ilustramos o segmento de

reta com extremos em P = (—1,2) e @ = (2,3), na figura A6. Ilustramos também
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a reta r — 2y = 3, na figura AT.

U Winplot
Janela Ajuda
£ cemnomet = 0
Arquivo Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim
Outres
¥ Q
3'/
P
/;—
14
X
1 Il | 1 l ~
1 T I t T
-2 -1 1 2 3

42

entano [semnome|

x,¥) = (-1,2)

(x,vy) = (2,3)

< >

editar I apagatl dupl | Cz:lpiall ‘-':L"l',"-:\I famﬁia‘

gréfrcal aqua;ﬁal nome | defiva web | fechar ‘

segmento X

Wl =

-1
yl=|2
#2 =2
y2=13

espessura da linha Iﬂ

pontos [

& séida ¢ pontihade © tracejado
setas: (&' paphum  pl © p2 © ambas
tamanha da seta [pixels) IT

| ok I canc:e\arl a’pda]
Figura A6: Segmentos
4 Winplot
' inventarioc [semnomel]
Janela Ajuda
:I'_J sermnomel = O
Arquive Equacdo Ver Mouse Um Dois  Anim
Outros
¥
1T
< >
. . . I/ editar I a:lagall dupl | caopiar | "Jtl'f:-iII familial
T ] J T
=1 1 3 3 4 aréfico l equa;ﬁol nomel derivar ’ web I fechar |

reta ax+ by = ¢ X

a= |1
b= |2
c= [3

espessura dalinha |4 cor |

® sdlido ¢ pontihado © hacejado

ok I cancelarl

ajuda |

Figura AT: Retas no Plano

E - REGIOES DO PLANO: Regioes do plano podem ser delimitadas por cur-

vas dadas implicitamente ou explicitamente. Para destacar (hachurar) uma regiao
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do plano, que estd delimitada por curvas definidas explicitamente, devemos clicar
na décima segunda linha da janela "equagao", em "Desigualdades explicitas". Uma
janela se abrira para que possamos escolher hachurar uma regiao acima ou abaixo de
uma dada curva. Na mesma janela podemos escolher uma regiao entre duas curvas.
Depois de feita a escolha do intervalo ao qual deve pertencer o valor de x e a cor
que ird destacar a regiao, devemos clicar em "sombrear".

A ilustracao da figura A8 é da regido do plano entre as curvas explicitas y = 22
ey =2.

Janela Ajuda ‘ =
y = x"2

j’_'] semnomel - O X

Arquive Equagdo Ver Mouse Um Dois  Anim
Outros

< >
edilar | apagarl dupl | copiar | tabela I farnilia |
arafico I equan;ﬁo‘ nome | derivar I web | fechar |

" acima " abaixo
= ]
&~ ere
= g
W wintervalo def abaixo
esquerdo |-sqrt[2]
direito Isqt[2]

ool | [~ intersec3a  sombrear l
Ieme{u=x*2:y=2} ;I

deletar um | deletar todos |

Figura A 8: Regioes Explicitas do Plano

No caso de regioes delimitadas por curvas implicitas devemos clicar na décima
terceia linha da janela "equagao". Uma nova janela se abrird e nela é apresentada
a relacao de equacoes implicitas digitadas em "3.Implicita". Depois de clicar em
uma das equacoes da lista, por meio dos simbolos de deseguindas < ou >, devemos
escolher a regiao a ser destacada.

Na figura A9 ilustramos a regidao do plano abaixo da curva 22 + % = 4 e acima
da curva y = 2. Para obter esta regiao clicamos na equagao 2% + y* = 4 (para

seleciond-la) e em "mudar = para <". Clicamos em y — 2 em "muda=para >".
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Em seguida clicamos em "interseccao". Para finalizar destacamos as duas primeiras
desigualdades e em "deletar". Desta forma ficamos somente com a regiao pretendida

em destaque.

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois Anim

| XX+yy=4

< >

Qutros

rudar = para ¢ l mudar = para > |

intersegdo (Xx+yy<4; v>x)

w4 M

= >
sechn I gidfico I deletar

& sombrear

" centréide

inventario [semnomel]

XX+yy=4

<

editar I apaga;l dupl I copiar | abiela | Ia‘nil]al

Figura A9: Regices Implicitas do Plano

F - TEXTOS: Podemos escrever texto e equacoes no mesmo plano cartesiano
que recebe o esbogo de curvas. Para tanto basta clicar em "Mouse". Na segunda
linha da janela que se abrird devemos clicar em "Texto". Para digitar um texto ou
equacao devemos clicar com o lado direito do mouse, sobre o plano. Uma janela se
abrird. Na primeira linha desta janela deve ser digitado o texto. As caracterisicas
do texto podem ser escolhidas nas demais linhas da mesma, janela. E possivel clicar

sobre o texto e arrastd-lo para qualquer posicao do plano.
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Na ilustracao baixo o texto a expressao das curvas esbocadas.

Janela Ajuda
ﬂ Emne B3 [
Arquive Equagdo Ver Mouse Um Dois  Anim Outros
A
=Y Reta yv=2x
—ﬁm@ g
1 1 L 1 L 1 L
1 N T T T 1 T ]
-4 =3 -2 -1 1 2 3 4
iy S
—3 4
nventario [semname3] editar texto

ligar testo &

O quadro @ diagrama " outio

[ fundo opaco

I~ Fifen -> tago ASCII [150 [ ol w0 ko
< | | I | | >| angulo [em graus) ]0_
editar apagaf dupl copiar tabela familia i IT' SR

qréﬁcol eqmo'!’aa] nornel darivall web | fechar |

Figura A 10: Legendas

G - FIGURAS E SIMBOLOS: Qualquer parte de um arquivo no formato
PDF pode ser recortada e colada no plano cartesiano do Winplot que estd sendo
utilizado para o esboco de curvas. Para tal devemos abrir o arquivo PDF no software
Adobe. No Adobe clicamos em "Editar"e, na janela que se abre, clicamos em "Tirar
um Instantaneo". Escolhemos a parte do arquivo que queremos copiar e colar. No
Winplot clicamos em "Mouse"e, na quinta linha, clicamos em "Colar". Em seguida
clicamos com o lado direito do mouse sobre o plano cartesiano. A parte do arquvio
copiada no Adobe sers colada no plano. E possivel clicar sobre a figura ou simbolo
colado e arrastar até o local do plano que desejamos.

Na ilustragao abaixo foi colada a figura de uma corrente suspensa, copiada de
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um arquivo PDF como descrito acima, sobre o plano cartesiano.

lanela  Ajuda

u semnomed

Arquivo Equacdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros
Arrastar box BE Recentr zoom BD
Texto
Trajetorias
Coords XY BE
Colar

Texto avaliado

Desenhar

Apagar desenhos

Ajuda

Figura All: Figuras sobre o plano

H - MUDANCA DE ESCALA: Clique em "janela"e "2-dim", clique em

"Ver". Um nova janela se abrird e, na nona linha, clique em "Grade". A janela A12
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aparecera.

_‘J Vinplot

Janela  Ajuda

J_'__] semnomed

Arquive Equacdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros

Ver ... Ctrl+V
Zoom >
Maver >
Janela anterior Ctri+L
Enquadrar janela Home
Restaurar Ctrl+R
Redesenhar F5 grade
Redesenhar implicitas Fiome G Ca Oy Clpelx
Grade ... Ctri+G ¥ maicas ¥ setas [ pontes ¥ rétulos
Ebs > tamanho da marca W
Ajuda intervalo  escala decimais  freq  pi
xffomoon ¥ o 1 I
—t+—+—+—+—+—+—+—+—1—+—+—+—+—+—|yffommn ® 8 [ I
-9 -§ -7 6 -5 4 -3 =2 - 1 2 3 4 5 |L— - -
-1+ escalasobre: (% epos ( quadio
=27 orade [ setores polares
R I retangular
_4__
54+ | aplicar l fechar

Figura A 12: Mudanca de Escala

Na linha destinada a varidvel z, apague os valores dados e substitua conforme a

tabela abaixo.
Intervalo escala decimais freq Pi

0.5 % pi v/ 0 1
Como o intervalo no eixo y varia de —1 até 1, seguro o cursor na borda inferior

da plano e dimua verticalmente o plano.

Caso queira a marcacao no eixo a cada intervalo de comprimento %, basta

digitar 0.25x* pi na tabela acima. Pode também ser digitado na forma pi/2 ou pi/4.

Alteracao andlogas podem ser feitas também no eixo y.



Referéncias Bibliograficas

[1] FLEMMING, DIVA M; GONCALVES, MIRIAN B. Calculo A: Funcoes, limite,

derivacao e integragao. Pearson, Prentice Hall, Sao Paulo, 2006.

[2] LEITHOLD, L. O Célculo com Geometria Analitica. 3* ed. Sao Paulo. Harbra.
1994.

[3] SHERVATOV, V. G. Hyperbolic Functions. D. C. Heath and :Company Boston,
1966.

[4] FIGUEIREDO, D. G; NEVES, A. F. Equagoes diferenciais aplicadas. 3. ed. Rio
deJaneiro: IMPA, 2008

[5] ZILL, D. G. Equagoes diferenciais com aplicagoes em modelagem. 9.ed. Cengage

Learning, Sao Paulo, 2011.

[6] ALLADAS, N. C. Fungoes hiperbdlicas no Ensino Médio (Dissertagao de
mestrado, (UENF), Rio de Janeiro, 2013.

[7] Referencial curricular: https://pt.slideshare.net /TatyBorges1 /referencial-

curricular-ensino-mdio-mato-grosso-do-sul, acessado em 21/02/2019

48



