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Resumo

Esta dissertacao propoe uma sequéncia didatica para o ensino de construgoes geométricas
de poligonos regulares na circunferéncia e suas relagoes de inscri¢do e circunscri¢do com

o uso do software chamado GeoGebra.

O trabalho apresenta as construgoes de quatro poligonos regulares na circunferéncia,
iniciando pela construcao de um pentagono regular e, posteriomente, as construgoes do
triangulo equilatero, quadrado e hexagono regular. Além das construgoes, foi aplicado
uma Sequéncia de Comandos e Questionamentos (SQC) cuja intensao era conduzi-los as

relagdes de inscrigao e circunscrigao dos poligonos regulares na circunferéncia.

Palavras-chaves: GeoGebra, Construgoes Geométricas, Poligonos Regulares, Inscrigao

e Circunscricao.



Abstract

This dissertation proposes a didactic sequence for the teaching of geometric constructions
of regular polygons in the circumference and their relations of inscription and circums-

cription with the use of the software called GeoGebra.

The work presents the constructions of four regular polygons on the circumference, be-
ginning with the construction of a regular pentagon and, later, the constructions of the
equilateral triangle, square and regular hexagon. In addition to the constructions, a
Sequence of Commands and Questions (SQC) was applied whose intention was to con-
duct them the relations of inscription and circumscription of the regular polygons in the

circumference.

Key-words: GeoGebra, Geometric Constructions, Regular Polygons, Inscription and

Circumscription.
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Introducao

Um dos maiores desafios da educacao para os professores sempre esteve na maneira
como abordamos os contetdos, desde o assunto mais simples até o mais complexo e
abstrato. Ao desenvolver um determinado plano de ensino, busca-se pensar primeiramente
nos objetivos a serem atingidos e, desta forma, desenvolver estratégias e agoes que deverao
ser tomadas para que se obtenha um resultado adequado na aula. O resultado adequado
de uma aula pode ser alcangado quando ao final dela, o professor, perceber nos seus
alunos o conhecimento fluindo nos seus comentarios. A forma como eles se referem ao
assunto, se com entusiasmo ou indiferenca, as palavras proferidas por eles, as atitudes
apresentadas durante a execucao das atividades e o desempenho apresentado pelos alunos

sao os indicativos de que o processo de ensino aprendizagem estd sendo ou nao efetivo.

A maneira como os contetidos devem ser abordados é estabelecida/direcionada por
documentos oficiais como a Base Nacional Comum Currilar (BNCC). Na BNCC (BRASIL,
2017) aprovada recentemente em 2017, estdo as referéncias curriculares nacionais que

deverao ser implementados por todas as redes publicas e privadas até 2020.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de cardter
normativo que define o conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e
modalidades da Educacao Béasica, de modo a que tenham assegurados
seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com
o que preceitua o Plano Nacional de Educacao (PNE). (BRASIL, p7.)

Na BNCC (BRASIL} 2017), o Ensino Médio estda dividido em quatro areas do
conhecimento: Matematica e suas tecnologias, Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas,
Ciéncias da Natureza e suas tecnologias e Linguagens e suas tecnologias. Cada area do
conhecimento estd dividida em unidades tematicas onde sao descritas as competéncias
e habilidades que devem ser desenvolvidas em cada assunto de forma que estejam mais
proximas da realidade dos alunos e aliado ao uso de tecnologias. Além disso, ela sugere
que as aulas sejam planejadas de forma que as distintas areas do conhecimento e também
suas unidades tematicas se relacionem fazendo com que os alunos percebam as conexoes

existentes entre elas.

A Geometria é uma das unidades tematicas da Matematica muito importante e
bela pelo seu aspecto visual perfeito que encanta os olhos do homem a milénios. Milénios
sim, pois o tema abordado nesse trabalho foi publicado a mais de 2000 anos atras e ainda
hoje ensina-se e busca-se abordar esses topicos de Geometria de formas diferentes para

que o entendimento deles sejam efetivos. Precisamente, o conteiido de Geometria tratado
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nesse trabalho foi publicado por volta de 300 a.c. por Euclides em "Os Elementos' (EVES]
2011)).

Levando em consideragao o uso de novas tecnologias sugeridas pela BNCC, e tendo
como referéncias trabalhos de conclusao desenvolvidos por mestres egressos do PROF-
MAT como (BASTOS| [2014)) e (STRASBURG, [2014]), foi idealizada e implementada uma
sequéncia didatica que faz uso do software GeoGebra (GEOGEBRA| 2019)) com o ob-
jetivo de trabalhar as construgoes geométricas de poligonos regulares na circunferéncia
e suas relacoes de inscricao e circunscricao. O GeoGebra é um software de matematica
que retne Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica
e Calculos Simbdlicos em um tnico pacote. Além de construir os entes matematicos
o software permite manipular esses objetos movimentando e alterando suas dimensoes
de forma que seja possivel testar hipdteses e verificar propriedades gerando uma gama
de possibilidades conceituais e metodologicas a serem desenvolvidas tanto pelos alunos
quanto pelos professores. O novo desperta a curiosidade e aliado a beleza ja explicita
na Geometria gera alguns elementos necessarios para despertar o interesse nos alunos.
Assim, as construcoes geométricas tiveram uma abordagem diferente da tradicional com
o uso da régua e compasso, sendo o uso do GeoGebra o fator motivador e facilitador da

aprendigem de Geometria.

O projeto foi aplicado em uma turma de 3° Ano do Ensino Médio do colégio
Universitario, escola onde atuo como professor de Mateméatica do Ensino Médio e Pré-
Vestibular. O curriculo da escola e a carga horaria estd organizada de forma que todos
os assuntos sejam trabalhados até o final do 2° Ano, ficando para o 3° Ano a revisao
desses assuntos de uma forma objetiva, pratica e contextualizada voltada para o Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) e os principais vestibulares do Brasil. Foi adicionado

a isso um fator potencializador que é o uso de tecnologias.

As construgoes e as relagdes foram desenvolvidas no laboratério de informatica
da escola e, posteriormente, os alunos foram conduzidos a sala de aula para resolverem
problemas envolvendo as relagdes de inscricao e circunscricdo. Apos a resolucao de proble-
mas foi aplicado um questiondrio para avaliagdo dos principais pontos do trabalho cujos

resultados sao apresentados e comentados no relato das atividades.

Os problemas aplicados e as respectivas resoluc¢oes envolvendo as relagoes de inscri-
¢ao e circunscrigao foram relatados no Capitulo 7. No Capitulo 8 esta o relato detalhado
da aplicagdo de cada etapa do trabalho com suas respectivas observacoes e orientagoes.
No final desse capitulo sao apresentados algumas resolugoes dos problemas feitos pelos
alunos, os resultados das avaliacoes dos alunos a respeito do projeto e também consi-
deracoes feitas a respeito de cada questdao da avaliacdo. Por fim, no capitulo 9 foram

desenvolvidas as consideragoes finais do projeto.

O trabalho foi dividido em nove capitulos, onde no Capitulo 1 estdo os objetivos
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gerais e especificos que norteiam o trabalho. Ja no Capitulo 2 foi desenvolvida a fun-
damentacao tedrica onde foram expostos aspectos histéricos, metodoldgicos e conceituais
que foram utilizados para justificar o trabalho. Foi descrito no Capitulo 3 a Fundamen-
tacao Tedérica Matematica onde foram definidos os casos de congruéncia e também os
casos de semelhanca de triangulos, considerados pré-requisitos matematicos e as demons-
tragoes das relagoes de inscrigao e circunscri¢ao dos poligonos regulares na circunferéncia

construidos no trabalho.

Foi apresentado no Capitulo 4 o software GeoGebra e descrito a funcao de cada
ferramenta utilizada nas construcoes e também apresentada a construcao geométrica de
um Pentdgono Regular numa circunferéncia como referéncia para outras construgoes.
Nessa construcao sao usadas todas as ferramentas descritas e necessarias para outras
construgoes, por isso a sua escolha. No capitulo 5 estd a metodologia, ou seja, estao
comentadas as partes como o trabalho foi dividido e executado, sdo elas: Apresentacao
do software e suas ferramentas, Construgoes e determinagao das relagoes, Resolucao de

problemas envolvendo as relagoes e por fim a Avaliacao do projeto por parte dos alunos.

J& o passo a passo de cada construcao geométrica feita apoés apresentacao do soft-
ware foi desenvolvido no Capitulo 6. Nele estao ilustradas a evolugdo de cada construgao
e também as figuras de cada etapa para ilustrar a determinagao das rela¢oes de inscri¢ao
e circunscri¢gao. Para todos os questionamentos foram indicadas as respostas esperadas

durante a aplicacgao.
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Objetivos

Este trabalho tem como objetivo Geral utilizar uma sequéncia didatica para apre-

sentar as construgoes e determinar as relagdes de inscri¢do e circunscricao de poligonos

regulares na circunferéncia utilizando o software Geogebra e uma sequéncia de comandos

e questionamentos. Estabelecer as relagoes de inscricao e circunscri¢ao significa colocar

as medidas dos raios das circunferéncias inscrita e circunscritas em func¢ao da medida do

lado do poligono regular. Desta forma, seguem na subsecao 1.1 os objetivos de aspectos

mais amplos desta proposta e, posteriormente, os especificos.

1.1

1.2

Objetivos Gerais

Destacar a importancia do ensino das construgoes geométricas de poligonos regulares

na circunferéncia e suas relagoes de inscri¢do e circunscricao;

Apresentar e utilizar o software GeoGebra e suas ferramentas para o desenvolvi-

mento de construgoes geométricas;

Propor atividades com uso do software GeoGebra como forma de potencializar o
ensino-aprendizagem das construcoes geométricas de poligonos regulares e suas re-

lagoes de inscrigao e circuncrigdo na circunferéncia;

Utilizar uma sequéncia de questionamentos e comandos para estabelecer as relagoes

entre os elementos de um poligono regular e as circunferéncias inscrita e circunscrita;

Resolver problemas envolvendo inscri¢ao e circunscricao de poligonos regulares na

circunferéncia.

Verificar se metodologia adotada se mostrou clara e eficiente para o entendimento

dos conceitos trabalhados.

Objetivos Especificos

Construir poligonos regulares na Circunferéncia utilizando o software GeoGebra;

Através de uma sequéncia de questionamentos e comandos estabelecer as relagoes
entre os elementos de um Poligono Regular e o raio da circunferéncia inscrita ou

circunscrita ao poligono;

Resolver problemas envolvendo as relagoes apresentadas;
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e Verificar o aproveitamento e aceitacdo da sequéncia didatica adotada através da

aplicagao de um questionario envolvendo questoes quantitativas e qualitativas;
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2 Fundamentacao Tedrica

Segundo (EVES| 2011)) a matemdtica primitiva surgiu no Oriente Antigo como uma
ciéncia pratica para auxiliar e desenvolver atividades ligadas a agricultura e a engenharia.
Como toda atividade ligada a agricultura, houve a necessidade de criar um calendario
aplicavel e um sistemas de pesos e medidas para serem utilizados na colheita e logistica
do que era produzido. Também foram necessarios métodos de agrimensura para a divisao
e irrigacao das terras, através de construcao de canais e reservatérios. Além disso, é claro
que a parte financeira e comercial atrelada ao mercado se desenvolveu para o langamento

e arrecadacao de taxas com propositos mercantis.

Dessa forma, a énfase inicial da matematica ocorreu na Aritmética e na mensuracao
pratica, o que com o aprofundamento e desenvolvimento abstrato originou a Algebra e a

Geometria.

Grandes realizagoes foram feitas nos primeiros trés séculos da matemaéatica grega,
iniciando por Tales (por volta de 600 a.C.) com sua geometria demonstrativa e chegando

ao apice com Euclides (por volta de 300 a.C.) e com a obra "Os Elementos'.

Os Elementos de Euclides sdo, na sua maior parte, uma compilagao al-
tamente bem sucedida e um arranjo sistematico de trabalhos anteriores.
Nao ha duvida de que Euclides teve de dar muitas demonstragoes e
aperfeicoar outras tantas, mas o grande mérito de seu trabalho reside
na selegao feliz de proposi¢des e no seu arranjo numa sequéncia légica,
presumivelmente a partir de umas poucas suposigdes iniciais. (EVES]
2011))

A obra "Os Elementos" (EUCLIDES; [2009) trata de geometria, teoria dos nimeros e
algebra elementar (geométrica)."Os Elementos'é composta de 465 proposigoes distribuidas
em 13 livros e no Livro IV, esta a parte da Geometria que tratamos nesse trabalho. La
estdo apenas 16 proposicoes, onde se discute a construgao, com régua e compasso, de
poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 15 lados bem como a inscri¢ao e a circunscricdo desses

poligonos num circulo dado.

Essa parte da Geometria que trata da inscricao e circunscricao de poligonos regu-
lares na circunferéncia é um assunto estudado h4 muito tempo. E claro que a forma como
foi colocada por Euclides é bem diferente da forma que usamos hoje devido a evolugao de
diversos fatores de linguagens e de outros elementos matematicos, mas a sua esséncia ¢ a

mesma.

A Geometria é uma das areas de maior relevancia da Matematica devida a gama de
aplicagoes no nosso cotidiano e também responséavel pelo desenvolvimento das percepgoes

e pensamentos geométricos espaciais a qual desenvolvemos ao longo da educagao bésica. A
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importancia da Geometria fica evidente, atualmente, na Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL} 2017) que é o instrumento onde estao definidas as competéncias e habilidades
essenciais dos Ensinos Fundamental e Médio. Na BNCC (BRASIL), 2017)), o Ensino Médio
esté organizado por dreas do conhecimento (Linguagens e suas Tecnologias, Matemética
e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas), conforme estabelecido no artigo 35-A da Lei de Diretrizes e Bases (LDB).
Desde que foram introduzidas nas Diretrizes Curriculares Nacional (DCN) do Ensino
Médio de 1998 (Parecer CNE/CEB n° 15/1998), as areas do conhecimento integram dois
ou mais componentes do curriculo, para melhor compreender a complexa realidade e atuar

nela.

A 4rea da Matematica e suas tecnologias é dividida em trés grandes areas: Nu-
meros e Algebra; Probabilidade e Estatistica; e por fim, Geometria e Medidas. Essa
divisao deixa clara e explicita a tamanha importancia da Geometria para o nosso desen-
volvimento. Na BNCC (BRASIL; [2017)), para cada area do conhecimento, sao definidas
competéncias especificas relacionadas a cada uma dessas competéncias, sao descritas tam-
bém habilidades a serem desenvolvidas ao longo da etapa, além de habilidades especificas
de Matematica (LDB, Art. 35-A, § 3°).

O conjunto das competéncias especificas e habilidades definidas da Mateméatica
para o Ensino Médio foram estabelecidas para o desenvolvimento das competéncias gerais
da Educacao Basica e em consonancia as aprendizagens fundamentais definidas para o
Ensino Fundamental. Tendo como objetivo consolidar, aprofundar e ampliar a formacao
integral, aumentando o leque de recursos para resolver problemas mais complexos, que
exijam maior reflexdo e abstracao. Os alunos também devem construir uma visao mais
integrada da Matematica (relagdo que existe entre seus contetidos), da Matematica com
outras areas do conhecimento (identificando as relagoes entre os contetidos da Matematica
com os conteudos, por exemplo, das Ciéncias Exatas e suas Teconologias como fungoes
aplicadas a dindmica na Fisica) e da aplicacdo da Matematica a realidade (por exemplo

Matematica Financeira).

Destacam-se dentre as cinco competéncias descritas na BNCC (BRASIL| 2017)

somente aquelas que serao exploradas no trabalho.

Competéncia 3 - Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimen-
tos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver proble-
mas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e
a adequagao das solugbes propostas, de modo a construir argumentacgao
consistente. (BRASIL} 2017)

Segundo a BNCC (BRASIL, [2017), as habilidades indicadas para o desenvolvi-

mento dessa competéncia especifica estdo relacionadas a interpretacao, construcao de
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modelos, resolucao e formulacao de problemas matematicos envolvendo nog¢oes, conceitos

e procedimentos quantitativos, geométricos, estatisticos, probabilisticos, entre outros.

Para resolver problemas sio indicados, na BNCC (BRASIL, [2017)), trés momentos:
no primeiro, sdo identificados os conceitos e procedimentos que deverao ser adotados; no
segundo, a utilizacao e execucao dos procedimentos e, por fim, no terceiro momento onde
os estudantes vao compatibilizar os resultados com o problema original, comunicando a

solugado aos colegas por meio de argumentacao consistente e linguagem adequada.

Competéncia 5 - Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de di-
ferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias
e recursos, como observacao de padroes, experimentagoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas. (BRASIL,
2017)

De acordo com a BNCC (BRASIL, 2017)), o desenvolvimento dessa competéncia
especifica pressupoe um conjunto de habilidades voltadas as capacidades de investigacao
e de formulagdo de explicacOes e argumentos. Ao formular conjecturas com base em
suas investigagoes, os estudantes devem valida-las através de demonstragoes ou refuta-
las através de contra exemplos, para que o processo nao seja desenvolvido em cima de

argumentos puramente empiricos.

Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudantes
alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens
que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar
conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir argumentagoes.
(BRASILY, 2017

Na atualidade com o forte desenvolvimento tecnologico, a computagao e as TDICs
(Tecnologias Digitais de Informagao e Comunicagao) estao cada vez mais presentes na vida
de todos e nas mais diversas situagoes. Tanto no dia a dia de casas, como no trabalho. Isso
denota o quanto o mundo produtivo e o cotidiano estdao sendo movidos por tecnologias
digitais.

Essa constante transformacao ocasionada pelas tecnologias, bem como sua reper-
cussao na forma como as pessoas se comunicam, impacta diretamente no funcionamento
da sociedade e, portanto, no mundo do trabalho. Certamente, grande parte das futuras

profissoes envolverd, direta ou indiretamente, computacao e tecnologias digitais.

Além disso, a BNCC (BRASIL, 2017)) propoe que os estudantes utilizem tecnolo-
gias, como calculadoras e planilhas eletrénicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamen-
tal até a ampliagdo do uso de TDICs no Ensino Médio. Destacando ainda a importancia
do uso desses recursos tanto para a investigagdo matematica como para dar continuidade

ao desenvolvimento do pensamento computacional.
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Para que esses propositos se concretizem nessa area, os estudantes devem desen-
volver habilidades relativas aos processos de investigagao, de construgao de modelos e de

resolucao de problemas e todas essas etapas, porque nao, associados ao uso de tecnologias.

O uso de tecnologias potencializa muito o processo de ensino aprendizagem. Em
especial o uso dos softwares proporciona melhores condi¢gbes para analisar situacoes e
explora-las de uma forma mais adequada, permitindo representa-las de uma forma mais
clara. Existem muitos softwares que podem ser usados para explorar diversas areas da
matematica. Na area de Geometria tem por exemplo o Cabri-Geometry, o Poly, o Régua
e Compasso, entre outros, (que podem ser acessados via site do EDUMATEC - UFRGS
(GRAVINA, 2008), mas sem duvida na atualidade o GeoGebra se destaca por ser uma fer-
ramenta mais completa e da mesma forma que os demais, um software livre. O GeoGebra
é o que chamamos de TDIC, pois é uma ferramenta que nos ajuda a transformar infor-
macoes em conhecimento . Atualmente, o GeoGebra esta sendo utilizado tanto no meio
académico quanto em diversos ambientes de formagao e aperfeicoamento de professores

de Matematica.

Além de ajudar a tornar atividades mais atraentes aos olhares dos alunos, o soft-
ware permite, durante o desenvolvimento de algumas construcgoes, testar hipoteses e veri-
ficar caracteristicas de determinados elementos geométricos que demanda um tempo que
muitas vezes nao temos disponivel. No Geogebra cada objeto gerado no plano cartesiano
possui uma relacao direta e explicita na interface algébrica do software. A dindmica das
movimentagoes dos objetos na interface geométrica, Figura 1, nos leva a alteragdes ime-
diatas das equagoes, nos permitindo analizar as variagoes algébricas a partir de variagoes

geométricas e vice-versa. Isso gera uma gama de possibilidades tanto tedricas quanto

metodologicas.
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Figura 1 — Interface GeoGebra
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As TDICs devem ser usadas pelos professores como meio para fazer essas conecgoes

entre as informacoes e o conhecimento.

Nao ha davida de que as novas tecnologias de comunicagao e informagao
trouxeram mudangas consideraveis e positivas para a educagao. Videos,
programas educativos na televisao e no computador, sites educacionais,
softwares diferenciados transformam a realidade da sala de aula tradici-
onal, dinamizam o espagco de ensino e apredizagem, onde, anteriormente,
predominava a lousa, o giz, o livro e a voz do professor. (KENSKIL 2007)
p-46

A aprendizagem é um processo importante que requer envolvimento, planejamento
e estratégias que permitam e facilitem a aquisicdio do conhecimento. Com base nessa
perpectiva, o professor passa a ser aquele que tem o papel de fazer uma ponte entre as
TDIC’s e a construgao do conhecimento. Ele deve indicar o caminho, incentivar a pesquisa

e orientar o educando a construir o seu conhecimento.

E necessario que o professor de mateméatica organize um trabalho es-
truturado através de atividades que propiciem o desenvolvimento de
exploragdo informal e investigacdo reflexiva e controle da situagao. O
professor deve projetar desafios que estimulem o questionamento, a colo-
cacao de problemas e a busca de solugao. Os alunos nao se tornam ativos
aprendizes por acaso, mas por desafios projetados e estruturados, que
visem a exploragdo e a investigagdo (RICHARD, 1991 apud GRAVINA;
SANTAROSA, 1998, p. 6) (GRAVINA]| 1998).

A utilizacao do Geogebra tera papel fundamental no projeto, pois é com ele que
serao estabelecidas as construgoes e, a partir delas, desenvolvida uma Sequéncia de Ques-
tionamentos e Comandos (SQC) para determinar as relagoes de inscri¢ao e circunscrigao
de cada poligono regular na circunferéncia. Essa sequéncia foi desenvolvida de acordo com
a evolucao de cada construcao, de forma que a cada passo da construcao o que considera-
mos importante ressaltar, destacar, sugerir e/ou determinar em rela¢do as propriedades
e relagoes, solicitamos o seu desenvolvimento. Essa SQC tera o papel de questionar e

indicar caminhos para a construc¢ao do conhecimento de forma autonoma.

Os questionamentos feitos por (FAINGUELERNT, 2011)) serviram como referén-
cia para o desenvolvimento dos questionamentos feitos na SQC. Fainguelernt (FAINGUE-
LERNT] [2011) a partir de anélises a respeito das obras de artes de seis grandes artistas
brasileiros desenvolveu diversas atividades e questionamentos pertinentes para trabalhar
os aspectos geométricos envolvidos nas obras. Posteriomente ao desenvolvimento das re-
lagoes a partir da SQC, os conteudos foram fixados em sala de aula através da resolucao

de problemas envolvendo as relagoes de inscricao e circunscri¢ao estabelecidas.

No proximo capitulo desenvolveremos os pré requisitos e demonstracoes das rela-

¢oes de inscrigao e circuncrigao dos poligonos regulares trabalhados.
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3 Fundamentacao Tedrica Matematica

O presente capitulo apresenta os casos de congruéncia e também os casos de seme-
lhanca entre triangulos, pois serao utilizados nas demonstragoes das relacoes de inscricao

e circunscricao desenvolvidas nesse capitulo.

3.1 Casos de congruéncia entre triangulos

Existem trés casos de congruéncia entre triangulos:

1. (LAL) - (Lado, Angulo, Lado) - Se dois lados de um tridngulo e o angulo formado
por eles forem respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo e ao dngulo

formado por esses dois lados, entao os dois tridngulos sao congruentes.

A

o
[w]

a C

Figura 2 — Caso de congréncia (LAL) - (Lado, Angulo, Lado)

Em simbolos, o caso citado acima garante que dados os triangulos ABC e A’B'C",
temse A=A, c=c eb=¥b = AABC = AAB'C" , com a correspondencia de
vértices A <> A, B +3 B' e C +» C". Em particular, segue, daf, que B = B, C = ('

ea=adad.

2. (ALA) - (Angulo, Lado, Angulo) - Se dois angulos de um tridngulo e o lado compre-
endido entre eles forem respectivamente iguais a dois angulos de outro triangulo e

ao lado compreendido entre esses dois angulos, entao os tridngulos sao congruentes.
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Figura 3 — Caso de congréncia (ALA) - (Angulo, Lado, Angulo)

Em simbolos, o caso citado acima garante que dados os triangulos ABC e A'B'C’,
temse B=B,C=C"ea=d = AABC = AA'B'C’ , com a correspondencia de
vértices A ¢» A, B <> B' e C + C'. Em particular, segue, dai, que A = A", b=

ec="c.

3. (LLL) - (Lado, Lado, Lado) - Se os trés lados sdo, em alguma ordem, respectiva-
mente congruentes aos trés lados de outro triangulo, entao os dois triangulos sao

congruentes.

Figura 4 — Caso de congréncia (LLL) - (Lado, Lado, Lado)

Em simbolos, o caso citado acima garante que dados os triangulos ABC e A'B'C’,
tem-se a = d, b=V ec=c = AABC = AA'B'C’ , com a correspondencia de
vértices A <> A, B +» B' e C' +» C'. Em particular, segue, daf, que A= A', B = B’
eC =0

3.2 Semelhanca entre triangulos

Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando existe uma correspondéncia
biunivoca entre os vértices de um e outro triangulo, de modo que os angulos em vértices
correspondentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos de lados correspondentes

seja Sempre a mesma.
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kc' kb'
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Figura 5 — Tridngulos Semelhantes

Na Figura 5, os tridngulos ABC e A’B'C" sao semelhantes com a correspondéncia

de vértices A <> A, B> B e C <> C'. Assim, A=A, B=RB,C =" e existe k > 0

AB _ BC _ AC _
tal que £= = 25 = 55 = k.

Tal real positivo k£ é denominado a razao de semelhanca entre os triangulos ABC
e A/B'C’, nessa ordem. Escrevemos ABC' ~ A’B'C" para denotar que os triangulos ABC
e A'B'C" sdo semelhantes, com a correspondéncia de vértices A <> A', B« B' e C < C'

As trés proposicoes a seguir estabelecem as condigOes sucientes usuais para que
dois tridngulos sejam semelhantes. Por tal razao, as mesmas sdao conhecidas como os casos

de semelhanca de triangulos usuais.

1. (AA) - (Angulo, Angulo) - Dois tridngulos que possuem dois angulos internos con-

gruentes sao semelhantes.

A

Figura 6 — Caso de semelhanca AA (Angulo, Angulo)

Se A=A e B=B = AABC ~ AAB(C = & =b ¢ _ |

a’ b

Q)

2. (LAL) - (Lado, Angulo, Lado) - Dois tridngulos que possuem dois lados proporcio-

nais e o angulo entre eles congruente sao semelhantes.
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Figura 7 — Caso de semelhanca LAL (Lado, Angulo, Lado)

SeAd=Ael=5=k=AABC ~AABC = 4=k B=Bec¢C=C"

3. (LLL) - (Lado, Lado, Lado) - Dois tridngulos que possuem os trés lados homologos

proporcionais sao semelhantes.

A

Figura 8 — Caso de semelhanca LLL (Lado, Lado, Lado)

Ses =b=2=k= AABC ~AABC' = A=A, B=BceC=C"

3.3 Poligonos Regulares Inscritos ou Circunscritos em uma Circun-

feréncia

Nas proximas subsegoes sao apresentadas algumas defini¢oes, demonstracoes e as
relagoes de inscrigao e circunscri¢ao de cada poligono regular proposto, ou seja, o triangulo
equiladtero, o quadrado e o hexagono regular. Foram utilizadas nas demonstracoes as
figuras das construgoes desenvolvidas nas atividades. As demonstracoes também estao de

acordo com as ideias que tivemos interesse em trabalhar durante a aplicagao do projeto.

3.3.1 Poligonos Regulares

As defini¢bes e teoremas dessa segdo estao de acordo com (DOLCE; [1993)).
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Definicao 3.3.1. Um poligono convexo é regular se, e somente se, tem todos os seus
lados congruentes e seus angulos internos congruentes. Em outras palavras, um poligono
regular é equilatero e equiangulo.

Teorema 3.3.1. Todo poligono regular é inscritivel numa circunferéncia.

Ou

Dado um poligono regular, existe uma tunica circunferéncia que passa pelos seus

vértices.

Demonstracgao:

Seja ABCD...M N o poligono regular.

Figura 9 — Poligono Regular Inscrito

Pelos pontos A, B, C' tracemos a circunferéncia c e seja O o seu centro. Provemos
que c passa pelos demais vértices D, E, ..., M e N do poligono. Comecemos provando que
D € ¢. Consideremos os triangulos OBA e OCD. Estes tridngulos sao congruentes pelo
caso LAL, pois AB = C'D (lados do poligono regular), OB = OC (raios da circunferéncia)
e considerando o tridngulo isésceles BOC' (angulos da base congruentes) e, ainda, que os
angulos Be C do poligono sdo congruentes, por diferenca decorre que OBA = OCD.
Assim, AOBA = AOCD = OA = OD = D € c¢. De modo anélogo temos que E € ¢
(basta considerar AOCB e AODE), ... M € ce N € ¢, e o poligono ABCD...MN é
inscrito na circunferéncia c. Da unicidade da circunferéncia que passa por A, B e C' sai

a unicidade da circunferéncia que passa por A, B,C, ..., M, N.
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Teorema 3.3.2. Todo poligono regular é circunscritivel a uma circunferéncia.
ou

Dado um poligono regular, existe uma tnica circunferéncia inscrita no poligono.

Demonstragao:

Figura 10 — Poligono Regular Circuncrito

Seja ABC..M N o poligono regular. Em vista do teorema 3.3.1, ele é inscrito numa
circunferéncia c. Seja O o centro dessa circunferéncia. Os lados AB, BC', C'D, ...,N A sao
cordas congruentes de ¢, por isso distam igualmente do centro O. Sendo A’, B',C", ..., N’
os respectivos pontos médios dos lados AB, BC, CD, ....NA, temos OA’ = OB’ = OC",

..., = ON’ (distancia do centro as cordas congruentes) de onde se conclui que O é o centro

de uma circunferéncia p que passa pelos pontos A’, B’, C’, ..., N’. Assim, concluimos que o
poligono regular é circunscrito a circunferéncia p. Em relagdo a unicidade de p, se existisse
outra circunferéncia inscrita no poligono ABC..M N, ela passaria pelos pontos A, B' e C’

e seria, entao, coincidente a p.

Na préxima secao sao definidos os elementos notaveis de um poligono regular.

3.3.2 Elementos Notaveis de um Poligono Regular

Centro de um poligono regular é o centro comum das circunferéncias circunscrita

e inscrita.

Apétema a, de um poligono regular é o segmento com uma extremidade no centro

e a outra no ponto médio de um lado. Ele é raio da circunferéncia inscrita no poligono.
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3.3.3 Triangulo Equilatero

Nesta secao sao apresentadas as demonstragoes das relagoes de inscri¢ao e circuns-
cricao do Triangulo Equiladtero na circunferéncia. No final da se¢ao tem-se a altura do
triangulo equilatero, o raio do circulo circunscrito e o apotema do triangulo em funcao da

medida do lado do tridngulo equilatero.

Inicialmente, considerando, na Figura 11, o tridngulo equilatero BDE inscrito na
circunferéncia cl, veja como obter a relacdo entre a altura BG de medida h do triangulo

equilatero BDE e a medida a de seus lados.

B= 5ﬂ°r'

G

C

Figura 11 — Triangulo Equilatero Inscrito

Na Figura 11, o tridngulo retangulo BGE tendo as medidas dos lados BG = h,
BE =a e GE = £ tem-se, por Pitégoras, que:

2 32 Ao
a —h+(2).

Isolando h,
2
B2 — 2 @
“ Ty
4a®>  a?
R: = — — —
4 4
3a?
R: = —
4
S
= <

Assim, a medida da altura h do tridngulo equilatero em func¢ao da medida do seu
lado a é h = 23,
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Na Figura 12, observe que o segmento DH é a altura relativa ao lado BE.

B

Figura 12 - ABGE ~ ABHA

Para determinar, na Figura 7, a relagdo entre o raio r do circulo circunscrito cl
e o apétema a, do tridngulo equildtero BDE, foi utilizado o caso de semelhanga Angulo,
Angulo (AA) entre os tridngulos BGE e BHA.

Veja que o tridngulo BGE possui os angulos G = 90° (porque BG é altura relativa
ao lado DFE) e E = 60°, o que resulta em B = 30°.

Por outro lado, o triangulo BH A possui os angulos H =90° (porque DH é altura
relativa ao lado BE) e B = 30°, o que implica em A = 60°. Dessa forma, conclui-se
que os tridngulos BHA e BGE possuem os angulos internos iguais a 30°, 60° e 90° e,

consequentemente, seus lados homologos sao proporcionais.

Assim,

= r = 2a,
a

T oa

2

Por outro lado, tem-se que h = r + a, e r = 2a, implica em,

h = 2a,+a,

w
oo_\:' 2
kS
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Além disso, pode-se concluir também que r = %, pois h =1 + a,.

Na Figura 13, determinando o circulo ¢2 inscrito no triangulo, vé-se que o apdtema

do tridngulo equildtero corresponde ao raio R do circulo inscrito, ou seja, R = a,.

B

Figura 13 — Circulo Inscrito c2

Dessa forma, r = %, a, = % eh= aT\/§ Colocando r e a, em funcao do lado a do
triangulo, tem-se que:

ap:

>

Q Wl Wl w| >
Q
o

cn‘%
Wl o
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3.3.4 Quadrado

Nesta secao sao apresentadas as demonstragoes das relagoes de inscri¢ao e circuns-
cricao do quadrado na circunferéncia. No final da secao tem-se a diagonal do quadrado,
o raio do circulo circunscrito e o apétema do quadrado em funcao da medida do lado do

quadrado.

Inicialmente, considerando, na Figura 14, o quadrado BCDE de lado a inscrito na

circunferéncia cl e a diagonal BD de medida d, tem-se por Pitagoras que:

& = a*+ad®
d? = 2d°

d = av2.

Figura 14 — Circulo Circunscrito

A diagonal d do quadrado BCDE, da Figura 14, corresponde ao didmetro de me-
dida 27, onde 7 é a medida do raio do circulo circunscrito ¢l. Assim, como d = av/2 e

d = 2r, tem-se que:

o que implica em,
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Por outro lado, na Figura 15, determinando a circunferéncia ¢2 inscrita no qua-
drado BCDE e tragando o apétema AH de medida a, do quadrado BCDE, fica claro que

o apdtema corresponde ao raio R do circulo inscrito e possui medida igual a metade do

a

lado do quadrado, ou seja, a, = R =

[\

Figura 15 — Circulo Inscrito

Dessa forma, tem-se que as medidas da diagonal do quadrado, do raio do circulo

circunscrito e do apotema do quadrado sao, respectivamente, d = av/2, r = azﬁ ea,=7g.

Todos os elementos estao escritos em fun¢do da medida do lado a do quadrado.
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3.3.5 Hexagono Regular

Nesta secao sao apresentadas as demonstragoes das relagoes de inscri¢ao e circuns-
cricao do Hexagono Regular na circunferéncia. No final da secao tem-se o raio do circulo
circunscrito e o apotema do Hexagono Regular em fungdo da medida do lado do Hexagono

Regular.

Inicialmente, na Figura 16, apresenta-se o hexagono regular BDECFG de lado a

inscrito no circulo ¢l de raio de medida 7.

Figura 16 — Hexdgono Regular 1

Na Figura 17, tragando as trés diagonais BC, DF e EG que passam pelo centro
dividi-se o hexagono regular de lado a em seis triangulos equilateros de lado a, pois todas

as diagonais citadas sao diametros de medida d = 2r, onde r é a medida do raio do circulo.

Figura 17 — Hexdgono Regular 2
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Pode-se notar também que as diagonais BC, DF e EG dividem os angulos internos
do hexagono regular ao meio, ou seja, tem-se triangulos com todos os angulos internos de
medida 60°. Portanto, todos os lados dos triangulos possuem a mesma medida a, ou seja,

sao equilateros e equiangulos, como mostra a Figura 17.

Analisando a Figura 18 fica claro que a medida do raio do circulo circunscrito
corresponde a medida do lado do tridngulo equilatero, ou seja, r = a e o raio R do circulo
inscrito corresponde ao apétema do hexagono regular que nada mais é do que a altura do

triangulo equildtero de lado a. Assim, R = a, = “T‘/g

Figura 18 — Hex4dgono Regular 3

Dessa forma, tem-se que 7 = a e a, = “—‘2/5

No proximo capitulo serd apresentado o software GeoGebra e as ferramentas fun-

damentais para as construcgoes desenvolvidas no trabalho.
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4 Apresentacao do Software GeoGebra

Neste capitulo apresenta-se algumas ferramentas do software GeoGebra que serao

utilizadas durante as construgoes geométricas propostas nas atividades.

4.1 O que é o GeoGebra?

O (GEOGEBRA| 2019) é um software de geometria dindmica para todos os niveis
de ensino que retne Geometria, Algebra, Planilha de Célculo, Graficos, Probabilidade,
Estatistica e Calculos Simbodlicos em um tnico pacote. O GeoGebra esta disponivel em
diversos idiomas e possui como grande diferencial sua interface facil de usar e com recur-
sos poderosos. Além de ser um software de codigo aberto disponivel para usuarios nao

comerciais no link <https://www.geogebra.org/classic>.

A principal vantagem desse software é a possibilidade de manusear objetos ou
entes matematicos apds a sua construcao. Assim, pode-se verificar e testar propriedades
visualizando quais foram as modificagoes ocorridas quando movimentamos um objeto ou

ente matematico.

4.2 Algumas ferramentas

Inicialmente, ao abrir o software GeoGebra Classic, aparece a direita de sua inter-

face um menu. Escolha a opc¢ao Grafico como indicado na Figura 19.

Q =

=
5 GeoGebra Classico
IOpgao Gréfico | AJ Grafico
3 @ Geometria
s & Janela3D
x= Janela CAS

i Planilha de Calculos

—g-H-H 1 2 i #| A\ Probabilidade

¥ Baixar

Figura 19 — Menu - Opcao - Grafico
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Para desabilitar os eixos cartesianos, clique no menu posicionado no lado superior

direito da tela, conforme a Figura 20.

A

-

Figura 20 — Menu Grafico

Apos selecione a opgao FEiros indicada na Figura 21.

ISeIecione a opgao Eixos

Figura 21 — Exibir ou esconder eixos

Assim desabilitamos os eixos cartesianos.

Na Figura 22, temos a interface do software Geogebra com algumas indicagoes de

menus e elementos geométricos construidos.

R INCIEIINEE s Q =
® A-(3-) n ? £
@ B=(-2
® r: Reta(A, B) =

— y=-2

c: Circulo(A, B)

@

— (x+3+(y+27=16

s : Perpendicular(A,r)
@

—_ x =-3

I Elementos criados na interface I

Figura 22 — Interface do Software Geogebra
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Abaixo listamos algumas ferramentas do Menu que serao usadas nas atividades do
projetos.

e Movwver, Figura 23, movimenta o objeto selecionado pela area de construcao.

DR N RANEE

) Essa ferramenta nos auxilia a mover ou
[% Viover 1 : g
selecionar objetos

j Fungdo a Méo Livre

-/ Caneta

Figura 23 — Ferramenta Mover

e Ponto, Figura 24, determina pontos no plano. Ja a ferramenta Ponto Médio ou

centro, determina o ponto médio de um segmento selecionado.

N RPN R EIPANEE

.A Ponto Determina um ponto no plano

l.,}:—\ Ponto em Objeto

‘;’. Vincular / Desvincular Ponto
>( ntersecdo de Dois Objetos

L]
. Ponto Médio ou Centro —‘ Determina o ponto médio de um Segmento

. Z Némero Complexo

/.\j Otimizacdo
‘{\'\)[ Raizes

Figura 24 — Ferramenta Ponto
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e Segmento, Figura 25, determina um segmento de reta cujos os extremos dele sao
os dois pontos indicados no plano. E a ferramenta Reta, determina a reta que passa

por dois pontos indicados no plano.

R oA B,f | JTO1[I] P RNIEE::

e / Reta Determina uma reta que passa por dois pontos

-/, Determina um segmento de Reta cujos os extremos
Segmento 530 os pontos indicados

a_m . .
« Segmento com Comprimento Fixo

,/'/ Semirreta

-—
9.9 Caminho Poligonal

.,f Vetor

,’»}" Vetor a Partir de um Ponto

Figura 25 — Ferramentas Retas e Segmentos

e As ferramentas Reta Perpendicular e Reta Paralela determinam, respectiva-

mente, conforme Figura 26.

NEREE N EEPRNEE

Determina uma reta perpendicular a reta selecionada e
passa pelo ponto indicado

(f:f- Reta Perpendicular

Determina uma reta paralela a selecionada e passa pelo
ponto indicado.

_:,f Reta Paralela
./’ Mediatriz
4 Bissetriz

’Q Reta Tangente

"Q Reta Polar ou Diametral

ah

¥+ Reta de Regressdo Linear

-
L‘?}\:‘ Lugar Geométrico

Figura 26 — Ferramentas Reta Perpendicular e Paralela
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e Clirculo dados Centro e Um de seus Pontos, Figura 27, determina um circulo

com centro no primeiro ponto indicado e que passa pelo outro ponto determinado.

R A~ D [O) @) 4] =2 4

& @ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos Determina uma
circunferéncia com
@ Circulo dados Centro e Raio centro no primeiro
(9 compasso ponto escolhido e
= passa pelo segundo
O Circulo definido por Trés Pontos ponto indicado.

{_‘. Semicirculo Definido por Dois Pontos
.‘) Arco Circular

‘/} Arco Circuncircular

Q Setor Circular

Q Setor Circuncircular

Figura 27 — Ferramenta Circunferéncia

As ferramentas necessarias para o desenvolvimento das atividades desse projeto
foram as destacadas até aqui e na proxima secao sera desenvolvida a construgao de um

Pentagono Regular na Circunferéncia.

4.3 Atividade de apresentacdo do GeoGebra e suas ferramentas

Nessa secao € apresentada a construgao de um pentagono regular na circunferéncia
como forma de exemplicar cada uma das ferramentas que serao utilizadas nas proximas
construcoes. Essa construcao é a referéncia para as outras construgoes, pois é a primeira a
ser desenvolvida. Cada passo é desenvolvido com a orientacao e comentarios do professor

para o melhor entendimento dos alunos.
Construcao do Pentagono Regular - Passo a Passo

Inicialmente, ao abrir o Geogebra escolha a opcao Gréfico e desabilite os eixos

cartesianos como descrito anteriormente e siga as instrugoes abaixo.
1. Determine dois pontos A e B;

.'B‘ Ponto

2. Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

(*) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos



Capitulo 4. Apresentag¢io do Software GeoGebra 42

3. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok;

4. Determine a reta que passa pelos pontos A e B;

/ Reta

5. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a op¢do renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok;

c1

Figura 28 — Construgdo do Pentagono Regular apés o 5° passo

6. Determine a reta s perpendicular a r e que passa por A;

* :
__\~ RetaPerpendicular

7. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opgdo renomear.

Renomeie a reta de s e em seguida clique em ok;

8. Nomeie no sentido anti-horario, partindo de B, os pontos de interseccao C, D e E

da circunferéncia com as retasr e s;

.A Ponto
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9. Determine o ponto médio F de AB;

-
*  Ponto Medio ou Centro

Figura 29 — Construgao do Pentagono Regular apds o 9° passo

10. Determine a circunferéncia de centro em F e que passa por C;
@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

11. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de ¢2 e em seguida clique em ok;
12. Nomeie de G a interseccao entre a circunferéncia ¢2 e o segmento AD;

.A Ponto

Figura 30 — Construgao do Pentdgono Regular apds o 12° passo
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13. Determine a circunferéncia de centro em C e que passa por G;

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

14. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c¢3 e em seguida clique em ok;

15. Nomeie de H a intersecgao entre as circunferéncias c3 e cl;

.A Ponto

Figura 31 — Construcdo do Pentagono Regular apds o 15° passo

16. Determine a circunferéncia de centro em H e que passa por C;

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

17. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de ¢4 e em seguida clique em ok;
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18. Nomeie de I a interseccao entre as circunferéncias c4 e cl;

.A Ponto

Figura 32 — Construgdo do Pentdgono Regular apés o 18° passo

19. Determine a circunferéncia de centro em I e que passa por H;

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

20. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opc¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cb e em seguida clique em ok;
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21. Nomeie de J a intersec¢ao entre as circunferéncias cb e cl;

.A Ponto

Figura 33 — Construgdo do Pentagono Regular apés o 21° passo

22. Determine a circunferéncia de centro em J e que passa por I;

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

23. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c6 e em seguida clique em ok;
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24. Nomeie de K a interseccao entre as circunferéncias c6 e cl. Observe que K é inter-

seccao de ¢3, c6 e cl. Cuidado! Se isso nao ocorreu, algo foi feito errado;

.A Ponto

Figura 34 — Construcdo do Pentagono Regular apds o 24° passo

25. Oculte as circunferéncias c¢2, ¢3, ¢4, cb e c6, as retas r e s e os pontos D, E, G e F;

C

Figura 35 — Construgdo do Pentdgono Regular apés o 25° passo
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26. Determine os segmentos CH, HI, 1J, JK e KC;

../ Segmento

Figura 36 — Construgdo do Pentdgono Regular apés o 26° passo

27. Com a ferramenta angulo, meca os angulos internos do Pentagono.

4 Angulo

y-=-108>—p-=-108°

Figura 37 — Construgao do Pentdgono Regular apds o 27° passo

Com isso, finalizamos a construgao do Pentagono Regular inscrito na Circunferén-
cia e deixo algumas orientacoes importantes para o bom desenvolvimento das construcoes

e entendimento dos alunos:

e Descreva e mostre com calma a fungao de cada ferramenta. Se necessario faga um

exemplo a mais para caracterizar bem a utilidade de cada uma delas.
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Questione os alunos a respeito do entendimento deles a cada etapa da construcao.

Deixe claro aos alunos as possibilidades de movimentacao e manipulagdo dos objetos
construidos, pois isso deixara explicito as possibilidades que podem ser exploradas

por eles.

O professor pode questionar os alunos a respeito de outras sugestoes de construgoes,

que devem ser analisadas matematicamente.

Prepare uma atividade extra para atender alunos com mais facilidade no manu-
seio do software e outra mais simples para ajudar na fixacdo daqueles alunos com
dificuldades.
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5 Metodologia

Inicialmente, a aplicagdo do projeto foi dividida em quatro etapas, que serao des-
critas nas proximas segoes e compreendem: Apresentacao do projeto e do software Geoge-
bra (um periodo de 50 minutos), Construgoes Geométricas e desenvolvimento das relagoes
(trés periodos de 50 minutos cada), Resolucao de problemas (40 minutos de aula) e Ava-

liacado do projeto (10 minutos de aula).

O projeto foi aplicado na minha turma de oito alunos do 3° ano do ensino médio
do Colégio Universitario, situado na cidade de Cachoeirinha no estado do Rio Grande do
Sul. Escola onde atuo como professor de Matematica do Ensino Médio e Pré-Vestibular
desde 2009. O colégio gentilmente disponibilizou toda a estrutura e materiais necessarios

para aplicacao do trabalho.

5.1 Apresentactes do projeto e do software Geogebra

Para a realizacao desta etapa, foi utilizado o laboratério de informéatica da escola
onde o projeto foi apresentado de forma expositiva e dialogada utilizando como materiais
um computador, televisao, quadro branco e canetas para quadro branco, Figura 38. Foram
disponibilizados para cada aluno um computador para desenvolverem as construgoes e
atividades, Figura 39. Foi destinado um periodo de 50 minutos para apresentacao do

projeto e do software e suas ferramentas.

Figura 38 — Foto Laboratoério 1
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Figura 39 — Foto Laboratoério 2

A apresentacao do projeto nao passou dos 10 minutos iniciais da aula. Durante a
introdugdo foram mostrados os motivos que levaram ao desenvolvimento do projeto, os

objetivos a serem atingidos, a metodologia adotada e a forma de avaliagao do projeto.

Apos a apresentacao do projeto foi iniciada a apresentacdo do software. Primei-
ramente, foi entregue o material didatico do software e a atividade de construgao do

Pentagono Regular apresentada no capitulo 4.

Em relagao ao software foram destacadas as interfaces grafica e algébrica, o menu
de ferramentas e as ferramentas especificas que seriam utilizadas nas atividades. Para
que o entendimento de como cada ferramenta pudesse ser usada, utilizou-se a construcao
do pentagono regular inscrito na circunferéncia, pois a mesma demanda o uso de todas

as ferramentas que seriam utilizadas posteriormente.

5.2 Construcoes Geométricas e desenvolvimento das relacoes

No segundo momento, cada aluno recebeu o material com as construgoes dos poli-
gonos regulares e as atividades para o desenvolvimento das relagoes de inscri¢ao e circuns-
cricao deles na circunferéncia. Foi solicitado aos alunos que desenvolvessem as atividades
de acordo com as orientagoes das folhas e caso houvesse alguma duvida, que nao hesitas-

sem em perguntar.

O material recebido era constituido de trés construcoes e atividades para desenvol-
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vimentos das respectivas relagoes. Foram disponibilizados trés periodos para a realizacao

das construgoes e relagoes.

Para o desenvolvimento das atividades envolvendo as construgoes geométricas na
circunferéncia foi usado como base o Livro Desenho Geométrico - 1° Ano Ensino Médio

da colegao do Colégio Universitario (FACCIN D./ NUNES, [2012).

As construgoes do livro, que sao desenvolvidas usando régua e compasso, foram
adaptadas para a utilizacao do software Geogebra. Buscou-se desenvolver as relagoes de
inscrigoes e circunscricoes através de comandos e questionamentos para que os alunos

chegassem as relagdes com o minimo, ou nenhuma, interferéncia do professor.

Ap6s o término das atividades no laboratorio os alunos retornaram a sala de aula

para resolucao de problemas envolvendo as relagoes desenvolvidas.

5.3 Resolucao de problemas

Ap6s o retorno do laboratério os alunos em sala de aula foram divididos em duplas
para que resolvessem problemas envolvendo as relacoes de inscricao e circunscricao de
poligonos regulares na circunferéncia. Foi destinado um periodo de 40 minutos para a

resolucao das atividades.

5.4 Avaliacao do Projeto

Nos 10 minutos finais da aula os alunos entregaram as atividade resolvidas e rece-
beram o questionario de avaliacao do projeto. Esse questionario e seus resultados serao

apresentados no capitulo 7.
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6 Construcoes e Relacoes Geométricas de al-
guns Poligonos Regulares na Circunferén-

cla

Apresenta-se neste capitulo as construgoes geométricas passo a passo de alguns
poligonos regulares na circunferéncia utilizando o Geogebra e, também, sao estabelecidas
as relagoes de inscri¢ao e circunscricdo através de uma Sequéncia de Questionamentos e

Comandos (SQC).

Todas as construgoes seguiram o mesmo padrao de acao, ou seja, primeiro os
alunos construiram o poligono inscrito na circunferéncia e apés determinaram as relagoes
de inscri¢ao e circunscri¢cao utilizando a SQC. De forma que ao final de cada SQC eles
tinham o raio do circulo circunscrito e o apotema do poligono regular em funcao da medida
do seu lado e, também, o circulo inscrito no poligono. A primeira construcao é de um
tridngulo equilatero na circunferéncia, a segunda construgao sera o quadrado e por tltimo

o hexdagono regular.

Foi solicitado aos alunos que seguissem as orientacoes listadas a seguir para de-

senvolverem as respectivas construgoes.

1. Abra o GeoGebra Classic e escolha a opcao Grafico.

2. Clique no Menu Gréafico posicionado no lado superior direito da tela, conforme a

Figura 40 para desabilitar os eixos cartesianos.

A

Figura 40 — Menu Grafico

3. Selecione a opcao Eixos indicada na Figura 41.

ISeIecione a opgao Eixos

Figura 41 — Exibir ou esconder eixos
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Concluidas essas etapas, os alunos realizaram a construcao do tridangulo equilatero con-

forme sera apresentado.

6.1 Construcao do Triangulo Equilatero

O objetivo é construir um triangulo equildtero inscrito em uma circunferéncia
para posteriormente estabelecer as relagdes de inscrigao e circunscricao. Durante o de-
senvolvimento das construgoes e relagoes também sao reforcados e destacados os aspectos

conceituais envolvidos.

Desenvolva os passos com calma e compare com as figuras para ver se esta de

acordo.

1. Determine dois pontos A e B;

.'B‘ Ponto

2. Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

(*j Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

3. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok.

4. Determine a reta que passa pelos pontos A e B.

J,/'/ Reta

5. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opgdo renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok.

6. Marque o ponto C de intersec¢ao entre a reta r e a circunferéncia cl;

A D 3
® onto
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(|

&

Figura 42 — Construgao do Tridngulos Equilatero apds o 6° passo

7. Determine uma circunferéncia com centro em C e que passe por A;

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

8. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c2 e em seguida clique em ok.

9. Identifique os pontos de interseccao D e E entre as circunferéncias cl e c2.

.A Ponto

10. Determine os segmentos BD, DE e EB.

./} Segmento
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Figura 43 — Construgao do Triangulo Equilatero apds o 10° passo

11. Oculte a circunferéncia c2 e a reta r.

12. Com a ferramenta angulo, meca os angulos internos BDE, DEB e EBD do trian-

gulo.

40. Angulo

A Figura 44 é a construcao finalizada.

C

Figura 44 — Triangulo Equildtero Inscrito na Circunferéncia
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6.1.1 Atividades para determinar as relacoes de inscricao e circunscricao

Apébs a construcao os alunos responderam questoes e seguiram comandos com o
objetivo de estabelecerem as relagoes de inscrigdo e circunscrigao do poligono regular na

circunferéncia.

1. Qual o nome dado ao triangulo construido na circunferéncia?

Resposta esperada: O nome dado ao poligono é Tridngulo Equilatero.

2. Que tipo de poligono ele é? Por que?

Resposta esperada: Ele é um poligono regular, porque ele é equilatero e equi-
angulo, ou seja, ele possui todos os lados de mesma medida e os dngulos internos

congruentes.

3. Determine os pontos Médios F, G e H dos lados BD, DE e EB, respectivamente, do
triangulo BDE.

[ ]
g Ponto Médio ou Centro

4. Em relacao a circunferéncia, como sao chamados os segmentos AB, AD e AE?

Resposta esperada: Os segmentos AB, AD e AE, Figura 45, sdo chamados de

Raios do circulo circunscrito.

&

Figura 45 — AB, AD e AF sao raios do Circulo Circunscrito

5. Determine o segmento BG.

./} Segmento
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6. Com a ferramenta angulo, determine a medida do angulo BGD.

4 Angulo

7. Como é chamado o segmento BG?

Resposta esperada: O segmento BG é chamado de altura relativa ao lado DFE.

w0
M

C

Figura 46 — BG ¢ a altura relativa ao lado DE

8. Supondo que o triangulo tenha as medidas de lado e altura, respectivamente, a e h.

Coloque a medida h em fungao de a. (sugestao: use o Teorema de Pitagoras)

w}
m

Cc

Figura 47 — Altura h em fungao da medida do lado a
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Resposta esperada:

Analisando a figura, tem-se que:
BG=h

BE=BD =DE=a
. Como G ¢é ponto médio de DE (de acordo com o Item 3) , entao:

a
DG = -
2

Dessa forma, em relacdo ao tridngulo BGD, tem-se, por Pitagoras, que:
a

2 _ 2 (%2
@ = w(d)
2
B2 o= 2_ %
“ T
3a?
h? = —
4
S
= -

9. Determine os segmentos de reta DH e EF.

ol Segmento

10. Utilizando a ferramenta angulo, determine as medidas dos angulos DHE e EFB.

.é:. Angulo

11. Como sao denominados os segmentos DH e EF?

Resposta esperada: Os segmentos sao denominados de alturas relativas aos lados

BE e BD, respectivamente.

Figura 48 — Alturas relativas aos lados do Triangulo Equilatero
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12. Em relagao ao triangulo equilatero BDE, como é denominado o ponto A?

Resposta esperada: Pode-se chamar o Ponto A de Baricentro, Ortocentro, Cir-
cuncentro ou Incentro, pois no triangulo equilatero as Medianas, as Alturas, as
Mediatrizes e as Bissetrizes coincidem e se interseccionam no ponto A. Serd utili-

zado o nome de Baricentro como referéncia.

13. Como sao chamados os segmentos AG, AH e AF?

Resposta esperada: Os segmentos AG, AH e AF sao chamados de Apdtemas do

triangulo relativos aos lados DE, BE e BD, respectivamente.

cC

Figura 49 — Apo6temas do Triangulo Equilatero

14. Ao comparar os tridngulos BGE e AHB, o que pode ser dito a respeito deles?

Resposta esperada: Pode-se dizer que os triangulos BGE e AHB sao semelhantes,

pois possuem os mesmos angulos internos de 30°, 60° e 90°.

Figura 50 — Triangulos BGE e AHB sao semelhantes
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15. Considerando o item anterior e supondo que os segmentos AB e AH tenham medidas
r e a,, respectivamente, qual a relacdo entre eles? (sugestao: use semelhanca entre

tridngulos)
Resposta esperada:

Pela semelhanca entre os tridngulos BGE e AHB, tem-se que:

r a
__p —
=L =r=2,
2

Conclui-se assim que, o raio do circulo circunscrito corresponde ao dobro do apdtema

do triangulo equilatero.

16. Qual a relacao entre a altura h do tridngulo equilatero BDE e o apétema a, dele?

Resposta esperada:

Figura 51 — Apdtema a, do triangulo equildtero em funcao de sua altura h

Na Figura 24, note que h = r + a, e de acordo com o item anterior r = 2a,. Dessa

forma, tem-se que:

h = 2a,+a,
h = 3a,
Lok

P 3

ou seja, o apotema do triangulo equilatero corresponde a um terco de sua altura.
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17. Qual a relacao entre a altura h do triangulo equildtero BDE e o raio r do circulo

circunscrito?
Resposta esperada:

Da figura 24, observa-se que h = r + a, e pelo item anterior tem-se que a, =

%. Dessas duas igualdades conclui-se que r = %,

circunscrito corresponde a dois tergos da altura do triangulo equilatero.

ou seja, que o raio do circulo

18. Coloque o Apétema a, e o raio r do circulo circunscrito em fungao da medida a do

lado do triangulo Equilatero BDE.
Resposta esperada:
Primeiramente, coloca-se o apétema a, em funcao do lado a do triangulo equilatero.
Do item 16, tem-se que a, = % e pelo item 8 que h = ‘LT‘/E Assim,
1 a\/§
3 2
a\/§
5

ap:
(Zp:

Coloca-se agora o raio r do circulo circunscrito em funcao da medida a do lado do

triangulo equiléatero.

Do item 17, tem-se que r = % e pelo item 8 que h = “T*/g Assim,

2a\/3

r =
3 2
av/3
r o= —.
3

19. Determine uma circunferéncia de centro em A e que passa pelo ponto F.

(*) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

20. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opgao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c3 e em seguida clique em ok.
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Figura 52 — Circulo Inscrito

21. O que pode ser dito a respeito da circunferéncia ¢3 em relacao aos pontos F, G e H?
Resposta esperada: Pode-se dizer que os pontos pertencem a circunferéncia c3.
Os pontos F, G, e H sao chamados de pontos de tangéncia.

22. O que pode ser dito a respeito da circunferéncia ¢3 em relacao ao triangulo equila-
tero?

Resposta esperada: Pode-se dizer que a circunferéncia c3 estd inscrita no tri-
angulo equilatero, ou seja, que ela tangencia o triangulo equilatero justamente nos
pontos F, G e H.

23. Qual a medida do raio R da circunferéncia c3?

Resposta esperada:

Assim, estao finalizadas as relagoes de inscri¢ao e circunscricao do tridngulo equi-

latero e serao desenvolvidas a seguir as relagoes do quadrado.
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6.2 Construcdo do Quadrado

O objetivo é construir um quadrado inscrito em uma circunferéncia para posteri-
ormente estabelecer as relagoes de inscri¢ao e circunscricao. Durante o desenvolvimento
das construgoes e relagoes também sao reforcados e destacados os aspectos conceituais

envolvidos.

Desenvolva os passos com calma e compare com as figuras para ver se esta de

acordo com o que se pede.

1. Determine dois pontos A e B;

A D 3
® onto

2. Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

Q) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

3. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok.

4. Determine a reta que passa pelos pontos A e B;

/ Reta

5. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a op¢do renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok.

6. Determine a reta perpendicular a r e que passa por A;

L1 .
__\~ RetaPerpendicular

7. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opgdo renomear.

Renomeie a reta de s e em seguida clique em ok.



Capitulo 6. Construgoes e Relagoes Geométricas de alguns Poligonos Regulares na Circunferéncia 65

Figura 53 — Construgdo do Quadrado apds o 7° passo

8. Nomeie no sentido anti-horario, partindo de B, os pontos de interseccao C, D e E

da circunferéncia cl com as retas r e s;

.A Ponto

9. Determine os segmentos CD, DE; EB e BC.

_,) Segmento

Figura 54 — Construgao do Quadrado apds o 9° passo

10. Oculte as retasr e s.
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11. Com a ferramenta dngulo, mega os angulos internos do quadrado.

.é"d' An gulo

A Figura 50 é a construcao finalizada.

Figura 55 — Construgao do Quadrado apds o 11° passo

6.2.1 Atividades para determinar as relacoes de inscricao e circunscricao

Apébs a construcao os alunos responderam algumas questoes e seguiram alguns
comandos com o objetivo de estabelecerem as relagoes de inscri¢ao e circunscrigdo do

poligono regular na circunferéncia.

1. Trace a diagonal CE do quadrado.

ol Segmento

2. Supondo que as medidas dos lados do quadrado seja a e a medida da diagonal seja

d. Determine a medida d em funcao de a. (sugestao: use Pitdgoras)
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Resposta esperada:

Figura 56 — Diagonal do Quadrado

Do triangulo BDE, da Figura 56, tem-se por Pitagoras que:

& = a*+ad°
& = 2ad?

d = aVv?2

3. O que pode der dito a respeito da medida d da diagonal do quadrado em relacao ao

didmetro da circunferéncia?

Resposta esperada: Pode-se dizer que a diagonal do quadrado ¢ igual ao didmetro

do circulo, ou seja, que d = 2r, onde r é a medida do raio do circulo circunscrito.

4. Com os itens 2 e 3, coloque a medida r do raio da circunferéncia em funcao da

medida do lado a do quadrado.

Resposta esperada: Do item 2, tem-se que d = av/2 e do item 3, que d = 2r.

Das igualdades, obtem-se que:

2r = a\/§
av/2
—

5. Determine os pontos médios F, G, H e I dos lados CD, DE, EB e BC, respectiva-

mente.

[ ]
g Ponto Médio ou Centro
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6. Determine o segmento AF.

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

7. Como é denominado o segmento AF?

Resposta esperada: Denomina-se o segmento AF de Apdétema do Quadrado.

8. Com a ferramenta angulo, determine a medida do angulo AFB.

4 Angulo

9. Supondo que o segmento AF tenha medida a,. Coloque a, em funcao do lado a do

quadrado. (sugestao: use Pitagoras no tridngulo AFB)

Resposta esperada:

Figura 57 — Apdtema do Quadrado

Do tridngulo AFB, na Figura 57, vemos que AF = a,, FB = § e AB = “T‘/Q Assim,

por Pitagoras tem-se que:

av/2

a
(B2 = Gy
4 L
2 _ a’
ap = Z
a
CLp = 5

10. Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto F;
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11. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c2 e em seguida clique em ok.

Figura 58 — Circulo Inscrito

12. O que pode ser dito a respeito da circunferéncia c2 em relacao aos pontos F, G, H
el?

Resposta esperada: Pode-se dizer que a circunferéncia c¢2 tangencia os lados do
quadrado nos pontos médios F, G, H e I.

13. O que pode ser dito a respeito da circunferéncia c¢2 em relacao ao quadrado?
Resposta esperada: Pode-se dizer que a circunferécia c2 estd inscrita no qua-
drado.

14. Coloque o raio da circunferéncia ¢2 em fun¢do do lado do quadrado.

Resposta esperada:

— 1 — a S —
Como 7 = a, e pelo item 9 a, = 3, entdo r =

IS

Assim, foram finalizadas as relagoes de inscrigdo e circuncricado do Quadrado e

passa-se ao Hexdgono Regular.
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6.3 Construcao do Hexagono Regular

O objetivo é construir um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia para
posteriormente estabelecer as relagoes de inscricao e circunscricao. Durante o desen-
volvimento das construcoes e relagoes também sao reforcados e destacados os aspectos

conceituais envolvidos.

Desenvolva os passos com calma e compare com as figuras para ver se esta de

acordo.

1. Determine dois pontos A e B;

A D 3
® onto

2. Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

Gj Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

3. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opgao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok;

4. Determine a reta que passa pelos pontos A e B;

/ Reta

5. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opgdo renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok;

6. Nomeie o ponto de interseccao C da circunferéncia com a reta r;

.'B‘ Ponto

Figura 59 — Construcao do Hexdgono Regular apds o 6° passo
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7. Determine a circunferéncia de centro em C e que passa por A;

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

8. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c2 e em seguida clique em ok;

9. Determine a circunferéncia de centro em B e que passa por A;

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

10. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c3 e em seguida clique em ok;

c2 cl c3

Figura 60 — Construgdao do Hexagono Regular apds a 10° passo

11. Nomeie no sentido anti-horario as intersec¢oes D, E, F e G das circunferéncias c2 e

c3 com a circunferéncia cl, partindo do ponto B;

.A Ponto

12. Determine os segmentos BD, DE, EC, CF, FG e GB;

../ Segmento
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Figura 61 — Construcao do Hexdgono Regular apds o 12° Passo

13. Oculte as circunferéncias c2 e ¢3 e a reta r;

14. Com a ferramenta angulo, meca os dngulos internos do Hexagono.

4 Angulo

A Figura 40 é a construcao finalizada.

Figura 62 — Hexagono Regular Inscrito em uma Circunferéncia

6.3.1 Atividades para determinar as relacdes de inscricao e circunscricao

Apods a construcao os alunos responderam algumas questoes e seguiram alguns
comandos com o objetivo de estabelecerem as relagoes de inscricao e circunscricao do

poligono regular na circunferéncia.

1. Que tipo de poligono o Hexdgono construido é? Por que?
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Resposta esperada: O Hexdgono construido é um poligono regular, porque ele é

equilatero e equiangulo.

2. Determine os segmentos de reta AB, AD, AE, AC, AF e AG.

./} Segmento

Figura 63 — Hexagono Regular dividido em Triangulos Equilateros

3. Em relacdo a circunferéncia, qual o nome dado aos segmentos de reta do item

anterior?

Resposta esperada: O nome dado aos segmentos é Raio do circulo circunscrito.

4. Comparando os segmentos do item 2 com os lados do Hexagono Regular, o que pode

ser dito a respeito dos triangulos formados no Hexagono?

Resposta esperada: Pode-se dizer que os triangulos formados sao equilateros. De

fato, pois todos angulos internos de 120° sao divididos ao meio pelos didmetros da

circunferéncia. Assim, os tridngulos formados sdo congruentes, pois sao equiangulos

de 60° e tendo dois lados de medida correspondente ao raio concluimos que os lados

sao equilateros de medida igual ao raio. Desta forma, conclui-se que o hexdgono

regular pode ser dividido em seis tridngulos equilateros de lados de medidas iguais

ao raio da circunferéncia.

5. Com base no item anterior, qual a relagao entre o lado do hexagono e o lado de um

triangulo?

Resposta esperada: Comparando os segmentos conclui-se que possuem a mesma

medida.
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6. Determine os pontos médios H, I, J, K, L e M dos lados BD, DE, EC, CF, FG e

GB do Hexagono Regular, respectivamente.

[ ]
g Ponto Médio ou Centro

7. Determine o segmento de reta AL.

ol Segmento

8. Com a ferramenta angulo, mega o angulo ALF.

4 Angulo

9. Como é chamado o segmento de reta AL?
Resposta esperada: O segmento AL é chamado de Apétema do Hexdgono Regu-
lar.
10. Supondo que a medida do lado do hexdgono regular seja a e a medida do segmento
AL seja a,, coloque a medida a, em funcao de a. (sugestdo: use Pitdgoras)

Resposta esperada:

Figura 64 — Apotema do Hexdagono Regular
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Do triangulo ALF, da Figura 64, temos, por Pitagoras, que:

a
2 2 2
a® = a,+ (5)
2
a
2 _ o @
a, = a 1
9 3a?
a: = —
p

4
a\/§
5
11. Determine a circunferéncia de centro em A e que passa por L.

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

12. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de ¢4 e em seguida clique em ok

Figura 65 — Circulo Inscrito no Hexagono Regular

13. Em relagdo a circunferéncia do item anterior, como é chamado o segmento AL?

Resposta esperada: Chama-se o segmento AL de raio do Circulo Inscrito.

Assim, estao finalizadas as relagoes de inscri¢ao e circunscricao do Hexagono Re-

gular.

Apébs o término das construgoes ficou clara a percepcao que o software cumpriu o
seu papel, pois foram intimeros comentarios positivos em relagao ao software e como ele
auxiliou no desenvolvimento das relacoes. No capitulo 8, as construcoes e relagoes serao

relatadas com maiores detalhes.

No proximo capitulo serao abordados os problemas envolvendo inscri¢ao e circuns-

cricao de poligonos regulares.
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7 Problemas envolvendo as relacoes de ins-

Cricao e Circunscricao

Neste capitulo sao apresentados alguns problemas considerados adequados a fi-
xacdo e aplicagao das relagoes geométricas determinadas no capitulo anterior. Apos as
atividades de construgoes geométricas com o GeoGebra desenvolvidas no laboratério de
informatica da escola os alunos retornaram a sala de aula. Com o objetivo de fixar os topi-
cos abordados nas construgoes foram selecionadas algumas questoes para serem resolvidas

pelos alunos.

Para a resolugao dos problemas a turma foi dividida em duplas com o objetivo de
oportunizar e incentivar a discussao e comparacao das suas resolucoes e dividas com a

sua respectiva dupla.

Cada aluno recebeu um material com os seguintes problemas.

1. Se a medida da altura de um tridngulo equildtero é 2v/3 c¢m , entdao a medida de

seu perimetro ¢ igual a:
a.2cmb. 4deme. 6emd. 12 ceme. 14 em
Resolucgdo:

Como h =23 e h = ‘ZT‘/?’, tem-se que:

a 3 _ 2\/§
2
a = 4.

Assim, o perimetro mede 3a = 12 ¢m. Portanto, a alternativa correta é a letra "d".
2. Se a medida da diagonal de um quadrado é 12 m, entdo a medida da area do circulo

inscrito nele é igual a:

a. 9t m? b. 127 m? c. 167 m? d. 187 m? e. 20w m?

Resolugio:

Sabe-se que d = ay/2 e de acordo com o enunciado d = 12 m. Dessa forma, tem-se
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que:

a\/§:12

12
V2
12 V2
V22
a = 6\/§m.

Como o circulo estd inscrito no quadrado, temos que r = 3. Dessa forma, r = 3v2

m. Para determinar a drea do circulo circunscrito usa-se a expressao A = 7r2.

Assim, tem-se que:

A = 71(3v2)?

A = 18mm?.

Portanto, a alternativa correta é a letra "d".

3. Sabendo que a 4rea de um hexdgono regular é de 12v/3 ¢m, a medida do raio do

circulo inscrito vale:
a. vV3emb. V6 emc. 23 em d. 3V6 em e. 33 em
Resolugio:

Se a drea mede A = 12y/3 ¢ A = 6%\/3, entao

2
6‘“/g — 12V3

4
a> = 8
a = 2v2em.
Como o raio do circulo inscrito é r = “T‘/g, tem-se que:
223

2
= V6em.

Portanto, a alternativa correta é a letra "b".

4. Qual a medida da area de um circulo circunscrito a um quadrado de perimetro 24
m?

a. 9 m? b. 127 m? c. 16w m? d. 187 m? e. 20m m?
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Resolucgado:

Como o perimetro do quadrado é 24 m, entao cada lado mede a = 6 m.

a

1=

Por outro lado, sabemos que o raio do circulo circunscrito ao quadrado é r =

¥ ‘

Dessa forma, tem-se que:

6v3

r = 5
= 3v2m.
Assim a area do circulo,
A = 7r?
= 7(3v2)?
= 18mm?

Portanto, a alternativa correta é a letra "d".
5. A 4rea de um circulo circunscrito a um tridngulo equildtero cujo apétema mede 21/3
cm, é:
a. 10m em? b. 167 cm? c. 367 cm? d. 487 em? e. 60w cm?
Resolucgdo:

Se o apdtema do triangulo equildtero inscrito mede a, = 2v/3 em, entdo r = 4v/3

cm, pois 1 = 2a,.
Assim, tem-se que a area mede:
A = 7r?
= 7(4V3)?

= 48mem?.

Portanto, a alternativa correta é a letra "d".

6. Se uma circunferéncia possui area igual a 47 cm?, entdo a medida do apétema do

hexagono regular inscrito é:
a. vV3emb. 23 em e 3vV3 em d. 43 em e. 63 em
Resolugio:

Se a drea é A = 47 cm?, entdo

Tre = Ax

r = 2cm.
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Como r = 2cm = a e o apétema é a, = “T‘/g7 tem-se que:

2V/3
2
= V3em.

ap:

Portanto, a alternativa correta é a letra "a'.
7. O didmetro do circulo circunscrito em um tridngulo equildtero, cujo lado mede 4+/3
cm, vale:
a. 6emb. 8eme. 12 em d. 16 em e. 20 em
Resolucgdo:

Comoa=4V3cmer= “TS, entdo

4V/3v3
3

= 4em.

Assim, se o raio mede r = 4 c¢m, tem-se que o didmetro mede d = 2r = 8 cm.

Portanto, a alternativa correta é a letra "b".

8. A medida do ap6tema de um hexdgono regular cuja drea vale 241/3 cm? é:
a. 2v/3emb. 3v3eme. 4 em d. 6v/3 eme. 8 em
Resolucgado:

Se A = 24+/3 ¢m?, entdo:

6(a2\/§) = 243

4
P 96v/3
6v/3
o> = 16
a = 4cm.
Como a, = “T‘/g, tem-se que:
4v3
a, = —(——

2
= 2\/§cm.

Portanto, a alternativa correta é a letra "a".
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9. A édrea de um quadrado inscrito em uma circunferéncia de comprimento 27w cm é:
a. 2em?b. 4 em? c. 6 em? d. 8 em? e. 12 em?
Resolucgdo:

Se o comprimento da circunferéncia é ¢ = 27 c¢m, tem-se que:

2tr = 2w

r = lem.

O que implica em diametro d = 2 cm.

Como o didmetro do circulo é igual a diagonal do quadrado, tem-se que:

2:a\/§
a = 2cm.

Dessa forma, a area é

A = o
- (2P

= 2em?.

Portanto, a alternativa correta é a letra "a".

Apos a realizacao das atividades os alunos entregaram as resolugoes para serem
avaliadas e receberam para o preeenchimento a ficha avaliativa do projeto. Algumas reso-
lugoes dos alunos e os resultados da avaliagao do projeto serao apresentados no préximo

capitulo.
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8 Relato da Aplicacao do Projeto

Este capitulo apresenta o relato e a analise dos resultados das construcoes, rela-
¢oes e, também, a analise de algumas resolucoes das atividades seguindo justamente a
ordem descrita na metodologia. Ao longo do relato busca-se descrever alguns detalhes de

acontecimentos que ocorreram ao longo da aplicacao do projeto.

A aplicacao do projeto foi dividida em quatro etapas, com o objetivo que os alunos
tivessem mais clareza da importéncia de cada parte e também de todo o projeto. As quatro
partes foram: Apresentagoes do projeto e do software Geogebra, Construgdes Geométricas

e desenvolvimento das relagoes, Resolugao de problemas e Avaliagado do projeto.

O projeto foi aplicado na turma 301 do colégio Universitario, turma essa que
iniciou o ano com somente 9 alunos. O fato de ter poucos alunos foi devido a quebra
provocada pelo acréscimo de um ano no ensino fundamental o que ocasionou em 2018
esse problema para a escola. Problema no sentido financeiro, pois uma turma com essa
quantidade de alunos torna-se deficitaria, mas pedagogicamente foi muito boa, pois com
uma quantidade pequena de alunos é possivel dar uma atenc¢ao maior a cada aluno e tam-
bém permite desenvolver ao longo do ano trabalhos diferenciados. A escola gentilmente
permitiu a aplicagdo do projeto disponibilizando toda a estrutura e suporte necessarios

para a aplicacao do mesmo.

A turma 301 mostrou a todo momento interesse no projeto e empenho em de-
senvolver as atividades tanto no laboratério, quanto em sala de aula. Caracteristicas
essas marcantes da turma. Algumas dificuldades foram apresentadas durante a resolugao
dos problemas, mas nada que saisse da normalidade, ou seja, algo esperado e que sera
comentado mais adiante. Aos alunos somente elogios, pois desde o inicio aceitaram de
forma positiva o projeto e, também, pela forma como encararam a proposta estabelecendo

resultados estremamente satisfatorios.

O projeto foi aplicado no tdltimo bimestre de 2018, antecedendo o ensino de Ge-
ometria Espacial e Analitica. Todos os assuntos de Geometria Plana e Espacial foram
trabalhados ao longo do segundo ano do Ensino Médio. Na grade curricular da escola o
terceiro ano é revisao dos assuntos trabalhados durante os dois primeiros anos do Ensino
Médio. Desta forma, a aplicacao das atividades contribuiu para retomar os contetdos es-
tudados no ano anterior de forma tradicional com uma outra perspectiva, acrescentando

elementos novos como as construgoes geométricas e o software GeoGebra.

Na abordagem inicial o foco foi dado nas caracteristicas dos poligonos regulares e
nas demonstracgoes de suas relagoes, ou seja, as aulas foram expositivas e dialogadas sem

o uso de laboratério ou algum elemento novo. A nova abordagem mostrou-se eficiente e
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desafiadora, pois foi feita através de uma sequéncia didatica envolvendo um software de
geometria dindmica para construir os poligonos regulares e ao mesmo tempo estabelecer

as relagoes de inscri¢ao e circunscricao

O fato inicial de conhecer um software, aplicar nas construgoes geométricas e
ainda, terem que determinar as relagoes a partir das construgoes é algo muito desafiador
e a0 mesmo tempo motivador para o estudante, pois a pergunta que deve-se explorar
nos alunos é: "Serda que vocés sao capazes desse feito?". A resposta é sim, pois todos
sdo capazes, mas o grande desafio estda no fato de incentiva-los a responderem questoes
de forma independente buscando respostas e testando hipdteses com uma ferramenta

computacional dindmica nao conhecida ou dominada por eles.

As construgoes geométricas com régua e compasso nao foram feitas durante o
segundo ano porque nao houve tempo disponivel devido a quantidade de assuntos da
grade curricular. J4 no terceiro ano, como é revisao ja tem-se uma disponibilidade maior
para organizar os assuntos e definir as prioridades de acordo com o principal objetivo que é
preparé-los para o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e os principais vestibulares,

onde esse assunto é bem explorado.

Na proxima se¢ao, estao os relatos de acordo com as partes definidas inicialmente.

8.1 Apresentacoes do projeto e do software Geogebra

As apresentagoes foram no laboratério de informatica da escola, onde cada aluno
ficou com um computador. A seguir a Figura 66 mostra as instalagdes e a organizagao

dos alunos no laboratorio.

Figura 66 — Foto Laboratério 1
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Foi utilizado um periodo de 50 minutos para apresentacao do projeto, do software e
de suas ferramentas. De forma objetiva, a apresentacao das etapas do projeto nao passou

dos 10 minutos iniciais da aula.

Apos a apresentagao do projeto foi dado inicio a apresentagao do software. Primei-
ramente, foi entregue o material de apresentacao do software e a atividade de construcao
do Pentagono Regular que usamos de exemplo (ambos inseridos no apéndice). Os alunos
foram questionados se conheciam o software ou se ja ouviram falar nele e todos desconhe-

ciam o GeoGebra.

Em relagao ao software foram destacadas as interfaces grafica e algébrica, o menu
de ferramentas e as ferramentas especificas que seriam utilizadas nas atividades. Para que
o entendimento de como cada ferramenta poderia ser usada, foi estabelecida a construgao

de um pentagono regular inscrito na circunferéncia Figura 67.

Figura 67 — Foto Laboratoério 2

Durante a construcao do Pentagono regular foram exploradas cada uma das ferra-
mentas e também apds a construcao do pentagono foi destacado que é possivel aumentar
e reduzir o tamanho da figura geométrica com a manipulacao dos pontos A e B em azul,
Figura 68, nao fixos na construcao. Foi salientado também que esses pontos estariam
presentes em todas as construgoes que seriam desenvolvidas, sendo o segmento AB o raio
do circulo circunscrito. A manipulacdo desses objetos, ou seja, a variacao da distancia
entre os pontos A e B, especificamente, possibilita colocar a area do pentagono regular em
funcao do raio do circulo circunscrito. Também é possivel expressar a area do pentagono

regular em funcao do raio do circulo inscrito, que é o apétema do pentagono regular.
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Figura 68 — Pentagono Regular Inscrito na Circunferéncia

8.2 Construcoes Geométricas e desenvolvimento das relacoes

No segundo momento, apos as apresentagoes, cada aluno de posse de um computa-
dor recebeu o material com as construgoes dos poligonos regulares e as atividades para o
desenvolvimento das relagoes de inscri¢ao e circunscrigao deles na circunferéncia (material
disponivel no Apéndice). Foi solicitado aos alunos que desenvolvessem as atividades de
acordo com as orientagoes das folhas e caso houvesse alguma duvida, que nao hesitassem

em perguntar.

O material entregue aos alunos era constituido de trés construcoes e atividades
para desenvolvimento das respectivas relagoes. O Primeiro periodo dos trés disponibili-
zados para as construgoes e relagoes foi para o desenvolvimento do tridngulo equilatero
e os outros dois periodos para o desenvolvimento do quadrado e do hexagono regular,

respectivamente.

Durante o desenvolvimento das relagoes de inscricao do triangulo equilatero na
circunferéncia houve um momento considerado critico. Esse momento ocorreu justamente
quando foi necessario identificar a semelhanca entre os tridngulos e como os seus lados se
relacionam, itens 14 e 15 das atividades. Na ocasido foi necessaria uma intervengao de
forma geral, ou seja, chamar a atencao de todos, mesmo daqueles que tinham conseguido,
para retomar a ideia de como identificamos a semelhanca entre triangulos e como eles se

relacionam.

Embora esses aspectos tedricos ja tivessem sido trabalhos anteriormente em aula,
fica a sugestao de reforcar anteriormente, ou no momento da aplicagdo da atividade, as

relagoes de semelhanca entre triangulos.

Durante o desenvolvimento das construcoes os alunos foram questionados para
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verificar se eles estavam conseguindo desenvolver as construgdes e ocorreram comentarios
positivos tais como: "estou conseguindo!'e "ta tranquilo professor'. Mesmo assim, foi

dado continuidade ao acompanhamento de cada etapa das construgoes

Figura 70 — Alunos desenvolvendo as construgoes no laboratério

Apés o término das atividades no laboratoério os alunos retornaram a sala de aula.
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Figura 71 — Turma 301

Nas Figuras 72, 73, 74, 75, 76 e 77 estao algumas respostas de dois alunos em

relacdo as construgoes e relagoes de inscrigdo e circunscrigao.

Figura 72 — Respostas do aluno 1 - Parte 1
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Figura 73 — Respostas do aluno 1 - Parte 2
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Figura 74 — Respostas do aluno 1 - Parte 3
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Figura 75 — Respostas do aluno 2 - Parte 1
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Figura 76 — Respostas do aluno 2 - Parte 2
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Figura 77 — Respostas do aluno 2 - Parte 3

8.3 Resolucao de problemas

Ja em sala de aula, os alunos foram divididos em duplas para que resolvessem os
problemas apresentados no Capitulo 6 (disponivel no Apéndice) envolvendo as relagoes
de inscri¢do e circunscrigao de poligonos regulares na circunferéncia . Embora divididos
em duplas, foi solicitado que desenvolvessem os calculos individualmente como forma
de incentiva-los a discussao das resolucoes e comparacao das suas respostas. Apds o
comunicado da divisao em duplas a turma mostrou-se menos apreensiva e o andamento das

atividades mais tranquila. Foram destinados 40 minutos para a resolu¢ao dos problemas.

Durante a resolucao dos problemas os alunos nao apresentaram dificuldades em
resolvé-los, pois discutiam bastante com a sua dupla as suas duvidas e resolugoes. Ocorre-
ram em alguns momentos duvidas em relacao a manipulagoes algébricas como isolamento
de varidveis (questoes 3 e 8 apresentaram as mesmas dividas no desenvolvimento). Esse
fato considera-se normal, pois as duvidas nao estavam em quais elementos eles deveriam
relacionar ou como relacionar, e sim em aspectos que sao pré requisitos, ou seja, que nao

eram objetos principais do trabalho.
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Nas Figuras 78, 79 e 80 estao algumas resolugdes dos exercicios feitas por dois

alunos, um deles ja mencionado anteriormente:

Figura 78 — Resolugdo Aluno 2 - Parte 1
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Figura 79 — Resolugao Aluno 2 - Parte 2
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Figura 80 — Resolugao Aluno 3

Apoés a entrega das resolugoes dos problemas os alunos receberam um questionario

para avaliacdo do projeto que serd comentado na proxima segao.
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8.4 Avaliacao do Projeto

Na tultima etapa, foi solicitado aos alunos que avaliassem as atividades que foram
desenvolvidas. O objetivo desta etapa foi conhecer a opinido dos alunos para poder avaliar
se o processo foi 1til para o aprendizado deles e, também, para corre¢ao de alguma falha
do trabalho.

As fichas avaliativas foram entregues aos alunos para preencherem apés a fina-
lizacao das atividades resolvidas. No fim da aula os alunos entregaram as fichas e pa-
ralelamente alguns comentarios positivos a respeito do projeto. Esses comentérios se

consolidaram nos resultados representados a seguir.

Ficha Avaliativa e Resultados

1. Como vocé classifica o uso do Software Geogebra para o desenvolvimento das ativi-
dades?

a. Regular b. Bom c¢. Muito Bom d. Excelente

Resultado:
Resultado questdo 1
W Regular
mBom
Muito Bom
B Excelente
Figura 81 — Resultado Questao 1

Comentdrio:

Essa questao buscou identificar se os alunos encontraram no software um facilita-
dor e potencializador da aprendizagem. O resultado indica que 100% dos alunos
consideraram excelente o uso do software para o desenvolvimento das atividades.
Houveram muitos elogios ao uso e a dindmica gerada pelo software nas construgoes

deixando mais clara a satisfacao deles.
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2. Como vocé classifica os comandos das construgoes e atividades?

a. Claros b. Confusos c. Impossiveis.

Resultado:
Resultado questdo 2
W Claros
® Confusos
Impossiveis
Figura 82 — Resultado Questao 2
Comentadrio:

A questao tem por objetivo avaliar a clareza dos comandos e questionamentos para o
desenvolvimento das construgoes e relagoes. O resultado positivo diz que 100% dos
alunos consideraram claros os comandos das construcoes e atividades. Esse resultado
refletiu o empenho em desenvolver as atividades com uma linguagem técnica, porém
acessivel. Acredita-se que isso decorra da forma como o professor desenvolve as aulas
no seu dia a dia, pois os alunos, nesse caso, ja estavam acostumados com esse nivel

de comunicacao.
3. Se marcou b ou ¢ no item anterior. Quais pontos?

4. Como voceé classifica o tempo disponivel para o desenvolvimento das construcoes?
a. insuficiente b. suficiente c. Demasiado

Resultado:
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Resultado questao 4

W Demasiado
W Suficiente
Insuficiente

Figura 83 — Resultado Questao 4

Comentdrio:

O tempo era uma preocupacao do professor, pois nem sempre os eventos ocorrem
como planejado. Era uma grande divida se o tempo de um periodo para cada
construcao seria suficiente, mas acabou sendo exatamente o necessario. As ativi-
dades transcorreram de forma tranquila, sem correrias, sem pressa, motivos esses
que poderiam acarretar em erros de construcao ou até em desinteresse do aluno por
achar o tempo disponivel insuficiente. Na opinido de 100% dos estudantes o tempo

disponibilizado foi suficiente.

5. Como vocé classifica o nivel de dificuldade do desenvolvimento das construgoes?

a. Facil b. Médio c¢. Dificil

Resultado:
Resultado questao 5
® Dificil
# Médio
Facil
Figura 84 — Resultado Questao 5
Comentdrio:

As construgoes dos poligonos regulares trabalhados foram escolhidas por serem os

poligonos mais identificados no dia a dia dos alunos e também por serem os mais
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requisitados em provas de concursos vestibulares. O nivel de dificuldade das cons-
trucoes mostrou-se adequado a turma. Os alunos nao apresentaram dificuldades
em desenvolver as construgoes, pois todos consideraram o nivel de dificuldade como

sendo facil.
6. Se marcou ¢ no item anterior. Quais pontos?

7. Como vocé classifica o nivel de dificuldade de desenvolvimento das Relagbes de

Inscrigao e Circunscrigao?

a. Facil b. Médio c. Dificil

Resultado:
Resultado questao 7
wDificil
m Médio
Facil
Figura 85 — Resultado Questao 7
Comentario:

A questao tinha como objetivo verificar o nivel de dificuldade dos alunos em estabele-
cer as relagoes de inscri¢ao e circunscricao a partir dos comando e questionamentos.
A preocupacao se deve ao fato dos alunos em geral apresentarem dificuldades em es-
tabelecer relacoes algébricas a partir de observacoes geométricas. Com as atividades,
pretende-se reduzir as dificuldades com questionamentos e comandos adequados. O
nivel de desenvolvimento das relagdes se mostraram adequados indicando dificuldade
média por 100% dos estudantes. Justamente o que era pretendido, pois esse era um
fator preocupante também porque quando o grau de dificuldade é baixo acaba sendo
desestimulante ao aluno e se o nivel é elevado demais pode causar desinteresse ou
desisténcia do aluno em relagdo a proposta. A parte em que os alunos apresentaram
dificuldades em estabelecer as relagdes foi o momento do uso da semelhanca entre
triangulos para estabelecer a relacao entre o apétema do triangulo equilatero com
o raio do circulo circunscrito (itens 14 e 15 das relagoes). Para ajudar a superagao

desse item sugere-se uma revisao prévia desse assunto e de como utiliza-lo.

8. Se marcou ¢ no item anterior. Quais pontos?



Capitulo 8. Relato da Aplica¢io do Projeto 99

9. Como vocé classifica o nivel das questoes sujeridas como forma de verificacao e

fixacdo das relagoes de inscri¢ao e circunscri¢ao?

a. Facil b. Médio c. Dificil

Resultado:
Resultado questdo 9
A Dificil
® Madio
Facil
Figura 86 — Resultado Questao 9
Comentdrio:

A observacao a respeito desse item se assemelha ao item anterior. Era esperado o
aparecimento de alguma observacao, pois em alguns momentos os alunos apresenta-
ram dificuldades na resolucao, mas viu-se que os alunos tinham identificado que as
dificuldades na resolugao nao foram em relagdo ao assunto foco do trabalho e sim a
pré requisitos da Matematica de anos anteriores como isolamento de variaveis. Os
questionamentos nao eram sobre relacionar as expressoes e sim como manipula-las.

Todos consideraram o nivel das questoes sugeridas é médio.

10. Se marcou a no item anterior. Quais pontos?
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11. Como vocé classifica a proposta metodologica?

a. Regular b. Bom c¢. Muito Bom d. Excelente

Resultado:
Resultado questdo 11
B Excelente
B Muito Bom
Bom
® Regular
Figura 87 — Resultado Questao 11

Comentdrio:

Esse resultado mostrou a importancia de agregarmos elementos novos as aulas como
o software Geogebra, o uso de ambientes que nao somente a sala de aula e também
fato deles construirem de forma mais autonoma o seu conhecimento tornou trabalho
mais interessante. O resultado indica que 87,5% (%) dos alunos acharam a proposta
metodolégica excelente e 12,5% (é) muito boa, ou seja, 100% entre muito bom ou
excelente. O aluno que nao indicou o excelente pode ter achado algum elemento
nao de acordo. Uma hipétese seria a determinagao das relagoes e/ou os problemas
com grau de dificuldade média. O importante, mesmo assim, é ter pontuado o
muito bom, o que corresponde a outro resultado que indica que a proposta estava

adequada.

12. Se marcou a no item anterior. Quais pontos?

Acredita-se que a proposta se mostrou adequada, mas sempre pode-se melhorar ou
explorar novos aspectos. A melhora estaria na revisao de alguns pré requisitos proximos
a aplicacao da sequencia didéatica, pois isso ajudaria a reduzir as davidas apresentadas
na identificacao dos triangulos semelhantes, ou se for conveniente, explorar as demostra-
¢oes de outra forma, por exemplo, utilizar as razoes trigonométricas para estabelecer as
relagoes de inscrigdo e circunscrigao. Seria interessante explorar algumas atividades en-
volvendo manipulacao algébrica como isolamento de incognitas, entre outros. Acredita-se
também que as atividades atingiram os objetivos delimitados no trabalho determinando
um resultado adequado. Fica a indicagao de explorar outros aspectos como a variagao das

areas dos poligonos determinando fungoes que caracterizem essas variagoes ou os pontos
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notaveis, entre outros. O importante é dar continuidade ao estudo dessa area fascinante

que é a Matematica.



102

9 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi apresentada uma proposta de sequéncia didatica com uso de tec-
nologia para o desenvolvimento de construgoes geométricas e suas relagoes. A esse tema,
que é pouco explorado no ensino médio e exigido nos principais vestibulares foi agregado
um software de geometria dindmica para despertar a curiosidade e ser o motivador para

busca de novos conhecimentos.

O uso de novas tecnologias, como indicado na BNCC, deve ser usado pelo professor
com muito cuidado, pois se nao houver um planejamento adequado pode gerar nos alunos
justamente o que nao se quer: a ideia de que o software nao ajuda em nada o aprendizado
e sO causa perda de tempo. O professor tem uma grande responsabilidade quando insere
algo novo em sua metodologia. Por isso, é necessario planejar e ver quais sao as possiveis
implicacoes geradas por essas alteracoes. E claro que nem sempre serd possivel vislumbrar
todas as possibilidades, mas ao final de todo e qualquer trabalho é importante fazer uma
avaliacao destacando os elementos que deram certo e aprimorar os que nao ficaram como
esperado. A critica é algo que deve ser feita nao s6 do trabalho, mas do professor também.
A critica construtiva é a que agrega, provoca reflexdo em relagdo a varios aspectos tanto

conceituais quanto medoldgicos e, por consequéncia, gera a evolugao.

A evolucao de um professor ndo se mostra somente através do aumento de seu
conhecimento a respeito de um determinado assunto. Um professor precisa ser um agente
transformador, ou seja, evoluir além dos aspectos conceituais, precisa crescer também nos
aspectos metodologicos envolvidos no processo de ensino aprendizagem. A metodologia é
tao importante quanto o dominio do assunto, pois de nada adianta um professor dominar
0 assunto e nao conseguir transmiti-lo. Buscou-se durante todo o desenvolvimento desse
trabalho aprimorar a metodologia pensando nos detalhes de como o assunto poderia ser

melhor explorado.

Deve-se ter em mente que para atingir os objetivos definidos de uma aula tudo
comeca no planejamento dela. Inicialmente, temos que ter claro as competéncias e ha-
bilidades que queremos desenvolver de determinado assunto e a partir dai desenvolver
estratégias de como aborda-lo. Pode-se trabalhar de forma tradicional? Sim, mas a per-
gunta é: Serd que ao acrescentar elementos diferentes daqueles que aluno esta acostumado
a visualizar isso nao tornara a aula mais atraente? Acredita-se que sim, pois o novo des-
perta curiosidade e se essa curiosidade for bem conduzida e explorada pode-se alcancar

objetivos ainda mais virtuosos.

As construgoes geométricas com régua e compasso sao excelentes para o desenvol-

vimento do pensamento geométrico do aluno, mas ao acrescentar o uso de um software
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de geometria dinamica para explorar as movimentacoes das construcoes os horizontes se
ampliam em diversos aspectos, como por exemplo, o teste de hipoteses, verificagao de pro-
priedades, sistematizacao de processos, entre outros. O uso do software no projeto para
gerar as construcoes e, mais ainda, para determinar as relagoes algébricas envolvendo os
entes geométricos foi o diferencial dessa proposta. As horas planejando os detalhes de
cada comando e cada questionamento para o desenvolvimento das construgoes e relagoes

mostraram-se validas através dos comentérios positivos dos alunos em relacao ao projeto.

A certeza de dar continuidade no desenvolvimento de outras sequéncias didédticas
foi fortalecida pelos comentarios mencionados anteriormente e com isso a ideia de, por
exemplo, explorar nas construgoes geométricas a variacao das areas dos poligonos regulares
em funcao do comprimento do raio do circulo circunscrito ou inscrito e indicar a forma
grafica dessas fungoes e suas variagoes sao elementos motivadores para o desenvolvimento

do proximo projeto.

Ao final desse trabalho, que acredita-se ter agregado crescimento adequado a todos
agentes envolvidos, vem a certeza que a formacgao continuada tem um papel importan-
tissimo na evolucao de um professor. O aprofundamento teérico aliado a novas praticas
muda a visdo e também as perspectivas de um professor em relacao ao ensino, além de
motiva-lo a continuar em outro nivel de pesquisa. Nao s6 o professor, mas toda a comuni-
dade escolar diretamente envolvida também se beneficia. O professor na evolucao de seu
conhecimento e praticas pedagdgicas, os alunos além da ampliagdo de seu conhecimento
uma preparacao mais adequada aos novos desafios que virdo, a escola por ter sucesso na
preparagao de seus alunos tendo por consequéncia aprovagdo dos mesmos em concursos
disputados, em empregos, em profissoes no qual estarao diferenciados em relagao a outros,

retornando assim em novos alunos e renovando esse ciclo virtuoso.

A expectativa é que esse trabalho seja um elemento motivador a outros colegas
professores que queiram agregar novas praticas a suas aulas e, também, um incentivo a
buscarem uma formacao continuada de qualidade, encontrada pelo autor desse trabalho
no PROFMAT, curso que proporciona evolu¢do em diversos aspectos, principalmente
conceituais matematicos. Além do contato e incentivo de professores cuja qualificacao
¢ indiscutivel e acreditando que a evolucao proposta pelo curso foi atingida, sinto-me
preparado para dar continuidade em outro nivel, como o doutorado. A sugestao que fica
é: Fagam o PROFMAT!
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10 Apéndice

Neste capitulo estao separadas as construcoes dos poligonos regulares, ativida-
des para o desenvolvimento das relagoes e os problemas envolvendo as relagoes. Cada
construgao possui o seu roteiro e em seguida as atividades para determinar as relagoes.
Foram disponibilizadas separadamente cada uma das etapas para que ficasse acessivel a

impressao delas.
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10.1 Construcao do Pentagono Regular na Circunferéncia

Inicialmente, ao abrir o Geogebra escolha a opcao Gréfico e desabilite os eixos
cartesianos como descrito no Capitulo Apresentacao do Software. Apds, siga as instrugoes

abaixo.

1. Determine dois pontos A e B.

.'B‘ Ponto

2. Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

Qj Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

3. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok.

4. Determine a reta que passa pelos pontos A e B;

/ Reta

5. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opg¢ao renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok.

6. Determine a reta s perpendicular a r e que passa por A;

. ;
__\— Reta Perpendicular

7. Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opgdo renomear.

Renomeie a reta de s e em seguida clique em ok.

8. Nomeie no sentido anti-horério, partindo de B, os pontos de interseccao C, D e E

da circunferéncia com as retas r e s;
.A Ponto

9. Determine o ponto médio F de AB;

-
A Ponto Medio ou Centro
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10. Determine a circunferéncia de centro em F e que passa por C;

G) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

11. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c2 e em seguida clique em ok.

12. Nomeie de G a interseccao entre a circunferéncia c2 e o segmento AD.

A D 3
® onto

13. Determine a circunferéncia de centro em C e que passa por G;

G) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

14. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c3 e em seguida clique em ok.

15. Nomeie de H a interseccao entre as circunferéncias c3 e cl.

.A Ponto

16. Determine a circunferéncia de centro em H e que passa por C;

G) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

17. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opg¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c4 e em seguida clique em ok.

18. Nomeie de I a interseccao entre as circunferéncias c4 e cl.

.A Ponto

19. Determine a circunferéncia de centro em I e que passa por H;

Gj Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

20. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c¢5 e em seguida clique em ok.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Nomeie de J a interseccao entre as circunferéncias ¢b e cl.

A D 3
® onto

Determine a circunferéncia de centro em J e que passa por I;

Gj Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c6 e em seguida clique em ok.

Nomeie de K a interseccao entre as circunferéncias c¢6 e cl1. Observe que K é inter-

seccao de ¢3, ¢6 e cl. Cuidado! Se isso nao ocorreu, algo foi feito errado.

.'B‘ Ponto

Determine os segmentos CH, HI, 1J, JK e KC.

s Segmento

Oculte as circunferéncias ¢2, ¢3, ¢4, ¢ e c6 e as retas r e 8

Com a ferramenta angulo, meca os angulos internos do Pentagono.

{f_: Angulo
- g

Construcao Finalizada.
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10.2 Construcao do Triangulo Equilatero na Circunferéncia

Para iniciar a construcao, abra o Geogebra e escolha a opgao Grafico. Em seguida,

desabilite os eixos cartesianos como descrito na Apresentacao do Software. Apds, siga as

instrugoes abaixo.

1.

10.

Determine dois pontos A e B;

.'B‘ Ponto

Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

Qj Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opc¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok.

Determine a reta que passa pelos pontos A e B.

/ Reta

Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opg¢do renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok.

Marque o ponto C de intersec¢do entre a reta r e a circunferéncia cl;

A D 3
® onto

Determine uma circunferéncia com centro em C e que passe por A;

Q) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c¢2 e em seguida clique em ok.

Identifique os pontos de interseccao D e E entre as circunferéncias cl e c2.

A D 3
® onto

Determine os segmentos BD, DE e EB.

./} Segmento
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11. Oculte a circunferéncia c2 e a reta r.

12. Com a ferramenta angulo, mega os angulos internos BDE, DEB e EBD do tridngulo.

.(f_. Angulo
cl g

Construcao Finalizada.

10.2.1 Atividades para determinar as relacdes de inscricao e circunscricao

Para chegar as relagoes de inscricao e circunscrigao propostas a seguir, siga o passo
a passo respondendo as perguntas e desenvolvendo os calculos de forma organizada no

seu caderno ou em uma folha separada.

1. Que nome damos ao tridngulo construido na circunferéncia?
2. Que tipo de poligono ele é7 Por que?

3. Determine os pontos Médios F, G e H dos lados BD, DE e EB, respectivamente, do
triangulo BDE.

[ ]
g Ponto Médio ou Centro

4. Em relacao a circunferéncia, como chamamos os segmentos AB, AD e AE?

5. Determine o segmento BG.

./} Segmento

6. Com a ferramenta angulo, determine a medida do angulo BGD.

.é:. Angulo

7. Como chamamos o segmento BG?

8. Supondo que o tridngulo tenha as medidas de lado e altura BG, respectivamente, a

e h. Coloque a medida h em fungao de a. (sugestdo: use o Teorema de Pitdgoras)

9. Determine os segmentos de reta DH e EF.

./} Segmento
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10. Utilizando a ferramenta angulo, determine as medidas dos angulos DHE e EFB.

.é:. Angulo

11. Que nome damos aos segmentos DH e EF?

12. Em relagao ao triangulo equilatero BDE, como chamamos o ponto A?

13. Como chamamos os segmentos AG, AH e AF?

14. Ao compararmos os tridngulos BGE e AHB, o que podemos dizer a respeito deles?

15. Considerando o item anterior e supondo que os segmentos AB e AH tenham medidas
I e a,, respectivamente, qual a relagao entre eles? (sugestdo: use semelhanca entre

tridngulos)
16. Qual a relacao entre a altura h do tridngulo equildtero BDE e o apétema a, dele?

17. Qual a relagao entre a altura h do tridngulo equilatero BDE e o raio do circulo

circunscrito?

18. Coloque o Apétema a, e o Raio do circulo circunscrito r em funcao da medida a do

lado do triangulo Equilatero BDE.

19. Determine uma circunferéncia de centro em A e que passa pelo ponto F.

(*j Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

20. Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opgao

renomear. Renomeie a circunferéncia de ¢3 e em seguida clique em ok.

21. O que podemos dizer a respeito da circunferéncia ¢3 em relacdo aos pontos F, G e
H?

22. O que podemos dizer a respeito da circunferéncia c¢3 em relagao ao Triangulo Equi-

latero?

23. Qual a medida do raio da circunferéncia c3?

Relagoes determinadas.
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10.3 Construcdo do Quadrado - Passo a Passo

Para iniciar a construcao, abra o Geogebra e escolha a opgao Grafico. Em seguida,

desabilite os eixos cartesianos como descrito na Apresentacao do Software. Apds, siga as

instrugoes abaixo.

1.

10.

Determine dois pontos A e B;

.'B‘ Ponto

. Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

Q) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opgao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok.

Determine a reta que passa pelos pontos A e B;

/ Reta

Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a op¢do renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok.

Determine a reta perpendicular a r e que passa por A;
.'u‘ D :
__\~ RetaPerpendicular

Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opgdo renomear.

Renomeie a reta de s e em seguida clique em ok.

Nomeie no sentido anti-horério, partindo de B, os pontos de interseccao C, D e E

da circunferéncia cl com as retas r e s;

.'B‘ Ponto

Determine os segmentos CD, DE, EB e BC.

ol Segmento

Oculte as retas r e s.
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11. Com a ferramenta dngulo, mega os angulos internos do quadrado.

& Ang
2, Angulo

Construcao Finalizada.

10.3.1 Atividades para determinar as relacoes de inscricao e circunscricao

Para chegar as relagoes de inscri¢ao e circunscrigao propostas a seguir, siga o passo
a passo respondendo as perguntas e desenvolvendo os calculos de forma organizada no

seu caderno ou em uma folha separada.

1. Trace a diagonal CE do quadrado.

ol Segmento

2. Supondo que as medidas dos lados do quadrado seja a e a medida da diagonal seja

d. Determine a medida d em fungao de a. (sugestdo: use Pitdgoras)

3. O que podemos dizer a respeito da medida d da diagonal do quadrado em relagao

ao diametro 2r da circunferéncia?

4. Com os itens 12 e 13, coloque a medida r do raio da circunferéncia em funcao da

medida do lado do quadrado.

5. Determine os pontos médios F, G, H e J dos lados CD, DE, EB BC respectivamente.

[ ]
g Ponto Médio ou Centro

6. Determine o segmento AF.

Q) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

7. Que nome damos ao segmento AF?

8. Com a ferramenta dngulo, determine a medida do angulo AFC.

{f_: Angulo
cl g

9. Supondo que o segmento AF tenha medida a,. Coloque a, em funcao do lado a do

quadrado. (sugestao: use Pitdgoras no tridngulo AFC)
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10.

11.

12.

13.

14.

Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto F;

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opc¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c2 e em seguida clique em ok.

O que podemos dizer a respeito da circunferéncia c¢2 em relagao aos pontos F, G, H
el?

O que podemos dizer a respeito da circunferéncia ¢2 em relacao ao quadrado?

Coloque o raio da circunferéncia c2 em fun¢do do lado do quadrado.

Relagoes determinadas.
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10.4 Construcao do Hexagono Regular - Passo a Passo

Para iniciar a construcao, abra o Geogebra e escolha a opgao Grafico. Em seguida,

desabilite os eixos cartesianos como descrito na Apresentacao do Software. Apds, siga as

instrugoes abaixo.

1.

10.

Determine dois pontos A e B;

A D 3
® onto

Determine uma circunferéncia de centro no ponto A e que passe pelo ponto B;

Q) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de cl e em seguida clique em ok.

Determine a reta que passa pelos pontos A e B;

/ Reta

Clique com o botao direito do mouse sobre a reta e selecione a opgdo renomear.

Renomeie a reta de r e em seguida clique em ok.

Nomeie o ponto de interseccao C da circunferéncia com a reta r;

.'B‘ Ponto

Determine a circunferéncia de centro em C e que passa por A;

Qj Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opc¢ao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c2 e em seguida clique em ok.

Determine a circunferéncia de centro em B e que passa por A.

Q) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opgao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c¢3 e em seguida clique em ok.
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11. Nomeie no sentido anti-horario as intersec¢oes D, E, F e G das circunferéncias c2 e

c3 com a circunferéncia cl, partindo do ponto B.

A D 3
® onto

12. Determine os segmentos BD, DE, EC, CF, FG e GB;

ol Segmento

13. Oculte as circunferéncias c2 e ¢3 e a reta r.

14. Com a ferramenta dngulo, mega os angulos internos do Hexagono.

.(f_. Angulo
cl g

Construgao Finalizada.

10.4.1 Atividades para determinar as relacoes de inscricao e circunscricao

Para chegar as relagoes de inscri¢ao e circunscrigao propostas a seguir, siga o passo
a passo respondendo as perguntas e desenvolvendo os calculos de forma organizada no

seu caderno ou em uma folha separada.

1. Que tipo de poligono o Hexdgono construido é? Por que?

2. Determine os segmentos de reta AB, AD, AE, AC, AF e AG.

ol Segmento

3. Em relacdo a circunferéncia, qual o nome dado aos segmentos de reta do item

anterior?

4. Comparando os segmentos do item 2 com os lados do Hexdgono Regular, o que

podemos dizer a respeito dos triangulos formados no Hexagono?

5. Com base no item anterior, qual a relagao entre o lado do hexagono e o lado de um

triangulo?
6. Determine os pontos médios H, I, J, K, L e M dos lados BD, DE, EC, CF, FG e
GB do Hexagono Regular, respectivamente.

[ ]
g Ponto Médio ou Centro
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7.

10.

11.

12.

13.

Determine o segmento de reta AL.

ol Segmento

Com a ferramenta angulo, mega o angulo ALF.

& Ang
2, Angulo

Como é chamado o segmento de reta AL?

Supondo que a medida do lado do hexdgono regular seja a e a medida do segmento

AL seja ay, coloque a medida a, em fungao de a. (sugestdo: use Pitdgoras)

Determine a circunferéncia de centro em A e que passa por L.

Q) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Clique com o botao direito do mouse sobre a circunferéncia e selecione a opcao

renomear. Renomeie a circunferéncia de c4 e em seguida clique em ok.

Em relacao a circunferéncia do item anterior, como chamamos o segmento AL?

Relagoes determinadas.
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10.5 Problemas envolvendo as Relacdes de Inscricao e Circunscri-
cao

Desenvolva os cédlculos a lapis e de forma organizada no seu caderno ou em uma

folha separada.

1. Se a medida da altura de um tridngulo equildtero é 2v/3 e¢m , entdo a medida de

seu perimetro ¢ igual a:
a.2cmb. 4deme. 6emd. 12 eme. 14 em
2. Se a medida da diagonal de um quadrado é 12 m, entdo a medida da area do circulo
inscrito nele ¢ igual a:
a. 97 m? b. 127 m? c. 16r m? d. 187 m? e. 20w m?

3. Sabendo que a 4rea de um hexdgono regular é de 12v/3 ¢m, a medida do raio do

circulo inscrito vale:

a. vV3emb. V6 emc. 2v/3 em d. 3vV6 em e. 333 em

4. Qual a medida da area de um circulo circunscrito a um quadrado de perimetro 24
m?

a. 9m m? b. 127 m? c. 16w m? d. 187 m? e. 20m m?

5. A area de um circulo circunscrito a um tridngulo equilétero cujo apétema mede 21/3
cm, é:
a. 10m em? b. 167 cm? c. 36w cm? d. 48w em? e. 60w cm?

6. Se uma circunferéncia possui drea igual a 47 em?, entdao a medida do apétema do

hexagono regular inscrito é:

a. vV3emb. 23 em c. 3vV3 em d. 43 em e. 63 em

7. O didmetro do circulo circunscrito em um tridngulo equildtero, cujo lado mede 4+/3

cm, vale:

a.6emb. 8eme. 12em d. 16 em e. 20 em

8. A medida do ap6tema de um hexagono regular cuja area vale 24+/3 cm é:

a. 23 cemb. 3vV3eme. 4 em d. 63 eme. 8 em

9. A area de um quadrado inscrito em uma circunferéncia de comprimento 2w cm é:

a. 2cem?b. 4em?c. 6 em?d. 8 em? e. 12 em?
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