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Resumo

Elipses sdo curvas que aparecem com frequéncia no nosso dia-a-dia. Por exemplo,
quando vocé quer cortar fatias nao-circulares de um salame, é comum que utilize certa incli-
nacao na faca em relagdo ao plano; as fatias obtidas usando esse procedimento tém a forma
de uma elipse. Por outro lado, se quiser observar a 6rbita dos planetas ao redor do Sol, notara,
como o fez J. Kepler no inicio do século 17, que eles se movem segundo elipses com o Sol
localizado em um dos focos.

Entre as inUmeras aplicacbes da elipse, talvez a mais curiosa de todas se deva a Lewis
Carroll, autor de "Alice no Pais das Maravilhas", que imaginou uma mesa de bilhar cuja parede
lateral fosse eliptica, e ndo retangular. Na mesa de Carroll, colocando uma bola em um dos
focos da elipse e atirando-a para uma diregdo qualquer com forgca suficiente, ela sempre ira
acertar uma bola colocada no outro foco da mesa.

Em geral, se supormos que a bola se mova sem atrito mostra-se que a trajetéria percor-
rida pela bola pode ser classificada em trés tipos: Sempre passa pelos focos, sempre passa
exterior aos segmentos unindo os focos, sempre passa interior ao segmento unindo os focos.
Fixado um poligono convexo de K lados, esticamos um lago de comprimento L ao redor deste
até um ponto P e movemos este ponto ao redor do poligono. Este procedimento é denominado
“construcao do jardineiro”, ou “método das cordas”. Obviamente a curva obtida por essa cons-
trucao seré constituida por arcos de elipse.

Estudaremos algumas propriedades destas curvas em fungao do parametro L e mostra-
remos que também neste caso a influéncia dos focos ndo pode ser ignorada e nos permitird
classificar as trajetérias em trés tipos, sendo estas: Focais, exterior e interior.

Palavras-chave: Secbes, Cbnicas, Bilhar Eliptica, GeoGebra, construcdes, propriedades
das conicas.



Abstract

Ellipses are curves that appear frequently in our days. For example, when you want to cut
non-circular slices of a salami, it's common to use a certain inclination in the knife in relation to
the plane; the slices obtained using this procedure have the shape of an ellipse. On the other
side, if you want to observe the orbit of the planets around the Sun, you’ll notice, as did J. Kepler
at the beginning 17th century, they move by ellipses with the Sun located in one of the outbreaks.

Among the many applications of the ellipse, perhaps the most curious of all is Lewis Carroll,
author of "Alice in Wonderland,"who imagined a billiard table whose side wall was elliptical rather
than rectangular. At Carroll’s table, placing a ball in one of the foci of the ellipse and throwing it
in any direction with sufficient force, it will always hit a ball placed in the other focus of the table.

In general, supposing that the ball moves without friction, it's shown that the trajectory
traversed by the ball can be classified into three types: Always passes through the foci, always
passes outside the segments joining the foci, always passes inside the segment joining the foci.
Fixed a convex polygon of K sides, we stretch a loop of length L around this to a point P and
move this point around the polygon. This procedure is called "Construction of the gardener”, or
"method of the ropes". Obviously the curve obtained by this construction will consist of ellipse
arcs.

We will study some properties of these curves in function of the parameter L and we will
show also in this case the influence of the foci cannot be ignored and will allow us to classify the
trajectories into three types, these being: Focal, exterior and interior.

Keywords: Sections, Conics, Elliptical Billiards, GeoGebra, Constructions, Properties of
Conics.
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1 Caracterizacao de uma elipse

Abrimos este capitulo definindo uma elipse como o conjunto dos pontos P no plano tais que
a soma das distancias de P a dois pontos fixos F} e F, é constante, ou seja, se dist(F|,F,) = 2¢
entdo a elipse é o conjunto dos pontos P tais que

dist(P,F) +dist(P,F,) = 2a,
emque a > c. [13]

Em geometria, uma elipse é um tipo de se¢ao cbnica: se uma superficie cbénica é cor-
tada por um plano que néo passa pela base e que nao intercepte as duas folhas do cone, a
intersecao entre o cone e o plano é uma elipse.

Figura 1.1: Intersegéo de um cone e um plano: Elipse

Além disso, podemos usufruir do conceito de lugar geométrico (L.G.) a partir da seguinte
definicdo:
Definicao 1.0.1. Dada uma propriedade ‘P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico

dos pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto L do plano que satisfaz as duas
condigbes a seguir:

1. Todo ponto de L possui a propriedade P.
2. Todo ponto do plano que possui a propriedade ‘P pertence a L.

Em outras palavras L é o Lugar Geométrico da propriedade ‘P se L for constituido exata-
mente pelos pontos do plano que tém a propriedade P, nem mais nem menos. [3]
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Existem varios lugares geométricos, temos como exemplo: a circunferéncia, que € um

caso particular da elipse, a mediatriz, a bissetriz, a paralela e o arco-capaz.

Neste sentido, sendo dois pontos fixos no plano, F| e F», a elipse é o Lugar Geométrico
dos pontos P no plano cujas distancias somadas de P a F| e de P a F; é sempre constante.

Figura 1.2: Lugar geométrico

Para colaborar, imagine que vocé amarre cada ponta de um barbante resistente em dois
pregos; fixe completamente os dois pregos em locais distintos de numa superficie. Depois com
a ponta do lapis estique o préprio barbante com a ponta do lapis e desenhe na superficie. A

medida que vocé vai percorrendo, o contorno gerado € uma Elipse.

‘\ Prego Prego-
'

Figura 1.3: Experiéncia pratica

O processo apresentado anteriormente é exatamente 0 mesmo que chamamos da Cons-
trugdo do Jardineiro para elaboragdo de uma elipse. Essa construgcao consiste em afixar duas
hastes verticais no chdo, a cada uma das hastes atar as extremidades de uma corda com
comprimento superior a distancia entre as hastes e com um prego afixado a uma madeira e
encostado a corda ir tracando a elipse no chao, mantendo sempre a corda esticada.
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Figura 1.4: Construgdo do Jardineiro

Imagem retirada de http://www.atractor.pt/geral/temp/ConstrucoesConicas.html

De acordo com a definicdo de elipse os pontos P, F| e F> devem manter sempre a seguinte
relacdo: PF| + PF, = constante positiva.

PF, é a distancia do ponto P a F| e PF, é a distancia do ponto P a F>. Por coveniéncia
chamaremos PF| + PF, = 2a com a > 0.

A seguir serdo apresentadas terminologias para uma elipse.

1.1 Terminologia

Figura 1.5: Elipse: seus vértices, focos e centro

1.1.1 Definicoes iniciais

Ao longo desse estudo usaremos de forma natural alguns termos utilizando-se das defini-
¢cbes abaixo:

Definicao 1.1.1.
1. Os pontos F; e I, sdo focos da elipse.

2. Aintersecdo da elipse com a reta que contém os focos consiste exatamente em dois
pontos, A1 e Ay, chamados de vértices da elipse.
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3. OsegmentoA1A, de comprimento 2a e que contém os focos é o eixo maior da elipse.

4. O centro O da elipse é o ponto médio do eixo maior A{A; e também do segmento
Fb.

5. O segmento FiF> é a distancia focal de comprimento 2c.

6. O segmento perpendicular ao eixo maior e que passa pelo centro O é o eixo menor
da elipse.

7. O eixo menor da elipse é o segmento B1B> de comprimento 2b.

8. A elipse intersecta o eixo menor em exatamente dois pontos, B e B, denominados
vértices da elipse sobre o eixo menor.

9. O numero a é a distancia do centro aos vértices sobre o eixo maior, b é a distancia
do centro aos vértices sobre o eixo menor e c é a distancia do centro aos focos.

C
10. O nimero e = — é a excentricidade da elipse, sendo que 0 < e < 1.
a

Assim, podemos definir uma elipse € de focos F1 e F> como o conjunto dos pontos P
do plano cuja soma das distancias a F| e I, é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a
distancia entre os focos 2¢ > 0. Sendo 0 < ¢ < a e d(F,F>) = 2¢, em suma

e={P | d(PF\)+d(PF,)=2a}

Observacao 1.1.1. Como o tridngulo F1B;F, € isosceles e pela definicdo da elipse B>F| =
B>,F, = a e ainda o tridngulo F>OB; é retangulo em O, temos pelo teorema de Pitdgoras que

b =a? — .

Utilizaremos nas proximas secdes e capitulos da terminologia e definicdes apresentadas

anteriormente. Iniciaremos exibindo a forma canénica da elipse.

1.2 Forma candnica da elipse

Nesta secao estudaremos a equacao chamada forma canénica da elipse, ou seja, a forma
mais simples de escrevé-la.
A elipse em sua forma canénica é caracterizada por estar centrada na origem do plano car-

tesiano, sendo os eixos desse plano coincidentes com o eixo maior e o eixo menor da elipse.

Proposicao 1.2.1. Formas canénicas da elipse
Dizemos que a equacio da elipse esta na forma candnica se:
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1. a equagéo da elipse cujos focos séo F) = (—c,0) e F, = (¢,0) é

2 2
Y
— 4+ = 1
a? b2
Y
(0.b)
(-a,0), (a.0)
(0.-b)
$2 2
Figura 1.6: Forma canbnica 1 de uma elipse: 2t = l,a>b
a

2. ou se a equagéo da elipse cujos focos séo F; = (0,—c) e F, = (0,¢) é

L
a’? b2
y
(0,3}
(b.0) (b.0)
©.-a)
Vo2
Figura 1.7: Forma candnica 2 de uma elipse: = + i l,a>b
a

Demonstragdo. Em ambos os casos b = \/a% — c2. Provando o item 1 e trocando x por y obte-
mos o resultado do item 2, portanto basta provar o item 1 de nossa proposigao.

Vamos provar que se P = (x,y) pertence a elipse, entao ele satisfaz a proposic¢ao e deixa-
mos para o leitor, a demonstragao da reciproca.

A elipse é o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

dist(P,Fy) +dist(P,F>) = 2a

ou seja,
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P+ FP=2a

Que neste caso é

Vo 2+ x4 = 2

(x+c)2+y2 = 2a—/(x—c)?+)?

Como ambos os lados da igualdade sao maiores ou iguais a zero, podemos elevar ambos lados
ao quadrado e teremos:

X 42xc+c+y = 4a’—day/(x—c)2+y2 4+ xF —2xc+ P +y?

Simplificando o resultado, obtemos:

a\/(x—c)2+y?2 = a*—cx

Como a> > cx, elevamos novamente ambos lados da igualdade ao quadrado e simplificando,
obtemos:
(P =2+ +y?) = a*—2dex+ X
(a2_c2)x2+a2y2 — a2<a2_62)

Como a > ¢, entdo a*> — ¢? > 0. Assim, podemos definir b = /a2 — ¢ e dividir a equagéo
anterior por a’b* = a*(a® — ¢*), obtendo assim:

De forma geral, uma conica no plano é definida como o conjunto dos pontos P = (x,y)
que satisfazem a equacéo geral do 22 grau

Ax* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0,

em que A,B,C,D,E e F sao numeros reais, com A,B e C nao simultaneamente nulos. Esta
equacao geral sera melhor explicitada no capitulo 2 deste estudo, mas adiantamos que a elipse
€ considerada uma cénica nao degenerada.

Uma cbdnica é considerada degenerada quando a equagao geral Ax? + Bxy + Cy2 + Dx+
Ey+ F = 0 se decompde no produto de dois fatores lineares, neste caso, se resumindo a um
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ponto, ou uma reta ou ainda um par de retas concorrentes.

Lembrando que se uma superficie cénica é cortada por um plano que nao passa pela base
e que nao intercepte as duas folhas do cone, a intersegao entre o cone e o plano é uma elipse,
entao a elipse serad degenerada, ou seja, um ponto, se esse plano passar pelo vértice do cone.

Figura 1.8: Elipse degenerada - Interse¢do do cone com um plano é um ponto.

Nesta secao tratamos da forma candnica da elipse, ou seja, a elipse caracterizada com o
centro na origem do plano cartesiano e seus eixos coincidentes com os eixos do mesmo plano.
Na sequéncia veremos como funciona a translagéao dos eixos coordenados e posteriormente
sera apresentada a equacgao da elipse transladada.

1.3 Translacao dos eixos coordenados

Uma translagéo € um deslocamento de figuras do plano, nos sentidos horizontal e/ou verti-
cal. Em geral, a translacao é utilizada para simplificar equacoes.

Usualmente para uma translagdo definimos um novo sistema cartesiano de forma que a
figura a ser estudada, neste novo sistema, tenha uma equagao mais simples. Na pratica defini-
mMos 0 novo sistema cartesiano de modo que sua origem coincida com um ponto desejado. No
Nnosso caso, estamos interessados que esse ponto seja o centro de uma elipse.

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, sendo O a origem desse sistema. Considere-
mos O = (xo, o) um ponto do plano OXY e OXY o sistema cujos eixos OX e OY s&o paralelos
aos eixos OX e OY e tém o mesmo sentido destes eixos, respectivamente e O = (xg,yo) a
origem desse novo sistema ortogonal. Designamos por (X,y) as coordenadas do ponto P no
sistema de eixos OXY e por (x,y) as coordenadas de P no sistema de eixos OXY .
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Y=UT U Geccdpmacncccccancncnanan .

Yo

- -

o] Ty X

=T+ x

Figura 1.9: Translacdo dos eixos coordenados

Sabemos que se ¢ = (1,0) e & = (0,1) s&o os vetores unitarios na diregdo e sentido,
respectivamente, dos eixos OX e OY (e portanto, dos eixos OX e OY), temos que:

% e
_jf-—x%}+yea
00 = xpe1 +yoer
Como
—_— =
0P = 00+ OP,
Obtemos que:

xé) +yér = (xp€] +yoear) + (xé1 +yé3) = (X +x0)e1 + (Y +yo)éa.

Logo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e OXY sao relacionadas pelas fér-

X=X+X9
y=y+o

Como mencionado anteriormente, na proxima sec¢ao veremos a forma candnica da elipse

mulas:

transladada.

1.4 Forma canénica da elipse transladada

Considerando uma translagdo dos eixos coordenados, vamos obter a equacdo de uma

elipse € cujo eixo maior é horizontal ou vertical.
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Seja OXY o sistema de eixos ortogonais que foi obtido pela translacdo do sistema OXY,
cuja nova origem é O = (xo,Y0).

Mostraremos a forma candnica da elipse com centro no ponto O = (x0,y0) e eixo maior
paralelo ao eixo OX: Sendo O = (x,yo) 0 centro,/: y = yo 0 eixo maior e F| = (xo —¢,yo) €
F> = (x0+¢,y0) os focos da elipse, um ponto P = (x,y) = (X +x0,y+ yo) pertence a elipse se
e somente se

d(P,Fl) +d(P,F2) = 2a,

ou seja,

<= d((X+x0,y+Y0),(x0—¢c,¥0)) +d((X+x0,Y+0), (X0 +¢,y0)) = 2a

= d((%,3),(=¢,0)) +d((x,), (¢,0)) = 2a

2 2
X y
— $+ﬁ:1
(x—x0)*  (F—y0)?
— " + 2 =1

Entao, a forma candnica da equacgao da elipse € com centro no ponto (xp,yo) e eixo
maior paralelo ao eixo OX é:

(5 —y0)*

) ()_C —x0)2
: 2

a2

=1, onde b? = a* —c?

_I_

Os elementos desta elipse sao:

e eixo maior: /: y = yp;

e eixo menor: I': x = xp;

e focos: F1 = (xo —¢,y0) € Fa = (xo+¢,¥0);

e vértices sobre o eixo maior: A; = (xo —a,yo) € Ay = (xo +a,Y0);
e vértices sobre o eixo menor: By = (xp,y0 — b) € By = (x0,y0 + D).
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=1

Xya
Xo+a
=

b b
o
> &

Figura 1.10: Elipse transladada - eixo maior paralelo ao eixo OX

De forma analoga, verifica-se que a forma canénica da equacao da elipse € com centro no
ponto (xp,yo) e eixo maior paralelo ao eixo OY é:

=1, onde b* = a* — 2.

. (¥ —x0)? n (¥ —0)?
' b? a?

Os elementos desta elipse sao:

eixo maior: /: x = xp;

eixo menor: I': y = yp;

focos: Fi = (xo,y0 —¢) € F» = (x0,Y0 +¢);

vértices sobre o eixo maior: A; = (xo,y0 —a) e Az = (x0,y0 +a);

vértices sobre o eixo menor: By = (xo — b, yo) € By = (xo + b, o).

¥ Y
Yq+a
Y+
VOB1
VQ7c
Vq—a
o| @ KO %E X
5 S

Figura 1.11: Elipse transladada - eixo maior paralelo ao eixo OY

Neste capitulo caracterizamos e definimos uma elipse, mostramos sua forma canénica e
fizemos sua translacao, além de apresentarmos a Constru¢cdo do Jardineiro para uma elipse.
Dois outros resultados importantes serdo exibidos no préximo capitulo, a saber: a rotacao dos
eixos coordenados do plano cartesiano e a equacao geral do segundo grau em R? para uma
elipse.
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2 Equacio geral do segundo grau em R

Neste capitulo apresentaremos a equacao geral do segundo grau em R? de uma elipse,
mas antes, da mesma forma que no capitulo anterior foi explanado sobre translagdo dos eixos
coordenados do plano cartesiano, na proxima seg¢ao sera exposto sobre a rotagdo dos eixos
coordenados no plano, de um angulo 6, em torno da origem do sistema. Através de uma
rotacdo podemos fazer com que os eixos da elipse figuem paralelos aos eixos cartesianos e,
desta forma, simplificamos suas equagoes.

2.1 Rotacao dos eixos coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Dado 6 € [0,27), seja OXY o sistema obtido
girando os eixos OX e OY de angulo 6 no sentido positivo (que vai de OX para OY) em torno

da origem O. Entao:

vi = (cos6,senB) e

v = (—sen®,cos)

sd0 os vetores unitarios na direcéo e no sentido dos eixos OX e OY, respectivamente.

<|

=

Figura 2.1: Angulo 8 entre os eixos OX e OX
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Considere um ponto P do plano. Como os vetores v| e v> sdo ortonormais (= v} e v» ndo
sao multiplos), existem numeros reais x e y de modo que

0P — x| + ).
pois:

Consequentemente, (X,y) sdo coordenadas do ponto P com respeito ao sistema OXY,

Projglﬁ = IV
Projﬁﬁ = .

=<

<|

@)
/
&

>

Figura 2.2: P = (x,y)oxy = (X,¥) oxy

Sejam (x,y) as coordenadas do ponto P em relagdo ao sistema OXY, isto &, 5?3 = xe1 +
ye, onde €1 = (1,0) e &, = (0,1) séo os vetores unitarios na mesma diregdo € no mesmo
sentido dos eixos OX e OY, respectivamente.

Entdo, como xé| + yé> = Xv| + yv», obtemos, fazendo o produto interno’ de ambos os
termos da identidade por €1, e depois por ¢>, que

X =Xxcos0—ysen0
= (2.1)
y=Xxsen0-+ycos0O

! Representaremos o produto interno por () e definimos o produto interno (ou produto escalar) entre dois vetores
i = (x1,y1) e w= (x2,y2), como sendo o0 nimero:

(i, W) = x1x2 +y1y2.

O resultado € um namero real ligado ao tamanho de cada um desses vetores i e w e ao angulo formado por
eles. [13]
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Por outro lado, fazendo o produto interno dos termos da identidade xe| + ye, = Xvi + yvs

por v, e em seguida por v», temos que

{ X
Os sistemas (2.1) e (2.2) podem ser escritos na forma matricial da seguinte maneira:
(x,) cos® —senb
X, = e

Y sen® cosH
L cos® sen0 X
(x,y) =

—senB cosH y

1 0
Identificamos que B'B = BB' = I, onde | = ( 0 1 > é a matriz identidade do tipo 2 x 2,

<l
I
= =
—

V1) PN { X=xcosO+ysen6 (22)

y = —xsen0-+ycos0

=l

<l

onde B é a transposta da matriz B, ou seja, as colunas da matriz B’ sdo as linhas da matriz
B. Ent&o, a matriz de passagem do sistema OXY para o sistema OXY tem a propriedade de
que sua transposta é também sua inversa. As matrizes com esta propriedade sdo chamadas

matrizes ortogonais.

cos® —senO

A matriz B=
sen® cosO

) é a matriz de passagem das coordenadas (X,y) para as

cosO senO

€ a matriz de passagem
—senB cosH

coordenadas (x,y) e, por sua vez, B =B~ ! = <

das coordenadas (x,y) para as coordenadas (X, ).

Verifique que a primeira e segunda colunas da matriz B sdo as coordenadas dos vetores V]
e 0 v» no sistema OXY, respectivamente, e a primeira e a segunda colunas da matriz B’ sdo as
coordenadas dos vetores €] e ¢, no sistema OXY, respectivamente.

De fato, como x¢é] + ye» = Xv + yva, dai, pelas equagdes (2.1) e (2.2) finalmente temos:

—

1 = co0s0.e] +senb.e, vy = —senb.e] +cos0.& (2.3)

e1 = cos0.v] —senO.v5, é> = senO.v] +cos0.v) (2.4)

Finalizamos essa secdo depois de tratarmos da rotagdo dos eixos coordenados no plano
cartesiano OXY, de um angulo 6, em torno da origem do sistema, resultado esse que posteri-
ormente sera importante para encontrarmos a equacgao geral do segundo grau em R? de uma

elipse.
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2.2 Forma Quadratica

A forma quadratica f(x,y) = Ax? + Bxy +Cy2 no sistema de eixos ortogonais OXY, pode
ser reescrita nas coordenadas ¥ € y em um sistema OXY na forma f(%,¥) = MX> + A23°, que

serd demonstrada ao longo desta se¢ao, para tanto iniciamos com um lema:

Lema 2.2.1. Dada uma forma quadrética f : R> —s R, f(x,y) = Ax> 4+ Bxy+ Cy?, associamos
uma matriz a f do tipo 2 x 2:

N

I
(Sl R
Q=

em que (x,y) € R?,

fy) = (A(x,y), (x,))-

Demonstracao.
B B
(Aly) () = (A (5 )0 (5 )x+0). )
B B
= AP+ (2 )+ (2 |o+0°
2 2
= A+ By +Cy’ = f(x,y).
]
. ar an . e . :
Uma matriz real do tipo 2x2 é simétrica se a;, = ap;. Observe que a matriz
az; ax

de qualquer forma quadratica é simétrica.

Antes de provar o préximo teorema, enunciaremos a seguinte proposicao que sera util na
demonstracao:

- . by b2 . . ; b1 by
Proposicao 2.2.1. Sejam B= uma matriz real do tipo2x2e B =
b1 b b1y b

sua matriz transposta.

Entao,
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(Bii, V) = (i, B'V),

para quaisquer vetores i = (x,y) e V= (z,w) em R%.

Demonstracdo. De fato,

(Bii,V) = ((by1x+b12y,byix+byy),(z,w))
= biyxz+biayz+ba1xw + baoyw
= x(br1z+b2iw) +y(b12z+bayw)
= ((x,y),(br1z+baiw,biaz+bypw)) = (i, BV).

O

o . . , mip my
Também é preciso lembrar que o produto de duas matrizes do tipo 2 x 2, M = ( )
mpy mp

n n
eN = 1 721) ¢ a2 matriz M AN do tipo 2 x 2 dada abaixo:
ni N

myny +mionyr MRy +miong2
MN = )
ma N1 + MmN MmNy + Mohngo

Assim, o jj-ésimo elemento da matriz produto M A é o produto interno do i-ésimo vetor
linha, (m;1,m;), da matriz M pelo j-ésimo vetor coluna, (n1,n2;), da matriz AL

Observacao 2.2.1. Como é f4cil verificar, o produto de matrizes é associativo, isto é, (M N)Q,
= M (NQ), quaisquer que sejam as matrizes M, N e Q do tipo 2 x 2.

myp mia ni n . . . . (

Se M = eN = sdo duas matrizes do tipo 2 x 2 e i = (x,y) €
map My na1 h

um vetor, entdo

MAN(x,y) = M(N(x,y))-

Com efeito,
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M(N(x,y)) =

= M(nnx+npy,nax+nyny)
my1(n11x+n12y) +miz(na1x + nooy), (mar (n11x + ni2y) + maa(n21x + naoy))

(
= ((mnnn +mignz1)x+ (mi1(ni2 +mian)y, (maynyy +moangy )x + (mayni2 +mpn)y)
(MN)(x,y).

| S

Teorema 2.2.1. Segja 4 = uma matriz simétrica real do tipo 2 x 2.

NS >
a

1. As raizes M e A do polinémio caracteristico’ de A sdo reais. Isto é, a matriz 4 tem
dois autovalores A; e A,, que tém multiplicidade um se \| # \,, multiplicidade
dois, se A; = \s.

2. Existe um par de autovalores i) e it; ortonormais relativos aos autovalores A; e A;,
respectivamente.

ay a
3. Se B = ( bl bz ) € a matriz do tipo 2 x 2 cuja primeira coluna é formada pe-
1 02

las coordenadas do vetor i} = (aj,b)) e a segunda, pelas coordenadas do vetor

W = (az,bz), entdo
A O
Bag=| "'
0 M

Demonstragéao. 1. O polinébmio caracteristico da matriz 4 é
—-B
A—A —_— B2
p(A\) = det| _p 2 A—A)(A—C) — =
7 M€ )

- kz—(A+C)k+AC—%.

2Definimos o Polinémio caracteristico de uma matriz A,,,, como o polinémio dado por det[Al —A] em que det é o
determinante e I é a matriz identidade nxn.[13]
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Como o discriminante da equagédo p(A) =0,

32
A = (A+C)2—4<AC—Z> = A% £ 2AC +C* —4AC + B?

= (A - C)z + 327
é nao negativo, suas raizes A e A, séo reais.

. Se A=0,temosque A=C e B=0eportanto A =A = C é a Unica raiz de p(A) = 0.
A0

Neste caso, 4 = 0 A e e; = (1,0), &, = (0,1) séo autovetores ortonormais

relativos ao autovalor A de multiplicidade dois.

Se A > 0, a equagédo p(A) tem duas raizes reais A e A, distintas. Sejam w1 e i
vetores n&o nulos tais que A = At} e Aty = Mib>, isto é, 1] e > sdo autovetores
ndo nulos correspondentes aos autovalores A e A;, respectivamente. Podemos su-
por, que i) e ip sdo vetores unitarios (isto é,

i1|| = ||liz|] = 1). Além disso, o vetor
u1 é ortogonal ao vetor ir;. De fato, pela proposigdo 2.2.1,

(A, ir) = (0, An) = (Mi,ir) = (U1, M)
=  M@,m) = A(u),ur)
= M —),m) = (A1 #A2)
— (@,b) = 0.

3. Como
. B B
A\ = (Aal+§bla§al+Cbl) = (Ma1,Mby)
e
. B B
Ay = (Aaz+§bz,§az+Cbz> = (Maz,\ab2),
segue que

AB =

Q=

a ap . Mar har
by by |\ Mby by )’

o >



28

onde 1/71 = (Cl],b]) e 1/72 = (az,bz). E, sendo ||I/71||2 :6112-1-1912 =1, 1/72H2 :a22—|—

by* =1 e (i}, ib) = ajay + byby = 0, obtemos que:
gag — 9 by Mar Ma
ar by Mb1 Aabo

7»1(11124—1712) M (ajaz +b1by) B M0
M(aras+b1by)  Ag(az® + by?) 0 A )

O

Observacéo 2.2.2. Note que B=0 <= ¢} = (1,0) (ou e, = (0,1)) é um autovetor da matriz
4. Neste caso, A e C sdo os autovalores e ¢ = (1,0), & = (0, 1) sdo autovetores relativos aos
autovalores A e C da matriz 4, respectivamente.

Seja 6 € [0,2m) o dngulo que o vetor i} faz com o eixo OX no sentido positivo, isto &, i) =
(cosB,senB). Tomemos i, = (—sen®,cosB), obtido de ir] por uma rotagdo positiva de g

Seja OXY o sistema cujos eixos OX e OY tém a mesma direcdo e o mesmo sentido dos vetores
i) e itr, respectivamente.
Assim, na segéo 2.0.1, verificamos que

cos® —senb X
(x7y ) = _ |
sen® cosO y
entdo a forma quadrética f(x,y) = (A(x,y), (x,y)), nas coordenadas X e y do sistema OXY , é
dada por:

Sabendo, pela observagéo 2.2.1, que
(B'AB)(x,y) = B'(AB(x,y)) = B'(A(B(x,))),

concluimos, pela Proposicao 2.2.1 e pelo Teorema 2.2.1 que

fxy) = (B(A(Bx7))), (%)
) )
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=|

Figura 2.3: Sistemas ortogonais OXY e OXY

Finalmente apresentaremos na proxima sec¢ao a equagao geral do segundo grau em R? e
quando que ela representa uma elipse.

2.3 Equacao geral do segundo grau em R?

Nas variaveis x e y, vamos considerar a equacao geral do segundo grau:
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey—|—F =0

A equacao acima é da curva de nivel zero da fungdo quadratica

f(x,y) = AxX*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F
= (A(x,y), (%)) +{(D,E), (x,y)) +F.

O sistema OXY de eixos ortogonais cujos eixos OX e OY tém a mesma dire¢ao e 0 mesmo
sentido dos autovetores ir] e i, respectivamente relativos aos autovalores, A e A, da matriz

A
.q: B
2

A |
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Pela observagao 2.2, temos que a fungao quadratica f, nas coordenadas X e y, assume a
seguinte forma:

f®Y) = M+ +((D,E),(B(X,)))+F
:>f(xay) = 7\'1%2"'7\'2?2_*—<$t(DaE)7()_va)>+F
— f(X,5) = M¥ +Ay>+Dx+Ey+F,

onde D = ((D,E),it)) e E = ((D,E), 1), isto &,
— cos® —senO D
(D,E) = )
sen® cosO E

A proposicao a seguir nos mostra, dada uma equacao quadratica, quando que ela repre-
sentara uma elipse.

Proposicao 2.3.1. Se os coeficientes A e C da equacgao quadrait‘ican2 ~|—Cy2 +Dx+Ey+F =0
tém o mesmo sinal, entdo a equacgao representa uma elipse com eixos paralelos aos eixos
coordenados ou uma elipse degenerada, ou seja, representa um ponto ou o conjunto vazio.

Demonstragdo. Dividindo Ax> +Cy?> + Dx+ Ey+ F = 0 por AC, temos:

x2+y2+D cELE
c AT ac A’ Tac T

ou seja,
D E
Xt—x Y4y F

A c’_
C+A_AC'

Ao completarmos os quadrados, obtemos:

2 12 F D? E?
A 4A% C’  4C L A
C A AC ' 4A2C  4AC

2 2
(”ﬁ) . (y+ Z’) C2D? + ACE> —4ACF M
c A - 442C3 ~ 4A2C3

onde M = C2D? + ACE? — 4AC>F.
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e Se M = 0, entdo a equacao representa o ponto (— , pois Ae Ctémo

E
247 2C
mesmo sinal.

e Se M = 0, podemos escrever a equagdo na forma:

2V (L EY
o ")

M T M

4A2C? 4ACC?

o Se M >0, como AC > 0, a equacgao anterior representa uma elipse de

D E
eixos paralelos aos eixos coordenados e centro no ponto <_ﬁ’ —%) :

o Se M < 0,como AC > 0, a equacao representa o conjunto vazio, uma vez
< 0.

)
que jazcz <V € qacc?

Pela proposicao 2.3.1, a equagdo A x>+ Ay> +Dx+Ey+ F = 0 é a equagdo Ax” + Bxy +
Cy2 + Dx+ Ey+ F = 0 nas coordenadas x e y e representa uma elipse ou uma elipse degene-
rada se AjAy > 0.

Os eixos OX e OY séo os eixos principais da elipse representada pela equacéo Ax? +Bxy+
Cy2 + Dx+ Ey+ F = 0. Estes eixos sao paralelos ao eixo maior e ao eixo menor da conica.

O namero real I = B> — 4AC, conhecido como indicador da equagao Ax® + Bxy + Cy2 +
Dx+ Ey+ F =0, estabelece se a equagao representa uma elipse, uma hipérbole ou uma para-
bola, degeneradas ou ndo, antes de reduzirmos a equacao a sua forma canénica 7»1}2 + 7»2?2 +
Dx+Ey+F =0.

2

B
De fato, como det 4 = det =AC— R entdo [ = —4det(4).

(S e e
A =

0 —senb 0 0
Sabemos ainda que B = €08 >en ed = 7 M) gai det(B) =
sen® cosH —senB cosH

det(B') = cos’0+sen’0 = 1.
Segue que, I = —4A 1\, pois pelo teorema 2.2.1 e observagdo 2.3 abaixo,

det(A) = det(B')(det(A))(det(B)) = det(B' AB) = det(A) = det ( }E)] }? ) =M.
2

Temos entdo, que a equagao geral Ax® + Bxy + Cy2 + Dx+ Ey+ F = 0 representa uma
elipse, degenerada ou nao, se I < 0.
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m m n n
Observacdo 2.3.1. Se M = i N = U200 580 duas matrizes reais do
nmy1 Mmoo na1 n
tipo 2 x 2, entdo det(MN)) = (det(M))(det(N))).
De fato temos,
det(MN) = (myini1 +miznar)(mainig +monog) — (myini2 +mizng) (maing +mapnay)

= mpympnyn12 +my1men1n + mama NNy + MmNz N2
—m1 1M R12N1] — MMM 2N0| — M12M2 | NN | — M2M2N20N)]

= myimpn|ny — mmypn2nn1 + mpmyna N1 — MM NN |

= myimoa(niny — nianat) —miamay (noaniy — niangg)

= (myymap —miamay)(n11ny —nianyy)

= (det(M))(det(N))-

= det(MNQ) = (det(M))(det(N))(det(Q)), quaisquer que sejam as matrizes M, N e
Q, pois

det(MNQ) = (det(MN))(det(Q)) = (det(M))(det(N\))(det(Q)).

Observacao 2.3.2. Dada a equacéo AxX® + Bxy + Cy2 +Dx+Ey+F =0 quando B # 0, e re-
T
ordenando os autovalores \| e A\, (se necessario), podemos supor que 6 € <0, 5) . Em fungéo

dos coeficientes A, B e C da equacgéo Ax® + Bxy+ Cy2 + Dx+ Ey+ F =0, vamos mostrar como
determinar o dngulo © de rotacao dos eixos coordenados OXY no sentido anti-horario.

Sabemos que:
cos® —sen® \ [ A O
sen® cosHO Lo

a =

cos® senb
—sen® cosO

B B
. ACOSG+(5) sen (§> cos®+Csen0 (cose —sen® ) B ( MO )

B B
_Asen9+<§)cose (—E)senG—FCcosG sen® cosO 0 X

A
B
2

B B
— (AcosO+ (5> sen®)(—sen0) —|—((5) cosB+CsenB)cos® =0
B 2 B 2
— —AcosOsen0 — 5 ) sen 0+ 5 ) cos 0+ CsenbcosO =0

B
= (5) (cos?>0 —sen®0) + (C —A)senBcos® =0

= Bcos20+ (C—A)sen206 =0
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Entao, quando B # 0,

T B
0=— A=C 1920 = A#C.

7 se e g 1o seA #
sendo 1+1g*(20) = sec?(26), temos:

1 B
c0s20 = , se >0
1+1g2(20) A—-C
1 B
c0s20 = — , se <0

1+1g2(20)  A—C

pois, como 26 € (0,7),cos26 e 1g26 tém o mesmo sinal.

o
Assim, conhecendo cos20, podemos determinar o dngulo 6 € <O, 5), por meio das relacoes

trigonomeétricas:

1+ cos26 1 —cos260
cosO = — e senO= —

Para exemplificar, considere a equacao da elipse 3 1x% + 10\/§xy + 21y2 — 144 =0, em que
B 10v/3
= =v3>0.
A—C 31-21 V3>

A=31,B=10V3 e C =21, entdo 1g20 =

1 1
Dai cos20 = —————— = — e finalmente:

1+1g2(20) 2

Entao é possivel concluir que o &ngulo de rotacdo dos eixos coordenados OXY no sentido

I

anti-horario da elipse 31x> 4+ 10v/3xy +21y* — 144 = 0 é de <

Com este exemplo finalizamos esse capitulo e trataremos no préximo de um importante
resultado sobre o principio de reflexdo das elipses.
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3 Principio de reflexao das elipses

Neste capitulo trataremos de um dos principios mais importantes das elipses, o da reflexao.

Sao diversas aplicacdes para o Principio da Reflexao, entre elas podemos citar o de salas
construidas com paredes no formato de semi-elipséides, em que um sussuro emitido num foco
€ audivel no outro, mesmo inaudivel em outros pontos. Sao as "galerias de sussuros”, encontra-
das nos EUA, em museus de ciéncia, em alguns castelos europeus e em paredes na Catedral
de Brasilia e no aeroporto de Santos Dumond no Rio de Janeiro.

Na area da saude encontramos utilizagdo nas lanternas odontol6gicas que sao usados re-
fletores elipticos para focar a luz em um ponto especifico da arcada dentaria do paciente. Uma
outra aplicagcao é a Litotripsia corpérea por ondas de choque, que é um tratamento para des-
truir pedras nos rins, via um refletor eliptico, sem danos ao tecido vizinho, com um emissor de
ondas sonoras de alta intensidade num foco e a pedra no outro, assim evita-se a cirurgia, com
recuperagao mais rapida do paciente.

Antes mesmo de tratarmos do Principio de Reflexao das elipses, sera necessario, na pro-
xima segao, falarmos da reta tangente a uma elipse e mostrarmos que o ponto de tangéncia
entre a reta e a elipse é Unico.

3.1 Reta tangente a uma elipse

Reconhecemos que uma reta pode ser exterior, secante ou tangente a uma elipse. A
proposicao a seguir trata exatamente de uma reta tangente a uma elipse em que o ponto de
tangéncia entre os elementos é Unico. O resultado nos trara elementos para as préximas se¢oes
e capitulos. Vejamos:

Proposicao 3.1.1. Uma reta r é tangente a uma elipse € num ponto P € € s6 neste ponto, ou

2
X

seja, rNe = {P}. A equagdo da reta tangente a elipse € : — + % =1emP = (xo,y0) €€ €
a

X0, Yo _

a2

Demonstragao. Vamos considerar a equagao da reta tangente r, dada por y — yo = m; (x — xo),
onde (xq,y0) € 1 € m; € ainclinagéo desta reta tangente.
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x—xp dy

Sabemos que a inclinagao m; é dada por m; = lim =
(xy)—=(x0y0) Yy —Yo  dx

x2 2

Consideremos ainda a reta r; que passa por um ponto P = (xg,yo) € €, sendo € : —+ Zz

1, entao calculando m; =

d
& xo» {€MOS:
X

2x 2y dy _ 0
Pdx
dy b*xo
m =
T x| yoa?
Substituindo m, em r, obtemos:
b*xo ( )
y—Yo ———5 X—X0
yoa?
Multiplicando a igualdade por yoaz:
a?yyo—a’yy = —b*xxg+b*x}
Reorganizado a igualdade:
a’yyo+bixxg = azy(z) + bzx%
Como + % =1 e portanto azy% + b2x0 = d’b?, podemos reescrever a equacgao anterior
como:
atyyo+bixxg = a*b?
Finalmente, dividindo a expressao por a’b?, temos:
o Yo _ 1

2
Ainda falta mostrar que o ponto P de tangéncia é unico. Por construcao (vide figura 3.1),
seja r a bissetriz interna do angulo FzPFz’ e fazendo-se PF, = PF2', obtemos que:

PF| 4+ PFy) =2a
PF —|—PF2/ =2a

Entao,
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Figura 3.1: P é o ponto de tangéncia de r e a elipse €

Por absurdo, considere um ponto Q # P pertencente a reta r e tangente a elipse €. Como
AQPF, = AQPF; (caso LAL), obtemos que

OF, = QF;.

Sabemos que a soma das medidas de dois lados de um tridngulo é sempre maior que a
medida do terceiro. Assim, no AQF; F;, temos:

QF, +QF, > FiF; = 2a
Como por construgdo QF, = QF;, temos que
OF +QF > 2a

Dai podemos afirmar que Q nao pertence ao lugar geométrico da elipse, portanto o Unico
ponto de r pertencente a elipse é P, 0 que indica que r sera tangente a elipse em P.
O ponto P é chamado ponto de tangéncia da reta r com €. O

Finalmente, com os resultados dessa secao, apresentaremos a seguir o principio de re-
flexdo das elipses.
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3.2 Principio de reflexao das elipses

O principio de reflexao das elipses vai além das aplicagdes apresentadas no inicio deste
capitulo e sera de suma importancia para o estudo de um bilhar eliptico que sera explorado no
capitulo 4. Iniciamos essa se¢do com a seguinte proposicao:

Proposicdo 3.2.1. Seja P um ponto da elipse € de focos F; e F>. Os segmentos PF| e PF,
formam angulos iguais com a reta tangente a€ em P.

Figura 3.2: Principio de Reflexado das Elipses

Demonstracdo. Independente da posigédo da elipse no plano, transladada e/ou rotacionada em
relacdo aos eixos coordenados, a demonstragao é analoga. Por isso, vamos considerar apenas
o caso da elipse com centro (0,0) e vértices nos eixos OX e OY.

E possivel observar que a proposicdo é imediata para alguns pontos triviais: Nos pontos
P=Vi(—a,0) e P=V,(a,0),temos que . = = g ja nos pontos P = V3(0,b) e P =V4(0,—b)
o triangulo F}PF, é isésceles de base FiF,, sendo F; = (—c¢,0) e F> = (c,0). Pela geometria

da figura do tridngulo isésceles em questéo, obtemos que tga = g =

oS

Consideremos os demais casos:
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e Caso1: xg #c,x9# —¢

Figura 3.3: Principio de Reflexdo das Elipses

Sejam ¢t a reta que passa nos pontos P(xp,yo) € Fi(—c,0), e o, sua inclinagéo.
Temos entdo que seu coeficiente angular é dado por

Y0
my —
X0 +c¢
Considere r a reta tangente a elipse no ponto P e sua inclinagao m,. Pela propo-
sicao 3.1.1 seu coeficiente angular obtido é:

b%x
Mr=="5"
a=yo
Dai pela figura 3.3 observamos que T — o = o; — 0., isto é, & = T+ o, — O, OU

seja, tgo. =1g(0L — 0 ).

1gol, — 120k
tg(o, — Q = —
g(o — 1) 1+1go,tgay
mr - mt
gl = ——m
—b%xo Yo

a2y0 X0+ ¢

—b%x,
=) (%)

asyo Xp+c¢

1 b2x% + cb*xo + a*y} a*(xp+c)
N a%yo(xo+c) a®(xp+c) —b*xp




39

Como a?y} + b*x§ = a’b* e b* = a® — ¢?, temos:

a*b? + cb*x
yola?(xo + ¢) — b%xg)

1gon =

b?(a® + cxo)
yola®xo + a?c — (a? — ¢?)xo]

B b?(a® + cxo)
yola%c + c2xo)

=, (3.1)
A reta s que passa nos pontos P(xg,yo) e F2(c,0) tem inclinagéo o, e coeficiente
angular

Yo
my =
Xo—¢

Pela geometria da figura 3.3 temos que B = o, — o, entao:

ms —m,
tgp = ——-
sb 14+ mgm,

Y0 —b%xg

a?y3 — cb*xo + b*x3 a*(xp—c)
a%yo(xo —c) a®(xp —c) — b%xg

2

Como a?y} + b*x§ = a*b* e b* = a® — ¢?, temos:

a*b? — ch*x
yola?(xo — ¢) — b%xo)

tgh =

b?*(a® — cxp)

yola?xo — ac — (a? — ¢2)xo]

b (a® — cxp)
—cyola? — cxo
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Como (3.1) = (3.2), ou seja, rgo. = g, concluimos que o = P.

e Caso2:xg=c,xp=—c

E 5
r /
a tlr 01 /
B
v,

N

Figura 3.4: Principio de Reflexdo das Elipses

Vamos demonstrar para xo = —c, pois para xo = ¢ é analogo. Considerando entao
2

xo = —c, temos que yp = — e reta ¢ vertical. De fato pela proposicao 3.1.1 e se
a
P = (c,yo), obteremos:

PR = P
PP = P — b
¥ = b=
2 b4
Yo = 2
bZ
yo = —.
a

T
Nesta situacdo a0 = o, — ) e

1 2 2b2
ax_ 92 _ 9 (3.3)

1o = —— = e
& m, b’y b%(—c)a c
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b2
Pela geometria da figura 3.4, temos que 3 = T — o, + O, € My = 20 _

2 2ac
dai:
my — my
tgp = tglos—ay) = 1+ mom,
b ¢
i
—b? c
* (2_) (z)
B —ab® —2ac? 2d%c
B [ 2a2c } {Zazc—bzc]
_ —a(*+2c%)
 c(2a%—b?)
_ —a(@®—c*+2c?)
 c(2a? —a? +c?)
=2 (3.4)
c
As equagdes 3.3 e 3.4 sdo iguais, entao tga = rgf3, isto é, o = J3.
O

Portanto, conforme demonstrado anteriormente, concluimos que dado um ponto P da elipse
¢ de focos Fj e F>, os segmentos PF| e PF> formam angulos iguais com a reta tangente a € no
ponto P.

Na préxima secao, finalizaremos o capitulo com a demonstracdo de uma proposi¢éo sobre
a reta normal a uma elipse em um ponto.

3.3 Reta normal a elipse em um ponto

Dada a definigcdo da reta normal como a perpendicular a reta tangente no ponto de tan-
géncia e com base nos resultados da secao anterior asseguramos a proposi¢cao seguinte com
sua respectiva demonstragao:

Proposicao 3.3.1. A reta normal a elipse € em um ponto P é a bissetriz interna do dngulo
FiPF.
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1y

Figura 3.5: Reta normal a elipse em um ponto

Demonstracdo. Este resultado é consequéncia da proposicao 3.2.1. De fato, dado P um ponto
da elipse € de focos F; e F». Os segmentos PF| e PF, formam angulos congruentes com a reta
tangente a € em P. A reta normal n que passa por P formam os angulos o+ 0 e B+ p que sdo
congruentes e iguais a g além disso, oo = B conforme proposicéo 3.2.1:

at+6 = P+p
6 = p

Os conceitos e resultados até agora discutidos servirdo de base para os préximos capitulos.
Na sequéncia, falaremos de um bilhar eliptico € de algumas de suas propriedades e finalmente
no capitulo 5 utilizaremos da "Construcao do Jardineiro" apresentado no capitulo inicial para
tratar de curvas constituidas por arcos de elipses.
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4 Bilhar Eliptico

Antes mesmo de tratarmos de um bilhar eliptico, € importante ressaltar a definicdo de um
bilhar:

Definicao 4.0.1. Um bilhar plano é o sistema dindmico que descreve o movimento (dindmica)
de uma particula pontual de massa m (as vezes também chamada de bola de bilhar). Isto
ocorre no interior de um conjunto compacto e convexo, cuja fronteira € uma curva regular ou
uma reunido finita de curvas regulares. No interior da curva o movimento € uniforme (velocidade
constante) e a reflexdo na fronteira da curva é elastica, ou seja, é obedecida a seguinte regra
da dptica geomeétrica: o angulo de incidéncia € igual ao dngulo refletido.[16]

Podemos considerar que o bilhar € um jogo desenvolvido em uma mesa plana com a utili-
zagao de tacos e bolas com o objetivo de acertar as bolas em cagapas.

No caso de um bilhar matematico, vamos considerar a mesa plana construida no formato de
uma curva fechada e que o jogo é realizado com apenas uma bola. Podemos ainda considerar,
matematicamente, a bola como um ponto e sua trajetéria sobre a mesa por um segmento de
reta. Quando a trajetéria da bola atinge a borda da mesa, a bola é refletida com o angulo de
reflexdo congruente ao dngulo de incidéncia.

Figura 4.1: Angulo de reflexdo é congruente ao angulo de incidéncia

No caso especial de um bilhar eliptico, a obtencao de resultados analiticos sera tratado
nesse capitulo, destacando e caracterizando suas peculiaridades dinamicas.
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4.1 Bilhar Eliptico

Vamos considerar um bilhar eliptico, como o préprio nome diz, no formato de uma elipse e

que possui uma Unica cacapa em um dos focos da elipse.

Se considerarmos o ponto inicial da bola no foco contrario ao foco da cagapa, independente-
mente da direcdo em que se jogue a bola acertando a borda da mesa da elipse e considerando
uma forga suficiente, a bola sera encagapada, fato justificado pelas propiedades refletora e bis-
setora das elipses demonstradas pelas proposicoes 3.2.1 e 3.3.1.

Concebendo ainda um bilhar eliptico, porém sem cacapa, vamos separar e analisar o per-
curso descrito pela bola na mesa apés a tacada, desconsiderando o atrito. Sejam F; e F> os
focos da elipse, a andlise sera separada em 3 situagdes, ou seja, a bola passando:

1. sobre um dos focos;
2. pelo segmento F1F>;
3. fora do segmento F1 F5.

4.1.1 A bola passa sobre um dos focos

Se apés realizada a tacada a bola passar por um dos focos, ja vimos pelas propriedades
demonstradas nas proposi¢oes 3.2.1 e 3.3.1 que a bola sera refletida para o outro foco. Se
desprezarmos a resisténcia e considerarmos um sistema dinamico, ela continuara passando
por um foco e refletindo no outro alternadamente.

/

Figura 4.2: Bilhar eliptico - bola passando pelos focos

Proposicao 4.1.1. Toda trajetdria passando pelos focos Fi ou F, converge para o eixo maior
da elipse.
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Figura 4.3: Trajetdria que converge para o eixo maior da elipse

Demonstragdo. Se a bola esta sobre o eixo maior da elipse e é tacada na diregao dos focos,
0 eixo maior é uma trajetéria periédica, ou seja, pela propriedade de reflexdo da elipse, a bola
vai e volta entre seus vértices sobre esse eixo. Isso significa, sem perda de generalidade, que
se supormos que o foco F; = (—f,0) e F> = (f,0) como mostra a figura 4.3 e fixarmos uma
trajetéria do bilhar que passa por (f,0) e denotarmos por r; a reta que a contém, entio se o
coeficiente angular m da reta r; é igual a zero, ndo temos nada a provar.

Vamos entdo considerar o caso em que a bola esta fora do eixo maior da elipse e é arre-

messada em direcdo a um dos focos.
Inicialmente vamos considerar a figura abaixo para a demonstracao:

D = (%Y,

Figura 4.4: Trajetdria que converge para o eixo maior da elipse

Suponhamos entéo que a reta r; tenha coeficiente angular m; < 0. Seja (x1,y;) 0 ponto
de colisdo que r| faz com a elipse. Note que x| > f, y; <0, e ainda, —1gB; =m; = I 7
X1 —

Considere rp a outra reta que contém a trajetéria consecutiva apos a colisdao. Denotemos o
ponto da proxima colisdo por (xz,yz). Observe também que x, < —f, y» > 0>y, e —1gPr =



46

my = y—j_f podemos concluir que m; < my < 0, uma vez que os triangulos ABC e DEC sao
X2

semelhantes pelo caso angulo-angulo e pela construgao temos:

o T
E_BZ > E_Bl
T—B > -

Como a tangente é uma fungéo crescente, temos que:

tg(n—P2) > tg(m—P1)
—tgBy > —1gPi

my > mp

Para uma terceira colisdo consideremos a figura:

Figura 4.5: Trajetdria que converge para o eixo maior da elipse

Uma outra reta r3 cujo ponto de colisdo consecutivo é (x3,y3) tem como coeficiente angular

Y3

—th3 =m3 = —
DEF e GBF sao semelhantes pelo caso angulo-angulo e pela construgao temos:

e satisfaz x3 > xp e y3 < y» assim m; < my < m3 < 0, pois os tridngulos

I o
5—53 > E—Bz
T—B3 > n—f

Como a tangente é uma funcao crescente, temos que:

tg(n—P3) > tg(m—Po)
—tgB3 > —1gB2

m3 > mp
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Continuando esse processo, obtemos uma sequéncia crescente e limitada superiormente
my <mp <m3<..<mj<0,logo tal sequéncia (m;), j € N, possui limite. Se o limite dessa
sequéncia é diferente de zero, as trajetérias que passam pelo foco tendem para uma trajetéria
periddica que ndo € o eixo maior nem o eixo menor da elipse. Porém, pela monotonicidade
da sequéncia (m;), j € N, os angulos de reflexdo que as trajetérias fazem com a elipse apés
consecutivas colisGes, sao diferentes, como podem ser vistas também nas construgbes das
figuras 4.4 e 4.5. Isso contradiz o fato da trajetéria ser periédica.

Para o caso em que a reta r| tenha coeficiente angular m; > 0, ap6s a primeira colisdo, os
coeficientes angulares m;, j € N seréo todos m; < 0 e o caso recaira no mesmo demonstrado
anteriormente. ]

4.1.2 As reflexoes nao intersectam os focos Fj e I»

Antes de tratarmos dos dois outros casos, ou seja, quando a bola ndo passa sobre um dos
focos, precisaremos do seguinte lema:

Lema 4.1.1. Sejam PyP; e PP, segmentos consecutivos de mesma trajetoria do bilhar eliptico
com focos F e F,. Entdo, os 4ngulos }ﬁl\PZ e Fl/Pl\Fz tém a mesma bissetriz interna.

Figura 4.6: Bissetriz de PyP, P> e de F1 P\ F

Demonstragéo. Pela propriedade de reflexdo de um bilhar, quando a trajetéria da bola atinge a
borda da mesa, a bola é refletida com o angulo de reflexdo congruente ao dngulo de incidéncia
(vide figura 4.1), entdo os angulos que PyP; e P, P, fazem com a reta tangente a elipse no ponto
Py sdo congruentes. Dado que Py;P; e P> ndo s&o colineares, o angulo que PyP; faz com a
bissetriz interna de PyP; P> é congruente ao angulo que P P, faz com a mesma bissetriz.
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Figura 4.7: Angulos formados pela Bissetriz de Po/P\le e angulos de incidéncia e reflexdo da
trajetéria de uma bola de bilhar

Conforme a figura a seguir, sejam 8 = PP\ F} e 0. = F> P, Py

Figura 4.8: Angulos PP F; e [P\ P

~ . . . "~ g —
Queremos mostrar que se 6 = a entdo a bissetriz interna dos angulos PoP1 P, e F1 P F;
coincidem.

Figura 4.9: Angulos PP F; e 5P Ps

De fato, por construcao e observando a figura 4.9 temos,

OP\Py+ 6+ F PR = SP,P, + 0+ F, PR
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Pela propriedade de reflexao do bilhar, sabemos que

—

QP Py = SP1P,
E pela proposi¢édo 3.2.1:

FIPR = FPR

Assim obtemos 0 = o e concluimos que a reta PiR é bissetriz do angulo 2P| Ps.
Portanto, as bissetrizes internas de PO/P\1P2 e Fl/Pl\Fz coincidem. O

Com posse do lema 4.1.1 podemos entao apresentar a proposi¢ao:

Proposicéo 4.1.2. Se a trajetéria do bilhar cruza o segmento FF», que une os dois focos, entdo
ela reflete na borda da elipse e cruza o segmento novamente. Da mesma forma, se a trajetéria
cruza o eixo maior fora do segmento Fi F> digamos & esquerda de Fj, entdo, apds colidir com a
borda da elipse cruzara o eixo maior a direita de F>.

Demonstracdo. Sejam PyP; e PP, segmentos consecutivos da mesma trajetéria, segue pelo
lema 4.1.1 que PO/P\le e Fl/Pl\Fz tem a mesma bissetriz interna. Logo, se PyP; intersecta FiF3,
entdo PP, também intersecta F1F», e se PyP; néao intersecta F F,, entdo P; P, também nao vai

intersectar 1 F;.

Bissetriz. , - .5 o

f112® o2

Figura 4.10: PoP; e P P; intersectam Fi F5 - Bissetrizes PyP, P> e F\P,F> coincidem.
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Bissetriz; o £,

Bissetr \zpop_ o
2

Figura 4.11: PyP; intersecta Fi > e PP, ndo intersecta - Bissetrizes PP, Ps e F P, F; ndo podem

coincidir.

Bissetriz, EPF
PP, ¢ FRF2

Bissetrizp_ Py

e FRFy

Figura 4.12: PyPy1, P1 P> e P,P3 ndo intersectam F1 I, - Bissetrizes m e F]/PA\FQ coincidem.

. ) Blssetr'\zpopp2
issetrizg PIF,

Figura 4.13: PoP; ndo intersecta F F» e PP, intersecta - Bissetrizes Py Py Ps e F P, F; ndo podem

coincidir.

Por inducao sobre n, sendo Py; Py;...; P, os pontos em que a trajetéria colide com a borda
da elipse, prova-se que se um dos segmentos da trajetdria intersectar Fi F> entdo os restantes

também o intersectam.

Analogamente se prova que se um dos seus segmentos nao intersecta Fj F> entdo nenhum
dos restantes intersecta F1 F;. O
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Um interessante e surpreendente resultado quando a bola passa fora do segmento F1 F; é
apresentado na sequéncia a partir da subsequente proposicao:

Proposicao 4.1.3. Se em um bilhar eliptico a bola passa fora do segmento F F», entdo todas
as reflexées serdo tangentes a uma elipse com os mesmos focos F e I, da elipse original.

Figura 4.14: Nova caustica: elipse - bola passando fora do segmento que une os focos.- Imagem
retirada de [5]

Demonstracdo. Consideremos PyP; e P P, segmentos consecutivos de uma trajetéria de bilhar.
Suponha que PyP; ndo cruza o segmento Fi F,.
Segue-se do lema 4.1.1, que os angulos Po/PTFl e Im sao congruentes. Antes de con-

tinuarmos a demonstragéo, vejamos a figura:

R

Figura 4.15: Bilhar eliptico - bola passando fora do segmento que une os focos

Considere o simétrico’ de F1 em relacdo ao segmento PyP; como Fl’ e o simétrico de F»
em relagdo ao segmento PP, como F2' e entdo facamos: O = F{Fz NPyPi, R = F2’F1 NP P,.
Cogitemos agora a elipse com os focos F; e F» que é tangente a PyP; no ponto Q. Da mesma

0 ponto P’ chama-se simétrico de P em relagdo a reta r quando r é mediatriz do segmento PP’, ou seja, a
distancia entre P’ e r é igual a distancia entre P e r.[9]
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forma uma elipse com focos Fi e F> tangente a P; P, no ponto R.

Queremos mostrar, pela defincao de elipse, que essas duas elipses coincidem ou, equiva-
lentemente, que F{Q+ QF, = F;Q+ QF, = F{R+ RF, = FiR+ RF,, que se resume a F{F» =
FF;.

Note que os tridngulos F{P1F2 e F1P1F2’ sao congruentes (Caso LAL), uma vez que por

—_—

construg@o F{P; = Fi P, F;P| = F,P; e os angulos F{P| F; e F| P F, s@o congruentes, de fato:

F{P\F, = F{P\Py+ BoPiF + F P P
e
FiP\F} = F{P\F> + 5P\ P, + PP\ F}
Por construgéo os angulos PO/PTFl &~ F{Pl Pye Fz/Pl\Pz =~ PP F), entdo podemos rees-
crever:

FIPF> =2 P, + FRiF)
e
FiP\F} = FiPiF + 2.F:P Py
Como pelo lema 4.1.1, PO/Pl\Fl >~ Pﬁl\Pz concluimos que FTPl\IE = Fl/Pl\Fz/
Dai F{F> = F\F;.
Ser4 analogo, por inducéo, se considerarmos 0s segmentos consecutivos PiP; e P,P3 até

0s segmentos consecutivos P,_»P,_1 e P,_1P,. Por esse motivo segue o resultado. O

A figura abaixo mostra o resultado: a elipse (em azul) que é gerada apds as reflexdes da
trajetéria da bola do bilhar passando fora do segmento F|F;, da elipse original. Observa-se que
ambas elipses possuem 0s mesmos focos Fj e F>.

Figura 4.16: Caustica gerada: elipse
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Observacao 4.1.1. Um caso particular para a proposicao 4.1.3 é um caso periédico conforme
figura 4.17, ou seja, a bola sai de um vértice de um dos eixos e vai para o vértice do outro eixo
da elipse.

Figura 4.17: Bilhar eliptico - bola passando nos vértices

Assim como na proposi¢ao 4.1.3 verificamos um interessante resultado quando a bola
passa fora do segmento FF,, apresentaremos da mesma forma a proposicdo quando a bola
tem sua trajetéria passando pelo segmento Fi F>

Proposicao 4.1.4. Se em um bilhar eliptico a bola passa entre o segmento F F», entdo todas
as reflexées serao tangentes a uma hipérbole2 de mesmos focos que a mesa do bilhar.

Figura 4.18: Nova caustica: hipérbole - bola passando entre 0 segmento que une os focos. -

Imagem retirada de [5]

Demonstragdo. Consideremos PyP; e P; P, segmentos consecutivos de uma trajetéria de bilhar.
Suponha que PyP; cruza o segmento F1 .

Segue-se do lema 4.1.1, que os angulos Po/PTFl e Pz/Pl\Fz sdo congruentes. Vejamos a
figura que nos auxiliara na demonstragao:

2A hipérbole é o conjunto dos pontos P no plano tais que o modulo da diferenga entre as distancias de P a dois
pontos fixos Fi e F, (focos) € constante, ou seja, se dist(Fy,F,) = 2c, entéo a hipérbole é o conjunto dos pontos
P tais que |dist(P,Fy) — dist(P,F2)| = 2a, em que a < c. [13]
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Figura 4.19: Bilhar eliptico - bola passando entre o segmento que une os focos.

Considere o simétrico de F; em relagédo ao segmento PyP; como Fl' e o simétrico de F;

~ —_— / . = - =

em relacdo ao segmento PP, como F, e entdo facamos: Q = i2F| NPyP1, R = F1F, NP P,.

Cogitemos a hipérbole com os focos F; e F>. Sejam uma hipérbole tangente em Eﬁ; no ponto
Q e uma tangente a ﬁ no ponto R.

Queremos mostrar, pela definicao de hipérbole, que essas duas hipérboles coincidem ou,
equivalentemente, que |QF, — F/Q| = |QF, — F1 Q| = |FiR— RF,| = |F{\R — RF,
aF|F, =FF.

Note que os triangulos F{P1F2 e F1P1F2’ sao congruentes (Caso LAL), uma vez que por

—

construgéo F{P; = Fi P, F,P| = F,P; e os angulos F{P| F, e F\ P F, sdo congruentes, de fato:

, que seresume

F/P\Fy = F/P\F}+ F}P\P, + PP\ F>
e
FiP\F} = FiP{Py+ PoP\F| + F|PF}
Por construgéo os angulos PoPlFl’ = m e F2’P1P2 = Pz/Pl\Fz entdo podemos rees-
crever:

F/P\Fy =2.P,P\F>+F|P|F}
e
FiP\F} = F{P\F}+2.F{ PPy

—

Como pelo lema 4.1.1, FiPoP; = PyPiF, concluimos que F/PFy = FiP\F.
Dai F{F, = F1F;, 0 que nos interessa, pois:

|OF, —F{Q| = |0F, — R Q| = |[FF| e
|F\R — RF>| = |F,R — RF;| = |F|F;|.
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Além disso, sera analogo, por inducao, se considerarmos os segmentos consecutivos P P»

e P,Ps até os segmentos consecutivos P, _»P, | e P,_1P,. Por esse motivo segue o resultado.
O

A figura 4.20 mostra o resultado: a hipérbole que é gerada apds as reflexdes da trajetéria da
bola do bilhar passando entre 0 segmento Fi F> da elipse. Observa-se que a elipse e a hipérbole
possuem os mesmos focos Fj e F;.

Figura 4.20: Caustica gerada: hipérbole

Observacao 4.1.2. Um caso particular para a proposicao 4.1.4 € quando a bola esta no centro
da elipse e é tacada em diregdo a um dos vértices do eixo menor, a bola fara reflexées sempre

nesse eixo, gerando uma cénica degenerada.

Desta forma, finalizamos esse capitulo e trabalharemos no Ultimo uma nova classe de bi-
Ihares: as constituidas por arcos de elipses.

A ideia é exatamente utilizar da Construcao do Jardineiro para essa nova classe de bilhares,
de forma mais especifica, do bilhar constituido por arcos de elipses a partir de um hexagono
regular.

Finalmente, com o estudo feito até aqui, chegaremos a algumas propriedades analogas do
bilhar eliptico com o novo bilhar.
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5 Curvas constituidas por arcos de elipses

Neste capitulo estamos interessados no estudo do movimento de uma bola dentro de uma
mesa de bilhar' plana limitada por um curva. Esta mesa de bilhar pertence a uma familia de
curvas que pode ser obtida por um processo conhecido como A Construgdo do Jardineiro ou
método de cordas.

O bilhar eliptico que trabalhamos no capitulo anterior €, naturalmente, membro desta familia
de curvas. Por isso, ndo é de surpreender que o nosso bilhar hexagonal de cordas partilhe
muitas propriedades basicas com o bilhar eliptico.

Antes de iniciarmos, vamos relembrar conforme descrito no capitulo 1, como se utiliza da
Construgdo do Jardineiro para obtencdo de uma elipse: Essa construgdo consiste em afixar
duas hastes verticais no chdo, a cada uma delas prender as extremidades de uma corda com
comprimento superior a distancia entre as hastes e enconstar algum objeto (capaz de fazer uma
marcacgao) a corda, mantendo-a sempre esticada e assim ir tragcando a elipse.

Figura 5.1: Construgéo do Jardineiro

Imagem retirada de https://makeagif.com/i/20cLbw

Em suma, vamos considerar o movimento de um ponto dentro de uma mesa de bilhar plana
delimitada por uma curva convexa fechada. Este ponto ira sempre mover ao longo de uma linha
reta até atingir o limite onde é refletido de acordo com a propriedade de bilhar: o angulo de
reflexao é igual ao angulo de incidéncia.

Conforme definicao 4.0.1 do capitulo anterior, vamos considerar um bilhar plano como um modelo matematico
construido no formato de uma curva fechada, onde uma particula (bola) se move livremente sobre a mesa por
segmentos de retas, sofrendo colisdes elasticas na fronteira da curva, ou seja, é obedecida a regra da 6ptica
geométrica: o angulo de incidéncia da particula no momento da colisdo com a fronteira da curva € igual ao
angulo refletido.
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5.1 Construcao do Jardineiro: Curvas constituidas por arcos

de elipses a partir de um hexagono regular

A fim de obtermos uma fronteira suficientemente suave, como descrito anteriormente, usa-
remos como método a Construgdo do Jardineiro: de forma geral, escolhemos um poligono
convexo K de n lados e entdo envolvemos o poligono com um lago de corda inelastica de
comprimento /. Esticando a corda até um ponto P e movendo este ponto P obteremos arcos
elipticos.

Para o caso n = 6, k € um hexagono regular. O movimento do ponto P supra citado "cria"
uma curva composta por arcos de elipses. Para este caso especial, do estudo de curvas cons-
tituidas por arcos de elipses a partir de um hexagono regular, mostraremos que muitas proprie-
dades aplicadas partilham com as do bilhar eliptico.

Ao variar o comprimento [ da corda inelastica obtém-se uma familia de curvas, no entanto,
apenas um determinado valor especial de [/ que determinara a suavidade da fronteira, o que
sera demonstrado posteriormente.

Entao, por este caso particular queremos obter uma descricdo de todas as trajetérias como
a particula pontual (bola de bilhar) salta elasticamente das paredes.

Figura 5.2: Construcdo do Jardineiro para obter uma curva constituida por arcos de elipses a
partir de um hexagono regular.

5.2 Familia de Curvas especiais

Uma fungéo f: U — R? com dominio U C R que possui, em cada ponto de U, todas as
derivadas parciais de ordem k, as quais sao fungdes continuas em U, chama-se de uma fungcao
de classe Ck[8].
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A curva obtida pela Construcdo do Jardineiro para tridngulos equilateros, independente-
mente do tamanho [ da corda usada, é de classe C' [7]- Em geral, isso também é verdade para
todas as outras curvas obtidas a partir de poligonos regulares pela Construgdo do Jardineiro.
No entanto, com uma escolha adequada do comprimento da corda / podemos construir curvas
com maior regularidade, no nosso caso, curvas de classe Cc?

Nesse sentido, vamos primeiro descrever a configuragéo e também a estratégia por tras do
processo de construgdo de uma familia inteira de curvas suaves. Para comecar, selecionamos
K como qualquer poligono convexo regular de n lados (n > 4). Assim, estamos excluindo o
triangulo equilatero e também o quadrado.

Um dos motivos para a escolha de n é porgque precisamos ser capazes de "estrelar"K,

pois um poligono "estrelado"?

pode ser derivado de um poligono regular adicionando tridngulos
isdsceles congruentes a todos os seus lados, acrescenta-se que a "estrela" criada tem a carac-
teristica de iniciar em um vértice do poligono e sua contrugao termina quando o vértice de onde
se partiu seja atingido novamente (a "estrela" tem uma trajetéria periddica). Importante ainda
ressaltar que os vértices da "estrela" serdo "pontos de cola" entre dois arcos de elipses, que

chamaremos posteriormente de G ;.

————> ————

Figura 5.3: Poligonos regulares gerando novos poligonos regulares "estrelados".

Ao invés de adicionarmos todos os tridngulos isosceles aos lados do poligono K, consi-
deramos somado apenas um desses tridngulos. O perimetro deste poligono resultante é um
valor especial procurado para o comprimento de corda. Posteriormente encontraremos uma

expressao para esse comprimento desejado.

2Dizemos que um conjunto w C R? é estrelado com respeito a um ponto xg € R? se para todo x € w 0 segmento
de reta que liga xp a x esta contido em w.[4]
O processo de estrelagdo de um poligono consiste na construgdo das retas suporte dos segmentos correspon-
dentes a cada um de seus lados, ou seja, no tragado do prolongamento destes. Se tais retas se intersectam
em outros pontos além dos vértices do poligono, entéo ele possui estrelagdes, e estes grupos de pontos sdo
os vértices de uma estrelacao.[11]
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5.2.1 Processo para construcao de curvas por um poligono regular de n
lados

Para construirmos curvas por um poligono regular de n lados, fixaremos dois vértices
F e F, e determinaremos os demais vértices F; pelo processo de rotagao do vetor Fj 1_52 e dai
faremos a translagéo do segmento F1 F; que foi rotacionado.

Lema 5.2.1. Consideremos um poligono regular com vértices F, F>, F3, ..., F, com comprimento
lateral igual a 2 unidades de comprimento. Seja Fy = (—1,0) e F, = (1,0), as demais coorde-
nadas dos vértices em termos do adngulo interno o. do poligono podem ser dadas fazendo a
rotacdo do vetor Iﬁ por um angulo (T — o) e a partir da rotagdo, consideramos o segmento
F\F> e fazemos sua translacéo.

Figura 5.4: Construcdo da curva de cordas de n lados € uma curva de cordas construido por
um eneagono

Demonstracdo. Nas secoes 2.1 e 1.3 vimos os processos para fazer a translagao e rotacao
respectivamente.

Para a rotacdo por um angulo o no sentido anti horario, a matriz de passagem das coor-
denadas (x,y) para as coordenadas (x,y) é dada por:

cosot —send
sen o cos .

Inicialmente faremos a rotagdo por um angulo de (T — o) do vetor F) 1:*2 no sentido horario
(os sinais dos elementos que envolvem seno devem ser alterados na matriz de passagem,
devido ao sentido de rotagdo, uma vez que seno. = —sen(—a.)). Sabemos ainda que cos(T —

o) = —coso e sen(T— O) = sena, portanto a matriz de passagem sera a matriz:
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—Cos sen o
—seno, —coso, /-

E a rotago de F F5 = (2,0) sera dada por:

—cos0  send 2\ [ —2cosa
—sen0, —cos 0 —2send.
Fazendo a translagdo do segmento obtido de tal forma o que originalmente era F; coincida
com F», obtemos as coordenadas de F3:

—2cos 1 1—2coso
—2send 0 —2seno
Para obtermos F;, procederemos da mesma forma, faremos a rotagédo de le_% pelo mesmo

angulo (T — a) e posteriormente a translagéo do segmento, ou seja, o que originalmente era F»
sera origem do vetor F3l_54:

—CcosO.  seno —2cos0 1—2coso
Fy, = . 4
—senot. —CcosO —2seno —2seno
B —1—2cosa+4cos’a
—2seno + 4 cososen o

Repetindo o processo para encontrarmos as coordenadas de F5, obtemos:

Ao —CosO.  seno —2+4cos’a n —1—2cosa+4cos’a.
> —sen®t —cosd, | 4cososen —2seno+4cososen
—8cos o+ 4cos>o+4cosa— 1

-8 senoccoszoc+4cosocsenoc

E para encontramos Fg, temos:

—send —cosd —SSGH(XCOSZ(X+2SGH(X

16cos* o — 8cos> o — 12cos? o +4cosa, -+ 1
16cos> ausen o, — 8 cos? ausen o, — 4 cos oLsen o

F —CcosO.  sendt —80053oc+6cos(x n —SCOS3G+4COSZ(X+4COS(X—1
6 = .
—8sen0cos o+ 4cos osen o

)
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Para encontrarmos F, faremos a rotagao do vetor BF pelo mesmo angulo (T — ), e para
facilitar os calculos, faremos desta vez a rotacdo no sentido anti horario, portanto a matriz de
passagem sera a matriz:

—COost —seno
senot  —coso, /-

E a rotacdo de Fzﬁl = (—2,0) sera dada por:

—CcosO —senoQ -2\ 2cosol
seno  —CcosQ 0 —2sendl
Fazendo a translagdo do segmento obtido de tal forma que F> seja a origem do vetor Fj I_E,,,
obtemos as coordenadas de F;;:

2cos O —1 —1+4+2coso
Fn: —|— g
—2seno 0 —2senQ

Em resumo, temos:

Fy=(—1—2cosa+4cos’a, —2sena+4cosasena)

(
(
F3;=(1—2cosa,—2sena)
(
F5s = (—8cos’> 0.+ 4cos? o+ 4cosa — 1, —8senacos” oL+ 4 cos o.sen o)
(

Fs = (16cos* a.—8cos> u— 12 cos® at+4cos o+ 1, 160083OCSGIIOC—800520(.S€n06—4COSOCS€I10()

F, = (—1+42cosa,—2senq.)

Usando os mesmos critérios para a montagem da matriz de passagem e suas caracte-
risticas (a sua matriz inversa é igual a sua transposta) e dados F; = (—1,0) e F, = (1,0) ,
poderiamos também calcular Fz, Fy, Fs, ...F, por:

j—2

—CcosO.  senQ / 2 . .

Fi= . + Fjq, VieNe3<j<n
—seno —cosO 0

Vamos omitir esta demonstragcao por inducdo, pois de certa forma a ideia é a mesma da
que foi calculada anteriormente. O
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Seguindo a construgdo, vamos adicionar triangulos isésceles para cada lado do poligono, o
triangulo de base Fi F> tera um vértice G1, o de base F>F3, o vértice G, e assim sucessivamente
até o triangulo de base F, F; tera um vértice G,,.

Como dissemos na seg&o anterior, os vértices G ; séo exatamente os vértices das "estrelas”
construidas a partir de um poligono regular, e sdo o "ponto de cola" entre dois arcos de elipse.
Evidenciaremos ao longo desse capitulo que a trajetéria G1G2G3...G,, é periddica.

Fixados Fj e I3, vamos determinar todos G; a partir do processo de rotagéo de vetores e
translagéo de segmentos. Usaremos os G para provarmos o seguinte lema:

Lema 5.2.2. A expressao para o comprimento especifico | da corda para a construcdo de arcos
de elipses é dado pela expressao:

2

[=2(n—1)+2d =2(n~1)~ ——

onde d é o comprimento de cada um dos lados congruentes dos tridngulos isésceles de base
Fj_1Fj, o € o dngulo interno do poligono regular e n o numero de lados desse poligono.

- . L . . —_ ., seno
Demonstracdo. A abscissa de G; é 0, pois é ponto médio de Fi F> e sua ordenada é — o
cos

uma vez que pela construcdo G1F, é hipotenusa do tridngulo G{OF, e o angulo G F,0 =
(r—o), dai

y _ sen(m—a) seno.

tg(m—a) == = .
s ) 1 cos(m—a) cos o

sen

e
Assim, considerando o vetor 0G| = <O, — > vamos fazer a rotacdo desse vetor ob-

cosQ
tendo o segmento OG1, do qual faremos a translacao devida para encontrarmos G-.

O processo é o mesmo que fizemos para encontrar F3, Fy, ..., ou seja, faremos uma rotacéao
no sentido horario de um angulo (T — o) e para a translagéo usaremos o ponto médio de F>F3
para encontrarmos G»:

—CcosO.  send 1—coso

Gy = . sen o

—sendt —cosd — —sendo

cos o
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sen? o coso— 1
— 1—cosa -
G, = cos o + ( - cos O
—seno
sen o 0

Podemos repetir 0 processo para encontrarmos G3, Gy, .... Para determinarmos G, faremos
calculos semelhantes aos que foram utilizados para encontrar F;,, queremos dizer que conce-
beremos a rotagdo por um angulo (T — o) no sentido anti horario do vetor O—Gl> e do segmento
gerado OG, fazemos a translacéo pelo ponto médio de F,F:

G —CcosO. —senot 0 N —1+cosa
L, = .
sent. —Ccoso _ Sena —seno
COS O
sen? o
—1+cosa
= COoS O +
—seno
sen ol
1—cosa
— CcOS O
0
Enfim, temos:
sen o
G1= (0 se)
COsS O
coso— 1
G, = COS O
0
1—cosa
G, = Ccos O
0

Onde cada um dos lados congruentes do tridngulo isésceles F1 F,G1 tem comprimento d =
1 1
|F1G1| = |G| = =— .
cos(m— o) cos o

Na figura 5.2 e do lado esquerdo da figura 5.4 temos uma visualizagdo do que calculamos.
Finalmente, a expressao para o comprimento especifico [ da corda que estdvamos procurando
€ dado pela expresséao:

2

[=2(n—1)+2d=2(n—1)~ ——
COS
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l=2(n—1)—

Na parte direita da figura 5.4, ilustramos o resultado do processo de construcdo descrito
acima para o caso quando K é um eneagono regular. Para algum poligono K e um tamanho
de corda especifico acharemos uma curva de classe C2[7], para tanto enunciamos o seguinte

teorema:

Teorema 5.2.1. A generalizagdo da construgdo do jardineiro com um comprimento de corda

fornece uma familia de curvas (uma para cada poligono de n-lados (n > 5)) que sdo globalmente

—2(n—1)+2d

de classe C*.

Demonstracdo. Considere as elipses €1 com focos Fi e F3 e €, com focos F;, e F»>, onde a soma
das distancias dos dois focos é dada por I —2(n—2) =2(n—1)+2d —2(n—2) = 2+ 2d, pois
o comprimento da parte da corda que esta em contato com os n-lados é 2(n —2).

As elipses €1 e €, sao, naturalmente, curvas fechadas muito suaves e precisamos apenas
verificar se a equacao de €1, sua primeira e segunda derivadas tem 0 mesmo valor da equacéo,
da primeira e segunda derivadas de €, quando x = 0, garantindo assim a continuidade de c?,
conforme figura abaixo:

Figura 5.5: Construgao de curva de cordas de n lados

1
Seja P(x,y) um ponto arbitrario, lembrando que d = — ot entdo para a elipse €1 temos
cos

a equacao:
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2

’FIP‘ + ’F3P| =2—
cos

ou
2
\/(x—f—l)z—i—yz—i—\/(x—1+2cosoc)2+(y+256n0c)2:2—
cos Qo
De forma anéloga, para a elipse €, temos a equagao:
2
|F,P|+ |FP| =2—
cosa
ou
1 —2cos0t)? 2sen0)2 1/ (x—1)2 42 =2 -
V0 1=2c0s@)2 4 (y-+ 2sen@)? 4/ (x— 1) 432 =2

Ao trazer todos os termos do lado direito para o lado esquerdo das equacdes de €1 e de g,
temos as equacbes:

2
=0 e
COos Ot

e(x,y) = \/(x—|—1)2+y2—|—\/(x—1+2cos(x)2+(y+2senoc)2—2+

=0.
cos o

en(x,y) = \/(x+ 1 —2cosa)?+ (y+2sena)? + \/(x— 1)2+y?2—2+

Observe que uma vez que e,(x,y) = e;(—x,y), entdo os valores das fungdes de ambas as
elipses sao iguais quando x = 0.
Utilizaremos do processo de diferenciacdo implicita e substituicdo e mostraremos que o

. - . . , sen ol
ponto de intersegdo comum as duas elipses é o0 ponto G| = [O,— o
cos

}, onde a primeira

, . , , cosasena(l —cosa)
derivada é igual a 0 e a segunda derivada é
(1 —2cosa)

Consideremos a equagao de €1:

2
cos ol

\/(x+1)2+y2+\/(x—1+2cosoc)2+(y+256noc)2 =2—

Derivando implicitamente a equacgéo, obtemos:

2(x+1)+2yy  2(x—142cosa)+2(y+2sena).y’
2/ (x+1)2+y2  2y/(x—1+2cosa)?+ (y+2sena)?

(x+1)+yy (x—142cosa)+ (y+2sena).y’
Vx+1)2+y2 /(x—1+2cosa)?+ (y+2sena)?
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a
Substituindo G = [o, S } :
cosa
o o
1+<_sen >y’ —1+2cos0c+<——sen -|—25enoc>y’
cos QL + cos 0
o 2 o 2
\/1+<_sen > \/(—1+2005(x)2+<—sen —|—2sen0c>
cos cos QL
Desenvolvendo os calculos da equacao acima:
o o
1+<_sen >y’ —1+2cosoc—|—(—sen —|—2sen0c>y’
cos Q. i cos Q. — 0
2 2
Cos” 0L+ sen” o senZ o
_ 2 _ 2
\/ 05200 \/( 1+2cosa)?+ (coszoc) (—=142cosa)

Lembrando que sen® o+ cos’ o = 1 e tgZ o+ 1 = sec ai:

senol\ seno ,
(— >y —1+2cosoc-|-<— —|—2senoc>y
coso/” cos o -0
1 V/sec2a(—1+2cosa)?

cos2 .

Assim conseguimos reduzir a equacao para:

(04 o
() b (2 )y
- =0
1 (1—2cosa)?
cosZ o cosZ o

e
Sabendo que 5 < o< T, entdo cosa < 0 e sena > 0. Podemos entao reescrever a equagao

como:
sen o senq cos
[1— .y’}.|cosoc\+[(—1+2c:osoc)+<— +25€n0€)y’],¥ = 0
cos Ol cos o 1—2cosa
p seno —2cosalseno
|cosal +sena.y’ — |cosal + y =0
1 —2cosa
2sena.y = 0

Finalmente, concluimos que y’ = 0.
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Consideremos agora a equagao de €,:

2
1 —2cos0r)2 2sen )2 44/ (x—1)2 42 =2~
\/(x—}— cosa)2 + (y+2senat)2++/(x—1)2+y -
A derivada implicita da equagao acima é dada por:
2(x+1—2cosa)+2(y+2senar)y’  2(x—1)+2yy 0
2y/(x+1—2cos)2+ (y+2sena)?  24/(x—1)2 42
(x+1—2cosa) + (y+2sena)y’ x—=D+yy 0
V(x+1—=2cosa)2+ (y+2sena)?  +/(x—1)2 42
- seno
Ao substituirmos G| = [O, — ] obtemos:
cos oL
o o
(1—2cosoc)—|—<—sen +ZSen0L>y’ - Y
cos o I cos o — 0
o 2 o2
\/(I—ZCos(x)z—f—(—Sfm +ZSen0c> \/1+<_sen )
cos o cos o
Desenvolvendo os calculos:
o o
(1—2cosoc)+<—sen —I—ZSenoc)y’ - Y
cos o cos o -0
2 cos? o, + sen® ot
B ) sen“ol) ) \/
\/( 1+2cosa)”+ (coszoc (—1+2cosa) cos2a
Lembrando mais uma vez que sen” .+ cos’a =1 e tg2a+ 1 =sec’a:
o o
(I—ZCosa)+<—sen +ZSenoc>y’ - Y
cosal 4 cos o -0
V/secza(—1+2cosa)? 1
cos2 o
Finalmente podemos reduzir a equacgao:
o o
(1—2cosoc)+<—sen +ZSen0c>y’ - Y
cos o n cos O -0
(1—2cosa)? 1

cosZ o cosZ o
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L8 - ~
Lembrando que 5 < o <7, entdo cosa < 0 e sena > 0. Podemos entao reescrever a
equacao como:

seno 1 |cosal senol
+2sen0c>y} e+ |1
1 —2cosa cos Qo

(1—2cos0c)+(— Y. |cosa| = 0

cos

sen0l —2cososend ,
y —|cosa|+senay = 0
1 —2cosa

|cosal| +

2sena.y = 0

Dai, temos que y’ = 0. Portanto, concluimos que as derivadas primeira de €; € €, sdo iguais
senql
no ponto G| = (O, —

) e valem 0.
cos O

Para finalizar essa demonstracao, faremos as derivadas de segunda ordem de €; e €, no
senal cosasena(l —cosa)

ponto G = (O’ ~ cosal (1—2cosal)

) € mostraremos que sao iguais e valem

(x+1)+yy (x—1+42cosa) + (y+2sena).y’

Vix+1)2+y2  (/(x—1+2cosa)?+ (y+2sena)?
vada segunda de € sera calculada utilizando-se da derivacdo implicita e das regras da cadeia

=0, a deri-

Dada a equagao de €|:

e quociente:

x+1+yy

1+ /2+ i x+1)24+v2— (x+1+yy
[T+ 0"+ vV (x+1)2 +y7 = ( ) IR

(x4 1)+

N [T+ ()2 + 3" +2senoy”]y/(x — 1+ 2cos )2 + (y + 2senar)? N
(x—1+2cosa)?+ (y+2sena)?

[x—142coso+ (y+2sena)y']

x—142cosa+ (y+2sena)y’
vV (x—1+2cosa)?+ (y+2sena)? 0
(x—1+4+2cosa)?+ (y+2sena)?

T -
Lembrando mais uma vez que 5 < o< T, e portanto cosa < 0 e sena > 0 e substituindo

(04
o Gl — <0 _sen
y e (x,y) por Gy ' osa

) , encontramos:

seno |, 1 " I —2cosa I —2cosal
(1— y ) —Jcosa| |1+y'(—sena)
coso” / |cosql cos O |cos

1 (1—2cosa)?
cos? 0y cosZ o

- -
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|cosal
—1+2cosa)(—1+4+2cosQ) ———
(—1+2cosa)(—1+2cos )(1—200500

_ =0
(1—2cosoc)2

cosZ o

Ao desenvolvermos os célculos:

1 sendl 5
— +CosO+ ——=—y" | COs™ O+
cos Qo Ccos~ 0

cosZ o

2
) y' 4+ (1—=2cosa)costt| ———— =0

1—2coso 1—2cosa
(1 —2cosa)?

|cos

E assim, temos que:

3
/) cos” O
sen o — =0
+( )y + 1—2coso

cos

3 1
—coso.+cos’ oL+ (senot)y’ — —
( )y 1—2cos

Entdo, podemos reescrever a equacao como:

" cos o — cos> o 3
(2sena)y” = m+cosa—cos o
—2cos

0 cosoc(l—cos%c)( 1 1)

2seno 1—2coso

_ cosasenal 2—2coso
- 2 "\ 1—2cosa

cosasend(1 —cosa)
(1 —2cosa)

1 —2cosa 2senat)y’ —1 .y
Dada a primeira devidada de €,: (x+ cosa) + (v +2senay + (=D +yy =

V(x+1—2cosa)2+ (y+2sena)?  /(x—1)2+y2
0, calcularemos a sua derivada segunda de forma analoga a derivada de segunda ordem de €;.

[1+ () +yy" +2senoy”]y/(x+ 1 —2cosa)? + (y + 2 senar)? N
(x+1—2cosa)?+ (y+2sena)?

[x+1—2coso+ (y+2sena)y']

x+1—2cosa+ (y+2sena)y’
V(x+1—2cosa)?+ (y+256n(x)2]
(x+1—2cosa)?+ (y+2sena)?
x—1+yy
(x—1)>+y?

1+ +30" 1V (x=1)2+y2 = (x—1+y)

+ =0

(x+1)%+y2
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T
Sendo = < o0 < T, e portanto cosa < 0 e seno > 0 e substituindo ¥y = 0 e (x,y) por

o
G = (0,_sen ) obtemos:
cos L
1 —2cosa 1 —2cosal
1+ y(— senc) cos cos
cos |cosal L
(1—2cosa)?
cos? o
o o 1
(1—20050()(1—200sa)& ( _ ”> —|cosal
_ (1 —2cosa) n coso” / |cosq 0
(1—2cosa)? 1
COSZ(X COSZ(X

Desenvolvendo a equacéo:

2

1—2cosoc+ o 1—2cosa\? " 4 (1 — 208 0) cos cos“al +
————— +senot | —— —2c0s0)CcosOl| ——————
|cosall cos o Y (1—2cosa)?

1 sendl 2
+ | - +cosa+———y" Jcos“o=0
cos o cos“ 0l

E entao, obtemos:

3

Ccos Ccos™ o

Vi 3 "
————— +(senq —————— —CcosO.+cos” 0.+ (sen o =0
1—2cosoc+( )y +1—2cosoc + +( )y
Reescrevendo a equagao, teremos:
3
CoS 0L — CO0S° O
2sena)y’ = ————— 1 COSO— COS> O
( )y 1—2cos +
o1 —cos?al 1
y = coso(1 —cos”a) +1
2seno 1—2coso

cososen0. [ 2—2cosd
2 "\1—2cosa

cososen (1 —cosa)

(1—2cosa)
Desse modo verificamos que as derivadas de segunda ordem de €1 e g, s&o iguais no ponto
senol cosasena(l —cosa)
Gy = (0, ——) e val O
coso (1—2cosa)

Algumas consequéncias imediatas desse processo para construcao de curvas por um poli-
gono regular de n lados incluem:
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1. Ao contrario do caso geral, temos que nos preocupar com apenas um tipo de elipse:
a construida com tamanho de corda /.
2. A curva fechada que obtemos é uma unido de n-arcos elipticos de classe C2.

Pela Construgdo do Jardineiro, na proxima segao, construiremos um bilhar constituido
por arcos de elipses a partir de um hexagono regular e posteriormente verificaremos algumas
propriedades andlogas dele com as do bilhar eliptico.

5.2.2 Um exemplo de bilhar hexagonal

Dentre as curvas constituidas por arcos de elipses, vamos considerar aquela que é formada
por um poligono K tal que K € um hexagono regular com lado de comprimento 2 e com vértices

Fi=(-1,V3), h=(1,V3), 5= (2,0), i, = (1,—V3), Fs = (—1,—V/3) e Fs = (—2,0).

Figura 5.6: Bilhar pela Construgcdo do Jardineiro construido por um hexagono regular

2 1
Comon==6,0= 3 ed= T cosa 2, entdo o comprimento [ da corda é dado por:

[=2(n—1)+2d =14

Cada um dos seis arcos elipticos usa um unico par de focos F;, Fj, onde i e j sGo ambos
pares ou ambos impares. Denotaremos ij para um arco focado em F;, Fj.
A equacgao para o arco 24 é:

Observe que o centro da elipse é o ponto médio de F, e F; e 0 eixo maior é 2a =6 e

portanto, a = 3. Sendo 2c a distancia de > F;, teremos que dp,F, = 1/ (2\/5)2 = 2\/5, assim
¢ = /3. Como a? = b* + ¢%, sendo 2a o eixo maior, 2b, o0 eixo menor e 2c a distancia focal,
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obteremos que b = V6. Contemple na figura 5.7 que o eixo maior € uma translagao do eixo
vertical, o que justifica a equacgao para o arco 24.

Figura 5.7: Bilhar de corda hexagonal - arco 24

Vamos mostrar que a equagado para o0 arco 13 da figura 5.8 € dada por 11y2 + 2\/§xy —
12v/3y +9x% — 12x = 60.

Figura 5.8: Bilhar de corda hexagonal - arco 13

Sabemos que a soma das distancias de um ponto da elipse aos focos é igual a 2a, ou seja:

\/(x+1)2+(y—\/§)2+ (x=2)2+y> = 6

\/(x+1)2+(y—\/§)2 = 6—4/(x—2)2+)2

42+ 14y=2V3y+3 = 36—12y/(x—2)2+ 2+ x> —dx+4+)°

6x—2V3y—36 = —124/(x—2)24)?2
36x2 — 24V 3xy —432x 4+ 12)° + 1443y + 1296 = 144(x* —4x+4+?)
—132y% —24V/3xy 4 144v/3y — 108x* + 144x = —720 :(—12)

11y? +2v3xy — 12v/3y +9x — 12x = 60

A intersecado dos arcos 13 e 24 & mostrada na figura 5.9
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ul
o

Figura 5.9: Intersecdo dos arcos 13e24

Analisamos que a intersegcao dos arcos € emy = V'3, dai:

(x—1)2+y_2 —
6 9
(k=172 3 _ !
6 9
(x—12% ]
6 -3
(x—12% = 4
x—1 = 2
x = 3

Verificamos na equacédo do arco ﬁ que o ponto de intersecdo é exatamente (3, \/5), pois
ao substituirmos esse ponto, mostramos a identidade:

11y? +2v3xy — 12V3y + 9> — 12x = 60
11342V33./3-12V/3° 499123 —
33+18—36+81—36 =

132-72 = 60

Apesar de ja termos verificado durante a demonstragao para um poligono qualquer, vamos
mostrar que para o exemplo as derivadas de primeira e segunda ordens de ambas equacdes

coincidem no ponto de intersecao, garantindo assim a continuidade de classe .

-1 2 2
(x g ) + % =1, ao derivarmos implicitamente e

Inicialmente consideremos a equacao



substituirmos o ponto (3,/3) obtemos:

2:x—1) 2y,
6 9 Y
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= 0

9 —x—+1
2y 3
3(—x+1)
2y
3(=3+1)

2V3
-3

V3

-

Fazendo o mesmo para a equagéao 11y2 + 2\/§xy — 12\/§y+ 9x? — 12x = 60, teremos:

22y.y +2V3y+2V3x) — 123y +18x—12 = 0

Reorganizando a equacéao:

Y (22y+2V3x— 12V/3) =

/

y =

Assim, concluimos que as derivadas primeiras de

—2V3y—18x+12
—24/3y—18x+12
(22y 4 2+/3x — 12¢/3)

—2V/3 —183+12
(22v/3+2+/3.3-12V/3)

—6—54+12
161/3
—48
16v3
-3
V3
-3
(x-1)?%

- —|—3:16de11y2—|—2\/§xy—

12\/§y+ 9x% — 12x = 60 s&o iguais no ponto (3, \/5) e vale —V/3.

Discorrendo as derivadas segundas de y' =

3(—x+1)

ey 23 183412
2y Y (22v/3+2v/3.3-12V/3)°
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e substituindo o ponto (3,v/3) e y/ = —/3 alcangaremos:

1" —6y—(—3x—|—3)2y’
y 472

—6v/3+6.3.(—/3) —6.(—/3)

43
-3V3
2

De forma similar:

b (=24/3) —18).(22y +2v/3x — 12¢/3) — (—2+/3y — 18x+ 12)(22)' +2+/3)
Yoo (22y+2V/3x — 12v/3)?
[—2v/3.(—/3) — 18].(22./3 4 2v/3.3 — 12/3) — (=2¢/3" — 18.3 + 12)[22.(—v/3) + 23|

(22.4/34-2¢/3.3 - 121/3)?2
—12.16v/3 — (—6 — 42)(—20+/3)
(16v/3)?
48(—4+/3 —20/3)
256.3
—244/3
16
-3V3
2

Desse modo, concluimos que 0s arcos 13 e 24 obtido a partir de poligono K tal que K é
um hexagono regular com lado de comprimento 2 e com vértices F; = (—1, \/3), =1, \/5),
F3=(2,0), Fy = (1,—V/3), Fs = (—1,—V/3) e Fs = (—2,0) sdo, naturalmente, curvas suaves
e as equacoes de ambos arcos, suas primeiras e segundas derivadas tem o mesmo valor no
ponto (3, \/§), garantindo assim a continuidade de C.

5.2.3 Algumas propriedades analogas do bilhar eliptico e do bilhar
constituido por arcos de elipses a partir de um hexagono regular
pela construcao de cordas

Nessa secao avaliaremos algumas propriedades analogas do bilhar eliptico com o de cor-
das (método do jardineiro). Uma das propriedades do bilhar eliptico € o resultado que nos diz
essencialmente que podemos agrupar a trajetdria em trés familias. A trajetéria dentro de um
bilhar eliptico pode ser:
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e atrajetdria focal, que passa sempre pelos dois focos alternadamente.
e a trajetdria interior, que intercepta sempre o segmento fechado entre os focos.
e a trajetdria exterior, que nunca intercepta o segmento entre dois focos.

De um modo completamente analogo ao do bilhar eliptico, para o bilhar hexagonal temos
também familias de trajetérias focal, interno e a exterior. Uma vez que pela construgcao pelo
método de jardineiro temos a unido de arcos de elipses, fazendo assim com que a analogia das
propriedades seja possivel.

Teorema 5.2.2. Considere uma trajetoria proveniente do ponto Py dentro de um bilhar de corda
hexagonal K com vértices Py; P»,...;P,:

e i) Se o segmento PyP; da trajetdria do bilhar passar por um vértice de K, entdo cada
segmento PP, passard por um vértice de K.

e i) Se o segmento PyP de uma trajetdria do bilhar cruzar o hexdgono K, entdo todos
os segmentos P;P, | irdo cruzé-los.

e iii) Se o segmento PyP, ndo cruza o hexdgono K, entdo nenhum segmento P;P;
ira cruza-lo.

Demonstragdo. i) Existem duas linhas extremas de apoio em cada vértice e qualquer segmento
("raio") que se encontra no aAngulo formando por eles é também uma linha suporte de K. Assim,
para comecar, sem perda de generalidade, consideraremos o segmento ("raio") de um bilhar que
se encontra no angulo formando pelos dois extremos das linhas de sustentagéo do vértice F; e
que tera necessariamente um ponto extremo no arco 24 e 0 outro no arco 26. Se o ponto no arco
24 € escolhido como o ponto inicial Py, entdo uma linha saindo de Py e atravessando o vértice
F, ird cruzar o arco 26 em algum ponto P;. Devido a propriedade reflexiva das elipses, um "raio"
deixando um foco, refletira do arco atingido e passara através do segundo foco, nesse caso,
deixando o foco F3, refletira do arco 26e passara através do segundo foco Fg € atingira o arco
46 em algum ponto P>. Entdo, teremos novamente pela propriedade reflexiva das elipses, um
"raio" (através de P, e Fy) que se encontra em um angulo formado pelas duas linhas extremas
de apoio para o vértice F4 que refletira do arco 46 passando pelo foco Fy e atingira novamente
0 arco 24. Isso significa que a trajetéria do bilhar permanece.
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Figura 5.10: Trajetéria do bilhar em uma linha de apoio de K

ii) Consideremos agora o angulo formado por duas linhas suportes de K através de um
ponto Py no arco 24. Uma delas passando por F,> e a outra por F;. Devido a isso, elas sdo
linhas de suporte do segmento fechado F,F4 que é o segmento entre os dois focos da elipse
correspondentes ao arco 24.

Agora vamos considerar a emissao de "raios" de Py aqueles estritamente dentro e aqueles
estritamente fora do angulo convexo FZ/PE;. Os "raios" estritamente dentro do angulo convexo
FZ/P(E irdo cruzar o interior de K e o segmento F> Fy, enquanto os "raios" estritamente fora do
angulo convexo FTPE; nao irdo cruzar o interior de K e nem o segmento F>F;. No primeiro caso
obteremos um segmento PyP; onde P; é algum ponto que pertence ao arco ]/]+\2 Levando
em consideracao o inverso da trajetoria, ou seja, que comega no ponto Py e termina no ponto Py,
€ natural que intercepta o interior de K, mas entao ele tem que cruzar o interior de m Por
isso a trajetoria original intercepta este segmento e tem que fazé-lo novamente apds a reflexao
com o limite do arco. Isso implica que em seguida, o segmento refletido da trajetéria também
intercepta o interior de K.

A demonstracdo acima é similar a proposicao 4.1.2 demonstrada no capitulo anterior, ou
seja, sejam PyP; e P|P, segmentos consecutivos da mesma trajetéria, segue pelo lema 4.1.1
que PyPLP> e F>P, F, tem a mesma bissetriz. Logo, se PyP; intersecta F>Fy, entdo P; P, também
intersecta F> F.

Por inducao sobre n, sendo Py; Py;...; P, 0s pontos em que a trajetéria colide com a borda
dos arcos de elipse, prova-se que se um dos segmentos da trajetéria intersectar F>F; entdo os

restantes também o intersectam.
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Figura 5.11: Trajetéria do bilhar cruzando K

iii) Ao considerarmos, sem perda de generalidade, um segmento ("raio") PyP; com sua
origem em P, saindo do arco 13 e atingindo o arco 24 no ponto P; de tal forma que PyP;
cruza o eixo maior do arco 24 fora do segmento F>Fy, é inerente perceber que o segmento
n&o interceptara o interior de K. Pela proposicéo 4.1.2, ou seja, sejam PyP; e PP, segmentos
consecutivos da mesma trajetéria, segue pelo lema 4.1.1 que PO/P\IPZ e FZ/PE1 tem a mesma
bissetriz. Logo, se PyP; ndo intersecta F>Fy, entdo P P, também n&o vai intersectar F>Fy.

Por inducao sobre n, sendo Py; Pi;...; P, os pontos em que a trajetéria colide com a borda
dos arcos de 1/1?2 e levando em consideragao a proposicao 4.1.2 e o lema 4.1.1, prova-se
que se um dos segmentos da trajetoria ndo intersectar K entdo os restantes também néo o
intersectam.

Bissetriz F,P;F,

Figura 5.12: Trajetéria do bilhar ndo cruzando K

Outro resultado importante para o bilhar dentro de uma elipse indica que uma trajetéria de
bilhar através dos focos converge para o eixo maior da elipse. Na pratica , isto significa que
qualquer orbita focal se torna rapidamente indistinguivel a um trago repetido no eixo principal
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da elipse.

Considerando que uma érbita focal no caso da elipse converge para a 6rbita "ida e volta"(eixo
principal da elipse), no caso do bilhar de cordas hexagonal converge para qualquer um dos tri-
angulos equilateros formados por trés vértices do hexagono.

Isso é 0 mesmo que dizer, que se considerarmos 0 caso extremo do item i, em que Py,
P, P5,..., P, estdo na intersecdo de dois arcos, o segmento ("raio") passara por dois focos,
cada foco de uma elipse distinta, atingira a interse¢ao de outros dois arcos no ponto P; e pela
propriedade reflexiva das elipses, 0 "raio" saindo de P; atingir4 dois outros focos de elipses
distintas, porém referente as elipses dos dois focos iniciais (na figura 5.13: I3 e F3, F e Fg
respectivamente). Repetindo o processo, pela construgcao, encontraremos a trajetéria que sera
um tridngulo equilatero. Isso também significa que a trajetéria do bilhar permanece.

Figura 5.13: Trajetéria do bilhar em uma linha de K

De toda forma, antes de declarar o resultado em termos mais precisos, precisamos de um
resultado auxiliar que fornece limites para os tamanhos dos angulos entre raios de entrada e

saida em érbitas focais, o que sera mostrado a partir do teorema a seguir.

Teorema 5.2.3. Para uma orbita focal do bilhar hexagonal, o &ngulo entre os segmentos de
entrada e saida € limitado ao intervalo de 60° < 6 < 70,53°.

Figura 5.14: Bilhar hexagonal

Demonstracdo. Devido a simetria presente no bilhar, podemos restringir nossa atencdo a um
determinado arco, neste caso trabalharemos com o arco 24.
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Anteriormente verificamos que a equacao da elipse que determina esse arco é dada por

-1 2 2 -
% + % = 1. Consideremos um ponto (x,y) que pertence ao arco 24 conforme figura

5.14. Os focos P> = (1,V/3) e Fy = (1,—/3) formam o segmento c¢. Do F> ao ponto (x,y)
temos o segmento b e do F4 ao mesmo ponto (x,y) formamos o segmento a. Chamamos de
0 o angulo formado pelos segmentos b e a (segmentos de entrada e saida da 6rbita focal do
bilhar hexagonal). Pela lei dos cossenos:

2 =a?+b*—2ab cos 0,

sendo ¢ = \/(1 —1)2+ (V3 +V3)? = V12, e portanto:

c0sh a?+b*>—12
s = ———,
2ab

Sendo a = \/(x— 12+ (y+V3)2eb= \/(x— 1)2 + (y — v/3)2, ao substituirmos na equa-
¢ao anterior obtemos:
=12+ 0V + = 1)+ (V32— 12
2/ (= 124 (v 4 V32 (x— 12+ (v - V3)?

cos0 =

1242 2,2
w1 + % = 1, dispomos que (x —1)?> = 6— % Fazendo uma
nova substituicdo na equacgéo de cos 6:

Da equacao da elipse

& 24 (y— /32—
12 ++V3) (- V3) - 12

cos® = 32 5
2 2
2\/[6—%+<y+ﬂ>21.[6—%+<y—\@>2]
42
—%+2y2+6
- 2 2
2y? 4+ 18
_ 3
5 27+y24+6yV3\ [ 27+ —6yV/3
3 3
¥y +9

/729 + 54y2 + y* — 1082
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y2+9

(27 —y?)?
¥ +9
27 — |

Como —V/3 < y< V3e pela simetria de —V3< y<0 e 0<y< v/3, 0 menor valor do

1 1
cos O sera quando y = 0 e o maior quando y = —V3 ou y= \/§, ou seja, 3 < cosO < o de
modo que 60° < 0 < 70,53°. O

Sem perda de generalidade, vamos escolher trés rebotes consecutivos. Os vértices esco-
Ihidos para este triangulo rebote sao Sy = (0,2+/3), S5 = (3, —V/3) e S5 = (—3, —V/3), pois séo
os "os pontos de cola" G; calculados na se¢éo 5.2.1.

Considere uma trajetéria de bilhar, passando pelo foco F3, cujo ponto inicial Py esta no arco
24. Observe que, por exemplo, o ponto P, é mais perto do ponto S; do que de P, e entdo o
P; esta ainda mais perto e assim por diante. Percebemos assim que P;PgPy se assemelha ao
tridngulo S155S53, conforme mostra a figura 5.15:

Figura 5.15: Trajetéria aproximada do tridngulo S;55S53

O que nos leva a provar o prdéximo teorema, que correlaciona com a proposi¢ao 4.1.1:

Teorema 5.2.4. Se uma trajetéria de bilhar percorre um linha de apoio K, de modo que ele
vai alternadamente através dos pontos F;; Fg; F4 entdo sua trajetoria tenderd para a trajetoria
periddica §15553.
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Demonstracdo. Dada uma trajetéria proveniente do ponto Py dentro de um bilhar de corda he-
xagonal K com vértices Py; P»; ...; P, e:

e 5; = P,;Fjcom j=2,4,6.
j=6sei=3n—-2;
j=4sei=3n—1;e
j=2sei=3nnelN.

e pi=PFyFg sei=3n—2;
pi =PFsFy,sei=3n—1;e

pi:m,sei:l‘m,neN.

—_—
e ;=P 1PPiy

Figura 5.16: Trajetéria que se torna indistinguivel ao tragado do tridangulo §15553 e as sequén-

cias {s;}; {pi} e {oi}

Podemos entdo considerar as sequéncias {s;}; {p;} e {a;}. Analisando a figura 5.16 veri-
ficamos que sdo sequéncias limitadas.

I 1
De fato, pelo teorema 5.2.3, temos que 3 < o; < arccos (5)

Dando continuidade, vamos mostrar inicialmente que {p;} € uma sequéncia nio decres-

cente:
Subtraindo

p 2n
Pi+1+Piy1 = 3
de

O +pi+ P =T,

teremos:



T
Pi1 = O —Pi =~

T
OSOCi—g = Pi+1 —Pi
e portanto p; < pit1.

2n
Sendo p; < 3

Assim, se p; < pi+1, logo a sequéncia {p;} converge porque é monétona e limitada.

Entao se i — oo,

T
% =3 = Pi+i —pi—0
. T
Assim sendo, o; — —.

3

Da lei dos cossenos, 12 = s% + tiz — 2siticos; e de s; +t; = 6, obtemos:

12 = s7+(6—s5,)% —25:(6—s;)cos o
12 = 257 — 125,436 —25;(6 — s;) cos

Si(6 — S,') cosoy = 12+ Si2 — 6s;
coso; = 12+ 57 — Gsi
o Si(6—S,‘)

Consequentemente se i — oo, teremos s; — s*

1 1245765
2 §*(6—s%)
244252 — 125" — 65" +52 = 0
352185 +24 = 0
0

2 —6s" +8 =

"

!
que produz s* =2es* =4.
Usando a lei dos senos, obtemos:

senQy;  senp;
V12 S

Se i — o, entao,
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V3

2 senp”

NP
.23

Senp —m

senp® =

~ « T
e entdo temos que p* = >

. T T . T I8
Logo se i — o, temos que o; — 3 epi= 3 entao 6 <p;i< 5

Sabemos que s; +t; = 6 e da lei dos cossenos temos

s7 = 1241} —2.2V3.1,cosp;
(si—t)(si+1) = 12—4V3ncosp;
(5i—6+s5).6 = 12—4V3(6—s;)cosp;
125; —4V/3sicosp; = 48 —24+/3cosp;
si3—+3cosp;) = 12—6v3cosp;
_ 12—6V3cosp; V3
S 3—\/§cospi %
124/3 — 18cosp;
3\/§—3cosp,-
4\/§—6cospi
V3 —cosp;

44/3 -6
Dada a fungédo f(p) = M, € possivel verificar através da derivada primeira de

V3 —cosp

T T
f(p) que f'(p) > 0 em todo o intervalo 3 <p< 5 portanto f(p) é ndo decrescente. De fato,

7 )_6senp(\/§—cosp)—(4\/5—6cosp)senp
Ve (V3 —cosp)?

2v/3senp ~0
(V3—cosp)? ~

Assim, se p; < pit1, entdo s; = f(pi) < f(pi+1) = si+1. Logo a sequéncia {s;} também

/ T T
= Z<p< =,
f(p) Vo e<pP<j

converge porque € mondétona e limitada.

Podemos entdo considerar as sequéncias {s;}; {p;} e {o;} limitadas e:

[} 2§Sl’§4
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[ ]
IN
2
IN

SIS

°
wla ol

1
< o; < arccos (5)

Finalizando esse ultimo capitulo, podemos dizer que além do que ja foi mencionado
sobre os bilhares elipticos, podemos agora apresentar algumas propriedades relevantes do
bilhar obtido pela Constru¢ao do Jardineiro como:

1. O limite desse bilhar é duas vezes continuamente diferenciavel;

2. Obilhar para além da regiao planar delimitada por seis arcos elipticos, também temos
um conjunto de pontos muito especiais: os focos cujas influéncias ndo podem ser
ignoradas; e

3. Apresentam 3 tipos de trajetorias: passando pelos focos, passando pelo segmento
gue unem os focos e passando externamente ao segmento que une os focos.
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6 Conclusao

Antes mesmo de tratarmos do objeto desse estudo, sentimos a necessidade de caracte-
rizar uma elipse, mostrar a equagéo geral de 2°. grau que a define e trabalharmos com sua
translagéo e rotagdo. Baseado nas definicdes e consequéncias iniciais, dedicamos aos resulta-
dos e conceitos importantes: o principio da reflexao das elipses, a definicao de bilhar, falamos
de um bilhar eliptico e finalmente desenvolvemos um capitulo sobre as curvas constituidas por
arcos de elipse.

Nesse trabalho foi destacado a aplicagdo em jardinagem quando se pretende, por exemplo,
construir um canteiro eliptico. O procedimento é muito simples: arranja-se um fio e prendem-
se as pontas a duas estacas, que sdo afixadas ao chao de modo a que a distancia entre elas
seja menor do que o comprimento do fio. Com uma terceira estaca, e mantendo o fio esticado,
desenha-se uma linha no chao, e a linha obtida € uma elipse.

Em geral, verificamos que se supormos em um bilhar eliptico que a bola se mova sem
atrito, a trajetéria percorrida pela bola pode ser classificada em trés tipos: Sempre passa pelos
focos, sempre passa exterior aos segmentos que unem os focos ou sempre passa interior ao
segmento que unem os focos.

Além disso, observamos utilizando da Construgdo do Jardineiro que se fixado um poligono
convexo de n lados, esticamos um lago de comprimento / ao redor deste até um ponto P e
movemos este ponto ao redor do poligono, a curva obtida por essa construcao é constituida por
arcos de elipses. Observa-se que para a constru¢cao usamos poligonos regulares de 5 ou mais
lados, pois esses poligonos podem ser "estrelados”, sendo uma caracteristica importante que
os vértices das "estrelas" sdo os "pontos de cola" entre duas curvas elipticas, e uma trajetoria
entre esses pontos é periddica. Ressalta-se que para criar os arcos elipticos usamos 2 vértices
do poligono por vez, de trés vértices consecutivos, pegamos os 2 vértices extremos que funci-
onam como focos dos arcos elipticos.

Das curvas constituidas por arcos de elipses, estudamos algumas propriedades delas em
fungéo do parametro [ e mostramos que também neste caso a influéncia dos focos ndo pode
ser ignorada, o que nos permitiu classificar as trajetérias em trés tipos, sendo estas: Focais,
exterior e interior.

Um dos resultados mais interessantes que mostramos € que o limite desse bilhar é duas
vezes continuamente diferenciavel.

Finalmente, vamos mencionar brevemente um problema aberto de longa data, muito fre-
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quentemente atribuido ao G.D. Birkhoff, embora originalmente por Poritsky, a conhecida con-
jectura de Birkhoff-Poritsky: Basicamente afirma que entre todos os bilhares de curvas suaves
fechadas convexas, os Unicos bilhares completamente integraveis sao os bilhares em elipses[7].

Entdo, queremos concluir com uma pergunta: de todas as provas reunidas para o bilhar he-
xagonal de cordas, ainda podemos ter certeza de que o bilhar eliptico é o Unico bilhar convexo
integravel? A conjectura ainda esta em aberto e muitos matematicos acreditam ser verdadeira.
Vimos por outro lado, que curvas constituidas por arcos de elipse, sdo integraveis.
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