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Resumo

FERREIRA, S. R. I. Aplica¢des de matrizes no ensino médio. 2013.
55 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Ciéncias Matemaéticas e de

Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2013.

Esta dissertacdo tem como objetivo salientar a utilidade e importancia
de calculos matriciais no ensino médio. Para tanto, foram estudados
alguns tépicos que descrevem situagdes que necessitam de recursos
gerados por operacoes matriciais. Foi observado que esses topicos
apresentam situacoes que evidenciam a utilidade da multiplicagao de
matrizes ndo somente no desenvolvimento teérico, mas também nas
aplicacoes de matrizes, e tém potencial para serem abordados no ensino
meédio.

Palavras-chave: Matrizes. Produto de matrizes. Aplicagdo de matrizes.






Abstract

FERREIRA, S. R. I. Applications of matrices in the secondary school.
2013. 55 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computagao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2013.

The aim is this work is to stress on the use of algebraic operations with
matrices in the mathematics teaching for secondary school students. For
this purpose, we studied some topics that require algebraic operations
with matrices. It was observed that these topics reveal circumstances in
which the matrix multiplication is not only useful in the theoretical
development but also in the applications. In addition, the studied
showed that these themes have potential to be considered in the

secondary school.

Key words: Matrices. Matrix multiplication. Application of matrices.
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Introducao

Matrizes estdao presentes no curriculo do ensino Médio e o seu ensino é organizado pelo

contetado:!
e Matrizes: significado como tabelas, caracteristicas e operagoes.
e A nocio de determinante de uma matriz quadrada.
e Resolucao e discussao de sistemas lineares: escalonamento.

Matrizes surgem naturalmente em uma variedade de situagoes e problemas, cuja aplicacao
vai além da resolucao e discussdo de sistemas lineares. Diante dessa constatacao, a motivacao
inicial da presente dissertacao foi situar a teoria de matrizes como uma linguagem natural
para a resolucao de certos problemas e oferecer um conjunto de aplicagbes em diferentes ramos
da matemaética e outras areas do saber. Como objetivo especifico, pretendemos que esta
dissertacdo forneca um plano de aula sobre um tépico de matrizes que possa ser efetivamente
desenvolvido no ensino médio.

Diante dos desafios, a primeira tarefa foi decidir o que estudar. Para tanto, analisamos
cuidadosamente o contetido da disciplina Algebra Linear, do ensino superior, onde matrizes
sao amplamente estudadas, e escolhemos tépicos com maior potencial para aplicagdo no ensino
médio. Para isso, foi levado em consideracao a utilizacdo minima de pré-requisitos e a beleza

dos problemas a serem abordados. Tal escolha resultou nos seguintes temas:
1. Aplicagbes do produto de matrizes.

e Grafos dirigidos.
e Criptografia.
e Cadeias de Markov.

!Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo: Matematica - Coord. Maria Inés Fini. - Sdo Paulo: SEE,
2008.



2 Introducao

o Genética.
2. Aplicagoes do determinante.

e Construcao de curvas e superficies por pontos especificados.

e Determinante como area ou volume.

Um aspecto que merece destaque é o esforgo metodologico que fizemos para desenvolver
esses temas utilizando essencialmente o produto de matrizes, nao somente nas aplicacoes,
mas também no desenvolvimento teérico. Fizemos desse modo, com o desejo de evidenciar
a importancia do estudo da operacao e também mostrar que a multiplicagdo de matrizes
combinada com o escalonamento produz uma técnica poderosa para estabelecer propriedades

e interpretar certos conceitos, tal como fizemos no Capitulo 2 para o determinante.



CAPITULO

I

Aplicacoes do produto de matrizes

Este capitulo é dedicado as aplicacoes das propriedades aritméticas de matrizes, mais
especificamente o produto de matrizes. Seguindo [1, Capitulo 11], estudamos as aplicagoes em
grafos dirigidos, criptografia, cadeias de Markov e genética. Iniciamos relembrando a defini¢ao

do produto de matrizes.

Definicao 1.1. Sejam A = (a;;) e B = (bj) duas matrizes n X p e p X q, respectivamente.

O produto AB é definido como a matriz C' = (c;5), onde
Cij = aitbij + -+ + aipbp;,

parat=1,--- nej=1,---q.

1 Grafos dirigidos

Multiplicacao de matrizes é amplamente utilizada na teoria de grafos, um ramo da matematica
que se mostra ttil para modelagem em diversas situagoes na ciéncia de computagao, economia
e em ciéncias sociais. Iniciamos introduzindo grafos dirigidos e a relagdo com matrizes. Nosso
objetivo é mostrar como matrizes sao empregadas para calcular o nimero de caminhos de um

certo comprimento entre vértices de um grafo.

Definicao 1.2. Um grafo dirigido é um conjunto finito de elementos {Py,...,P,} junto

com uma cole¢io finita de pares ordenados (P;, Pj) de elementos distintos deste conjunto, sem

3



4 Capitulo 1 — Aplicagoes do produto de matrizes

repeticao de pares ordenados. Os elementos do conjunto sio chamados vértices e os pares

ordenados arestas dirigidas do grafo dirigido.

Dado um grafo dirigido {Pi,..., P,}, a notacao P; — P; indica que o elemento P; esta
conectado ao elemento Pj. Neste caso, a aresta dirigida (P;, Pj) pertence ao grafo dirigido.
Geometricamente, um grafo dirigido é visualizado representando os vértices como pontos no
plano e as arestas dirigidas P, — P; como segmentos de reta ou de arco, desde o vértice P;
até o vértice P;, com uma seta de P; para P;. Se ambos os vértices estdo relacionados, isto
é, P, — Pj e P; — P;, é desenhado somente um segmento entre P; e P;, mas com setas
apontando em sentidos opostos. A Figura 1.1 fornece uma representacdo geométrica de um

grafo dirigido.

Py

Y

Py

Y

P
Figura 1.1

A partir de um grafo dirigido de n vértices podemos associd-lo a uma matriz M = (m;;)
quadrada de ordem n. Tal matriz é denominada matriz de vértices do grafo dirigido. Os

elementos da matriz M, obedecem & seguinte regra:

1, se P, — Pj,
mij = ..
0, caso contrario.

Exemplo 1.3. A matriz de vértices associada ao grafo da Figura 1.1 é dada por

= = O O
S O = =
S = = O

1
0
0
0

Ainda pela Figura 1.1, o vértice P» ndo esta conectado diretamente ao vértice P;. Mas
P, esta conectado a Py, que por sua vez estd concetado a P;. Escrevemos P, — Py — P e
chamamos conexfo de 2 passos de P, para P;. Similarmente, chamamos P, — P, conexdo de
1 passo, P, — Py — P; — P53 conexao de 3 passos, e assim por diante. O resultado a seguir
faz uso do produto de matrizes para encontrar o numero de todas as conexoes de k passos,

k € N, de um vértice P; para um vértice P; de um grafo dirigido qualquer.
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(k)

Teorema 1.4. Seja M uma matriz de vértices de um grafo dirigido e seja m;;’ o elemento

(i,7) da matriz MF. Entao ml(]k) € 1gual ao nimero de conexdes de k passos do vértice P; para

o vértice Pj.

PROVA: A prova serd feita por indugao. Para k = 1, o nimero de conexoes de 1 passo de um

vértice P; para um vértice P; é simplesmente m;;. Ou seja, ha somente zero ou uma conexao

(1)

de 1 passo de P; para P;. Sendo m;; = m;;’, 0 resultado é verdadeiro para k = 1.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para k, isto ¢, o elemento (i, j) de MF, ml(?),

¢ o numero de conexoes de k passos de F; para P;.

Para o ntmero de conexoes de k + 1 passos, consideremos a poténcia k + 1 de M. Seja

m%ﬁl) o elemento (4,7) de M**1. Como M*+1 = M*M, temos

k k k k
mz(j—H) = mz('l)mlj + mgz)mzj +-F ml(»n)mnj. (1.1)

Agora, pela hipotese de indugao, se mgf) #0e mgf) =1, entao ha uma conexao de k passos

de P; para P; seguida por uma conexao de 1 passo de P, para P}, e portanto h& uma conexao
de k + 1 passos de P; para P;. No entanto, se mgf) ou mq; é zero, entao uma conexao de P
para P; de k + 1 passos, passando por Pj, ndo ¢ possivel. Assim, uma conexao de F; para P;,
passando por Pi, € de k + 1 passos se, e somente se, mglf)mlj # 0. Analogamente, para cada
l=1,2,---,n, uma conexao de P; para P;, passando por P}, é de k + 1 passos se, e somente
se, o termo mglk)mlj, a direita de (1.1), é ndo nulo; caso contrario o termo é zero e uma tal
conexao de k + 1 passos nao é possivel. Assim, o lado direito de (1.1) é o nimero total de
conexoes de k + 1 passos de P; para P;. Portanto, pelo principio de indugdo, o resultado é

verdadeiro para todo k € N. |

Exemplo 1.5. Seja A o matriz de vértices de um grafo dirigido dada por

0111

1000
A=

0101

0110

Pelo Teorema 1.4, podemos encontrar o numero de conexoes de 3 passos do vértice Py ao

vértice Py por meio da matriz

AP =

= =N
ORI N R O JU
RSO )
e I !

(3) _

Como my, = 2, hd duas conexées de 3 passos para ir do vértice Py ao vértice Py.
14 ’ p p
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A definigdo a seguir destaca subconjuntos de um grafo dirigido que possuem seus elementos
conectados uns com os outros. Por exemplo, se os vértices representam cidades e P, — P;
significa que existe um voo direto de P; para Pj, entao existem voos diretos em ambos sentidos

entre as duas cidades quaisquer desse subconjunto.

Definicao 1.6. Um subconjunto de um grafo dirigido é chamado uwma panela se as seguintes

condicoes estao satisfeitas:

(i) O subconjunto contém pelo menos trés vértices;

(i) Para cada par de vértices P; e Pj no subconjunto, ambos P; — P; e P; — P; sdo

verdadeiros;

(iii) O subconjunto é tao grande quanto possivel; ou seja, ndo hd como acrescentar mais

nenhum vértice ao subconjunto e ainda satisfazer a condi¢ao (ii).
Exemplo 1.7. O grafo dirigido ilustrado na figura a sequir tem duas panelas:
{P1, Py, P3, P} e {P3, Py, Fs}.

Este exemplo mostra que um grafo dirigido pode ter vdrias panelas e que um vértice pode

pertencer simultaneamente a mais de uma panela.

Figura 1.2

Para grafos dirigidos simples, as panelas podem ser encontradas por inspegao. Quando o
grafo dirigido é grande, é conveniente definir uma matriz S = (s;;) relacionada ao grafo, para

entdo encontrar panelas. Defina
1, se P, & Pj,
Sij = L
0, caso contrario.

A matriz S determina um grafo dirigido idéntico ao grafo dirigido dado, exceto pelas arestas
com somente uma seta que foram eliminadas. Por exemplo, para o grafo dirigido ilustrado

pela Figura 1.2, o grafo dirigido que tem S como matriz de vértices é dado pela figura
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O teorema a seguir utiliza a matriz S e novamente o produto de matrizes para identificar

panelas.

Teorema 1.8. Seja s?j o (i,7)-ésimo elemento de S3. Entdo um vértice P; pertence a uma

3
panela se, e somente se, s;; # 0.

Prova: Se S?i = 0, entdo existe pelo menos uma conexao de 3 passos de P; para si mesmo
no grafo dirigido modificado por S, digamos, P, — P; — P, — P;. No grafo dirigido
modificado, todas as rela¢oes dirigidas sao bilaterais, de modo que n6s também temos as
conexdes P; <> P; <> P, <+ P;. No entanto, isto significa que {P;, P;, P} é ou uma panela
ou um subconjunto de uma panela. Em ambos casos, P; deve pertencer a alguma panela.
A afirmagfo reciproca, que se P; pertence a alguma panela, entdo 5% # 0, segue de maneira

analoga. |

Exemplo 1.9. Verifique se grafo dirigido dado possui panelas:

= o = O
S = O =
o O = =
S = O =

onde M ¢é a matriz de vértices relacionada ao grafo dirigido acima. Assim,

01 01 0 3 0 2

1010 , | 3020
S = e S°=

01 00 0 2 01

1 0 0 O 2 010
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Como s:{’l,s%Q,sgg,sL sao todos nulos, seque que esse grafo dirigido ndo possui panela.

Suponha agora um grafo dirigido tendo como matriz de vértices

01 0 11

1 0010

M=]111010

1 1.0 00

1 0010

Nesse caso,

010 11 2 4 0 4 3
10010 4 2 0 3 1
S=[000 00 e $°=1000 00
110 00 4 3 0 2 1
100 00 31010

Como s3,,85, 8%, sio diferentes de zero, seque que Py, Py, Py pertencem a panelas. Como
uma panela deve conter pelo menos trés vértices, seque que esse grafo dirigido possui apenas

uma panela, a saber, { Py, Py, Py}.
A proxima defini¢do introduz o conceito de dominancia para construir um grafo dirigido.

Definicao 1.10. Um grafo dirigido por domindncia € um grafo dirigido de modo que, para

qualquer par de vértices distintos P; e P;, P; — Pj ou P; — P;, mas ndo ambos.

Exemplo 1.11. Considere um campeonato com uma divisio de n equipes esportivas em que
cada equipe joga exatamente uma vez com cada uma das outras, em que ndo sao permitidos
empates, no estilo de rodadas eliminatorias. Se P; — P; significa que P; derrota P;. Neste

caso, a defini¢do de grafo dirigido por domindncia estd satisfeita.

A figura a seguir da alguns grafos dirigidos por dominéncia com trés, quatro e cinco

() ()
/\
) B ®

Nestes trés grafos dirigidos por dominancia, os vértices P; do primeiro grafo, os vértices

vértices, respectivamente.

Py, P, P; do segundo grafo e P, P35, Ps do terceiro grafo tém a seguinte propriedade
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interessante: de cada um deles existe uma conexao de 1 ou de 2 passos para cada outro vértice
do grafo. Num torneio esportivo, estes vértices correspondem as equipes mais “poderosas”
que derrotam uma, outra equipe, ou derrotam uma equipe que derrota esta outra equipe. O
teorema a seguir garante que qualquer grafo dirigido por dominéncia tem pelo menos um

vértice com esta propriedade.

Teorema 1.12. Em qualquer grafo dirigido por domindncia, existe pelo menos um vértice do

qual existem conexdes de 1 ou 2 passos para qualquer outro vértice.

Prova: Cousidere um vértice com o maior nimero total de conexdes de 1 e de 2 passos para
os outros vértices do grafo. Renumerando, se necessario, os vértices, podemos supor que Pj
é um tal vértice. Suponhamos que P; é um vértice tal que, nao existem conexoes de 1 ou
de 2 passos de P, para P;. Entdo, em particular, P — F; ndo é verdadeiro, de modo que
pela definicao de grafo dirigido por dominéancia, P; — P; é verdadeiro. Suponha agora, que
Py & um vértice tal que P; — P, é verdadeiro. Entao nao podemos ter P, — P; pois, neste
caso, P; — P, — P; seria uma conexao de 2 passos de P; para P;. Assim, necessariamente,
P; — Py é verdadeiro, ou seja, P; tem uma conexao de 1 passo para todos os vértices para os
quais P; tem uma conexao de 1 passo. Este vértice P; entdo também tem uma conexado de
2 passos para todos os vértices para os quais P; tem uma conexdo de 2 passos. No entanto,
temos adicionalmente que P; — P; é verdadeiro, de modo que P; tem mais conexoes de 1 e de
2 passos a outros vértices de grafo do que P;. Isto contradiz a maneira pela qual escolhemos
P, pelo que concluimos que nao existe o tal vértice P; para o qual P; ndo possui conexdes de

1 e de 2 passos. |

A prova anterior mostra que um vértice com o maior namero total de conexoes de 1 e
de 2 passos para os outros vértices do grafo tem a propriedade enunciada no teorema. Uma
maneira simples de encontrar tais vértices é utilizar a matriz de vértices M e seu quadrado
M?. A soma das entradas na i-ésima linha de M é o nimero total de conexdes de 1 passo de
P; para os outros vértices e a soma das entradas na i-ésima linha de M? é o numero total de
conexodes de 2 passos de P; para os outros vértices. Consequentemente, a soma das entradas
na i-ésima linha de M + M? é o nimero total de conexoes de 1 e de 2 passos de P; para os
outros vértices. Portanto, uma linha de M + M? com a maior soma de entradas identifica um

vértice com a propriedade enunciada no Teorema 1.12.

Definicao 1.13. O poder de um vértice num grafo dirigido por domindncia é o nimero total
de suas conexodes de 1 e de 2 passos para os outros vértices do grafo. Alternativamente, o
poder de um vértice P; é a soma das entradas da i-ésima linha da matriz A = M + M?, onde

M ¢ a matriz de vértices do grafo dirigido.
Exemplo 1.14. Cinco tenistas jogam entre si uma vez com 0s sequintes resultados:

e A derrota B, C e D.
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e B derrota C e E.
o C derrota D e E.
o D derrota B.

o F derrota A e D.

Classifique 0s cinco tenistas de acordo com o poder dos vértices que lhes correspondem no
grafo dirigido por domindncia que representa o resultado das partidas.

Resolugdo. Considere o grafo dirigido cujos vértices correspondem aos tenistas:

Gq. (©)
®)

Assim representamos a matriz de vértices por M.

01110

00101

M=100011

01000

10010
01110 0111 2 0 2 2 2 2
0 01 01 000 21 001 2 2
A=M+M*=]100011|+]11010|=]11021
01 00O 00101 01101
10010 02110 121 20

Somando os elementos das linhas, obtemos:
Linha 1 =8, Linha 2 =05, Linha 8 =5, Linha 4 =3, Linhab = 6.
De acordo com o Teorema 1.12, encontramos a sequinte classificacdo:
A — (primeiro lugar )

E — (sequndo lugar)

B e C — (empatados)
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D — (altimo lugar)

Fica em primeiro lugar o jogador A, em sequndo o E empatados B e C e por dltimo, D.
Esta resolucao revela um fato interessante: apesar dos tenistas B, C' e E terem o mesmo
numero de vitdrias, o que aparentemente poderia indicar wm empate entre eles, o tenista B
classificou-se em sequndo lugar porque ele derrotou o tenista A, o qual corresponde ao vértice
de maior poder. Também, em um primeiro momento, poder-se-ia concluir que B supera C' na
classificacao, pois B derrota C. No entanto, hd um empate entre eles, pois ambos derrotam
E (um vérice com mais poder do que eles), C' é derrotado por B, mas B ¢é derrotado por D,

que por sua vez foi derrotado por C.

2 Criptografia

Nesta secao discutiremos um método que utiliza operagoes matriciais combinadas com a
aritmética modular para codificar e decodificar mensagens. Veremos como a eliminacao
gaussiana pode ser usada para quebrar o c6digo de uma mensagem. Para tanto, vamos

introduzir os conceitos a serem utilizados.

2.1 Aritmética modular

Definicao 1.15. Sejam a,b e m nidmeros inteiros, m > 0, dizemos que a é congruo a b

mddulo m (a = b mod m), se m divide a — b, ou seja, a — b é maltiplo de m.

Pelo algoritmo da divisdo, dado um inteiro positivo m, qualquer inteiro a é céongruo moédulo
m a exatamente um dos inteiros 0,1,2,--- ,m—1. Este inteiro é chamado residuo de a médulo
m.

Isto permite construir uma particao do conjunto Z dos niimeros inteiros em subconjuntos,
onde cada um deles é formado por todos os ntmeros inteiros que possuem 0 mesmo resto

quando divididos por m. Mais precisamente, considere

0] = {z €Z;x=0mod m}
1] = {x €Z;x=1mod m}
[m—1] = {zr€Z;z=m—1mod m}.

O conjunto [a] = {z € Z;x = a mod m}, é chamado de classe residual modulo m do elemento

a € Z. O conjunto de todas as classes residuais modulo m é representada por Z,,. Assim,
L = {0, [1], -+ -, [m —1]}.

Observamos que se a € um inteiro nao negativo, entao seu residuo médulo m é simplesmente
o resto da divisdo de a por m. Para um inteiro a arbitrario, o residuo pode ser encontrado da

seguinte forma:
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Teorema 1.16. Dados um numero inteiro positivo m e wm nimero inteiro a, seja R o resto

da divisao de |a| por m. Entdo o residuo r de a é dado por

R, sea >0,
r=< m—R, sea<0eR#O,
0, sea<0eR=0.

Exemplo 1.17. Enconire o residuo mddulo 26 de (a) 47, (b) —T73.

Solugao (a). A divisao de |47| = 47 por 26 dd resto R = 21, ou seja, r = 21. Assim,
47 = 21 mod 26.

Solugao (b). A divisao de | — 73| = 73 por 26 dd resto R = 21, ou seja, r = 26 — 21 = 5.
Assim, —73 =5 mod 26.

Em Z,, definimos as seguintes operagoes:
Adigao: [a] + [b] = [a + b].
Multiplicagao: [a] - [b] = [a - b].

Definicao 1.18. Um elemento [a| € Zyp, é invertivel, quando existir [b] € Zp, tal que

[a] - [b] = 1. Neste caso, diremos que [b] é o inverso de [a].

Exemplo 1.19. A Tabela 2.1 corresponde a tabela da multiplicacao em Zs = {[0], [1], [2]}.

o] 1] [
o [ (0] [0] [0]
m o [ [
2|0 (2 [

Tabela 1.1: Tabela da multiplicacdo em Zs.

Exemplo 1.20. A Tabela 2.2 corresponde a tabela da multiplicaciao em Zy = {[0], [1],[2], [3]}-

o 11 2 3]
] | [o] [0] [0] [0]
Ay pfor ol 2 Bl
2] | o] 2] [0 [2]
By B2 [

Tabela 1.2: Tabela da multiplicacao em Zy.
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Observamos que em Z4 existem dois elementos ndo nulos cuja multiplicagdo é nula, a
saber, [2] # [0], mas [2] - [2] = [0]. Note que em Zs, todo elemento nao nulo é invertivel. Mas
isto nao ocorre em todos os Z,,. Por exemplo, em Z4, vemos que [2] ndo é invertivel. Os

elementos invertiveis de Z,, sdo caracterizados pela seguinte proposicao:

Proposi¢ao 1.21. Um nidmero [a] € Z,, € invertivel se, e somente se, a e m nao tém fatores
primos comuns, isto é, mdec(a,m) = 1.
PRrOVA: Suponha que [a] seja invertivel, entao existe [b] € Zy, tal que [1] = [a] - [b] = [a - b].
Logo, ab = 1 mod m. Consequentemente, mdc(a,m) = 1.
Reciprocamente, se mdc(a, m) = 1, existem naturais b e t tais que ab — mt = 1, e assim,
[1+mt|=[ab]. Logo,
[1] = [1] + [mt] = [L +mt] = [a - b] = [a] - [b].

Portanto, [a] é invertivel. [ |

Exemplo 1.22. O ndmero 3 tem um inverso médulo 26, pois mdc(3,26) = 1. Por outro lado,

4 nao possui um inverso mddulo 26, pois 4 e 26 tém 2 como fator comum.

Exemplo 1.23. A tabela abaizo fornece os inversos multiplicativos médulo 26.

[ |13 5 |7 [9]11 15|17 1921|2325
@t 1921153 |19| 7 [23|11| 5 |17 |25

Tabela 1.3: Inversos multiplicativos mddulo 26

Para o que segue, o conceito de matriz invertivel médulo m é necessario. Diz-se que uma
matriz quadrada A com entradas em Z,, é invertivel médulo m, se existir uma matriz B com
entradas em Z,, tal que

AB=BA=1,
onde I é a matriz identidade. E possivel mostrar que a matriz B com essa propriedade é

tinica. Chamamos tal matriz B a inversa de A e denotamos por A~L.

Teorema 1.24. Uma mairiz 2 X 2 A com entradas em Z,, ¢ invertivel mddulo m se, e

somente se, o residuo de det(A) mddulo m tem um inverso multiplicativo mddulo m.

) a b
PROVA: Seja A =
c d

a matriz A possua uma inversa multiplicativa modulo m, isto é, existe uma quadrada A~!,

) € My(Zy,) e det(A) = D = ad — bc € Zy,. Suponhamos que

com entrada em A, tal que,
AA Tt =A"1A=1.

Tomando determinantes, obtemos que,

det(A)det(A™1) = det(AA™Y) = det(I) = 1 mod m.
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Consequentemente det(A™1) é o inverso multiplicativo médulo m de det(A).
Reciprocamente, suponhamos que mdc(m, D) = 1. Entdo, existe D~! € Z,,, tal que,

DD! =1 mod m. E facil verificar que

. D='d —D7 '
D¢ Dlg )’
é a matriz inversa de A. [ |

Combinando o Teorema 1.24 com a Proposi¢do 1.21, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 1.25. Uma matriz quadrada A com entradas em Z,, é invertivel médulo m se, e

somente se, m e o residuo de det(A) mddulo m nao tem fatores primos comuns.

Exemplo 1.26. Uma matriz quadrada A com entradas em Zgg € invertivel mddulo 26 se, e

somente se, o residuo de det(A) mddulo 26 nao é divisivel por 2 e 13,

1 3
01

Solugio: D = det(A) = 1. Pelo Ezemplo 1.23, D~' =1 mod 26. Assim,

1 -3 1 -3 1 23
= = mod 26.
0 1 0 1 0 1

Exemplo 1.27. Encontre a inversa de

A=

Al =1

2.2 Codificacdo

O estudo da codificagio de mensagens secretas é denominado criptografia. Na linguagem
da criptografia, os cédigos s@o denominados cifras, as mensagens nao-codificadas sao textos
comuns e as mensagens sao textos cifrados ou criptogramas. O processo de converter um
texto comum em cifrado é chamado cifrar ou criptografar, e o processo inverso de converter
um texto cifrado em comum é chamado decifrar.

Iremos trabalhar com o sistema poligrafico, que consiste em dividir um texto comum em
conjuntos de n letras, e substitui-lo por um conjunto de n letras cifradas. Utilizaremos uma
classe de sistemas poligraficos chamados cifras de Hill.!

No que segue, vamos supor que cada letra de texto comum e de texto cifrado, excetuando

o 7, tem um valor numérico que corresponde a sua posicao no alfabeto. Damos a Z o valor 0.

AIB|IC|/DI/E|F|G|H|I|J |K|L |M
1123|4156 |7 |8 ]9|10]11|12]13

Para cifrar um texto comum usamos o seguinte procedimento:

Lester S. Hill (1891-1961), matematico norte-americano. Estudou no Columbia College (1911) e na Yale
University (1926). Lecionou na University of Montana, Princeton University, the University of Maine, Yale
University e na Hunter College. Uma das suas notaveis contribuicoes foi a cifra de Hill. Desenvolveu métodos

para detectar erros em codigos numeéricos telegraficos.
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14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 |24 | 25 | O

Tabela 1.4: Valor numérico de cada letra

1. Escolha uma matriz A, quadrada de ordem 2, com entradas inteiras para efetuar a

codificacgao.

2. Agrupe letras sucessivas do texto comum em pares, adicionando uma letra ficticia para
completar o dltimo par se o texto comum possuir um nimero impar de letras, substitua

cada letra do texto comum por seu valor numérico, representado na tabela acima.

3. Converta cada par sucessivo pips de letras do texto comum em um vetor-coluna
p = [ P ] e forme o produto Ap. O vetor p serd chamado vetor comum e Ap o

p2
correspondente vetor cifrado.

4. Converta cada vetor cifrado em seu equivalente alfabético.

Sempre que ocorrer um inteiro maior que 25, ele serd substituido pelo resto da divisao deste
inteiro por 26. Como o texto comum foi agrupado em pares e criptografado por uma matriz
2 x 2, dizemos que a cifra de Hill é uma 2-cifra de Hill. E claro que é possivel agrupar o
texto comum em ternos e criptografar com uma matriz 3 x 3. Em geral, para uma n-cifra de
Hill agrupamos em conjuntos de n letras e codificamos com uma matriz codificadora n x n de

entradas inteiras.

Exemplo 1.28. Obtenha a cifra de Hill da mensagem “TUDO E POSSIVEL AO QUE CRE”,
1 3
para a matriz codificadora [ 5 1 ] .

Solugcao: Dividindo em blocos de 2, e substituindo seu valor de acordo com a Tabela 1.4,

1) [z]-[2 ]
3222
41}
][]

obtemos
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1 3 19 20
= mod26

2 1| [ 9] [21]

1 3] [22] [ 11]
. = mod26

2 1| [ 5] [23]

1 3] [12] [15]
. = mod26

2 1| [ 1] [2]

1 3] [15] [14]
. = mod26

2 1| [17] [21]

1 3] [21] [ 10]
. = mod26

2 1| | 5] [21]

131 [ 3] [ 5]
= mod26

2 1| 18] | 24]

Assim obtemos a cifra de Hill:
EIWWAZTWTUKWOYNUJUEXHK

Exemplo 1.29. Decifre a sequinte cifra de Hill que foi criptografada pela matriz do Exemplo
1.27:

NMITRMITRCPEQEOA

Solugdo: para decifrar as cifras de Hill, usamos a inversa mod 26 da matriz codificadora A.

Se
b1
b2

¢ um vetor comum, entdo c = Ap € o correspondente vetor cifrado e p = A~ 'c. Pela Tabela

1.4, o equivalente do texto cifrado é
14139201813920183165175151

Para obter os pares de texto comum, facamos os produtos p = A" c usando a matriz inversa
obtida no Exemplo 1.27.
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(1 23| [14a] [313]
01 | [13] | 13]
(1 23[9 ] [ 469 ]
01 |[20] | 20]
(1 23| [18] [317]
01 | [13] | 13]
(1 23[9 ] [ 469 ]
01 |[20] | 20]
1 23 ][ 18] [87]
0 1 3 3 |
[ 1 23"16'_'131'
o1 |5 ] | 5]
(123 | [17] [ 132]
o1 |5 ] | 5]
1 23] [15] |38
o1 [t ] |1

Pela Tabela 1.4, os equivalentes alfabéticos destes vetores sio

mod 26

mod 26

mod 26

mod 26

mod 26

mod 26

mod 26

mod 26

AM AT EM AT IC AE BE LA

fornencendo a mensagem A MATEMATICA E BELA.

2.3 Quebrando uma cifra de Hill

Veremos agora como utilizar a eliminacao gaussiana na aritmética modular para decifrar

cifras de Hill ao determinar a matriz codificadora. Vamos inicialmente relembrar a eliminacao

gaussiana usual.

Na proxima definigdo, uma linha ou coluna nao nula em uma matriz significa uma linha

ou coluna que contém ao menos uma entrada ndo nula; o pivé de uma linha corresponde a

entrada nao nula mais & esquerda em um linha nao nula.

Dizemos que uma matriz estd na forma escalonada por linhas, quando possui as seguintes

propriedades:

1. Todas as linhas ndo nulas estao acima de qualquer linha constituida s6 de zeros.
2. Cada pivd de uma linha estd em uma coluna a direita do pivd da linha acima dele.

3. Todas as entradas em uma coluna abaixo de um pivé sao nulas.
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Um matriz estd na forma escalonada reduzida por linhas se, além disso, satisfizer
4. O pivd em cada linha nao nula é 1.
4. Cada pivd 1 é o tinico elemento ndao nulo em sua coluna.

Desse modo, as matrizes escalonadas por linhas possuem uma forma “escada” como
indicado a seguir (os simbolos e indicam qualquer nimero diferente de zero e os asteriscos

indicam nameros arbitrarios, incluindo o zero):

0 e *x *x *x *x %
0 0 0 e x x x
0 0 0 0 e x =x
000 0O0O0 e
100 0 00 0 0]

O procedimento pelo qual qualquer matriz pode ser levada & forma escalonada, e

escalonada reduzida, utiliza as seguintes operagoes elementares com as linhas da matriz:
I. Trocar a ordem das linhas. (L; ++ Lj)
II. Multiplicar uma linha por um numero diferente de zero. (L; — kL;)

III. Somar um multiplo de uma linha com uma outra linha. (L; — L; + kL;)
Qualquer matriz pode ser levada & forma escalonada reduzida seguindo os seguintes passos:

1. Se a matriz consiste inteiramente de zeros, nao ha nada para fazer; ela ja esta na forma

escalonada.

2. Caso contréario, encontre a primeira coluna, vindo da esquerda, que contém um elemento

k nao nulo, e mova a linha contendo esse elemento ao topo da matriz.
3. Multiple a linha topo por 1/k para obter o primeiro pivo.

4. Anule cada elemento abaixo e acima do pivd, subtraindo multiplos de suas linhas das

linhas inferiores e superiores respectivamente.

Isso completa a primeira linha; todas as demais operacoes por linhas sao efetuadas nas demais

linhas.
5. Repita os passos 1-4 na matriz formada pelas linhas remanescentes.

Exemplo 1.30. A primeira matriz abaizo estd na forma escalonada, e a sequnda, na forma

escalonada reduzida, para qual pode ser transformada por meio de operacoes com as linhas:

1 % % % x 1 = 0 % 0
001 x x| —=]001=x 0
000 01 00001
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O procedimento descrito acima quando aplicado & matriz aumentada de um sistema linear

é conhecido como método de Gauss ou eliminaciao gaussiana. Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.31. Resolva o sistema pelo método de Gauss.

r+y+2z = 9
20 +4y — 3z =
3x+6y—>5z = 0

Solugdo. Associando ao sistema acima a matriz aumentada A, temos

219
A= 2 4 -3
-5 0

Somando (-2) vezes o primeira linha & sequnda e (-3) vezes a primeira linha a terceira, temos

11 2 9
0 2 =7 —17
0 3 —-11 | =27

Somando a sequnda linha a (-2) vezes a primeira, e (-3) vezes a sequnda linha a 2 vezes a
terceira linha, dd
-2 0 —-11| =35
02 —-7| —17
00 -1 -3

Somando (-11) vezes a terceira linha a primeira e (-7) vezes a terceira linha a sequnda dd,

-2 0 0| -2
02 0 4
0 -1] -3

Multiplicando a primeira linha por (—%), e a sequnda por % e a terceira por (-1), e assim

obtemos,
1 0 0] 1
01 0} 2
0 01| 3
Associada a esta matriz na forma reduzida, temos o sequinte sistema equivalente ao sistema
original:
x = 1,
Y = 2
z = 3.

Dai, encontramos x =1,y =2 e z = 3.
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Queremos reduzir A a matriz identidade por operacdes sobre linhas e simultaneamente aplicar
estas operagoes a I para produzir A~'. Para consequir isto, wvamos adjuntar a matriz
identidade & direta de A, produzindo uma matriz da forma [A|I]. Em seguida, faremos
operagoes com as linhas desta matriz até que o lado esquerdo esteja reduzido o I. FEstas

operacoes vio converter o lado direito a A™Y, de modo que a matriz final terd a forma

1147 =

[E NG R

231100
5 3,010
0 8]0 01
Somamos (-2) vezes a primeira linha & sequnda e (-1) vez a primeira & terceira

1 2 3 1 00
0O 1 -3| -2 10
0 -2 5| -1 01
Somamos 2 vezes a sequnda linha & terceira
12 3 1 00
01 -3 | -2
00 -1 =5 21

Multiplicamos a terceira linha por (-1)

0 1 5 —2 -1

Somamos 3 vezes a terceira linha a sequnda e (-8) vezes a terceira a primeira

(1 2 0] —14 6
010 =2 1 o0
00 1 5 —2 —1

Somamos (-2) vezes a sequnda linha & primeira

1 0 0| —40 16 9
010 13 -5 -3
| 001 5 -2 —1 |
FE assim obtemos a inversa,
—-40 16 9
A= 13 -5 -3

5 —2 -1
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Os dois exemplos anteriores mostram a importincia das operagoes elementares com as
linhas. Acontece que essas operacbes podem ser realizadas por meio de multiplicacoes a

esquerda por certas matrizes invertiveis.

Definicao 1.33. Uma matriz quadrada E é denominada matriz elementar quando é obtida
a partir da matriz identidade mediante uma tnica operagdo elementar com linhas. Dizemos

que E € do tipo I, II ou 11l quando a operacao elementar com linhas correspondente é do tipo
L 1T ou III.

-3

0
Exemplo 1.34. F; = 1 0 | sao matrizes
0

o O =

0 0 1
0 1|,E=1|0
10 0

S N O

0 1
0| eks=1]0
1 0
elementares do tipo I, II e III respectivamente.

Observamos que toda matriz elementar E é invertivel e sua inversa E~! ¢ a matriz
elementar do mesmo tipo obtida da identidade pela operacao elementar inversa a que produziu
F da identidade.

Exemplo 1.35. Considere as matrizes elementares

0 1 1 0 1 3
y E2: ) ESZ .
1 0 0 5 0 1

ailp aiz2 a3

B =

Se uma matriz A = for multiplicada & esquerda por essas matrizes
a1 a2 a3

elementares, os resultados serdo:

as azx a
EyA— 21 @G22 a23 (L1 > L)
aiy a2 a3
a a a
FyA — 11 12 13 (Ly — 5Ls)
daz1  dazz dags

a1 + 3a a1z + 3a a3 + 3a
FsA = 11 12 @12 22 @13 23

(L1 — L1+ 3Lo)
a1 a2 az3

Observe que, em cada caso, ;A é a matriz obtida de A pela operacao que criou E; a partir

da matriz identidade.

O fato observado no exemplo anterior ocorre sempre e exprime o relacionamento entre
matrizes elementares e operacoes com linhas. Isso nos leva a rever o método de eliminacao
gaussiana para o cdlculo de inversas. Como em tal método, suponha que uma série de k
operacoes elementares com as linhas seja aplicada a uma matriz A invertivel, e que E; seja

a matriz elementar correspondente & i-ésima operacao elementar com as linhas. Portanto, o
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passo ¢ da reducdo por linhas é dado por multiplicagao & esquerda por E;, de modo que a
reducao se torna
A—>E1A—>E2E1A—> —)Ek-”EgElA,

ou seja,

A%UA, ondeU:Ek---EgEl.

Como A é invertivel, ndo é dificil verificar que a matriz reduzida U A = I, a matriz identidade,

e entdo U = A~!. Assim a reducdo se torna
alB]=lr]a]

Este é o algoritmo de inversao de matrizes que foi utilizado no Exemplo 1.32.

Agora estamos prontos para apresentar a técnica para quebrar cifras de Hill codificadas
por matrizes invertiveis. Suponhamos que tenhamos algum texto comum e o cifrado
correspondente de uma mensagem. O objetivo é determinar a matriz decodificadora da cifra
de Hill e consequentemente obter o resto do texto comum da mensagem. O principio basico da
Algebra Linear que sera utilizado ¢ o fato que uma transformacao linear fica completamente

determinada por seus valores em uma base.

Teorema 1.36. Sejam pi1,p2,...,Pn, vetores comuns linearmente independentes e sejam
C1,C2,...,Cn 08 correspondentes vetores cifrados de uma n-cifra de Hill com uma matriz

codificadora n X n invertivel A. Se,

€ uma matriz n X n de vetores-linha p{,pg, ...,pg € se

SN ...

C

¢ a matriz n x n de vetores-linhas, cI ,cl,....,cL, entdo a sequéncia de operagées elementares

sobre linha que reduz C a I, transforma P em (A~1)T.

PROVA: Pela definicdo de P e C, podemos escrever C' = PAT. Usando que A invertivel e que
P1, P2, ..., Pp 880 vetores linearmente independentes, resulta que C é uma matriz invertivel.
Sejam F7p,--- , E, as matrizes elementares que correspondem s operacoes elementares com

as linhas que reduzem C a I, ou seja, Ej, --- F1C = I. Substituindo C = PA”, encontramos

E---E\PAT =1,
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de onde segue que Ej---E1P = (A~HT ou seja, a mesma sequéncia de operacdes com as
linhas que reduz C a I converte P a (A~1)7T. [ |

Este teorema nos diz que para encontrar a transposta da matriz decodificadora A~!
devemos encontrar uma sequéncia de operagoes elementares sobre linhas que reduz C a [

e entdo aplicar estas mesmas operagoes sobre linhas de P.

Exemplo 1.37. (Quebrando uma cifra de Hill) Foi interceptada a 2-cifra de Hill
IOSBTGXESPXHOPDE

Decifre esta mensagem, sabendo que ela principia com a palavra DEAR.

Solugdo. Pela Tabela 1.4, o equivalente numérico do texto comum conhecido é

D E A R
J 5 1 18

e o correspondente numérico do texto cifrado correspondente é

I 0o § B
9 15 19 2

de modo que os vetores comuns e correspondentes vetores cifrados sdo

4 9
p1= <~ C =
5 15
1 19
p2 = < C = .
18 2

Queremos reduzir C' = a I por operacoes elementares sobre linhas e

cr B 9 15
el 19 2

T
4 5
stmultaneamente aplicar estas operagoes a P = p; ] = [ 1 18 ] para obter (A1), a
25}
transposta da matriz decodificadora.
9 15| 4 5
19 2|1 18]

Multiplicamos a primeira linha por 91 = 3 mod 26,

1 45| 12 15
19 2 1 18

Substituimos 45 pelo seu residuo mddulo 26,

1 19| 12 15
19 2 1 18
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Somamos —19 vezes a primeira linha d sequnda,

1 19 12 15
0 —359 | —227 —267 |
Substituimos as entradas da sequnda linha pelos seus residuos mddulo 26,
1 19| 12 15
0 5| 7 19
Multiplicamos a sequnda linha por 5~1 = 21,
1 19| 12 15
0 1|17 9|
Somamos —19 vezes a sequnda linha & primeira,
1 0| =311 —-156
01 17 9|
Substituimos as entradas da primeira linha pelos seus residuos mddulo 26,
10 10
01|17 9|
‘ T 10 ‘ , S 1 17
Assim obtemos, (A~1)1 = ool e portanto a matriz decodificadora é A~ = 0 19 |

Substituindo os equivalentes numéricos de cada letra, temos:

/1 o § B T ¢6G X £ § P X H O P D E
9 15 19 2 20 7 24 6 19 16 24 8 15 16 4 5

o L) e

17 19 1

. = mod 26
0 9| | 2] |18]
(117 ] [20] [ 9

. = mod 26
o 9| | 7] |11]
(117 [24] [ 5]

. = mod 26
0 9| | 5] |19]
(117 [19] [ 5]

. = mod 26
0 9| [16] |14 ]
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17 24 4
. = mod 26
0 9] | 8] | 20 |
(1] 5] [ 1]
. = mod 26
0 9] | 16 ] | 14 ]
1 17 4 11
. = mod 26
0 9 5 19

Assim obtemos o texto:

DEAR IKE SEND TANKS

3 Cadeias de Markov

Suponha que um sistema fisico ou mateméatico esteja sofrendo mudancas tais que a cada
momento ele possa ocupar um dentre um ntmero finito de estados, e que a probabilidade de
um certo estado ocorrer puder ser predita unicamente a partir do conhecimento do estado do
sistema na observacao imediatamente anterior, entao o processo de mudanca de um estado

para outro é chamado de uma cadeia ou um processo de Markov?

Definigao 1.38. Denotemos por {1,2,....k} estados possiveis de uma cadeia de Markov.
A probabilidade do sistema estar no estado i em qualquer observacdo, se ma observacao
imediatamente precedente estava no estado j, € denotado por p;j, e é chamada a probabilidade
de transi¢cdo do estado j ao estado i. A matriz P = [p;j] € chamada de a matriz de transi¢do
da cadeta de Markov.

Por exemplo, em uma cadeia de Markov de trés estados, a matriz de transicao tem o

seguinte formato:

P11 P12 P13
P21 P22 P23
P31 P32 P33

Nesta matriz, pas € a probabilidade que o sistema vai mudar do estado 3 ao estado 2, p12 € a

probabilidade que o sistema vai mudar do estado 2 ao estado 1, e assim por diante.

2 Andrey Andreyevich Markov, Ryazan 1856 - Sdo Petersburgo 1922, matematico russo. Foi quem ajudou a
desenvolver a teoria dos processos estocasticos, especialmente aqueles chamados de cadeias de Markov. Com
base no estudo de eventos mutualmente independentes, os seus trabalhos tem sido desenvolvidos e amplamente
aplicados na biologia e ciéncias socias. Markov formou-se na Universidade Estatal de Sao Petersburgo em 1878,
onde foi professor em 1886. Seus primeiros trabalhos foram sobre limite de integrais e teoria da aproximagao.
Depois de 1900 aplicou métodos de fragdes continuas, que havia sido iniciada por Pafnuti Tchebychev na
teoria da probabilidade. Provou o teorema do limite central. Markov é lembrado pelo seu estudo de cadeias
de Markov.
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Exemplo 1.39. Uma locadora de automduveis tem trés lojas de atendimento denotadas por 1,
2 e 8. Um cliente pode alugar um carro de qualquer uma das lojas e devolver o mesmo para
qualquer uma das trés lojas. O gerente nota que os clientes costumam devolver os carros de

acordo com as seguintes probabilidades:

Alugado da loja
1 2 3

0,803 02| 1|Devolvido a loja

0,102\ 0,6
0,105\ 02
A matriz
0,8 0,3 0,2
0,1 0,2 0,6
0,1 0,5 0,2

€ a malriz de lransicao do sistema. A partir desta malriz, a probabilidade de um carro
alugado na loja 3 ser devolvido na loja 2 € 0,6, a probabilidade de um carro alugado na loja 1

ser devolvido na loja 1 € 0,8, e assim por diante.

As matrizes de transicao das cadeias de Markov tém a propriedade que as entradas em
qualquer coluna somam 1. E sdo chamadas de matrizes estocasticas, matrizes de probabilidade
ou apenas matrizes de Markov.

Em geral, o estado de um sistema em uma cadeia de Markov nao pode ser determinado com
certeza numa observacdo arbitraria. O melhor que pode ser feito é especificar probabilidades

para cada um dos estados possiveis. E isso pode ser representado por um vetor-coluna

€1
T = €2 )

T3

sendo x1 é a probabilidade que o sistema estd no estado 1, x9 é a probabilidade que ele esté

no estado 2 e x3 é a probabilidade que ele esta no estado 3.

Definicao 1.40. O vetor-estado de uma observacdo de uma cadeia de Markov com k estados
€ um vetor-coluna x cujo i-ésimo componente x; é a probabilidade do sistema estar naquela

observacao no i-ésimo estado.

As entradas em qualquer vetor-estado de uma cadeia de Markov sdo ndo-negativas e tém

soma 1. E um vetor-coluna que possui essa propriedade é chamado vetor probabilidade.

Teorema 1.41. Se P é a matriz de transi¢cdo de uma cadeia de Markov e x,, é o vetor estado

na n-ésima observacao, entao xpy1 = Px, = Prtly,.
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Prova: Considere o vetor de estado inicial

Zo1

Zo2
Trog —

Tok

o qual caracteriza a distribuicao inicial entre os k estados possiveis, onde xg; é a probabilidade
que o sistema esteja no estado ¢, para i € {1,--- ,k}. Lembrando que p;; é a probabilidade de
transicdo do estado j ao estado ¢, ap6és uma unidade de tempo a distribuicao estara dividida

entre os k estados da seguinte forma

P11%o1 + P12To2 + - -+ + P1kTok

Xr1 =
Pr1To1 + Pk2To2 + - - - + PkkTok

Assim, a matriz de estado apds uma unidade de tempo é dada pelo produto de matrizes
x1 = Puxy.

Como estamos assumindo que em cada unidade de tempo a matriz de transicao é a mesma,
entdo apés n + 1 unidades de tempo a distribuicao estara dividida entre os k estados segundo
a matriz de estado

Tpy1 = Pxy = P?z,_q =---= P"lg.

|
Suponha, dado o vetor-estado xg de uma cadeia de Markov em alguma observagao inicial.
Com o uso do Teorema 1.41, podemos determinar os vetores-estados x1,x2, ..., Ty, ... Nas

observacoes subsequentes.

Exemplo 1.42. No Ezemplo 1.39, a matriz de transicio é

0,8 0,3 0,2

0,1 0,2 0,6

0,1 0,5 0,2
0
Se um carro inicialmente € alugado da loja 2, entao o vetor estado inicial é xog = | 1
0
Tnl
Usando este vetor e o Teorema 1.41, obtemos os vetores-estado posteriores xp, = | z,9
Tn3

listados na tabela a sequir. Os wvetores-estado para n > 11 sdo iguais a x11 até trés casas

decimais.
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n o] 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a1 | 0] 0,3 0.4 | 0477 0,511 | 0,533 | 0,544 | 0,55 | 0,558 | 0,555 | 0,556 | 0,557
Tno | 1] 0,2 0,37 0,252 | 0,261 | 0,240 | 0,258 | 0,235 | 0,232 | 0,231 | 0,23 | 0,23

zns | 0 0,5 0,23 0,271 | 0,228 | 0,227 | 0,219 | 0,217 | 0,215 | 0,21 | 0,214 | 0,213

Este exemplo revela dois fatos que devem ser observados: 1.) nao foi necessario saber
por quanto tempo o cliente permaneceu com o carro. Ou seja, em um processo de Markov o
tempo entre as observagoes nao precisa ser regular; 2.) os vetores-estado convergem para um
vetor fixo & medida que n cresce.

Uma pergunta natural é se os vetores-estado de um sistema de Markov sempre convergem

para um vetor fixo. O préximo exemplo mostra que isto ndo é o caso.

0 1 1
e Ig— .
10 0
Como P2 =1 e P3 = P, resulta

1 0
Top=XTg =24 =" -+= € X1 =x3=x5="---= .

Este sistema oscila indefinidamente entre dois vetores-estado, e portanto ndo converge a

Exemplo 1.43. Seja

P =

nenhum vetor fizo.

Entretanto, impondo uma restricao fraca & matriz de transi¢do, mostraremos que o sistema

se aproxima de um vetor-estado fixo. Tal condi¢ao é dada na proxima defini¢ao.

Definicao 1.44. Uma matriz de transicio P ¢é reqular se existe N € N tal que PN tem todas
as entradas positivas. Uma cadeia de Markov que € governada por uma matriz de transi¢cdo

reqular é chamada cadeia de Markov regular.

Lema 1.45 ([3]|). Sejam P uma matriz v X r de transi¢io regular, € a menor entrada de P
e © um vetor-coluna com r componentes. Denote por My e mqg as respectivas componentes
mdzima e minima de x. Denote também por My e my as respectivas componentes mdzima e

minima do vetor T P. Entdo
M1 §M0, mq Zmo & Ml—ml S (1—25)(M0—m0).

PROVA: Seja 2’ o vetor obtido de x substituindo todas as componentes, exceto a componente
mo, por Mp. Entdo as respectivas coordenadas desses vetores satisfazem z; < zj, para
i =1,---,r. Usando que P é uma matriz de transicio, cada componente de z/7P ¢ da

forma

amg + (1 —a)My = My — a(My — myp),
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onde a > . Portanto, cada componente de 2’7 P ¢ menor ou igual a Mg — &(My — mg). Mas,

z; <) parai=1,---,r. Logo,
My < My — e(Mp — mo). (1.2)
Se aplicarmos este resultado ao vetor —z, obtemos
—my < mgy — e(—mo + Mp). (1.3)
Somando (1.2) e (1.3), temos

M1 —ma < MO — mg — 26(M0 - mo) = (1 - 28)(M0 - mo).

Teorema 1.46 ([3]). Se P € uma matriz v X r de transi¢io reqular, entao

Q. 9@ -~ Q1
92 g2 ... Q2
P"— Q=
| 9% 4k - 4k |

quando n — +oo, onde 0s q; sGo numeros positivos tais que q1 + qo + ... + qr = 1.

PRrROVA: Suponha que P nao tenha entradas nulas. Seja ¢ a menor entrada de P. Seja p;
um vetor-coluna com 1 na posicdo j € 0 nas demais entradas. Sejam M, e m,, as respectivas

méxima e minima do vetor p]TP”. Como
pl P" = p{ P"7'P,
segue do Lema 1.45 que

My > My > Mg > ---
mp <mg <mgzg < -

M, —m, < (1—-2¢)(Mp—1 —my—1), paran > 1.

Como consequéncia, M, e m, sao sequéncias mondtonas limitadas, e portanto convergentes.
Seja d, = M,, — m,,. Entao

dy < (1—2¢)"dg = (1 — 2¢)".

Portanto,
lim d,=0

n——+o0o
e as sequéncias M, e m,, convergem para um valor comum. Consequentemente, ,o?P" tende
para um vetor com todas as componentes iguais. Seja ¢; esse valor comum. Agora, p;‘-FP”

é a j-ésima linha de P™. Assim, a j-ésima linha de P™ tende a um vetor com todas as
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componentes iguais a gj, isto ¢, P" tende para uma matriz () com todas as colunas o mesmo

vetor

q1
q2

ar

Sendo P uma matriz de transicdo, qualquer poténcia P" também é uma matriz de transigao.
Desse modo, a soma das entradas de cada coluna de P™ é sempre igual a 1 e o mesmo é
verdadeiro para a matriz (). Isto conclui a demonstracdo para o caso que P tem todas as
entradas positivas.

Considere agora o caso que P é somente regular. Seja N um ntmero natural tal que PV
possui todas as entradas positivas. Seja ¢ a menor entrada de PY. Pela primeira parte da
prova,

diny < (1— 25’)’“, para k > 1.

Portanto, a sequéncia ndo-crescente (d,,) possui uma subsequéncia convergindo para 0. Assim,
dn, — 0 quando n — 400 e o restante da demonstracao é andloga ao caso anterior. |
Veremos pelo teorema a seguir que qualquer cadeia de Markov regular possui um vetor-

estado fixo ¢, tal que, para qualquer escolha xg, o vetor P"x( converge a ¢ quando n — oo.

Teorema 1.47. Se P ¢ uma malriz de transi¢ao reqular e x é um vetor de probabilidade
qualquer, entdo
q1

42
Pz — | =q

_qk-

quando n — 400, onde q € um vetor de probabilidade fixo, independente de n, cujas entradas

sao todas positivas.

ProvA: Pelo Teorema 1.46, P — @ quando n — +o00. De modo que Pz — Qz = ¢ quando
n — +00. |

O Teorema anterior estabelece que para uma cadeia de Markov regular, o sistema sempre
acaba convergindo para um vetor-estado ¢ fixo. O vetor ¢ é chamado vetor de estado
estacionario da cadeia de Markov regular. O Teorema a seguir mostra uma maneira de

calcular o vetor estacionario.

Teorema 1.48. O vetor de estado estaciondrio q de uma matriz de transi¢cdo regular P € o

inico vetor de probabilidade que satisfaz a equacdo Pq = q.

Prova: Considere a identidade matricial PP™ = P"*!. Pelo Teorema 1.46, ambas P ¢ P"t!
convergem para Q quando n — +00. Assim, temos que PQ = Q). Qualquer uma das colunas

desta equacao matricial d4& Pq = ¢. Para mostrar que ¢ é o tnico vetor de probabilidade
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que satisfaz esta equacgdo, suponha que r é um outro vetor de probabilidade tal que, Pr = r.
Entao também P"r = r paran = 1,2,3,.... Pelo Teorema 1.47, quando n — oo, resulta
q=r. |

O Teorema 1.48, pode ser escrito do seguinte modo: o sistema linear homogéneo
(I-Pp=0

tem sempre um Unico vetor solugdo ¢ com entradas nao negativas satisfazendo q1+- - -+qr = 1.

0,2 0,1 0,7
Exemplo 1.49. Considere a matriz de transicio | 0,6 0,4 0,2 |. Encontre seu vetor de
0,2 0,5 0,1
estado estaciondrio.
x

Solucgdo. Seja I3 a matriz identidade e ¢ = | z5 |, tal que, (I — P)g = 0.

T3
1 0 0 0,2 0,1 0,7 x1 0
01 0|—1]06 04 0,2 o | =10
0 0 1 0,2 0,5 0,1 x3 0
0,8 _0, 1 —0,7 ,fCl 0
-0,6 0,6 —0,2 e | =10
-0,2 —-0,5 0,9 x3 0

A forma escalonada reduzida por linhas da matriz de coeficientes é:

22
1 0 —35F
29
0 1 -5
00 0
de modo que o sistema linear original é equivalente ao sistema: z; = %xs e Xy = 2—51’3:5 Pondo

x3 = s, qualquer solucao do sistema linear é da forma,
22
21
29
21
1
as como 1 + xry + x3 = eImos : X1 = 3z, L3 = 55 € T3 = 5. Assim, o vetor de estado
M + 9 + 1t 35 Y 25. Assim, o vetor de estad
estacionario deste sitema é:
11
36
= | 29
=1 72

21
72
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Exemplo 1.50. Um pais é dividido em trés regides demogrificas. Observa-se que, a cada
ano, 5% dos moradores da regiao 1 mudam para a regido 2 e 5% mudam para a regigo 3. Dos
moradores da regidgo 2, 15% mudam para a regido 1 e 10% mudam para a regigo 3. Finalmente,
dos moradores da regiago 3, 10% mudam para a regigo 1 e 5% mudam para a regiao 2. A longo

prazo, qual porcentagem da populagdo mora em cada uma das trés regioes?

Considere a matriz de locomogao de moradores:

920% 15% 10% 0,9 0,15 0,1
P=1| 5% 7% 5% |=1|005 075 005
5% 10% 85% 0,05 0,1 0,85
x1
Seja I3 a matriz identidade e ¢ = | 9 |, tal que, (I — P)g = 0. Ou seja,
z3
1 00 0,9 0,15 0,1 1
01 0|—10,06 0,7 0,05 x9 | =
00 1 0,05 0,1 0,85 3
0,1 —0,15 —0,1 | [ o 0
—0,5 0,25 —0,05 | | 2 | =] 0
-0,05 —-0,1 0,15 x3 0

A forma escalonada reduzida por linhas da matriz de coeficientes é:

—_
w

o O =
o = O
|
o e Y

de modo que o sistema linear original é equivalente ao sistema: x; = 1—73553 e Ty = %xg.

Pondo z3 = s, qualquer solucdo do sistema linear ¢ da forma,

= I ~lz

Mas como x1 + x9 + x3 =1, temos : 1 = %, To = i e xr3 = %.
Assim vemos que a longo prazo, tera 54,2% da populagdo na regido 1, 16, 7% da populagao

na regiao 2 e 29,1% da populagao na regiao 3.
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4 Genética

A proxima aplicagdo ilustra uma situacdo em que uma cadeia de Markov ndo é governada
por uma matriz regular, mas o comportamento limite de vetores-estado ainda pode ser
estudado. O exemplo aborda a propagacdo de uma caracteristica herdada em sucessivas
geracoes calculando poténcias de matrizes. Para tanto, apresentaremos brevemente os pré-

requisitos necessérios.

Definicao 1.51. Se A ¢ uma malriz n X n, um nimero A € chamado um aulovalor de A se
Ax = Az, para algum vetor coluna x nao nulo. Tal vetor coluna ndo nulo x é chamado um

autovetor da matriz A associado ao autovalor \.

5 =2
Exemplo 1.52. Dada a matriz A = L1 Entdo A = 3 é um autovalor de A com
‘ 5 =2 1 3 1
autovetor r = , jd que T F# e Ax = = =3 = 3.
4 -1 1 3 1

A matriz A do Exemplo 1.52 possui um outro autovalor além de \ = 3. Para encontra-lo,
observemos um procedimento geral a seguir que funciona para qualquer matriz A de ordem

n X n. Por definicdo, um nimero A é um autovalor de A se, e somente se,
Ax = Az para algum z # 0.

Se I denota a matriz identidade de mesma ordem que A, isso é equivalente a dizer que o

sistema linear homogéneo
(M — A)x =0 possui uma solu¢do nao trivial = # 0.

Pelo Teorema 2.6 do proximo capftulo, isso acontece se, e somente se, o determinante da

matriz dos coeficientes é nulo:

IAI — A = 0.
‘ 5 =2
Exemplo 1.53. Enconire todos os autovalores e autovetores da matriz A = A ) ] .
. A—=5 2
Solugao. Como \[—A = L temos |A[—A| = (A=5)(A+1)+8 = (A=3)(A—1)
- +

e, portanto, A\1 = 3 e Ao = 1 sdo os autovalores de A. Observe que \y = 3 foi o autovalor

mencionado no Example 1.52. Para encontrar os autovetores associados a Ay = 1, observe

-[ 2]

e as solugoes para (Aol — A)x = 0 sdo z =t [ / ] onde t é um numero real arbitrdrio.

que nesse caso
A2 —5 2
—4 A+1

Al — A=

1/2

Portanto, os autovetores x associados a Ay sto x =t [ ) ] onde t # 0 € arbitrario. Por
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1

exemplo, para t = 2, ©r = [
2

] é um autovetor associado a Ao. Analogamente, Ay = 3 dd

origem aos autovetores x =1 [ ], t # 0, que inclui o autovetor mencionado no Exemplo
1

1.52.

Definicao 1.54. Uma matriz n X n é uma matriz diagonal se todas as suas entradas, exceto

possivelmente as entradas da diagonal principal, sdo nulas, ou seja, a malriz tem a forma

—,Ul 0 .. 0|
0 po -+ 0
00 g

Definicao 1.55. Uma matriz quadrada A é dita diagonalizdvel se existir uma matriz invertivel

P tal que P~ AP ¢ uma matriz diagonal.

Valendo-se do FExemplo 1.53, consideremos a matriz P cujas colunas sfo formadas

respectivamente por autovetores de A associados a A1 = 3 e Ay = 1, por exemplo,

11
P= .
2 1 ]
. . L ) 1 30
Pelo Teorema 2.6 do préximo capitulo, P é invertivel e PT*AP = D, onde D = 0 1|
: 5 -2 . . :
mostrando que a matriz A = A ) é diagonalizavel. Isso é de fato um procedimento

geral para diagonalizar, quando possivel, uma matriz n x n seguindo os seguintes passos:
1. Encontre os autovalores A de A.

2. Calcule os autovetores associados a cada um desses autovalores A, a partir das solugdes

nao triviais do sistema homogéneo (A — A)x = 0.

3. A é diagonalizavel se, e somente se, ela possui autovetores x1,--- ,x, tais que a matriz

P = [z1x9 -+ - xp] é invertivel.

4. Se A é diagonalizavel, P~' AP & uma matriz diagonal, cuja diagonal principal é formada

pelos respectivos autovalores associados aos autovetores (colunas de P).

1 30

2
Exemplo 1.56. Encontre a matriz P que diagonaliza A = | ( % 1
0 00
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Seus autovalores sio \1 = 1, Ay = % e A3 = 0, com respectivos autovetores associados
1 1 1 1 1
v1=10|,v9o=| =1 |,v3=| =2 |. Assim, P=| 0 —1 —2 | ¢ tal que
0 1 0 0 1
1 00
P'AP=D=|0 1
0

Um fato notavel que devemos observar é sobre o ciclo de poténcias de matrizes
diagonalizaveis. Dada uma matriz quadrada A de ordem n x n diagonalizavel, podemos
encontrar uma formula explicita para A* para qualquer que seja o expoente inteiro k. De
fato, seja P uma matriz invertivel e D uma matriz diagonal tais que P~'AP = D, ou

equivalentemente

A=PDP L (1.4)
Para k =1,2,---, usando (1.4), temos

AF = AA...A=(PDP YHY(PDPY)...(PDP71)
= PDP'P)DP!...PDP!
= PD(I)D(I)---(I)DP!

= PD...-DP!
= pDFpPL.
Portanto,
A¥ = PD*P7! parak=1,2,---
onde
- —k ~ -
M 0O -0 Moo o0
ok 0 Ay --- 0 _ 0 )\126 0
00 - | 0 0...)\5_

Por exemplo, utilizando este fato notavel para a matriz A do Exemplo 1.56 encontramos

11 1 1 0 0 11 1 1 (
AT=PD"PT= 10 L 2o ()" 0 fo 12 =To ()" ()
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

Observa-se com isso que A é uma matriz de transi¢do que ndo é regular.



36 Capitulo 1 — Aplicagoes do produto de matrizes

4.1 Caracteristicas Hereditarias

Nesta subsecdo examinaremos a hereditariedade de caracteristicas de animais ou plantas.
Vamos supor que as caracteristicas hereditarias sejam governadas por um conjunto de dois
genes, denotados por A e a. Pela hereditariedade autossomica, cada individuo de cada sexo
possui dois destes genes, e os possiveis pares sao AA, Aa e aa. Este par de genes é chamado
gendtipo do individuo e determina como o carater controlado por estes genes se manifesta
no individuo. Por exemplo, nos humanos a cor dos olhos é definida pela hereditariedade
autossomica. Os genotipos AA e Aa tém olhos castanhos e o genotipo aa tem olhos azuis.
Neste caso dizemos que o gene A domina o gene a, ou seja, 0 gene a é recessivo em relacao ao
gene A. H4 também a hereditariedade ligada ao sexo. Neste caso 0 macho da espécie possui
apenas um gene (A ou a) e a fémea um par de dois genes (AA, Aa ou aa). Nos humanos,
o daltonismo, a calvicie hereditaria, a hemofilia e outros sdo caracteristicas controladas
por hereditariedade ligada ao sexo. A seguir vamos estudar a maneira pela qual os genes
dos pais sao transmitidos para seus descendentes no tipo de hereditariedade autossémica.
Construiremos modelos matriciais que dao os provaveis genotipos dos descendentes em termos
dos gendtipos dos pais e usaremos estes modelos para acompanhar a distribuigao genotipica
de uma populacao através de sucessivas geragoes.

Na hereditariedade autossémica, um individuo herda de modo aleatério um par de genes,
sendo um de sua méae e o outro do pai, formando assim seu gendtipo. Supondo que um dos
pais tenha genotipo Aa, terd igual probabilidade que o descendente herde o gene A ou a
daquele genitor. Se um dos pais é do gendtipo aa e o outro é do gendtipo Aa, o descendente
sempre receberd um gene a do genitor aa e receberd, com igual probabilidade, ou um gene A
ou um gene a do genitor Aa. Logo, cada descendente tera chances iguais de ser do gendtipo
Aa ou aa. Abaixo, listamos as probabilidades dos possiveis genétipos dos descendentes para

todas as possiveis combinagdes de gendtipos dos pais.

Genétipo dos pais

Genotipo do descendente | AA-AA | AA-Aa | AA-aa | Aa-Aa | Aa-aa | aa-aa
AA 1 1/2 0 1/4 0 0
Aa 0 1/2 1 1/2 | 1/2 0
aa 0 0 0 1/4 1/2 1

Tabela 1.5: Probabilidades dos possiveis genétipos dos descendentes

Exemplo 1.57. (Distribui¢io dos gendtipos numa populacdo) Suponha que um agricultor
tenha wma grande populacao de plantas consistindo de alguma distribuicao de todos os trés
possiveis gendtipos AA, Aa e aa. O agricultor deseja implementar um programa de cria¢io no

qual cada planta da populacdo é sempre fertilizada por uma planta do gendtipo AA. Deduza
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uma expressao para a distribuicdo dos trés gendtipos na populacdo depois de um nimero

qualquer de geragoes.

Para n € N, escrevemos

a, = fragdo de plantas do gendtipo AA na n- ésima geracao;

b, = fragao de plantas do gendtipo Aa na n- ésima geracao;

¢, = fracdo de plantas do genétipo aa na n- ésima geracao.
Assim, ag, bg e c¢g representam a distribuicdo inicial dos gendtipos. FE sabemos que
an+b,+c, =1, paran=0,1,2,.... Como cada planta da populacao é sempre fertilizada
por uma planta do genotipo AA, podemos determinar a distribuigdo de gendtipos em cada
geragdo a partir da distribuigdo na geracdo precedente utilizando somente as trés primeiras

linhas e colunas da Tabela 1.5 para obter as equagoes:

1
an = Gp—1+ §bnfla (1'5)
1
by = cp1+ §bn717 (16)
e, = 0. (1.7)

A equagao (1.5) representa que todos os descendentes de uma planta do genotipo AA serao do
gendtipo AA e metade dos descendentes de uma planta do gendtipo Aa serd do gendtipo AA.
A equacgao (1.6) representa que todos os descendentes de uma planta do genétipo aa serdo
do gendtipo Aa e metade dos descendentes de uma planta do genétipo Aa serd do gendtipo
Aa. A equagdo (1.7) afirma que ndo havera descendentes do genétipo aa de uma planta do

genotipo AA. As equagoes (1.5)-(1.7) podem ser escritas em nota¢ao matricial como:

Ty = ATy_1, (1.8)
onde
(7% an—1 1 % 0
Tn= 1| by |y Tn-1=| bp_q e A=10 % 1
Cn Cn—1 0 00

Note que as trés colunas da matriz A sdo iguais as trés primeiras colunas da Tabela 1.5. Da
equacao (1.8) segue que

Ty = A:En_l = AQ.:Un_Q =..= An!,lf()

Pelo Exemplo 1.56, podemos escrever uma expressao explicita para A™ como
1\n 1\n—1
1 1-(3)" 1-(3)
a=pppt =0 () ()
0 0 0

Segue-se que
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ou equivalentemente

an, ag + by + ¢y — (%)nbo — (%)n7160
" = b, | = (%)nbo + (%)”_100
Cn 0

Como ag + by + ¢cg = 1, obtemos:
1 n 1 n—1
= =(3) w-(3) -
1 n 1 n—1
bn = <2> b() + <2) Co
c, = 0

Estas sao as formulas explicitas para a fragao dos trés genétipos na n-ésima geragao de plantas

~ .. o e e s n
em termos das fragbes de genotipos iniciais. Como (%) tende a zero quando n tende ao

infinito, temos
a, — 1,
b, — 0.

Note que também ¢, — 0 pelo fato de ¢, ser uma sequéncia constante e igual a zero. Isso

mostra que no limite todas as plantas da populagdo serdo do geno6tipo AA.

Exemplo 1.58. Supondo que cada planta da populagio seja sempre fertilizada por uma planta
do seu proprio gendtipo em vez de sempre ser fertilizada por uma planta do gendtipo AA.

Usando a mesma notacido do exemplo anterior, teremos:

" = A" 20,

onde
1 10
A=lo
1
4
Encontramos os autovalores de A, que sdo: A\ = 1, g = 1 e A3 = %, e a eles estao
1 0 1
associados os autovetores: v1 = | 0 |,vo=| 0 | evs=| =2 |.
0 1 1

Fazendos os célculos, obtemos:

1 1 n+1
a, = ag-+ ibo — <> bo

1 1 n+1
Cn = Co+ 51)0 — <> bo
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Estas sao as formulas explicitas para a fragao dos trés genétipos na n-ésima geragao de plantas

~ . o e e . n
em termos das fragbes de genotipos iniciais. Como (%) tende a zero quando n tende ao

infinito, temos
1
a, — ag-+ ibo,
b, — 0,
1
¢, — co+ §b0

Assim fertilizando cada planta com um de seu proprio gendtipo produz uma populagdo que

no limite contém somente os genotipos AA e aa.






CAPITULO

2

Aplicacoes do determinante

O proposito deste capitulo é apresentar o conceito de determinante e, principalmente, listar
as propriedades que todo estudante do ensino médio deveria saber sobre o determinante de

uma matriz A:

detA dé area ou volume;

A & invertivel se, e somente se, detA # 0;

det(AB) = detAdetB;

e 0 modo mais eficiente de calcular detA é usar a reducdo de A para a forma escalonada.

A apresentacdo a seguir é baseada na referéncia [4]. Dada uma matriz quadrada A = [a}],
definimos um nimero associado a matriz A, chamado determinante. Denotamos detA, det[aj;]

ou |A| e escrevemos:
e Determinante de uma matriz 1 x 1: |a| = a

aip a2

e Determinante de uma matriz 2 x 2: = aj1a92 — A1202]

a21 a2

41
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e Determinante de uma matriz 3 x 3:

ail a2 a3

az1 Qg2 Q23 | = 11022033 — (11023032 — 412021033 1 @120230431 + G13021032 — A13022031-
az1 as2 ass

Para generalizar a defingdo do determinante para matrizes maiores, usaremos o

determinante 2 x 2 para reescrever o determinante 3 x 3. Como o0s termos do determinante

3 x 3 podem ser agrupados como

(a11a22a33 - a11a23a32) - (a12a21a33 - a12(123a31) + (a13a21a32 - a13a22a31),
temos

ajl a2 ais

a22 Q23 a21 G23 az1 a2
a1 Q92 G23 | = G11 — 12 + ais

azz2 ass a31 ass as; as2
asz1r a32 a33

ou abreviadamente na forma

ailr a2 ai13

as1  aGoy  asz | = a11]Ai1| — ai2|Ai2] + ais|Aisl,

azy as2 ass
onde Ay, Ao e A3 sdo matrizes 2 X 2 obtidas de A eliminando a primeira linha e uma das
trés colunas de A. Observamos que é possivel desenvolver o determinante usando as outras

linhas (ou mesmo as colunas) obtendo o mesmo resultado. Por exemplo, agrupando os termos

do determinante 3 x 3 como

—(a12a21a33 - a13a21a32) + (a11a22a33 - a13a22a31) - (a11a23a32 - a12a23a31),
obtemos o desenvolvimento do determinante em termos da segunda linha:

ail a2 a3
a1 Ggy  asy | = —ag1|A21| + age|A| — a3|Ass).
azp asz2 as3

Podemos dar agora uma definigdo recursiva do determinante de uma matriz n X n baseada no

determinante de submatrizes (n — 1) x (n — 1).

Definicao 2.1. Para n > 2, o determinante de uma matriz n x n A = [a;;] € definido por

|A| = ai1|Ait| — as|Ain| + - - + (1) ai | Asn| = Z(_l)i—i_jaij‘Aij‘a
j=1
onde, para cada i,j € {1,...,n}, Ajj € a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de A eliminando a

i-ésima linha e a j-ésima coluna de A.
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Observe que na férmula dada, o determinante foi desenvolvido pela i-ésima linha. Uma
formula analoga é vélida para as colunas. Além disso, pode ser provado que o determinante
de uma matriz quadrada é igual ao desenvolvimento ao longo de qualquer linha ou coluna da
matriz.

Observe ainda que se uma linha ou coluna de uma matriz quadrada consistir inteiramente

de zeros, entdo o determinante serd zero.

Exemplo 2.2. Dada a matriz

(3 -7 8 9 —6 |
0 2 -5 7
A=|l0 o0 1 5 0/,
0 0 4 -1
0 0 0 -2 0|

o cdlculo do seu determinante é mais oportuno quando desenvolvido pela primeira coluna, pois

todos os seus termos sdo nulos exceto o primeiro. Assim,

2 -5 7
0 1

Al =3
0 2 4 -1
0 0 -2 0

Ezpandindo este determinante 4 x4 ao longo da primeira coluna, aproveitando-se das entradas

nulas, temos

1 5} 0
Aj=3-2|2 4 —1|=3-2-(-2)=-12,
0 -2 0

apds o cdilculo do determinante 3 X 3 que ainda resta.

Um caso particular, mas relevante, é o caso das matrizes triangulares. Uma matriz
quadrada é chamada triangular superior se todo elemento abaixo da diagonal principal for
igual a zero. Analogamente, uma matriz quadrada é chamada triangular inferior se todo
elemento acima da diagonal principal for igual a zero. Uma matriz quadrada é chamada
triangular se for triangular superior ou inferior. A matriz do exemplo anterior ndo é triangular,
mas o método usado no calculo do seu determinante pode ser adaptado para provar o seguinte

teorema.

Teorema 2.3. Se A é uma matriz triangular, entao |A| é o produto das entradas da diagonal

principal de A.

O proximo resultado mostra que as operacdes elementares com as linhas ou colunas tém

um efeito simples sobre o determinante.



44 Capitulo 2 — Aplicagoes do determinante

Teorema 2.4. Seja A uma matriz n X n qualquer.

1. Se B for obtida de A a partir de A por meio da permutacdo de duas linhas (colunas)
diferentes, entao |B| = —|A|.

2. Se B for obtida de A a partir de A por meio da multiplicagao de alguma linha (coluna)
de A por um nimero k, entio |B| = k|A|.

3. Se B for obtida de A a partir de A por meio da adi¢do de um mailtiplo de alguma linha
(coluna) de A com uma linha (coluna) diferente de A, entdo |B| = |A|.

E conveniente provar o Teorema 2.4 quando esse é enunciado em termos de operacoes
elementares de matrizes discutidas na Secdo 2.3. Chamaremos uma matriz elementar E uma
substiturgao de linha se F é obtida da matriz identidade somando um multiplo de uma linha
a uma outra, F é uma troca se FE é obtida por uma troca de linhas de I ¢ E é uma escala
por r se E & obtida pelo produto de uma linha de I por um niimero nao nulo r. Com esta

terminologia, o Teorema 2.4 pode ser reescrito como:
Se A ¢ uma matriz n X n qualquer e E ¢ uma matriz n X n elementar, entdo
|EA| = [E|A],

onde
1 se E € uma substituicdo de linha,

|E| =4 —1 se E ¢ uma troca de linha,

r se E ¢ uma escala por r.

ProOVA: A prova é por indugdo em n. Para n = 2, a prova é imediata. Suponha o resultado
verdadeiro para matrizes n X n com n > 2, e provemos que o resultado é verdadeiro para n+1.
A acdo de E envolve duas linhas ou somente uma linha de A. Assim, podemos expandir o
determinante de E'A ao longo de uma linha nfo afetada pela acdo de E, digamos a linha
i. Seja Aj;j (respectivamente B;;) a matriz obtida eliminando a linha i e a coluna j de E
(respectivamente E'A). Entao as linhas de B;; sdo obtidas das linhas de A;; pelas mesmas
operacoes elementares que F atua em A. Como estas submatrizes sdo n X n, a hipotese de
inducao implica
| Bij| = | Aijl,
sendo @« = 1,—1 ou 7, dependendo da natureza de E. Pela definicio do determinante

(desenvolvido ao longo da linha 7), temos

’EA‘ = ail(—l)i+1|Bi1| + -+ ain(—l)i+n|Bm|
= aail(_l)i+1|Ail‘ +- 4 aain(_l)i—'—n‘Am’
= ol4|.

Assim, o teorema é valido para n + 1. Pelo principio da inducdo, o teorema é verdadeiro para
todo n > 2. O teorema é trivialmente verdadeiro para n = 1. Portanto, a propriedade é

verdadeira para todo n. |
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Exemplo 2.5. Calcule o determinante de A, onde

1 -4 2
A=| -2 8 -9
-1 7 0

Solugdo. A estratégia é reduzir A para a forma escalonada e entdo usar a definigdo do
determinante para uma matriz triangular, cujo valor é o produto das entradas da diagonal

principal. As duas primeiras alteragées na coluna 1 nao mudam o determinante:

1 -4 2 1 -4 2 1 -4 2
A=l -2 8 —9|=| 0 0 -5|=|0 0 -5
-1 7 0 -1 7 0 0 3 2

Uma troca entre as linhas 2 e 8 troca o sinal do determinante, assim

—4 2
Al=—|0 3 2|=-(1)3(-5) =15
0 0 -5

A estratégia empregada no exemplo anterior pode revelar uma relacao entre determinantes
e matrizes invertiveis. Suponha que uma matriz A n X n tenha sido levada a sua forma

escalonada U. Se nesse processo houve r trocas de linhas, entdo
Al = (=1)"|U].

Como U estd na forma escalonada, ela ¢ uma matriz triangular, e assim o determinante de U
é o produto das entradas ui1, - -+ , Upy da sua diagonal principal. Se A é invertivel, as entradas
uj; 880 todos os pivos. Caso contrario, pelo menos uma das entradas u;; € zero, e o produto
U1 * * * Upp € zero. Assim,

Al { (=1) w11 -+ - upp, se A é invertivel,

0, se A nio é invertivel.
O préximo teorema é uma consequéncia dessa férmula.
Teorema 2.6. Uma mairiz quadrada A € invertivel se, e somente se, |A| # 0.

Esse teorema possui diversas aplicacoes e interpretagoes; mencionaremos apenas uma delas
que serd sistematicamente utilizada na préxima secdo. Trata-se do estudo de sistemas lineares

de n equacoes e n incognitas:

a11r] + apxrs + ... + apxy, = by

a1 1 + a9 + ... + aopry, = b

n1T1 + Ap2T2 + ... + ApnTy, = by
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o qual pode ser escrito na forma matricial

ailr ... Qin T b1
as1 ... as T by
| @nl Ann | | Tn | _bn_
ou
AX =B,
aiy ... Qip b1
a1 ... Qa1 . . . b2 3 .
onde A = . . ¢ a matriz dos coeficientes, B = | | ¢ a matriz dos termos
| @n1 . Qnp | i bn, |
x1
. L2 . . . ~
independentes e X = _ é a matriz das incégnitas. Para esta equacao, suponhamos que
Tn

|A| # 0 e portanto, qu_e A tenha a inversa A1, Entéo, nesse caso, a unica solucdo é dada
por X = A7'B. No caso particular de B = 0, X = 0 é sempre uma solucio do sistema
linear homogéneo AX = 0 independente de A ser invertivel ou ndo. No entanto, AX = 0
possui uma solu¢ao nao trivial se, e somente se, |A| = 0. Para ver isso, basta observar que
quando |A| = 0, a forma escalonada de A possui ao menos uma linha com todas as entradas
nulas, gerando um sistema linear equivalente ao sistema AX = 0 tendo mais incégnitas do
que equagoes, e portanto possui infinitas solucoes.

O proximo resultado é sobre determinantes e produtos de matrizes.
Teorema 2.7. Se A e B sao matrizes n X n, entdo |AB| = |Al||B].

Prova: Se A nfo é invertivel, entdo a matrizAB também ndo é invertivel Neste caso,
|AB| = |A||B|, pois ambos os lados dessa igualdade sdao nulos, e portanto a propriedade

¢ vélida. Se A ¢ invertivel, entdo existem matrizes elementares Eyq,--- , E, tais que
A= EpEp—l By Iy = EpEp_l .- B

Pelo Teorema 2.4,

|AB| = |EpEp,1---E1-B|:|Ep|!Ep,1---E1-B|:-~-
= \EpHEp—ﬂ--'!ElH\B! . ’EpEp—l"'ElHB’
= |Al[B|.
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1 Construcao de curvas e superficies por pontos especificados

Nesta secao faremos uso de determinantes para construir retas, planos, circunferéncias e secoes
conicas em geral por pontos especificados no plano. O procedimento também ¢é utilizado para

construir planos e esferas no espaco passando por pontos fixados.

1.1 Uma reta por dois pontos

Suponha que (z1,y1) e (x2,y2) sejam dois pontos distintos no plano. Existe uma tunica reta

que passa por estes dois pontos (Figura 2.1). Vamos encontrar a equacao dessa reta. Para

Y
A

(w2,92)

(1,91)

Figura 2.1

um ponto genérico (z,y) pertencer a uma reta, devem existir nimeros c1, cg € cg nao todos
nulos tais que

c1x + coy +c3 = 0.

Como os pontos (x1,y1) e (z2,y2) estdo na reta, podemos escrever:

{01$1+62y1+63 =0

C1x2 + Y2 +c3 =

Assim, obtemos:
C1T + Yy +c3 =
c1x1 +Cy1 +c3 =
C1T2 + CoYys +c3 =
Como c1, c2, c3 ndo sao todos nulos, e este sistema tem solugdo nao trivial, isso implica que o

determinante da matriz associada ao sistema deve ser zero. Observe:

r y 1
:plyll:O.

T2 Y2 1
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Isto resulta
(Y1 — y2)r — (21 — 22)y + (T1Y2 — T201)1 = 0,

que é a equacado procurada.

Exemplo 2.8. Enconire a equacao da reta que passa pelos pontos (2,3),(—1,4).

Resolugdo: fazendo

z y 1
2 3 1|=0,
-1 4 1
resulla
B—4)x—2+1)y+(8+3)1=0,
ou seja,

z+3y—11=0.

1.2 Uma circunferéncia por trés pontos

~ “ (-’1?2-, Z/Q)

Figura 2.2

Sejam (z1,y1), (x2,y2) e (x3,y3) trés pontos distintos e nao colineares do plano. Da
Geometria Analitica sabemos que existe uma tnica circunferéncia que passa por eles (Figura
2.2). Vamos determinar a equacao dessa circunferéncia. Um ponto genérico (x,y) pertence a

uma, circunferéncia se existirem ntmeros cq, co, c3 € ¢4 nao todos nulos tais que
2 2 _
ci(x® +y°) +cx +ezy+ca=0.
Como (z1,y1), (z2,y2) e (v3,y3) pertencem a circunferéncia, temos

Cl($% + y%) +cox1+c3yr +ce4 = 0
Cl(iﬂ% +y§) +coxatesy2t+ceg = 0
c1(z3+y3) + cors +c3ys +ca = 0
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Assim, obtemos o seguinte sistema

a@®+y?)+ortaytoa =
c1(x% + y}) + cor1 + csyr + ca

o o o O

(2
c1(23 + y3) + caza + c3y2 + ca
€1 (CU% + y%) + cox3 +c3ys +c4 =

Note que as equagles acima formam um sistema linear homogéneo com uma solu¢do nao

trivial em c1, ¢, ¢3 e ¢4. Logo, o determinante é zero, a saber:

:U2+y2 r oy

I+yr 1 on

3+Y3 T2 Y2

w3 +yi w3y

T U VU G S

Exemplo 2.9. Encontre a equagio da circunferéncia que passa pelos pontos (2,6), (2,0) e
(5,3).
Resolugdo: fazendo
22 + o2
4+ 36
440
25+9

[S1 B NCRE NCR
w o o w
—_ = =

encontramos,
2%+ 92
40
4
34

[S1 B NCRE NGB
w o o w
—_ = =

o que resulta

22 +y? —dx—6y+4=0,

ou equivalentemente

(x =2+ (y—3)° =9

1.3 Uma cébnica arbitraria por cinco pontos

Como ¢é sabido a equagao geral de uma segao conica arbitraria no plano (parabola, hipérbole
ou elipse, ou formas degeneradas destas) é dada por cz? + cozTy + 03y2 + cyx + 5y + ¢ = 0,
com coeficientes ¢, ca, ¢3, ¢4, ¢5 € ¢g ndo todos nulos. Dividindo esta equagdo por um
coeficiente que ndo seja nulo, o numero de coeficientes desta equacao é reduzido a cinco.

Sendo assim, podemos determinar a equacao da conica que passa por cinco pontos, impondo
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que o determinante da matriz associada ao respectivo sistema seja nulo, ou seja,

x? Ty y2 z y 1
oy v w1
x5 waya Y3 w2 Y2 1 .
13 wsys vz w3 yz 1
a3 xays Y3 w4 ya 1

1

2 2
Ty T5Ys Ys; Ts Y5

Resolvendo este determinante obtém-se a equagao de uma conica qualquer.

Exemplo 2.10. Encontre a equagdo da se¢io conica que passa pelos pontos (0,0), (0,—1),
(270): (27 _5) € (47 _1)'

Resolugdo: substituindo os valores no determinante anterior, encontramos

22 xy 2 o oy 1
0 0 00 01
0 0 1 0 -1 1 _0
4 0o 0 2 01
4 —-10 25 2 -5 1
6 -4 1 4 -1 1

resultando
w2+2xy+y2—2x+y:0.

1.4 Um plano por trés pontos

Suponha que (z1,y1, 21), (T2,¥2, 22) € (x3,¥3, z3) sejam trés pontos nao colineares no espago
tridimensional. Pela Geometria Analitica, existe um tinico plano que passa por estes pontos.
Vamos determinar a equagao deste plano. Um ponto generérico (z,y, z) pertence a um plano
se existem nimeros nao todos nulos ci, co, c3 e ¢4 tais que c1x + coy + c3z + ¢4 = 0.
Como (x1,y1,21), (z2,Y2,22) € (x3,ys3,23) pertencem ao plano, obtemos o seguinte sistema
homogéneo

1T +cy+c3z+cg =

Y

C1x2 + Coy2 + c322 + ¢4

0
c1x1+coyr +ce3z1 e = 0,
0
0

c1x3 +coys +c3z3 +c4 = 0,
0 qual possui solucdo nao trivial em ci, c9, c3 e ¢4, desde que o determinante da matriz

associada seja nulo, ou seja,

z y =z 1
T 21 1

1 U 1 —0
T2 Y2 22 1
x3 ys =23 1
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Exemplo 2.11. Encontre a equagao do plano do espaco tridimensional que passa pelos pontos,
(2,3,1), (2,-1,—-1) e (1,2,1).

Resolugdo: fazendo

T Y z 1
2 3 11
=0,
2 -1 -1 1
1 2 11

obtemos

—r+y—22+1=0.

1.5 Uma esfera por quatro pontos

A esfera no espaco tridimensional de equacao
cl(a:2 +2 + 22) 4+ cox+c3y+cgz+c5 =0

que passa por quatro pontos nao coplanares (1,41, 21), (2, Y2, 22), (x3,y3, 23) € (T4, Y4, 24) €

dada em forma de determinante

?4+yP 22 oy 2
Byt w2
3+ Ys+2 x2 Y2 2

2 2 2

e SO
Il
(@)

2, .2, .2
Ty+ys+zi T4 Ys 2z

Exemplo 2.12. A equacao da esfera que passa pelos quatro pontos nao coplanares (0,3,2),
(1,-1,1), (2,1,0) e (5,1,3) € dada por

P+ +2? y 2z 1
13 0 3 21
3 1 -1 1 1]=0
) 2 1 01
35 5 1 31

Isto resulta

4y + 224 —2y—62+5=0,

que na forma candnica é

(=2 +@y—1)°+(z-3)* =9,
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2 Determinantes como area ou volume

O préximo teorema fornece uma interpretagdo geométrica do determinante como &rea ou

volume.

Teorema 2.13. 1. Suponha que os pontos A = (a1,a2), B = (b1,b2) e O = (0,0) ndo
sejam colineares. Entdo a drea do paralelogramo que tem por vértices O, A e B € o
valor absoluto do delerminante

ai az

b1 b

2. Suponha que os pontos A = (a1,a2,a3), B = (b1,b2,b3), C = (c1,¢2,c3) e O = (0,0,0)
nao sejam coplanares. Entdo o volume do paralelepipedo que tem por vértices O, A, B

e C ¢ o valor absoluto do determinante

ay ag as
b by b3
1 C2 C3

Prova: O teorema é obviamente verdadeiro para qualquer matriz diagonal:

det a“
0

] | = |aiba| = é&rea do retangulo (veja Figura 2.3).
2

B = (0,b2)

x

0 A:(al,O)

Figura 2.3: Area — |a1bo|

ai

B a
E suficiente mostrar que qualquer matriz M = [ 2 ] pode ser transformada em uma

br by
matriz diagonal de modo que nem a area do paralelogramo associado e nem o |detM| sejam

alterados. Pelas propriedades do determinante, o valor absoluto do determinante permanece
o mesmo quando duas linhas sao trocadas ou um multiplo de uma linha é somada a uma
outra linha da matriz. Além disso, essas operagoes sao suficientes para transformar a matriz

M em uma matriz diagonal. Portanto, é suficiente provar o seguinte fato geométrico:
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Sejam A = (a1,b1) e B = (b1,b2) pontos distintos da origem O = (0,0).
Entao para qualquer niimero real ¢, a area do paralelogramo determinado por
A e B e O é igual a area do paralelogramo determinado por A = (ai,b1),
B+ cA = (by + cay,bs + caz) e O.

Para provar esta afirmacao, vamos supor que A, B e O nao sejam colineares, do contrario
o paralelogramo é degenerado e tem &area zero. Se L é a reta determinada por O e A, entao
B + L é uma reta que passa por B e € paralela a L e o ponto B + cA pertence a esta reta.
(Veja figura abaixo). Os pontos B e B + cA tem a mesma distancia a reta L. Portanto os
dois paralelogramos na Figura 2.4 tém a mesma &area, pois tém a mesma base (o segmento

OA). Isto completa a demonstragao para o plano.

B+ cA B
.

cA O A

Figura 2.4: Dois paralelogramos de mesma area

Figura 2.5: Dois paralelepipedos com volumes iguais

A prova para o caso espacial é analoga. O teorema é claramente verdadeiro para uma
matriz 3 X 3 diagonal. E qualquer matriz A 3 x 3 pode ser transformada em uma matriz
diagonal usando operagoes elementares com as linhas de A sem alterar |A|. Assim é suficiente
mostrar que essas operacoes nao afetam o volume do paralelepipedo determinado pelas linhas
de A. A Figura 2.5 exibe um paralelepipedo com faces inclinadas, cujo volume é a area da
base no plano determinado por O, A e C e altura dada pela distancia do ponto B ao plano
determinado por O, A e C. Qualquer ponto B + kA tem essa mesma distancia ao plano

determinado por O, A e C. Portanto o volume do paralelepipedo néo se altera quando a
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matriz
A
B
C
é substituida por
A
B+EA
C

Como substituicbes nao afetam o volume, a prova estd completa.



CAPITULO

3

Roteiro de uma aula

O professor de matematica tem encontrado grande dificuldade ao trabalhar com alguns
conceitos dentro da sala de aula, no que diz respeito a utilidade de tais assuntos. E muitas
vezes o aluno é desestimulado, pois desenvolve a matemética de maneira mecénica, sem saber
sua real funcdo no cotidiano. Por sua vez o Curriculo do Estado de Sdo Paulo visa utilizar
elementos de matrizes para organizar e justificar a resolugdo de situagoes-problema baseados
em contexto do cotidiano, cabe a motivacao de criar uma situacao-problema que aborde o uso

de multiplicacao de matrizes.

A proposta desta dissertacio é fazer o aluno perceber que multiplicacdo de matrizes pode
ser atil para resolver problemas comuns do dia-a-dia. Assim depois de trabalhar o conceito
de produtos de matrizes e a definicdo de grafos, seria proposto uma situagao-problema que
consiste em dividir a sala de aula em no maximo 6 equipes, tendo em média 6 alunos por
equipe, e cada equipe joga exatamente uma vez com cada uma das outras . Dispondo os

alunos, de modo que, todos participem.

Para valorizar essa atividade, e fazer uso da interdisciplinaridade, essa disputa é composta
de perguntas e respostas, as quais estao relacionadas a conhecimentos de outras disciplinas.
De acordo com os acertos, cria-se uma matriz que mostra a situacao de cada equipe com

relacao as demais.

Na sequéncia os alunos fazem uso do conceito de grafos dirigidos por dominancia, que tem

como base a multiplicacdo de matrizes, para obter a classificacao final das equipes.
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Essa atividade pode ajudar os alunos a compreenderem a utilidade e importancia do
produto de matrizes, como também possibilitar que as outras disciplinas se articulem com a

matematica.
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