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RESUMO

COUTO, Monique Andrade da Conceicdo. Resolucdo de Problemas de Analise
Combinatéria e aplicagdo na Lousa Digital. 2019. 128f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Faculdade de
Formacao de Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, S&do Gongcalo,
20109.

7

Ensinar Andlise Combinatéria ndo é uma tarefa facill Apesar da disciplina
trabalhar com muitas situagdes do cotidiano do aluno, nem sempre as situagdes séo
interpretadas da maneira como deveriam para chegar a solugéo correta. Pensando
nessas dificuldades apresentamos um trabalho sobre Resolucdo de Problemas de
Andlise Combinatéria e a Lousa Digital como facilitadora do aprendizado. O Ensino
da Matematica Através da Resolucdo de Problemas revela um processo de ensino-
aprendizagem que permite um estudo mais significativo e reflexivo. A lousa digital ou
guadro interativo é um recurso que pode ser usado nas salas de aula para
apresentar videos, fazer demonstragbes, acessar a internet e, principalmente,
escrever na tela (onde é utilizada uma caneta propria para esse fim). Desse modo,
h& uma interacdo maior entre o professor e o aluno, pois a aula deixa de ser a
tradicional e torna-se mais motivadora, despertando o pensamento do aluno e
incentivando a experimentacdo e generalizagdo, além de um ganho maior no
aproveitamento do tempo. Mudancas nem sempre séo faceis, na verdade sdo as
vezes assustadoras, mas sao necessarias. O corpo discente mudou e vai mudar
sempre, 0 papel do professor passa de detentor do conhecimento para articulador
do processo de ensino-aprendizagem. Visando articular novas tecnologias com o
conhecimento matematico, esse trabalho tem como objetivo apresentar sugestdes
de resolucdo de alguns problemas de Analise Combinatéria utilizando como recurso
tecnologico a Lousa Digital.

Palavras-chave: Resolucdo de Problemas. Analise Combinatdria. Lousa Digital.



ABSTRACT

COUTO, Monique Andrade da Concei¢cdo. Combinatorial Analysis Problem Solving
and the Digital Whiteboard Application. 2019. 128f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Faculdade de
Formacao de Professores, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, S&do Gongcalo,
20109.

Teaching Combinatorial Analysis is not an easy task! Although the discipline
works with several situations in the student’s daily life, not always these situations
are seen in the same way they should in order to get to the solution. Thinking about
these difficulties we present a work on Combinatorial Analysis Problem Solving and
the Digital Whiteboard as a facilitator of learning. The teaching of Mathematics
through Problem Solving reveals a process of teaching and learning that allows a
kind of study more meaningful and reflective study. The digital whiteboard or
interactive whiteboard is a teaching resource that can be used in classrooms to
present videos, do demonstrations, access internet and especially to write on the
screen (where a pen is used for this purpose). Thus, there is a greater interaction
between teacher and student since the classroom is no longer the traditional one and
it becomes more motivating. That encourages students to the experimentation and
generalization. Therefore they get greater gain on achievement of their time.
Changes are not always so easy, in fact they are sometimes scary, but necessary.
The student body changed and it will always change. The teachers role changes
from knowledge holder to articulator through the teaching learning process. Aiming to
articulate new technologies with mathematical knowledge this work has the purpose
to present suggestions for solving some combinatorial analysis problems using as
technological resource the Digital Whiteboard.

Keywords: Problem Solving. Combinatorial Analysis. Digital Whiteboard.
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INTRODUCAO

O processo do ensino da Andlise Combinatéria no Ensino Médio nos mostra,
como docentes, muitas dificuldades apresentadas pelos alunos. Essas dificuldades
vao desde a ma interpretacdo dos enunciados e, por consequéncia, 0os erros de
calculos, até a utilizacdo dos processos de forma automatica e 0 uso mecanizado
das formulas, sem que haja um estimulo ao raciocinio légico-matematico desses
alunos, gerando neles uma repulsa aos contedados da Analise Combinatoria.

Para amenizar tais dificuldades, os professores de Matematica buscam
alguns auxilios que possam contribuir para 0 ensino desse conteutdo em sala de
aula, de modo que ndo figuem presos apenas as aulas tradicionais e possam
ensinar de forma mais dindmica e com uma participacdo mais ativa do corpo
discente, facilitando o ensino-aprendizado. A lousa digital ou quadro interativo € uma
dessas opc¢bes que sdo capazes de transformar a sala de aula num ambiente mais
atrativo para o aluno, contudo € importante ressaltar que a utilizacdo desses
recursos deve ser bem estruturada e pensada para que o mesmo nao tenha um
efeito contrario, isto €, gerar mais trabalho ao professor sem beneficiar o processo
de ensino-aprendizagem.

E necessario que professores e alunos estejam preparados para as
mudancas tecnoldgicas existentes, e a escola deve acompanhar esse avanco,
fornecendo assim maiores recursos para que estes sejam utilizados nas aulas. E
claro que toda essa mudanca assusta e talvez a escola ndo tenha condicdes
financeiras de acompanhar, mas n&do podemos fechar os olhos para tal avanco.
Muitas escolas publicas e particulares ja contam com quadro interativo embora, em
sua maioria, sejam subutilizados.

Resolver problemas de Analise Combinatoria requer uma atencdo especial,
uma vez que esses problemas nem sempre sao tdo simples de interpretar. Trabalhar
com Resolucdo de Problemas em sala de aula traz incontaveis vantagens tanto para
0 aluno como para o professor. Para o aluno, uma vez envolvidos com a Resolucéo
de Problemas, o fato de errar ou acertar sdo partes da mesma situagdo. Descobrir
gue existem muitas maneiras para resolver um determinado problema faz com que
esse aluno se sinta mais criativo e participante do processo. Para o professor, o fato

da aula se tornar mais dindmica e atrativa mantém o aluno mais engajado na aula,
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até por se sentir desafiado. Vale ressaltar que cabe ao professor conduzir muito bem
as problematizacdes para que seja estimulado no aluno o raciocinio logico-
matematico.

O objetivo dessa dissertacdo é mostrar aos professores de Matemética que é
possivel utilizar a Lousa Digital como um recurso tecnolégico facilitador para o
ensino da Analise Combinatdria. A escolha do tema surgiu durante minhas aulas de
Matematica em turmas de 3° Ano do Ensino Médio do Colégio Estadual Walter
Orlandini, pois observei que muitos alunos nao se interessavam pelas atividades
propostas muitas vezes por falta de interesse, de atencao, de concentracao ou ainda
por falta de motivagdo em aprender e principalmente nos casos de exercicios que
nao estavam de acordo com sua realidade.

Estruturamos essa dissertacdo em seis capitulos. No primeiro apresentamos
0 pensamento de alguns pesquisadores que tratam a Resolucdo de Problemas
como estratégia e/ou metodologia de ensino, além de uma base tedrica do tema sob
as ideias de George Pdlya. Ainda neste capitulo citaremos um dos primeiros
problemas que o docente percebe ao aplicar um problema matematico que é a
dificuldade de interpretacdo do aluno, e isso, muitas vezes, deve-se ao fato da ideia
enganosa de que para estudar Matematica ndo é necessario ler. O que é um grande
equivoco, visto que uma boa interpretacdo do texto fara com que este aluno
compreenda o problema matematico com muito mais agilidade.

No segundo capitulo, apresentamos a parte do conteltdo de Analise
Combinatoria relativo ao 3° ano do Ensino Médio com definicdes e exemplificacdes.
No terceiro capitulo, analisamos quatro exercicios de Analise Combinatéria que
fizeram parte da minha primeira experiéncia de tentar utilizar a metodologia de
Resolugdo de Problemas. Em seguida, no mesmo capitulo, apresentamos a
resolucdo de alguns alunos das dez questdes que foram propostas em sala com o
objetivo de estimular a resolver seguindo a ideia de Pdlya e sem interferéncia do
professor.

No quarto capitulo, apresentamos a Lousa Digital como facilitadora para o
ensino e fizemos um breve resumo sobre a Lousa TeamBoard, que sera utilizada
nas aplicacdes dos exercicios dessa Dissertacdo. No quinto capitulo, estruturamos
as questdes aplicadas no quarto capitulo, de modo a torna-las mais proximas da
realidade do aluno e, de fato, permitir sua utilizagdo segundo a Resolugdo de
Problemas. ApOs essa modificacdo em cada questdo, apresentamos uma possivel
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resolugdo na Lousa TeamBoard, de modo que facilite a visualizagcdo e estimule a
generalizacdo. O objetivo neste capitulo € mostrar aos docentes que € possivel
ensinar Andlise Combinatéria levando em consideracdo a realidade do aluno e
utilizando uma ferramenta tecnoldgica para facilitar a compreensao e resolucdo da
guestao. Neste contexto é criada uma questdo baseada em um jogo popular entre
os adolescentes, contemplando essas ideias.

Na Concluséo, retomaremos as discussfes realizadas ao longo do trabalho
sobre as experiéncias feitas e atividades sugeridas sob a otica da Resolugédo de
Problemas e o uso da Lousa Digital, além de analisar os possiveis desdobramentos

das ideias propostas.
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1 A RESOLUCAO DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Vivemos em uma sociedade que exige cada vez mais dos cidaddos uma
visdo criativa e reflexiva sobre o mundo que nos cerca. Com o avanco das
tecnologias, percebemos que calculos rapidos ou repetitivos ndo sdo mais
suficientes e passaram a exigir habilidades complementares, pois a humanidade
evoluiu e essas atividades passaram a ser executadas pelas maquinas.

Mudancas curriculares apontam para uma aprendizagem mais prazerosa e
significativa e que privilegie a criatividade, 0 senso critico e que desperte o interesse
dos alunos. Um problema matematico € uma situacdo que requer a descoberta de
informacBes matematicas desconhecidas para a pessoa que tente resolvé-lo, e/ou

construa uma conjectura que generalize o processo. Segundo Goldstein e Levin,

...a resolugcdo de problemas faz parte das formas de pensamento.
Considerada a mais complexa das funcdes intelectuais, resolver problemas
€ um processo cognitivo de alto nivel que requer a modulagéo e o controle
de varias rotinas ou habilidades. (GOLDSTEIN E LEVIN, 1987).

1.1 O que se entende por Resolucao de Problemas

A Resolucdo de Problemas tem ocupado um lugar central nos curriculos da
Matematica escolar desde povos antigos, como egipcios, chineses, babil6nios e
gregos, até os dias de hoje. Porém, ao longo da histéria, as abordagens foram
modificando e se aprimorando.

Nas propostas mais atuais, conceitos e ideias matematicas tendem a ser
abordados a partir de situagcdes em que os alunos necessitam desenvolver algum
tipo de estratégia para resolvé-las. Neste panorama, a Resolucdo de Problemas
surge como uma orientacao para a aprendizagem, pois propicia um contexto em que
se pode compreender conceitos e desenvolver procedimentos matematicos.

Apesar do termo “Resolucao de Problemas” ser bastante utilizado nos textos
e nos livros, o significado do termo nem sempre foi bem compreendido como

afirmam Schroeder e Lester (1989). Dessa forma, pretendemos apresentar algumas
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diferentes concepcbes sobre resolugdo de problemas na visdao de alguns
educadores.

Ao falarmos de problemas matematicos temos que deixar sua definicdo bem
clara, para isso buscamos algumas definicbes em dicionarios e também de autores
estudiosos no assunto. O termo “problema” aparece com varios significados em
dicionérios, que vao de dificuldades e obstaculos até algo relacionado a Matematica.

Segundo Newell & Simon apud Ramos et all (2001), “um problema é uma
situacdo na qual um individuo deseja fazer algo, porém desconhece o caminho das
acOes necessérias para concretizar a sua acao” ou ainda segundo Chi, Glaser e Farr
(2014) “um problema é uma situacdo na qual o individuo atua com o propdsito de
alcancar uma meta utilizando para tal alguma estratégia particular”.

Segundo Pais (1999), “problema é o elemento propulsor do saber
matematico”, isto €, problema é a peca fundamental para a construcdo do
conhecimento matematico.

Para Pozo (1998), problema é uma situacdo que necessita ser resolvida, mas
gue nao se tem o caminho direto para a solugéo.

Para resolver um problema matematico € necessario o desenvolvimento de
uma estratégia ou um meio para atingir o objetivo. Resnik apud Silveira (2001)
apontou varias caracteristicas, classificando os problemas que procuramos resumir

no quadro a seguir.

Sem algoritmizacdo: o caminho da resolugdo é desconhecido, a0 menos
em boa parte.

Complexos: precisam de varios pontos de vista.

Exigentes: a solucdo so6 é atingida apos intenso trabalho mental; embora o
caminho possa ser curto, ele tende a ser dificil.

Necessitam de lucidez e paciéncia: um problema comegca com uma
aparente desordem de ideias e € preciso adotar padrées que permitirdo
construir o caminho até a solucéo.

Nebulosos: nem sempre todas as informacdes necessarias estdo
aparentes; por outro lado, podem existir conflitos entre as condi¢cdes
estabelecidas pelo problema.

N&o ha resposta Unica: normalmente ocorre de existirem varias maneiras
de resolver um dado problema, no entanto, pode acontecer de nao existir
uma melhor solucdo ou até de ndo haver solucdo — ou seja, resolver um
problema ndo é o mesmo que achar a resposta.
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Muitas vezes o professor trata problemas e exercicios como se fossem
atividades equivalentes. Para estudiosos da Didatica da Matematica, existe um
problema quando ha um obstaculo a ser enfrentado pelo aluno e neste processo o
professor tem que desempenhar um papel muito importante, o de desafiador dos
alunos. Em um exercicio, em geral, o aluno possivelmente procedera a partir de um
modelo, utilizando férmulas ou algum processo operatério anteriormente ensinado a
ele, isto €, um esquema padronizado, muitas vezes memorizado.

Para Pozo,

As tarefas em que precisa aplicar uma férmula logo depois desta ter sido
explicada em aula, ou ap6s uma licdo na qual ela aparece
explicitamente...servem para consolidar e automatizar certas técnicas,
habilidades e procedimentos necessarios para posterior solugcdo de
problemas. (POZO, 1998 apud SOARES e PINTO, 2001)

Para Soares e Bertoni (2001), tanto os exercicios quanto os problemas tém
seu valor, cabe ao professor fazer uma dosagem dos mesmos durante todo o
periodo letivo. Segundo Lester (1982) apud Dante (2010, p.12) “problema é uma
situacdo que um individuo ou grupo quer ou precisa resolver e para a qual nao
dispde de um caminho rapido e direto que o leve a solugéo”.

Exemplo de exercicio:

Resolva a expressdo: 12*[4+5-6x(3+2)]}

Este exemplo foi caracterizado como exercicio pois, segundo Dante (2003), o
aluno 1é o exercicio e tira dele as informacfes necesséarias para praticar as
habilidades algoritmicas. Existem também problemas que na verdade sao
caracterizados como exercicio de aplicacdo, pois sdo apresentados logo apés a
apresentacdo de um conceito.

Outro exemplo de exercicio:

Paguei R$ 74,00 por uma bolsa e uma sandalia. A bolsa foi R$ 23,00
mais barata do que a sandalia. Qual o preco da sandalia?
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Exemplo de problema:

A histéria conservou poucos dados sobre Diofanto. Tudo o que se
conhece a seu respeito encontra-se no seguinte epigrama que figura no
seu timulo e estd escrito sob a forma de um enigma matematico:
Caminhante! Aqui estdo sepultados os restos de Diofanto. E os nimeros
podem mostrar (milagre!) quéo longa foi a sua vida, cuja sexta parte foi a
sua bela infancia. Tinha decorrido mais uma duodécima parte de sua
vida, quando seu rosto se cobriu de pelos. E a sétima parte de sua
existéncia decorreu com um casamento estéril. Passou mais um
quinquénio e ficou feliz com o nascimento de seu querido primogénito,
cuja bela existéncia durou apenas metade da de seu pai, que com muita
pena de todos desceu a sepultura quatro anos depois do enterro de seu
filho. Quantos anos tinha Diofanto quando morreu?

7

Segundo Dante (2003), este enunciado é classificado como um problema,
pois “nao se tem um algoritmo que traga a solucdo imediata”.

Escolher problemas estimulantes e adequados ndao € uma tarefa facil para o
professor. Para Dante um bom problema deve:

. Ser desafiador para o aluno: geralmente o0s problemas propostos sao
padronizados e ndo tem o espirito de desafio.
Por exemplo:

Uma arvore tem galhos e passarinhos. Se pousar um passarinho em cada
galho, fica um passarinho sem galho. Se pousarem dois passarinhos em
cada galho, fica um galho sem passarinho. Quantos galhos e quantos
passarinhos ha?

. Ser real: problemas do cotidiano deixardo os alunos mais motivados do que
os problemas artificiais. No exemplo a seguir, o aluno pode imaginar-se na situacao

descrita.

Na classe de Jodo ha 30 alunos. Como choveu, faltaram 3 dos seus
colegas. Sua professora pediu para que os alunos formassem equipes de 3
para resolverem problemas. Quantos problemas a professora precisa ter

para que cada equipe resolva apenas um?




17

. Ser interessante: problemas que sejam adequados para a idade do aluno.
Um aluno do 6° ano ndo ird se motivar ao se deparar com um problema sobre
situacbes econdmicas, pois o tema, em geral, ndo interessa a criancas dessa faixa
etaria. No entanto, um problema adequado para criangas poderia ser relacionado a
sua idade por exemplo. O problema a seguir € comumente utilizado por professores
do Ensino Fundamental no fim do primeiro segmento e no inicio do segundo

segmento.

Luiz Eduardo comprou varias galinhas campeds em poér ovos. Ao testar a
eficiéncia das galinhas, ele observou que de minuto em minuto o nimero de
ovos na cesta duplicava. As duas horas a cesta estava cheia. A que horas a
cesta estava pela metade?

. Ser o elemento de um problema realmente desconhecido: que o aluno sinta-
se participante da descoberta de algo desconhecido descrito no enunciado, como se
ele ajudasse a desvendar um mistério. No exemplo a seguir, o aluno é envolvido no

mistério ao ler o dialogo.

Ao encontrar uma velha amiga (A), durante uma viagem de trem, um

matematico (M) tem a seguinte conversa:

(M) — Como vao os trés filhos da senhora?

(A) - Vao bem, obrigada!

(M) - Qual a idade deles mesmo?

(A) - Vou lhe dar uma dica. O produto das idades deles é 36.

(M) - S6 com essa dica € impossivel!

(A) - A soma das idades deles é igual ao niumero de janelas desse vagao.
(M) — Ainda néao sel!

(A) — O mais velho toca violino!

(M) — Agora eu sei !l!

. N&o consistir na aplicacdo evidente e direta de uma ou mais operacoes

aritméticas, que o problema pressuponha alguma estratégia. Por exemplo,
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Complete a sequéncia: S, T,Q, _, ,

. Ter um nivel adequado de dificuldade: se os problemas forem muito além do
nivel de compreensédo do aluno, podem levar ao deséanimo ou a frustracao.

Um dos primeiros matematicos a escrever sobre o que € resolver um
problema foi George Pdlya (1995) em seu livro “A arte de resolver problemas: um
novo aspecto do método Matematico”.

Segundo este autor:

Resolver um problema é encontrar os meios desconhecidos para um fim
nitidamente imaginado. Se o fim por si s6 ndo sugere 0s meios, se por isso
temos de procuréa-los refletindo conscientemente sobre como alcancgar o fim,
temos um problema. Resolver um problema é encontrar um caminho onde
nenhum outro é conhecido de antemé&o, encontrar um caminho a partir de
uma dificuldade, encontrar um caminho que contorne um obstaculo, para
alcancar o fim desejado, mas ndo alcancavel diretamente, por meio de
obstaculos (POLYA apud KRULIK e REYS,1997).

Ainda segundo Pdlya,

Resolver problema é da propria natureza humana. Podemos caracterizar o
homem como “animal que resolve problemas”; seus dias sdo preenchidos
com aspiracdes ndo imediatamente alcancaveis. A maior parte de nosso
pensamento consciente é sobre problemas; quando ndo nos entregamos a
—simples contemplacéo, ou devaneios, nossos pensamentos estédo voltados
para algum fim. (POLYA apud KRULIK e REYS,1997).

Quando um problema for proposto ao aluno, o professor devera estar ciente
de que ele sera capaz de reconhecer cada expressao verbal utilizada, para que
possa transcrevé-lo, destacando as hipéteses, os dados, e 0 que se pretende
descobrir. Para que a aula esteja dentro das orientagbes da Resolucdo de
Problemas, Buriasco (1997) sugere as etapas a seqguir:
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1- Os problemas a serem resolvidos serdo apresentados pelo professor e,
com o auxilio do aluno, decidirdo qual problema resolver.

2- Através de conhecimentos prévios, os alunos tentardo resolver o
problema.

3- Caso o professor perceba que falta no aluno alguns conteddos que serao
de grande importancia para o desenvolvimento da questdo, cabe a este
professor atuar junto a turma e apresentar esses conteudos.

4- Concluida a etapa de resolucdo, ou seja, quando o problema estiver
resolvido, o professor devera estimular junto a classe uma discussao

pY

referente a solugcdo e os conteudos utilizados. Neste momento, sera

Pélya (1978), o papel do professor na resolucéo de problemas € de auxiliador
dos alunos, o que, ainda segundo o autor, ndo é nada facil, pois requer do professor
tempo, préatica e dedicacao.

Em sua obra “A arte de resolver problemas”, Polya sugere uma aproximacao
a resolucdo de problemas em quatro etapas fundamentais e inUmeras estratégias
gue podem ser utilizadas quando apropriado. O quadro a seguir, mostra a descricdo

destas etapas.



1. Entender o Problema

* Ler cuidadosamente o problema, se necessario, varias vezes.

» Compreender o significado de cada termo utilizado.

* Reescrever o problema.

* Identificar, claramente, as informagdes de que necessita para resolvé-lo.
2. Estabelecer um Plano

» Encontrar a conexao entre os dados e a incognita com o objetivo de definir

uma estratégia / plano de resolugéo.

» Considerar eventuais problemas auxiliares ou particulares.
3. Executar o Plano

» Compreender e executar a estratégia definida.

* Verificar a correcéo de “cada passo”.

4. Refletir sobre a Resolucao

* Refletir sobre a resolucdo do problema, “revendo-a e discutindo-a”.

* Procurar utilizar o resultado, ou o método, em outros problemas.

20

Para Carraher (1995), “o professor deve ver seus alunos como sujeitos ativos,

gue organizam sua aprendizagem de modo racional, permitindo assim, aos alunos

gerar suas respostas que nao foram necessariamente ensinadas pelo professor”.

Além disso, o professor deve estimular o aluno na constru¢do do seu saber,

levando-o a uma andlise dos resultados que aparecerdao durante o processo, mesmo

gue eventuais erros possam ocorrer.

Nas concepc¢des de Krulik (1980), “um problema € uma situacdo quantitativa

ou ndo, que pede uma solucédo para a qual os individuos implicados ndo conhecem

meios ou caminhos evidentes para obté-la”. Para Itacarambi (2011), “problema é

uma situacdo que apresenta dificuldades para as quais ndo ha uma solucdo

evidente”.
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Muitos autores acreditavam que a Resolucdo de Problemas ajudava de certo
modo a resolver ndo s6 os problemas matematicos, mas todos 0s outros, visto que
para resolver um problema € necesséaria muita concentracdo e desejo de obter a
solucdo. A seguir apresentamos algumas citagdes de autores que compactuam com
estas ideias. Tais citacdes foram extraidas de (DANTE, 2011).

“A real justificativa para ensinar Matematica é que ela € util e, em particular, auxilia
na solugao de problemas”. (EDWARD BEGLE)

“A razao principal de se estudar Matematica é para aprender como se resolvem
problemas”. (LESTER JR.)

“A resolucéo de problemas foi e é a coluna vertebral da instrucdo Matemética desde
o Papiro de ‘Rhind”. (GEORGE POLYA)

“Aprender a resolver problemas mateméaticos deve ser o maior objetivo da instrucao
Matematica. Certamente outros objetivos da Matematica devem ser procurados,
mesmo para atingir o objetivo da competéncia em resolucdo de problemas.
Desenvolver conceitos matematicos, principios e algoritmos através de um
conhecimento significativo e habilidoso é importante. Mas o significado principal de
aprender tais conteddos matematicos é ser capaz de usa-los na constru¢do das
solucdes das situagbes-problema”. (LARRY L. HARTFIELD)

“A resolucdo de problemas € a prépria razado do ensino da Mateméatica”. (STEPHEN
KRULIK)

1.2 A Resolucao de Problemas como Metodologia de Ensino

Em 1980, a partir da publicacdo do NCTM — National Council of Teachers of
Mathematics, intitulado “Agenda para a Ac¢ao”, a Resolucdo de Problemas foi
apontada como o principal foco do ensino da Matematica. Porém, muitas propostas
sobre a forma como os professores devem utilizar a Resolugéo de Problemas como
atividade em sala de aula ocorreram ao longo da historia. Stanic e Kilpatrick (1988)
registraram a historia da Resolucdo de Problemas desde a antiguidade até o final do
século XX. Eles analisaram a influéncia dos trabalhos de Pdlya (1945, 1981) e
Dewey (1933).
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Onuchic em sua palestra de encerramento de | Seminario em Resolugdo de
Problemas (ISERP), ocorrida em 2008 na UNESP, destaca:

A Resolucdo de Problemas como uma metodologia de ensino em sala de
aula, e designada por nés, “Metodologia de Ensino — Aprendizagem -
Avaliagdo de Matemética através da Resolugdo de Problemas”, é um
conceito relativamente novo em Educagdo Matemédtica, apesar de a
resolugdo de problemas ter uma longa histéria na Matematica escolar.
(ONUCHIC, 2008).

No século XIX, a sociedade estava baseada em atividades agricolas e de
pecudria, poucos precisavam saber Matematica para aplica-la em suas atividades.
Para os educadores da época, a Resolucao de Problemas deveria apenas suceder a
aplicacdo dos conteudos aprendidos. O professor tinha como objetivo ensinar o
conteudo e o aluno, por sua vez, mecanizava um procedimento e em seguida
praticava na aplicacdo. Para Ray (1956), autor de livro texto da época, “o aluno s6
teria que aplicar aquilo que havia aprendido e nada mais”, e essa visao, em muitas
escolas, prevalece até os dias de hoje.

No inicio do século XX, com o crescimento da sociedade industrial, mais
pessoas precisavam saber Matematica, porém, o seu ensino ainda era caracterizado
por um trabalho apoiado na repeticdo, onde o0 recurso a memorizagdo de fatos
bésicos era considerado fundamental.

Em meados do século XX, novas mudancas sociais e culturais levaram a
sociedade a era da informagcdo e do conhecimento. Para manter seu
desenvolvimento, toda sociedade passou a ter necessidade de compreender mais
conceitos matematicos. Estas transformacfes exigiram necessariamente mudancas
no ensino de Matematica que antes era excessivamente mecanizado com a
valorizagdo da memorizagao. Assim, as escolas passaram a exigir mais dos alunos a
analise e compreensao de conceitos.

Para que um individuo tenha condicdes de estar inserido profissionalmente na
sociedade atual, o ensino precisou ser reavaliado. Neste panorama, passou-se,
entdo, a se pensar na Resolucdo de Problemas como Metodologia de Ensino.

Etimologicamente, a palavra metodologia significa o estudo dos métodos ou
caminhos a percorrer para chegar a algum objetivo ou finalidade. A palavra é de
origem grega e advém de methodos, que significa META (objetivo, finalidade), hodos

(caminho, intermediacéo), isto é, caminho para se atingir um obijetivo, e logia, que
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guer dizer conhecimento, estudo. Ao longo dos anos, esta palavra apresentou varias
concepcdes. Numa visdo humanista escolanovista da educacgédo, metodologia de
ensino é entendida como uma estratégia que visa garantir um aprimoramento
individual e social totalmente centrado no individuo. Essa linha de pensamento
considera o aluno como um individuo em constante processo de descoberta.

Entre os anos 1960 e 1990, devido a interpretacdes limitadas do trabalho de
Pélya, algumas propostas curriculares indicavam que fosse transmitida aos alunos
uma visdo da Resolugcdo de Problemas como um procedimento seguindo passos
rigidos e determinados. Algumas propostas curriculares incluiam a Resolucdo de
Problemas como um capitulo ou como uma atividade a parte, e que, segundo Pdlya
(1978), deveria ser dividido em quatro processos: compreensdo do problema,
desenvolvimento de um plano, execucdo do plano e, por ultimo, verificacdo da
solucao encontrada.

Desta forma, alguns autores consideravam a Resolucdo de Problemas como
um processo de utilizagdo de procedimentos algoritmicos obtidos por rotina ou por
exaustivas repeticoes.

Dewey (1933) foi um grande incentivador do uso da Resolucdo de Problemas
no ensino. Para ele o aluno deveria encarar os problemas e resolvé-los, ndo se
preocupando com regras e procedimentos. Conteddos ensinados sem ligagdo com
suas experiéncias eram considerados “indteis; como entulho, criando barreiras e
obstruindo a possibilidade de pensar sobre os problemas enfrentados”. Ele
acreditava que os professores deveriam optar por envolver seus alunos na resolugéo
de poucos problemas, porém bem escolhidos, ao invés de carregar o curriculo com
tantos conceitos e procedimentos.

As primeiras investigacdes sobre o desenvolvimento da capacidade de
resolver problemas e suas implicagbes curriculares sdo ainda recentes. Estas
analises por parte dos educadores ocorreram no inicio da década de setenta.

Em 1976, a Resolugdo de Problemas foi um dos temas destacados do
importante evento de Educacdo Matematica: 3rd International Congress on
Mathematical Education, ICME 3, ocorrido em Karlsruhe, Alemanha.

No inicio dos anos oitenta, o NCTM (National Council of Teachers of
Mathematics), apresentou diretrizes e estratégias para o ensino de Matematica que
deveriam ser considerados nessa década, publicando “Uma Agenda para a Agado”
gue recomenda a Resolucdo de Problemas como foco da Matematica para os anos
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80. A UNESCO, no inicio da década de 90, corrobora com este pensamento ao
declarar que a Resolucdo de Problemas tem um papel tdo importante quanto a
leitura, a escrita e o célculo.

Durante a década de 80, muitos recursos foram desenvolvidos, visando o
trabalho em sala de aula, na forma de cole¢bes de problemas, listas de estratégias,
sugestdes de atividades e orientacbes para avaliar o desempenho dos alunos. Muito
desse material passou a ajudar os professores a tratar a Resolugédo de Problemas
como ponto central de seu trabalho.

Em 1989, Schroeder e Lester divulgaram em suas pesquisas, trés formas
diferentes de se abordar Resolucdo de Problemas mateméaticos, que ajudaram
outros estudiosos a refletir sobre diferentes visbes dessa estratégia de ensino:
teorizar sobre resolucédo de problemas; ensinar Matematica para resolver problemas;
e ensinar Matemética através da Resolucdo de Problemas.

Teorizar sobre Resolucdo de Problema normalmente é considera-la como um
novo conteddo. O professor que ensina sobre Resolucdo de Problemas procura
ressaltar alguma variacdo do modelo de Pdlya. O professor que ensina Mateméatica
para resolver problemas, usa a Matematica que faz parte do curriculo na Resolucao
de Problemas, isto €, uma atividade que devera ser realizada apés o ensino de
algum conceito novo, considerando que antes de utilizar a resolucao de problemas &
necessario ensinar Matematica para posteriormente aplica-la.

Segundo Onuchic,

O professor que ensina sobre Resolucdo de Problemas procura ressaltar o
modelo de Polya ou alguma variacdo dele. Ao ensinar Matematica para
resolver problemas, o professor se concentra na maneira como a
Matemética é ensinada e o que dela pode ser aplicada na resolugcao de
problemas rotineiros e néo rotineiros. (ISERP, 2008)

No inicio da década de 90, pesquisadores em Educacdo Mateméatica
passaram a questionar os efeitos das estratégias de ensino e comeg¢am a discutir as
perspectivas didatico-pedagodgicas da Resolu¢do de Problemas. Ela passou a ser
pensada e recomendada como uma metodologia de ensino, isto €, um meio de se
ensinar Matematica. Essa forma de ensinar, considerado por muitos como “Pés
Pdlya”, ndo aboliu as heuristicas nem a exigéncia sobre os alunos, porém, mudou o

papel central do professor e 0 aluno passou a ser o protagonista de sua propria
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aprendizagem. Além disso, nesta concepc¢do, 0 importante para se aprender
Matematica é a capacidade de relaciona-la em contextos variados.

Apoiados nas ideias divulgadas nos standards do NCTM da década de 90,
foram criados no Brasil, os PCN — Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL;
1997, 1998, 1999), cujas diretrizes apontavam para a importancia do
desenvolvimento da capacidade de resolver problemas como ponto inicial das
atividades mateméaticas na sala de aula.

No Brasil, no inicio do Século XX, o ensino de Matematica foi pautado em
processos de repeticdo, algoritmos decorados sem a compreensao dos porqués da
execugcdo de cada passo, e nem mesmo dos objetivos da execucdo desses
processos. Até meados do século XX, a Resolucdo de Problemas ndo era vista
como uma metodologia de ensino e, para entender que hoje é possivel ensinar
Matematica através da resolucéo de problemas, um enorme caminho foi percorrido.

Em 2017 é homologada a Base Nacional Comum Curricular, a BNCC, que
vem corroborar as ideias dos PCN. Segundo este documento normativo,

No caso da resolucéo e formulacédo de problemas, é importante contemplar
contextos diversos (relativos tanto a propria Matematica, incluindo os
oriundos do desenvolvimento tecnoldgico, como as outras areas do
conhecimento). Nao é demais destacar que, também no Ensino Médio, os
estudantes devem desenvolver e mobilizar habilidades que servirdo para
resolver problemas ao longo de sua vida — por isso, as situacdes propostas
devem ter significado real para eles. Nesse sentido, os problemas
cotidianos tém papel fundamental na escola para o aprendizado e a
aplicacdo de conceitos matematicos, considerando que o cotidiano ndo se
refere apenas as atividades do dia a dia dos estudantes, mas também as
questbes da comunidade mais ampla e do mundo do trabalho. (BRASIL,
2017)

Neste mesmo documento podemos destacar ainda,

Os processos matematicos de resolucao de problemas, de investigacao, de
desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como
formas privilegiadas da atividade matematica, motivo pelo qual sdo, ao
mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o
Ensino Fundamental. Esses processos de aprendizagem séo
potencialmente ricos para o0 desenvolvimento de competéncias
fundamentais para o letramento matematico (raciocinio, representacgéao,
comunicacdo e argumentacdo) e para o desenvolvimento do pensamento
computacional. (BRASIL, 2017)
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Alguns educadores brasileiros se destacaram em pesquisas sobre a
Resolucdo de Problemas como Metodologia de Ensino, como exemplo podemos
citar: Allevato (2005); Huaman (2006), Onuchic( 2008), entre outros.

Para Onuchic,

A caracterizacdo da Educacdo Matematica, em termos de Resolucdo de
Problemas, reflete uma tendéncia de reacdo a caracterizagfes passadas,
gue a configuravam como um conjunto de fatos, como o dominio de
procedimentos algoritmicos ou como um conhecimento a ser obtido por
rotina ou por exercicio mental. (ONUCHIC, 2008)

Em uma de suas pesquisas Onuchic e Allevato criticam as duas formas
existentes de ensinar Matematica: por meio de repeticdo (a que o professor
transmitia o contetddo e o aluno memorizava, repetindo apenas as técnicas por meio
dos exercicios); e a outra em que alunos deveriam aprender Matematica com
compreensdo. Esta forma de ensino de Matemética baseava-se no treino de
técnicas e habilidades para a resolucdo de problemas formais ou para aprender um
novo conteudo. Sobre elas escreveram: “Essas duas formas de ensino nao lograram
sucesso quanto a aprendizagem dos alunos. Na verdade, alguns alunos aprendiam,
mas a maioria ndo”. (ONUCHIC e ALLEVATO, 2005, p. 214).

O Ensino — Aprendizagem - Avaliacdo de Matematica Através da Resolucéo
de Problemas difere das metodologias em que regras de “como fazer’ sao
privilegiadas, pois ‘“reflete uma tendéncia de reacdo a caracterizacdes passadas
como um conjunto de fatos, dominio de procedimentos algoritmicos ou um
conhecimento a ser obtido por rotina ou por exercicio mental”. (ONUCHIC, 1999,
p.203).

Para Huaman (2006), ensinar Matematica através da Resolucdo de

7

Problemas € uma metodologia alternativa, geradora de novos conceitos € novos
conteudos mateméticos, cujo foco principal é a construgdo do conhecimento
matematico do aluno. Mas, como ensinar Matematica através da resolugdo de
problemas?

Para uma grande parte dos educadores mateméaticos, a resolucdo de
problemas permite que o0s alunos usem seu préprio conhecimento e assim
administrem informagfes a sua volta. Desta forma, eles terdo a oportunidade de
aumentar seus conhecimentos, desenvolver habilidades de raciocinio l6gico, encarar

novas situagdes e compreender novas aplicacdes da Matematica. Muitas vezes, 0s
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problemas apresentados pelos professores ndo sdo de fato problemas, pois nao
consiste num desafio real nem na necessidade de uma validacdo no processo de
solu¢do. Um individuo estd diante de uma situacéo-problema, de forma didatica,
quando é estimulado a tracar estratégias para resolvé-lo, mesmo que ndo alcance o
sucesso a partir de procedimentos que supostamente o levaria a obter o éxito.

A Resolucéo de Problemas é vista como um fator determinante para o ensino
da Matematica, pois € a partir dessas atividades que é dada aos alunos a
oportunidade de vivenciar situacées que os levam a adquirir novos saberes
matematicos. De acordo com Carvalho (1991), para que essas habilidades se
desenvolvam no aluno é necessario que o professor esteja preparado para aceitar
as diferentes técnicas dos alunos, pois nem sempre o procedimento que o professor

julgar melhor sera o caminho que o aluno ird tomar.

A ciéncia estad em constante movimento. Ndo se deve levar o aluno a
pensar que s6 ha uma forma de resolver um problema, até porque essa
forma amanhd@ podera estar superada. A dulvida, a pesquisa e a
experimentacdo devem ser estimuladas em sala de aula para que nossos
alunos compreendam que o0s conhecimentos matematicos foram
construidos por pessoas comuns e para que se sintam capazes de
produzir novos conhecimentos (ROCHA, 2001, p.21)

Deste modo, percebemos que a Resolucdo de Problemas promove o
raciocinio e enriquece as estruturas do pensamento e, além disso, proporciona a
contextualizacdo do ensino. Esta ultima observacdo pode ser fundamentada pelas
pesquisas de Soares e Pinto, que ressaltam que:

[...] o envolvimento e o interesse dos alunos na aprendizagem se da no fato
de haver uma relagdo entre as experiéncias do dia-a-dia com os contetdos
trabalhados através da resolucéo de problemas. (SOARES E PINTO, 2001)

Vale ressaltar que, de acordo com os PCN, a aprendizagem tem melhor
resultado quando os conteudos séo trabalhados com as necessidades cotidianas da
crianga. Contudo, concordamos com Rocha quando diz que:

[...] ndo se deve ensinar apenas aqueles conhecimentos necessarios ao
cotidiano dos alunos, porque isso seria negar-lhes o acesso a outros
conhecimentos, resumir suas possibilidades (ROCHA, 2001 p.25).

Outro importante motivo para ensinar Mateméatica através da resolucdo de

problemas se deve ao fato de que ela assegura, segundo Dante (2003), uma boa
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alfabetizacdo Matematica, ajudando a desenvolver nos alunos, a partir de um
determinado contexto, habilidades para a compreensdo de outros conteddos. Mas
para que isso ocorra é necessario que o professor selecione e aplique problemas
gue estimulem o raciocinio e desenvolvam a criatividade do aluno. Cabe também ao
educador estar atento a sua fungao de orientador, dar oportunidades para os alunos
de pensar e agir com autonomia, favorecendo ao discente um ambiente para se
repensar sobre suas proprias acdes. Se “o aluno for deixado sozinho, sem ajuda ou
com auxilio insuficiente, é possivel que ndo experimente qualquer progresso”.
(POLYA,1978, p.1).

1.3 Papel da Leitura e da Escrita no processo de Resolucéo de Problemas

Um grande desafio em atividades envolvendo problemas matematicos é a
dificuldade na leitura a fim de identificar o que estad sendo questionado ou quais 0s
dados necessérios para a resolugdo. Em geral, os alunos ndo conseguem relacionar
0 que estd escrito com 0s conceitos matematicos necessarios para solucionar a
proposta. Uma das causas dessa dificuldade na interpretacédo € a falsa ideia de que
para estudar Matematica ndo € preciso ler. Acreditamos, porém, que estes
obstaculos ndo serdo ultrapassados enquanto nossos estudantes ndo atingirem
alguma proficiéncia em leitura.

Percebemos, assim, a grande importancia da leitura e da escrita para esse
processo de ensino. Elas sdo consideradas como ferramentas essenciais na
compreensao de situacdes-problema.

Nos deparamos sempre com alunos com dificuldades em interpretar o
problema que lhe esta sendo proposto. Perguntas do tipo: “Professora esse é de
mais ou de menos? Devo dividir ou multiplicar? Onde uso estes dados?”, evidenciam
ainda mais essa falta de leitura e interpretacéo.

Baseado em trabalho com criangas, Smole e Dinniz afirmam:

A dificuldade que os alunos encontram em ler e compreender textos de
problemas estd, entre outros fatores, ligada a auséncia de um trabalho
especifico com o texto do problema. O estilo no qual os problemas de
Mateméatica geralmente sdo escritos, a falta de compreensdo de um
conceito envolvido no problema, o uso de termos especificos da
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Matemética que, portanto, ndo fazem parte do cotidiano do aluno e até
mesmo palavras que tém significados diferentes na Matematica e fora
dela - total, diferenc¢a, impar, média, volume, produto — podem constituir-
se em obstaculos para que ocorra a compreensao. (SMOLE e DINNIZ,
2001, p. 72)

As dificuldades na leitura e no entendimento do vocabulario aparecem em
textos de Matematica em geral, por consequéncia, 0os alunos apresentam enormes
duvidas e, em muitos casos, um pavor pela disciplina, embora esse ndo seja o Unico
problema que gera o desinteresse no aluno. Carrasco apresenta alguns problemas
de leitura e de escrita, como responsaveis por dificuldades com tarefas de
Matematica e questiona as soluc¢des que se tem nesse sentido:

A dificuldade de ler e escrever em linguagem Matematica, onde aparece
uma abundancia de simbolos, impede muitas pessoas de compreenderem o
conteudo do que estd escrito, de dizerem o que sabem de Matemética e,
pior ainda, de fazerem Matematica. Nesse sentido, duas solu¢cdes podem
ser apresentadas. A primeira consiste em explicar e escrever, em linguagem
usual, os resultados matematicos (...). Uma segunda solucdo seria a de
ajudar as pessoas a dominarem as ferramentas da leitura, ou seja, a
compreenderem o0 significado dos simbolos, sinais e notagdes.
(CARRASCO, 2000, p. 144)

Desse modo, conclui-se que ler ndo pode ser um ato mecanico e sim um meio
de compreender e interpretar o que esta sendo exposto pela linguagem. Para Lester
(1983), entre a forma e a linguagem dos enunciados e a tradu¢cdo matematica dos
problemas, os processos mentais implicitos e explicitos utilizados pelos sujeitos
durante o processo de resolugcdo abrangem o maior nimero possivel de fatores que
podem influenciar o método de resolugéo de problemas.

No didlogo entre 0 estudante e o texto, o professor tem um papel importante
para criar condi¢cOes de reflexao e interpretacdo. Para facilitar a compreensao de um
problema matematico, o professor pode conduzir os alunos a reescreverem o texto
numa linguagem mais simples, escrevendo com as préprias palavras o que se sabe
e 0s possiveis caminhos para a solugdo; identificarem as operagdes, oferecendo
pistas para antecipar a interpretacdo e identificar qual o tipo de procedimento
matematico ira utilizar; efetuarem as operacfes; fazerem uma nova leitura para
analisar se o resultado encontrado de fato soluciona o problema.

Alguns fatores podem facilitar ou dificultar a atividade de resolucao de
problemas, tais como: a interpretacdo incorreta do enunciado; a falta de

entendimento da linguagem ou do contexto do enunciado; a falta de conexéo entre
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as variaveis mateméaticas com a situacdo do enunciado; dificuldade de representar o
raciocinio matematico por meio de simbolos e, ainda, quando a tarefa proposta é
inadequada.

Para Echeverria (1998) diferentemente da linguagem cotidiana formada de
ambiguidades linguisticas e semanticas, a linguagem Matematica é bastante precisa
e, muitas vezes, diferenciada do conhecimento dos sujeitos. O procedimento que
sera tomado pelo aluno para resolver um problema depende do que ele entendeu,
tornando a solucdo, muitas vezes, impossivel ou sem logica. Ler textos matematicos
envolve usar o ponto de vista matematico para compreender textos de diversos
géneros.

Percebe-se que a dificuldade com a leitura nas aulas de Matematica é muito
visivel, pois é necesséario que o aluno leia em linguagem materna e também na
linguagem matematica. A Matematica pode ser até vista como uma linguagem
estrangeira, pois para Pimm (1999), sempre que um texto matemético é lido ele
podera ser traduzido para a linguagem materna. Contudo essa traducdo vem se
tornando um obstaculo maior nas aulas de Matematica.

Neste sentido, vale ressaltar que é fundamental que o aluno, ao longo da vida
escolar, tenha contato com problemas com excesso de dados, para que faca
escolhas de que informacbes ira precisar; ou com falta de dados, tornando o
problema impossivel de ser resolvido. Estas situacBes representam melhor a
realidade porque os problemas n&o sdo necessariamente postos com 0s exatos
dados que serdo necessarios para resolvé-los, de um modo geral, e faz com que o
aluno ndo busque simplesmente fazer alguma conta com os ndameros fornecidos no

enunciado.
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2 ANALISE COMBINATORIA

Este capitulo trata de uma introdugcdo a Andlise Combinatdria, apresentando
uma breve descricdo do seu surgimento, assim como a definicAo de alguns
conceitos basicos que sdo necessarios para o entendimento das questdes que seréo
apresentadas neste trabalho.

No Brasil, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) ressalta, dentre outras
coisas, a relevancia do pensamento combinatorio na formagéo dos alunos do Ensino
Médio e o cuidado que os docentes devem tomar ao desenvolver no aluno esse

raciocinio. Segundo o PCN:

As habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicdes com base numa amostra de
populagdo, aplicar as idéias de probabilidade e combinatéria a fenémenos
naturais e do cotidiano sédo aplicacdes da Matematica em questdes do
mundo real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos
sdo, sem duvida, instrumentos tanto das ciéncias da Natureza quanto das
Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera importante uma cuidadosa
abordagem dos contelidos de contagem, estatistica e probabilidades no
Ensino Médio... (BRASIL, 1998, p.257).

Atualmente, um novo documento de que indica as competéncias, as
habilidades e aprendizagens fundamentais que todos o0s estudantes devem
desenvolver ao longo da escolaridade béasica — Educacdo Infantil, Ensino
Fundamental e Ensino Médio- foi aprovado nos anos de 2017 e 2018. Chamado
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) que tem como objetivo garantir que todos
os alunos, de rede publica ou privada, de todo o pais, tenham o direito de aprender
um conjunto de conhecimentos e habilidades comuns, desse modo, podendo reduzir
as desigualdades do sistema educacional existente no Brasil, nivelando e
aumentando a qualidade do ensino.

Sobre a Anélise Combinatoria, o BNCC, competéncia 3 habilidade 10:

Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos de
agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore. (BNCC,
EM13MAT310, 2018)
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Componente da grade curricular do Ensino Médio, a Analise Combinatéria
tem se tornado um tema de grande dificuldade para os alunos. A maneira como séo
abordados os conteudos de Andlise Combinatoria causa nos alunos muitas duvidas,
uma vez que eles, desde o Ensino Fundamental, olham com dificuldades os
problemas de contagem.

O estudo da Analise Combinatéria na Rede Estadual de Ensino do Rio de
Janeiro é realizado do primeiro bimestre do terceiro ano do Ensino Médio. Porém, de
acordo com a BNCC esse conteudo podera ser aplicado em qualquer série do
Ensino Médio (BNCC, EM13MAT310). Os conteudos estruturantes da Proposta
Curricular de Matematica nesse bimestre sédo: Principio Fundamental da Contagem;
Principio Aditivo da Contagem; Arranjo Simples; Permutacdo, Permutacdo com
elementos repetitivos, Combinagdes simples.

Uma das dificuldades na aprendizagem do conteudo é a falta associacdo do
enunciado do problema com a vertente da analise combinatéria, por exemplo,

diferenciar arranjos e combinacoes.

O raciocinio combinatério e o célculo de probabilidades sao conceitos
apresentados aos alunos desde as séries iniciais do segundo ciclo do
Ensino Fundamental, etapa em que tais conceitos ndo costumam gerar
qualquer dificuldade além dos habituais para esse segmento de ensino.
Dessa maneira, trata-se agora, no Ensino Médio, de partir dos
conhecimentos e das habilidades anteriormente construidos e promover os
aprofundamentos necessarios. (SAOPAULO, 20094, p. 9)

O desenvolvimento do Bindémio de Newton (1+ x)™ é um dos primeiros
problemas, ligados a Analise Combinatéria, que foi estudado. O caso n = 2 j4 pode
ser encontrado nos Elementos de Euclides, por volta de 300 a.C. O Triangulo de
Pascal (ou Triangulo Aritmético) era conhecido por Chu Shih-Chich, na China, por
volta de 1300, e antes disso pelos hindus e arabes.

No século Xll, o matematico hindu Baskhara (1114-1185) — o0 mesmo da
“Formula de Baskhara” — j& possuia conhecimentos avancados de Combinatoria,
sabia calcular o numero de permutacdes, de combinacdes e de arranjos de n
objetos. No século XVIII, Euler ja havia publicado livros a respeito de probabilidade
gue utilizavam importantes conceitos de Andlise Combinatéria.

Os jogos de azar foram o motivo principal para o desenvolvimento da Analise
Combinatodria, pois havia uma necessidade de calcular o nUmero de possibilidades

existentes nos jogos, o que motivou o estudo dos métodos de contagem.
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De maneira geral, podemos dizer que a Andlise Combinatdria é a parte da
Matematica que analisa estruturas e rela¢des discretas (MORGADO et al.,2016).
Dois tipos de problemas que ocorrem frequentemente em Andlise
Combinatoria sao:
1. Demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um
conjunto finito dado e que satisfazem certas condicgdes.
2. Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito e
gue satisfazem certas condi¢cOes dadas
Alguns conceitos sao essenciais para a analise combinatéria: Principio
Fundamental da Contagem e os Agrupamentos (as Permutacdes, 0s Arranjos e as
Combinagfes). Os conceitos matematicos apresentados sobre o tema foram
baseados nos livros: A Matematica do Ensino Médio, volume 2, escrito por Elon
Lages Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César
Morgado, 62 edicdo, Rio de Janeiro, 2006(LIMA et al., 2006), Fundamentos da
Matematica Elementar, volume 5, escrito por Gelson lezzi e Analise Combinatoria e
Probabilidade, escrito por Augusto César Morgado, Jodo Bosco Pitombeira de
Carvalho, Paulo Cezar Pinto Carvalho e Pedro Fernandez, 1991.

2.1 Principio Fundamental da Contagem (PFC)

2.1.1 Principio da Adicdo

Exemplo 2. 1 - Em uma sala de aula existem 22 meninas e 18 meninos. De quantas
maneiras o professor pode selecionar apenas um estudante?
Veja que a escolha s6 podera ser de apenas uma pessoa, ou seja, o professor ird
escolher 1 dentre os 18 meninos, tendo assim 18 possibilidades para fazer a escolha
OU ir4 escolher 1 dentre as 22 meninas, 0 que gera para ele 22 possibilidades para
a sua escolha.
Logo, ele terd 22 + 18 = 40 possibilidades para escolher 1 aluno.

Este exemplo ilustra o Principio Aditivo da Contagem, o qual diz:
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Se A e B séo dois conjuntos disjuntos (ndo ha intersecdo entre
eles), com m e n elementos, respectivamente, entdao A U B possui

m+n elementos.

2.1.2 Principio da Multiplicacdo

Exemplo 2. 2 - De quantas maneiras Joana pode se vestir escolhendo uma entre
duas calgas, uma entre trés blusas e um entre dois pares de sapato?
Usaremos a arvore de possibilidades para ilustrar as possibilidades.

Figura 1 - Arvore de Possibilidades
Sapato 1
EER<
i 1 2 0
513 4
011 14
Sapato 1
i 2 M 1.2 5
Sapato 2
512 14

Fonte: O autor
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Desse modo, para cada uma das opc¢des de calga, ha 3 opgbes de blusa, ou
seja, 2 x 3 = 6 opgOes de escolha de calca e blusa e para cada uma delas, temos 2
opc¢Oes de sapato. Sendo assim, temos 6 x 2 = 12 possibilidades.

O exemplo acima ilustra o Principio Fundamental da Contagem, o qual diz:

Suponha que uma decisdo M; possa ser tomada de k; maneiras e
gque, tomada a decisdo M; uma outra decisdo M, possa ser tomada
de k; maneiras, entdo o numero de total de maneiras a serem

todas as decis6es M1 e M, é de ky.k,

Observando que o produto dos numeros de possibilidades vale para qualquer
namero de decisdes independentes, isto é: se um evento contém n decisfes,
faremos:

ki ky ks. ky ..k,

onde k,, € o numero de decisées que M,,pode ser tomada.
2.2 Fatorial

Denotamos por fatorial de um nimero natural, o resultado do produto desse
namero por todos 0s seus antecessores até chegar ao numero 1. O fatorial de um

namero n € denotado por n!.

n'—{ 1,se,e somentese n=0oun=1
T lnn(n=-1).(n—-2).(n—3)..3.2.1,se,e somentesen > 1

Por exemplo:
5!=5.4.3.2.1=120
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2.3 Permutacdes

Permutar é sinbnimo de trocar. Nos problemas de contagem, devemos
relacionar a permutacéo a essa no¢ao de embaralhar. Trataremos neste trabalho, de

trés tipos de permutacao: simples, com elementos repetidos e circulares.

2.3.1 Permutacao Simples

Exemplo 2.3 - De quantos modos podemos dispor 3 pessoas numa fila do banco?
Fazendo uma releitura da pergunta percebe-se que a questdo consiste em
saber de quantos modos podemos trocar as pessoas de posi¢ao nessa fila.
Na tabela a seguir, consideraremos P1l, P2 e P3 as trés pessoas do

enunciado.

Tabela 1 — Permutacéo das 3 pessoas

1°lLugar |2°Lugar |3°Lugar
P1 P2 P3
P1 P3 P2
P2 P1 P3
P2 P3 P1
P3 P1 P2
P3 P2 P1

Fonte: O autor

Desse modo, verificamos que para trocar as 3 pessoas de lugar existem 6
possibilidades, isto é, 3 possibilidades para o primeiro lugar na fila, 2 para o segundo
lugar e 1 para o terceiro lugar. Sendo assim, pelo PFC, tem-se: 3.2.1 = 6
possibilidades.

De modo geral, de quantos modos podemos colocar n pessoas numa fila?
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A escolha da primeira pessoa para ocupar o primeiro lugar na fila pode ser
feita de n maneiras; a escolha da segunda pessoa podera ser feita de n-1 modos; a
escolha da terceira pessoa sera feita de n-2 maneiras etc. A escolha da pessoa que
ocupara a ultima posicao na fila ser4 de apenas 1 modo. Logo a resposta para a
pergunta €: n.(n-1).(n-2)...1 = n!

Isto é, se temos n elementos distintos, indicamos por B,0 numero de

permutacdes simples com n elementos:

PL=n(n-1).(n-2)...3.2.1

2.3.2 Permutacdo com elementos repetidos

Exemplo 2.4 — De quantas maneiras podemos permutar as letras da palavra ASA?
Sabemos que a letra A se repete, chamaremos A; e A, para diferenciar estas
duas ocorréncias da letra A.

Tabela 2 — Anagramas da palavra ASA

PALAVRA
FORMADA
A1 S Az ASA
A1 Az S AAS
S A1 Az SAA
S Az A1 SAA
Az S A1 ASA
Az A1 S AAS

Fonte: O autor

Observe que na coluna que contém as palavras formadas apés a permutacao
das letras da palavra ASA, formam-se anagramas’ iguais pois, nesse momento, nao
podemos diferenciar o A; do A..

Sendo assim, podemos formar 3 anagramas: ASA, AAS e SAA.

Isto &, faremos a contagem do ndimero de permutacfes das letras da palavra
e dividiremos pela quantidade de permutacdes de letra que se repete.

! palavra ou frase formada com a transposicao ou inverséo das letras de outra
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Podemos generalizar afirmando que para permutar n itens, com a itens

repetidos do tipo 1, b itens do tipo 2, ¢ itens do tipo 3, e assim por diante, teremos:

|
Pa,b,c.... _ n.

n T alblc!....

2.3.3 Permutacao Circular

Exemplo 2.5 - De quantos modos podemos colocar 3 criangas numa roda?

Vejamos a figura:

Figura 2 — Maneiras de dispor 3 criancas em uma roda

i 3 2
’Q 3 Q 3@
1 2 3
900
Percebe-se que algumas destas disposicdes se repetem, diferindo apenas por
sofrerem rotacdo. Sendo assim, teremos apenas 2 possibilidades para dispor as 3
criangas.

Generalizando, para encontrar o niumero de permutacdes de n objetos em

circulo, faremos a permutagdo de n e vamos dividir pelos nimero de elementos:

PC, = n_' _n n—-1).(n-2)...3.21 —(n—1)!
n n
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2.4 Arranjos

Podemos definir, de forma mais simples, o arranjo como uma permutagao de
apenas alguns elementos de um dado conjunto. De modo mais formal dizemos que
arranjos sdo agrupamentos nos quais a ordem dos elementos interfere no resultado.
Agrupamentos formados com k elementos, de forma que os k elementos sejam
distintos entre si pela ordem ou pela espécie. Os arranjos podem ser simples ou
com repetigao.

2.4.1 Arranjo Simples

Exemplo 2.6 — De quantas maneiras distintas, em um grupo de 10 pessoas
podemos escolher 3 delas para que a primeira ganhe um carro, a segunda ganhe
uma moto e a terceira ganhe um patinete?

Teremos 10 opcgdes para quem recebera o carro. Para cada uma delas,
teremos 9 opg¢des para quem recebera a moto (qualquer uma delas menos quem ja
ganhou o carro). Para cada uma dessas 10 x 9 = 90 opc¢0Oes, ainda temos 8 opc¢des
para quem recebera o patinete (qualquer uma das 10 menos quem recebeu o carro
e quem recebeu a moto).

Temos, assim: 10 x 9 x 8 = 720 maneiras distintas.

No arranjo simples, n&o ocorre repeticdo de elementos em cada grupo de p
elementos. Considerando um conjunto com n elementos, chama-se arranjo simples
de taxa p todo agrupamento de p elementos distintos dispostos numa certa ordem.
Dois arranjos diferem entre si pela ordem de colocacao dos elementos.

Vamos considerar, por exemplo, dois agrupamentos dos numeros divisiveis
por 3, com 4 algarismos distintos, formados com elementos do conjunto A=
{1,2,3,4,5,6}.

Veja que os numeros 1245 e 5124 sao divisiveis por 3 e tem 4 algarismos do
conjunto A. Utilizamos os mesmos algarismos para construir esses dois nimeros,
porém como estdo dispostos em ordens diferentes, sdo dois nameros diferentes.

Isso € um exemplo de arranjo simples.
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De modo geral, se desejamos permutar p elementos de um dado conjunto
gue possui n elementos no total, para escolher o primeiro elemento teremos n
opcoes, para o segundo temos (n-1), para o terceiro (n-2), ao chegarmos no p-ésimo
elemento teremos (n-p+1) opcdes disponiveis. Assim para calcular o arranjo de n
elementos escolhidos p a p podemos fazer uso da seguinte férmula:

n!

e = =)l

onde n é a quantidade de elementos de um conjunto e p é o nimero de elementos

do agrupamento.

2.4.2 Arranjo com Repeticdo

Exemplo 2.7 — Numa pequena cidade as placas dos carros sao constituidas por 7
simbolos. Qual o total de placas de carro que podem ser construidas, sendo os 3
primeiros simbolos compostos por letras e os 4 ultimos por digitos?

Considerando-se o alfabeto com 26 letras, podemos escolher os 3 primeiros
simbolos usando 26 maneiras diferentes para cada um e os 4 ultimos utilizando 10
opc¢Oes de algarismos para cada posicéo.

Logo, pelo principio multiplicativo, temos:

Para as letras: 26.26.26

Para os algarismos: 10.10.10.10

Logo, 26.26.26.10.10.10.10 = 26°.10%*= 175760000 placas.

Caso sejam permitidas repeticoes de elementos, podemos na primeira
posicdo escolher n elementos, na segunda posicdo também n elementos, e assim
sucessivamente até a Ultima posi¢cdo do agrupamento desejado. Logo, o numero de
arranjos com repeticdo de n elementos tomados p a p, sera denotado por:

AR =n.n.n.n.n...n=npP
p vezes
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2.5 Combinacgéo

Nos problemas de contagem, o conceito de combinacdo estd evidentemente
ligado & nogdo de escolher subconjuntos. Combinagbes sdo agrupamentos de p
elementos, de forma que os p elementos sejam distintos entre si apenas pela
espécie. A posicdo dos elementos ndo importa e ndo os distingue. Existem dois

tipos: a combinacgéo simples e a combinagcéo completa.

2.5.1 Combinacdo Simples

Exemplo 2.8 — De quantas maneiras distintas, em um grupo de 10 pessoas
podemos escolher 3 delas para que cada uma delas ganhe um carro (sendo os trés
carros idénticos)?

Representaremos essas pessoas por A, B, C, D, E, F, G, H, | e J. Teremos 10
opcOes para a primeira pessoa escolhida. Para cada uma delas, teremos 9 opc¢des
para a segunda (qualquer uma delas menos quem ja foi escolhido). Para cada uma
dessas 10 x 9 = 90 opc¢des, ainda temos 8 opc¢des para a terceira (qualquer uma das
10 menos as duas ja selecionadas), resultando assim em 10 x 9 x 8 = 720 casos.
Porém, as trés pessoas receberdo o mesmo prémio, com isso, a ordem de selecéo
nao representa casos distintos. Note que as pessoas A, B e C para serem as
escolhidas foi contado seis vezes: ABC, ACB, BCA, BAC, CAB e CBA, o que
aconteceu também com todas as outras op¢des de trés pessoas escolhidas. Para

corrigir esse erro, devemos dividir o resultado anteriormente obtido por 3!.

10.9.8 720 720 ) .
= — =—= 120 maneiras distintas.
3! 3.2.1 6

Temos, assim:

Combinacdes simples de n elementos distintos tomados p a p sao
subconjuntos formados por k elementos distintos escolhidos entre os n elementos
dados. Duas combinacdes sao diferentes quando possuem elementos distintos, nédo
importando a ordem em que 0s elementos séo colocados.

Podemos generalizar que para escolher p itens entre n itens distintos, sem

importar a ordem de escolha, faremos:
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c _App  (n—=p)t n!
"oopt o pl pl(n—p)!

2.5.2 Combinacdo Completa

Exemplo 2.9 — De quantos modos é possivel comprar 3 sorvetes em uma loja que
os oferece em 4 sabores?

A solucdo para esse problema ndo é C,3. Seria esta a situacdo se ele
afirmasse que deveriamos escolher 3 sorvetes diferentes, sabendo que temos a
nossa disposicdo 4 tipos diferentes. Nesse caso, de 4 elementos diferentes,
deveriamos escolher 3 desses elementos (sem que a ordem de escolha importe) e
isso pode ser feito de C, 3 = 4 modos.

A resposta para esse caso é CRy3, isto é, de 4 tipos de sabores diferentes
gueremos escolher 3 tipos de sorvetes ndo, necessariamente, distintos.

Suponha que temos a nossa disposi¢cdo 4 sabores, a saber: Baunilha (B),
Chocolate (C), Morango (M) e Flocos (F).

Podemos escolher 3 tipos da seguinte forma:

Tabela 3 — Maneiras de escolher 3 sabores

BBB BBC CCB MMB FFB
BCM ccc BBM CCM MMC
FFC BCM MMM BBF CCF
MMF FFM BMF FFF CMF

Fonte: O autor

Essas sdo as CR4 3= 20 combina¢des completas possiveis para esse caso.

Outro modo de pensar de resolver problemas de combinacdo completa é

esse tipo de problema, voltaremos com o Exemplo 2.9.

usando uma equacao. Para facilitar a compreensao da montagem da equacao para




43

Seja x; a quantidade de sorvetes que compraremos de cada sabor, com
x; €N, 1 <i<4,isto é: x; € a quantidade que vamos comprar de sorvete do sabor
1, x, € a quantidade que vamos comprar de sorvete do sabor 2, e assim em diante.
Mas nesse caso, temos que comprar apenas 3 sorvetes, logo:
X1+ x,+x3+x,=3
E possivel interpretar a combinagdo completa de dois modos:
1. CRn,p € o0 numero de todas as maneiras de escolher p objetos,
distintos ou ndo, entre os n objetos distintos dados.
2. CR,, € o numero de solucdes inteiras ndo negativas da equagédo
X1+ X+ X3+ +x,=p
Iremos calcular a equacédo x; + x, + x3 + x, = 3 para resolver o problema do
sorvete e no final generalizar para CRn,p. Usaremos um método bola-traco para
mostrar algumas possiveis solu¢gdes, onde: cada bola representa 1 unidade no valor
da incognita e cada traco sera usado para separar duas incognitas, veja Tabela 2.4

a segquir.

Tabela 4 — Duas possiveis solu¢des da equacdo usando bola-traco

X1

X2

X3

Possivel

1

1

0

Compra

Bola-Traco o I o | | ()

Possivel 2 0 1 0

Compra

Bola-Trago o O | | () |

Fonte: O autor

Uma representacdo serd formada arrumando em fila 3 bolas e 3 tragos. E o
ndamero de modos para fazer isso é usando permutagdo com repeticao:

6!
33 _ —
3+3 T 3131 - CG.3

Desse modo, CR, 3 = C¢3 = 20.
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Podemos generalizar para CR ou seja, para encontrar o namero de

n,p»
solucgdes inteiras e ndo negativas de solucdes da equacdo x; + x, + x5+ -+ x, =p

teriamos p bolas e n-1 tracos.

np — fptn-1 = pl(n—1)! = bn+p-1p
2.6 NUumero Binomial

NUmero binomial é todo nimero da forma:

n n!
(p)=m , (n,pENeOSpSn)

Para p = 0, teremos:

n n! n!
(0)20!(71—0)!:5:1

Para p = 1, teremos:

ny n! _n! _n.(n—l)!_
(1)_1!(n—1)!_(n—1)!_ n-1)!

Para p = n, teremos:

2.7 Triangulo de Pascal

Blaise Pascal (1623-1662) foi um matematico, fisico, filésofo e escritor
francés. O nome de Pascal esta também associado a uma disposicao triangular de
nameros que se reveste de propriedades, o Triangulo de Pascal. Este triangulo

aritmético é formado por nimeros que possuem diversas relagdes entre si.
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A disposicdo ordenada dos numeros binomiais, como na tabela abaixo,
recebe o nome de Triangulo de Pascal.

Figura 3 — Triangulo de Pascal na forma binomial

0
{Oi
1 1
[Gl (1?
2 2 2
{0} t'I 12}
3 3 3 3
(u} 111 IQI (3)
k k k

..............................................

Fonte: Fundamentos da Matematica, Gelson lezzi, vol 5, 1977

Observe que cada linha do triangulo possui um nimero binomial a mais que a
linha antecessora, de modo que toda linha n possui n+l elementos, sempre
aplicando a primeira linha como sendo a linha O.

Resolvendo cada numero binomial acima, podemos substitui-los e obter um

outro formato para o Triangulo de Pascal.

Figura 4 — Triangulo de Pascal desenvolvido

Fonte: Fundamentos da Matematica, Gelson lezzi, vol 5, 1977.

Algumas propriedades do triangulo permitem construir com facilidade a linha
seguinte. As principais propriedades séo:

1. O primeiro elemento de cada linha vale 1, pois quaisquer que seja a

n

linha (o

)=1,Vn€ N.
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2. O ultimo elemento de cada linha vale 1, pois quaisquer que seja a linha

(Z) =1,vn € N.

3. A partir da 32 linha, cada elemento (com excecédo do primeiro e do
ultimo) é a soma dos elementos da linha anterior, imediatamente acima

dele. Esta propriedade é conhecida como relacdo de Stifel e afirma

G)=Go)+() =2

Figura 5 — Relacao de Stifel

que:

1 4/: g —t— 4 1
1 5 —++ 10 m/’! § —f—mq
1 6 15‘/= 20 15 g 1

Fonte: Fundamentos da Matematica, Gelson lezzi, vol 5, 1977
4. Numa linha, dois niameros binomiais equidistantes dos extremos, sao

iguais.
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3 A EXPERIENCIA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS EM SALA DE AULA

O trabalho que sera descrito foi realizado em uma turma do 3° ano do Ensino
Médio do Colégio Estadual Walter Orlandini, em S&o Gongalo, na regido
metropolitana do Rio de Janeiro, em 2018 com 30 alunos, ao longo do 1° Bimestre
de 2018.

Resolver problemas matematicos sempre foi uma enorme dificuldade para os
alunos, seja por pela interpretacdo de textos ou por falta de conhecimentos
matematicos. Para iniciar de forma simples a ideia de resolver um problema usamos
a heuristica de Pdlya. Seguindo esta premissa, apresentei no quadro negro um
resumo baseado neste tedrico, conforme ANEXO.

Introduzi o conteudo de Analise Combinatéria, exigido do Curriculo Minimo e
muito cobrado nas provas externas, como ENEM, sem definir conceitos e férmulas
propus problemas e deixei que buscassem soluc¢des sozinhos.

Perguntar a um aluno do 3° ano do Ensino Médio se ele sabe contar é uma
coisa bem facil de saber a resposta. Ao fazer a pergunta, muitos deles riram e
acharam que era brincadeira. Mesmo assim responderam enfaticamente que sim.
Desse modo, apresentei quatro problemas inicias sobre Analise Combinatéria que

envolviam contagem e sugeri que buscassem resolvé-los.

1) Quantos numeros formados por algarismos distintos existem entre 10 e
10007

2) De quantas maneiras dispor 4 alunos na primeira fila de uma
determinada sala de aula com 4 cadeiras?

3) Num grupo de 8 pessoas, de quantas maneiras podemos escolher 4
delas?

4) De quantas maneiras podemos arrumar em uma prateleira 4 livros de
Matematica e 3 de Fisica, de modo que os livros de uma mesma matéria

estejam sempre juntos?

Apds um tempo realizando alguns célculos, procurando resolver de forma

intuitiva ou consultando amigos, obtive os seguintes resultados.
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Tabela 5 - Total de acertos e erros

1 2 28
2 21 9
3 12 18
4 1 29
Total 36 84

Fonte: O autor

Observamos, desse modo, que o numero total de erros é bem superior ao total
de acertos. A ideia inicial € apenas despertar a vontade de resolver e a curiosidade,
além de proporcionar a oportunidade de desenvolver maneiras proprias de resolver
problemas simples, elaborando conjecturas.

A partir desse momento, ao longo do bimestre, o conteudo de Analise
Combinatoria foi aplicado com as devidas definicbes e exemplificacdes. Com
objetivo de obter uma comparacédo entre os resultados, propus novamente os quatro
problemas aos alunos. Agora eles ja possuiam o recurso das formulas e poderiam
usar ou nao, para a resolucao das questoes.

A tabela a seguir foi formulada no intuito de estabelecer uma relagéo entre a
resolugdo com o uso de formulas ou com o uso de outro algoritmo neste segundo

momento em que 0s quatro problemas foram reapresentados aos alunos.

Tabela 6 - Total de acertos e erros variando os métodos

1 4 14 7 5
2 10 17 3 0
3 5 15 8 2
4 1 2 6 21
Total 20 48 24 28

Fonte: O autor

Analisando a Tabela 5, verifica-se que ha um pouco de equilibrio entre acertos

e erros apenas em uma das perguntas, a 32 Nas questbes 1 e 4, houve um maior
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percentual de erros e na questdo 2, observa-se um maior percentual de acertos
entre as 4 perguntas.

A Tabela 6 foi organizada de maneira a evidenciar os acertos e erros dos
alunos que usaram a formula ou ndo para obter as respostas dadas e dispostas na
Tabela 5. Verificamos assim que das 44 tentativas usando férmulas para resolver as
questbes, 20 acertaram e 24 erraram as respostas. Usando outro método para
resolver cada questao, tivemos um total de 76 tentativas, o que gerou 48 de acertos
e 28 de erros.

Observamos, desse modo, que ha um equilibrio entre os erros e acertos com o
uso de formulas e uma grande diferenca quando é utlizado outro método de
resolugcdo. Vale ressaltar que ndo é possivel concluir que o uso da férmula para
resolver problemas de Analise Combinatdria € o mais correto ou proveitoso, visto
gue o numero de acertos usando outro método foi sempre maior (ver Tabela 6).

Nos dois métodos observados (uso de férmula ou algoritmo), detectamos
varios tipos de erros, vejamos alguns:

1. N&o utiliza¢do Principio Multiplicativo.

2. Nao perceber que a ordem dos elementos nos agrupamentos a serem
formados podera produzir agrupamentos distintos.

3. Nao possuir habilidades no desenvolvimento de diferentes estratégias de
resolugéo.

4. Incompreensdo do enunciado da situacdo-problema apresentada, isto é, a
falta de interpretacéo textual.

5. Uso incorreto de férmulas, por desconhecimento da distingdo béasica entre
arranjos e combinacoes.

Outra observacdo importante € a de que a maioria dos alunos, mesmo
conhecendo as formulas, decidiu utilizar outras formas de resolver os problemas, o
gue pode significar que ndo se apropriaram da teoria exposta.

Apds esta abordagem inicial, foram propostos dez problemas classicos,
encontrados nas fontes geralmente acessadas pelos professores de Matematica de
modo geral. Nas aulas posteriores 0s problemas eram propostos e 0s alunos
estimulados a elaborar uma resolucdo (seguindo a ideia de Pdlya) da forma que
achassem mais conveniente, sem a minha interferéncia.

Em seguida, discutiamos as solu¢des propostas, repetindo esse processo para

cada uma questao.
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QUESTAO 3.1 (Adaptada — Tematica e Calculo disponivel em
http://tematicaecalculo.blogspot.com/2018/02/combinatoria.html) - Uma
sorveteria oferece uma tagca de sorvete que pode vir coberto com calda de
chocolate, de morango ou de caramelo. Se o sorvete pode ser escolhido entre
4 sabores diferentes, quantas sao as opc¢des para o cliente escolher a taca

com um sabor de sorvete e uma cobertura?

Muitos alunos tomaram como método de resolucéo a Arvore de possiblidades,

como na figura a seguir.

Figura 6 - Resolugéo de um dos alunos

A construcdo de uma representacdo visual da situacdo descrita como, por
exemplo, uma tabela ou um diagrama de possibilidades, permite que o aluno
compreenda o principio multiplicativo atribuindo significado ao produto que fornece o
total de opcdes.

Desse modo, os alunos, cada um a seu tempo, passaram a substituir a
construcdo de arvores por uma resolucao aritmética, pois perceberam que no caso a
multiplicacdo resolve o problema a medida que representa toda a estrutura do
raciocinio empregado no processo.

A solucéo da questéo por PFC é 4.3 = 12 opc0es.

QUESTAO 3.2 (OBMEP - Portal do Saber disponivel em:
http://portaldosaber.obmep.org.br) - Supondo que existam cinemas e teatros


http://tematicaecalculo.blogspot.com/2018/02/combinatoria.html
http://portaldosaber.obmep.org.br/
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em sua cidade, e que tenham entrado em cartaz 3 filmes e 2 pecas de teatro
diferentes para passarem no proximo sdbado, e que vocé tenha dinheiro para
assistir a apenas 1 evento, quantos sdo 0s programas que vocé pode fazer
neste sabado?

Os alunos resolveram de forma bem rapida essa questdo percebendo que o
meétodo aditivo era o adequado e ndo o multiplicativo.

Figura 7 - Resolugdo Correta de um dos alunos

Como a pessoa sO podera escolher uma opgdo, cinema OU teatro, pelo

principio aditivo teremos 3+2 = 5 opgoes.

QUESTAO 3.3 (Tempo de Matematica disponivel em
http:/tempodematematica.blogspot.com/2015/02/exercicios-sobre-fatorial-e-
principio.html) - Suponha que 32 sele¢bes disputem um campeonato mundial,
sem divisdo de chaves. Quantas sdo as possibilidades mateméticas de
classificacdo dos trés primeiros lugares?

A Figura 8, a seguir, mostra uma das respostas obtidas. E perceptivel que o
aluno ndo associou o problema a realidade e vinculou a solucdo a busca pela

palavra DISTINTOS no enunciado.

Figura 8 - Resolucéo incorreta de um dos alunos

v in



http://tempodematematica.blogspot.com/2015/02/exercicios-sobre-fatorial-e-principio.html
http://tempodematematica.blogspot.com/2015/02/exercicios-sobre-fatorial-e-principio.html
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A solucédo correta seria: 32.31.30 = 29760 possibilidades, uma vez que para

cada time devera ser classificado uma s6 vez.

QUESTAO 3.4 (UNIFOR-CE — Exercicios Brasil Escola disponivel em
https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-
sobre-fatorial-principio-fundamental-contagem.htm) - Um casal e seus quatro
filhos vao ser colocados lado a lado para tirar uma foto. Se todos os filhos
devem ficar entre os pais, de quantos modos distintos os seis podem posar
para a foto?

Uma solucéo encontrada por um aluno foi: 2.4.3.2.1.2 = 96 poses distintas.

Observe que ele considerou 2 possibilidades para as posi¢cdes dos pais (2 a
direita e 2 a esquerda). Ou seja, ele ndo percebeu que para escolher a primeira
extremidade tem-se 2 opc¢bes (mde ou pai) porém, para escolher a outra
extremidade, teremos apenas 1 (uma vez que foi escolhida a primeira extremidade).

Figura 9 - Resolugéo de um dos alunos

Vale ressaltar que muitos alunos acertaram essa questdo. Outra resolucdo
apresentada é mostrada na Figura 10.

Figura 10 - Resolugéo de um dos alunos

QUESTAO 3.5 (Unesp 2003 — Tutor Brasil disponivel em
https://www.tutorbrasil.com.br/forum/viewtopic.php?t=7516) - Dispomos de 4

cores distintas e temos que colorir o mapa mostrado na figura com os paises


https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-fatorial-principio-fundamental-contagem.htm
https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-fatorial-principio-fundamental-contagem.htm
https://www.tutorbrasil.com.br/forum/viewtopic.php?t=7516
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P, Q, R e S, de modo que paises cuja fronteira € uma linha ndo podem ser

coloridos com a mesma cor.

Responda, justificando sua resposta, de quantas maneiras é possivel
colorir o mapa, se:
a) os paises P e S forem coloridos com cores distintas?

b) os paises P e S forem coloridos com a mesma cor?
Muitos alunos ndo resolveram a questdo sem considerar a importancia dos
paises P e S, ou seja, para preencher com as possibilidades era necessario

comecar com as possibilidades para esses dois paises.

Figura 11 - Resolu¢do de um dos alunos

Solucdo correta item a: Pintando os paises na sequéncia PSQR teremos:
4.1.3.3 = 36 maneiras de colorir os paises tendo P e S cores iguais.
Solucdo correta item b: Pintando os paises na sequéncia PSQR teremos:

4.3.2.2 = 48 maneiras de colorir os paises tendo P e S cores distintas.
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QUESTAO 3.6 (Diniz - disponivel em http://www.professordiniz.com/2/3) -

Um jantar constard de trés partes: entrada, prato principal e sobremesa. De
guantas maneiras distintas ele podera ser composto, se hd como opg¢des oito
entradas, cinco pratos principais e quatro sobremesas?

a) 160

b) 150

c) 120

d) 80

e) 17

A resolucdo esperada para esta questdo utilizaria o PFC. Porém, um dos
alunos respondeu usando um conjunto de combinacgdes. Isto pode nos levar a

concluir que este aluno ndo compreendeu o conceito de combinacao.

Figura 12 - Resolucdo de um dos alunos

Solucao da questdo usando PFC é 8.5.4 = 160.

QUESTAO 3.7 (OSEC-SP - Blog da Matemética disponivel em
http://matematicanoarsenio.blogspot.com/2013/04/exercicio-01.html) - Uma
faculdade mantém 8 cursos diferentes. No vestibular, os candidatos podem
fazer opcéo por 3 cursos, determinando-os por ordem de preferéncia (12, 22 e
32 opg¢des). Entdo, o numero de possivel de formas de optar é:

a) 6.720
b) 336
c) 520
d) 120
e) 56


http://matematicanoarsenio.blogspot.com/2013/04/exercicio-01.html
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A opcao correta dessa questdo € 336. Um numero consideravel de alunos fez
corretamente, usando PFC ou a formula de Arranjo. Seguem as resoluc¢des de dois
alunos.

Figura 13 - Resolug&o de um dos alunos

Figura 14 - Resolugdo de um dos alunos

QUESTAO 3.8 (UFRGS-RS modificada — Tutor Brasil disponivel em
https://Iwww.tutorbrasil.com.br/forum/viewtopic.php?t=25986) - Duas retas
paralelas, r e s, contém 4 e 6 pontos respectivamente. Quantos tridngulos
podem ser formados?

Muitos alunos erraram essa questdo. Diversos fatores levaram ao erro, vamos
citar os mais observados:
e Construcdo de todos os tridangulos de forma manual, como na Figura 15
e Falta de percepgcdo de que era necessario um vértice na reta r e por
consequéncia, dois veértices nareta s, ou doisems eumemr.
e Perceber o uso de combinagdo, mas ndo associar a situacdo real,
construindo triangulos com trés vértices na mesma reta, como na Figura

16.


https://www.tutorbrasil.com.br/forum/viewtopic.php?t=25986
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Figura 15 - Resolugdo de um dos alunos

Figura 16 - Resolugéo de um dos alunos

Figura 17 - Resolugéo correta de um dos alunos

Esperava-se que para solucionar esse problema, o aluno utilizasse PFC ou
Combinagéo, separando o problema em dois casos. No primeiro caso, considerando
um ponto da reta r e dois pontos da reta s e, no segundo caso, dois pontos da reta r
e um da reta s.

A resposta da questéo é 96.
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QUESTAO 3.9 (Tadeu - disponivel em
http://professorwaltertadeu.mat.br/) - Diagonal de um poligono convexo € o
segmento de reta que une dois vértices ndo consecutivos do poligono. Se um
poligono convexo tem 9 lados, qual é o seu numero total de diagonais?

Nessa questdo, o que gerou erro na solugdo da maioria dos alunos foi a falta
de conexao com o que foi pedido no enunciado. O aluno percebeu o fato de que,
para construir uma diagonal, era necessério escolher 2 dos 9 pontos do poligono,
contudo, ndo fez uma analise completa na figura levando em consideracdo que
algumas dessas combina¢des geravam os lados do poligono (veja Figura 18), sendo
assim, o numero de diagonais seria obtido com as combina¢gBes de 9 pontos
escolhidos de 2 a 2 subtraido do niumero de lados do poligono, mostrado na Figura
19.

Figura 18 - Resolu¢do de um dos alunos

Figura 19 - Resolugao correta de um dos alunos

QUESTAO 3.10 (Tadeu — Modificada disponivel em
http://professorwaltertadeu.mat.br/) - Em uma circunferéncia sdo marcados 7
pontos distintos: A, B, C, D, E, F e G. Com estes pontos, quantas cordas
podem ser tracadas? Quantos tridngulos, quadrados, pentagonos e

heptagonos que podem ser formados?

Nessa questdo, os alunos entenderam que uma corda na circunferéncia €

qualquer segmento que une dois pontos distintos. Além disso, para formar triangulo,


http://professorwaltertadeu.mat.br/
http://professorwaltertadeu.mat.br/
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por exemplo, basta encontrar o niumero de combinagdes do numero de pontos da
circunferéncia, tomados 3 a 3. Desta forma, fizeram o mesmo para 0s demais

poligonos e resolveram de forma rapida a questéo.

Figura 20 - Resolugéo correta de um dos alunos

Para formar cada item pedido é necessério fazer:
C;, = 21 cordas
C;3 = 35 triangulos
C;4 = 35 quadradrilateros
C;5 = 21 pentagonos

C,; = 1 heptagono

Ao introduzir o conteddo de Andlise Combinatéria da forma descrita, o
objetivo era utilizar a Resolucdo de Problemas como alternativa ao meétodo
tradicional.

Apds aplicar e analisar as questdes juntamente com os alunos, percebi que
ainda existiam muitas duvidas e erros em relacdo ao contetdo aplicado. Algumas
questdes de Andlise Combinatéria ndo se aproximam da realidade do aluno, o que
faz com que o discente n&o consiga associar sua resposta ao enunciado da questao.
Entdo, com as questdes que comumente temos acesso e com a resolucéo feita da
forma tradicional, eu ndo alcancaria meu objetivo. Os problemas que encontramos
na bibliografia tradicional ou na internet ndo contemplam o que sugerem tantos
autores sobre o tema, até porque as questdes sao elaboradas sem considerar um
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significado real para meus alunos. Entdo percebi que era necessario descrever este
processo reescrever 0 que encontramos para, de fato, utilizar a Resolugdo de
Problemas, o0 que, até entdo, eu acreditava estar fazendo corretamente. Além disso,
associar esta mudanca no enunciado ao uso de uma ferramenta tecnoldgica que
tornasse o processo de experimentacdo possivel, parece ser uma construgdo mais

completa deste processo.
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4 A LOUSA DIGITAL

E fato que a tecnologia avancou e esta presente no dia a dia de todos,
inovagOes sao vistas de forma frequente e muito rapidamente, sendo assim a escola
nao pode ignorar esse fato. Simplesmente, a instituicdo escolar deve acompanhar e
andar lado a lado com esse desenvolvimento, pois ndo h& possibilidade de continuar
com o mesmo modelo de ensino numa época cheia de avangos tecnoldgicos, isto €,
nao é possivel fechar os olhos para as descobertas, uma vez que essas podem
contribuir grandemente para a melhor qualidade de ensino, se utilizadas da melhor
forma.

Analisando hoje a nossa realidade escolar, verificamos que existe um
distanciamento enorme entre 0 ensino e 0 uso de tecnologias. Mudar esta realidade
exige esforco e politicas publicas para esta finalidade

Isto é nitido nos escritos de Elon Lages Lima ao trazer o exemplo do Japao

Um dos paises do mundo onde o niumero de computadores por habitante é
0 mais alto. Entretanto, apesar dos esforcos das autoridades, a utilizacéo de
computadores no ensino da Mateméatica nas escolas japonesas teve que
enfrentar resisténcia e demora pois a maioria dos professores ndo estava
preparada e relutava em preparar-se para mudar seus métodos tradicionais
de ensino. Essa demora, afinal de contas resultou benéfica pois hoje os
japoneses parecem convencidos de que o uso de computadores no ensino
da Matematica e de suas aplicacbes € muito mais eficiente para alunos a
partir de 15 ou 16 anos, em cujos curriculos tal uso realmente se justifica.
(Lima, 2001)

Se no Japdo, sociedade extremamente desenvolvida tecnologicamente,
inserir eletrbnicos em sala de aula foi, num primeiro momento, rejeitada pelos
educadores, pois ndo se viam preparados para a utilizagdo dos mesmos, o que
vamos deduzir aqui no Brasil?

Sem duavidas ainda ndo estamos preparados para essa evolugdo, mas €
necessario que busquemos esse preparo. Nao da mais para justificar o ndo uso de
tecnologias em sala de aula como algo que atrapalharia o0 andamento das aulas,
pois isso ndo é verdade. Utilizar novas tecnologias favorece o desenvolvimento da
aula a medida que desperta a curiosidade e o faz experimentar. Simao Neto faz a

seguinte reflexao:
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A escola poderia aprender com essas novas formas comunicativas e
implementar modelos  educacionais que  fossem igualmente
descentralizados, participativos, colaborativos, permeados por mdiltiplos
estimulos e que permitissem o acesso ampliado a informagéo e aos meios
de producédo do novo e de livre circulacdo das ideias. Uma escola que ndo
tome o aluno como espectador passivo, mas sim como essa nova figura que
ainda ndo foi nem batizada: o espectador que quer colocar a mao,
participar, criar, modificar. [...] Os alunos que chegam hoje na escola néo
aceitam mais as velhas aulas expositivas “monomidia”, pouco interativas e
pobres de estimulos. Esperam da escola o0 mesmo grau de envolvimento
das midias com as quais convivem fora dela. (Sim&o Neto apud Nakashima
e Amaral, 2010, p. 390)

O computador € uma das tecnologias de informagdo e comunicacdo que mais
faz parte do dia a dia da comunidade escolar, seja na escola, nos laboratorios de
informatica ou na casa dos alunos. E isso deveria fazer com que os professores

buscassem inseri-lo em sua pratica de ensino.

Kenski relata:

O professor deve alterar seus procedimentos didaticos e a sua propria
postura, ou seja, é preciso que ele se posicione ndo como o detentor do
monopodlio do saber, mas como um parceiro, um pedagogo, no sentido
classico do termo, que encaminhe e oriente o aluno diante das muiiltiplas
possibilidades e formas de se alcancar o conhecimento e de se relacionar
com ele. (Kenski apud Nakashima e Amaral,2006, p.35)

Diante disso, é notério que o papel da escola é apresentar aos docentes
essas novas tendéncias, dispositivos e tecnologias surgidas, mas para isso, ela deve
capacitar e investir nos professores, com o objetivo de auxiliar ao profissional a dificil
tarefa de ensinar.

Ainda segundo Kenski

As novas tecnologias de informacdo e comunicagéo, caracterizadas como
midiaticas, sdo, portanto, mais do que simples suportes. Elas interferem em
nosso modo de pensar, sentir, agir, de nos relacionarmos socialmente e
adquirirmos conhecimentos. Criam uma nova cultura e um novo modelo de
sociedade. (Kenski apud Nakashima e Amaral,2006)

Chegamos em um novo tempo com tecnologias que nos déo interatividade
instantanea, é necessario sair da zona de conforto. O tempo passou, o simples:
copia, explica e repete ja ndo faz mais efeito. E a escola ndo pode ficar nesse
universo, nesse circulo vicioso, que ndo faz mais efeito aos alunos.

Como afirma Rubem Alves,
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E muito facil continuar a repetir as rotinas, fazer as coisas como tém sido
feitas, como todo mundo faz. As rotinas e repeti¢cdes tém um curioso efeito
sobre 0 pensamento: elas o paralisam. A nossa estupidez e pregui¢ca nos
levam a acreditar que aquilo que sempre foi feito de um certo jeito deve ser
0 jeito certo de fazer. (Alves, 2004, p. 77-78)

Pensando nisso, usar a Lousa Digital no ambiente escolar para o ensino da
matematica pode trazer uma real interatividade entre professores e alunos.

O objetivo do uso desse dispositivo € melhorar o ensino/aprendizado
permitindo que ele seja mais dinamico, 0 que proporciona maior construcdo do
conhecimento, minimiza o tempo e, por consequéncia, € uma abordagem diferente
do que os alunos estdo acostumados.

Pavanelo se reporta ao ensino da Matematica neste modelo:

A pratica pedagogica presente nas aulas de matemética reserva ao aluno
um papel passivo: a ele cabe apenas ouvir e registrar o que o professor
expde; efetuar exercicios semelhantes ao resolvido na lousa pelo mestre;
memorizar regras, das quais nem sempre entende o significado, para a
resolucdo de questdes que ndo despertam seu interesse e que, em geral
admitem uma Unica solucdo: responder corretamente questdes propostas

nas provas. (Pavanelo, 1994, p. 7)

Desse modo, busca-se aprender como trabalhar com a Lousa Digital e toda
sua gama de atrativos. Como trazer para o ambiente de sala de aula os conteuados
de forma mais abrangente, proporcionando agilidade, instigando ainda mais a
capacidade do aluno e agugcando exponencialmente sua busca pela participagdo em
aula, na construcéo do conhecimento por meio da utilizagéo deste dispositivo.

4.1 Surgimento da Lousa Digital

Criada e desenvolvida por Dave Martin, a primeira Lousa Digital (LD) surgiu
em 1991, e foi chamada de SmartBoard, depois disso outras marcas e modelos
foram surgindo, promovendo uma corrida tecnoldgica, objetivando varios segmentos,
porém com maior foco na educacao.

Ha& um pouco mais de uma década os professores se espantavam com a

vinda dos computadores nas escolas, logo apés, o projetor multimidia e internet.
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Hoje, de forma rapida e abrupta, os aparelhos modveis (celulares, tablets e

notebooks) e, por fim, a lousa digital.

Figura 20 — Um modelo de Lousa Digital

Fonte: www.correiobraziliense.com.br

Em muitas escolas da rede privada ja existe pelo menos uma lousa digital. A
LD na rede publica esta chegando com passos lentos, visto que € necessario um
investimento por parte da gestao publica, e nem sempre isso acontece.

Vale ressaltar que, ao inserir a LD nas salas de aula, € fundamental que haja
a formacéo do professor para isso. Sem essas ac¢des conjuntas, a LD passa a ser
somente um projetor.

De forma simples podemos dizer que uma Lousa Digital € uma tela onde sdo
projetadas imagens com as quais h4 algumas possibilidades de interacdo entre a
lousa e quem a manipula. De maneira um pouco mais rigorosa, lousa digital
interativa € composta por um conjunto de equipamentos tecnoldgicos dispostos a
desempenhar uma dada tarefa. Esses equipamentos s&o: um sistema de interagéo
motora com 0S Usudrios; um projetor, para projetar as informagdes do computador; o
computador, que comanda todas as interacoes, e, o software da lousa digital, que
oferece diversas ferramentas possibilitando que seus usuarios prepararem
atividades, apresentacées e acdes, conjuntamente aos demais aplicativos do
computador. A configuracdo do hardware da LD mais utilizada € formada por um
projetor multimidia, um quadro branco e um computador. Podemos dizer que, na

generalidade, a LD é como uma gigante tela de computador, pois é possivel com a
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LD executar todos os recursos de um computador (simulacdo de imagens, acesso a
internet, multimidias, etc).

A LD pode ser usada como um auxiliador do professor durante a transmissao
do contetdo em suas praticas de ensino, fazendo com que o aluno utilize na LD
algumas interacdes que ja estdo habituados a realizar no computador, como a
navegacao na internet.

Existem diversas possibilidades do uso da LD como recurso didatico em todas
as areas de conhecimento. Por exemplo, nas aulas de Portugués é possivel fazer
anotacdes na lousa ou consultar dicionarios on-line de maneira rapida e préatica. Em
fisica, podemos utilizar alguns programas (ja existentes) e simular experimentos
fisicos. Em geografia, pode-se acessar o Google Earth. Em matematica, utilizar
programas como Geogebra ou Graph para construir graficos de todas as funcgdes
ensinadas. Vale ressaltar, que tudo que é feito na lousa pode ser salvo e utilizado
posteriormente ou até mesmo compartilhar com os alunos via email.

O uso da LD nas aulas pode modificar o ambiente escolar e as relacdes de
ensino aprendizagem e a educacao. Para Simao Neto apud Nakashima e Amaral
(2007, p. 402).

O trabalho com a informag&o multimidia ndo é simplesmente a aplicacdo de
uma tecnologia acabada. Antes de tudo, envolve exploracdo, construcéo,
descoberta, aprimoramento continuo e aplicacdo pedagogica dessa
tecnologia. Assim, por meio da utilizacdo da lousa digital, oportuniza-se uma
mudanca metodoldgica, incorporando a linguagem interativa no processo de
ensino e aprendizagem, considerada uma forte tendéncia da atualidade.

Os principais componentes da Lousa Digital sdo: tela, sensores, projetor e

computador.
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Figura 21 — Conexéao da Lousa Digital

Fonte: caldeiraodeideias.wordpress.com

A tela deve ser plana, branca e possibilitar 0 contraste correto das imagens
gue serdo projetadas nela. Os sensores permitem a interacdo entre a tela e o
usuario. O projetor projeta as imagens e/ou programas enviadas pelo computador na
tela, transformando-a num monitor. Por ultimo, e ndo menos importante, o
computador que tem como fungéo controlar toda a interacdo entre o usuario e a tela.
No mercado de venda, as Lousas Digitais tém suas variagcdes segundo cada
componente citado acima e, nessas variedades, existem muitas ferramentas e
funcdes que estdo em todos eles, iremos destacar algumas:
. A caneta
o A ferramenta selecionar permite mudar objetos de lugar, mudar
as dimensodes, rotacionar
. A borracha
o O teclado virtual
o A ferramenta de formas geométricas
o Ferramentas digitais, tais como: régua, compasso, esquadro e
transferidor, que com praticidade permite demonstrar como usar tais
instrumentos;
o Captura de tela

o Galeria de imagens e recursos interativos


https://professordigital.files.wordpress.com/2012/07/funclousadigital.jpg
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. Editor de equacdes matematicas

. Inserir imagens, videos, som, animacdes em flash, tabelas,
gréficos, hiperlinks;

. Importar documentos de outros programas, como PDF’s,
apresentacoes do Power Point;

o Acessar qualquer programa e arquivo do computador e edita-lo;

o Salvar, importar e exportar as aulas em diversos formatos;

o Refazer e desfazer qualquer alteracéo;

. Calculadora;

o Copiar e colar.

Existem varios modelos e marcas de LD disponiveis que utilizam diferentes
tecnologias. Cada fabricante determina a forma como os sinais serdo captados, 0s
mais encontrados sdo: ultrassonica, resistiva, eletromagnética e infravermelha.

Iremos destacar alguns modelos e caracteristicas, mas vale ressaltar que ndo
€ 0 proposito desse trabalho analisar e se aprofundar em todos os modelos
existentes, e sim expor algumas possibilidades.

Listaremos alguns modelos que podem ser encontrados no mercado,

dividimos em trés categorias:

) Tela sensivel ao toque (Touch Screen)

Nesse modelo, o usuario pode interagir tocando a tela com o dedo ou com a

caneta, e ndo ha necessidade de uma bateria para manter a tela ativa.



67

Figura 22 — Lousa Touch Screen

e ]

Fonte: http://incluinformacao.blogspot.com

Il) Tela e Sensores embutidos

Nesses modelos, a tela ndo é sensivel ao toque do dedo, apenas ao toque da
caneta especial que é adquirida junto ao equipamento, poiS 0 mMesmo pPossui
sensores embutidos que detectam a posi¢ao da caneta.

Figura 23 — Lousa com uso apenas da caneta

e

Fonte: www.vtsbrasil.com.br

[Il) Apenas sensores embutidos

Nesse modelo, encontram-se as lousas que ndo sdo acompanhadas de uma
tela, ha apenas uma caneta especial e um sensor para detectar a posicdo dessa
caneta sobre a projecao feita em alguma superficie lisa.
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Figura 24 — Lousa sem tela

Fonte: louveira.sp.gov.br

Iremos nessa dissertacdo apresentar uma proposta de utilizacdo da lousa
digital como meio tecnoldgico interativo possibilitando o desenvolvimento das
questbes que serdo propostas nos proximos capitulos. De forma que a LD seja
usada no sentido de possibilitar o desenvolvimento cognitivo do discente no seu

processo de aprendizagem.
O modelo utilizado ser4 a LD Interativa TeamBoard RT, que € uma lousa

Touch Screen composta por: tela, projetor e caneta.

Figura 25 - O TeamBoard

Fonte: Site Teamboard.com

Seréa apresentado no Apéndice deste trabalho um resumo com as principais

caracteristicas e fungdes da lousa digital TeamBoard.
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5 ANALISE DAS QUESTOES E APLICACAO NA LOUSA DIGITAL

A partir da experiéncia de propor os problemas em sua forma original, surgiu a
necessidade de transformar os enunciados e favorecer a generalizagcédo a partir da
construcdo visual de solucdes. A ideia desta proposta € reformular problemas e
pensar em resolucdes feitas de forma conjunta, construtiva, e vem para adequar a
pratica docente habitualmente observada nas escolas, e descrita anteriormente
neste trabalho, as reais propostas da Resolucdo de Problemas. A principal
motivacdo para isto foi a minha insatisfacdo com todo o processo de resolugéo
destas questdes, de perceber que os alunos ndo se apropriavam dos conceitos e
dos algoritmos e obtinham, desta forma, respostas autométicas e, inUmeras vezes,
incorretas.

Sendo assim, neste capitulo, serdo analisados os dez problemas propostos a
turma da escola basica e descritos no Capitulo 3, com a ideia de integrar a
Matematica a realidade do aluno e introduzir novas tecnologias articuladas as suas
vivéncias cotidianas. Dentre tantas fontes que tratam deste olhar sobre a

Matematica escolar, podemos citar a BNCC, que afirma

No Ensino Médio o foco é a construgdo de uma visdo integrada da
Matemética, aplicada a realidade, conforme anteriormente anunciado.
Nesse contexto, quando a realidade € a referéncia, é preciso levar em conta
as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio, envolvidos, em
diferentes graus dados por suas condi¢cdes socioecondmicas, pelos avangos
tecnoldgicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pela potencialidade

das midias sociais, entre outros. (BNCC, Ensino Médio, p.518, 2018)

Neste sentido, sera utilizada a Lousa Digital como recurso tecnolégico e
facilitador do processo de ensino e aprendizagem.

5.1 Analise da Questao 1

Questdo 1 - Uma sorveteria oferece uma taca de sorvete que pode vir

coberto com calda de chocolate, de morango ou de caramelo. Se o sorvete
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pode ser escolhido entre 4 sabores diferentes, quantas sdo as op¢des para o
cliente escolher atagca com um sabor de sorvete e uma cobertura?

Essa é uma questdo que faz parte da realidade do nosso aluno e é muito
provavel que a maioria dos alunos j& tenha passado por uma situacdo semelhante.
O objetivo aqui € usar uma ferramenta tecnoldgica para construir a solugéo junto
com os alunos de forma ladica e construtiva.

Utilizamos as figuras geométricas da Barra de A¢do da lousa para construir 0s
sorvetes com sabores diferentes (sabor 1, sabor 2, sabor 3 e sabor 4) e
acrescentamos formas que correspondem as trés caldas disponiveis na sorveteria

(morango, chocolate e caramelo), como mostra a Figura 27.

Figura 27 — Aplicacdo na Lousa TeamBoard
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3 Caldas: morango, chocolate e caramelo

4 Sabores

Neste momento, movimentamos as trés caldas para o primeiro sabor de
sorvete. Na Figura 28, percebe-se que, a0 movimentarmos as trés caldas para o
sabor 1, trés possibilidades de sorvetes diferentes séo formadas.

Figura 28 — Primeiro sabor com as trés caldas

Movendo as caldas para o sabor 1

4 Sabores
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Faremos o mesmo processo para o sabor 2 e a seguir, para os sabores 3 e 4,
como descrito na Figura 29, concluindo com os alunos, a cada passo, que também

existem trés possibilidades com as caldas para cada um destes sabores.

Figura 29 — Sorvetes dos sabores 1 e 2 com as caldas e a tela final com todos

0s sabores e caldas possiveis
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Sabor 1 com as 3 opgbes de coberturas
Movendo as caldas para o sabor 2

———> sSabor 2 com as 3 opgdes de coberturas

A
3 Sabor 3 com as 3 opgdes de coberturas
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4 Sabores _

———> sabor 4 com as 3 opgdes de coberturas

A

Desse modo o aluno conclui que, para cada sabor, existem 3 possibilidades
para a montagem de um sorvete. Como existem quatro sabores disponiveis, pelo
Principio Multiplicativo, temos 3.4 = 12 possiveis montagens da taca.

Naturalmente, esta Ultima questdo deve gerar nos alunos a construcao
intuitiva de algoritmo que permite a generalizacdo do processo descrito. Para
estimular esta generalizagdo, propomos que, apos a resolu¢do da questdo na LD,

uma outra questao seja proposta, a Questao 1.1 descrita abaixo.

Questdo 1.1 — Esta mesma sorveteria decidiu expandir seus negocios.
Agora, disponibiliza aos seus clientes 20 sabores de sorvete, 5 possibilidades
de cobertura e 3 tipos de confeitos para colocar em cima. De quantas formas
podemos montar uma taca com um sabor de sorvete, uma cobertura e um

confeito em cima?

Espera-se que, neste momento, os alunos usem o Principio Multiplicativo de
forma analoga ao que foi feito na Questédo 1 para concluir que existem 20.5.3 = 300
possiveis tacas a serem construidas desta forma. A utilizacdo ou ndo da lousa deve

ficar a cargo do professor, que pode querer explorar a visualizagdo do processo
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mais uma vez na lousa ou, ao perceber que a turma pode avancar para o proximo

passo, ndo usar mais a lousa ao construir o processo de encontrar a solucao.

5.2 Analise da Questao 2

Questado 2 - Supondo que existam cinemas e teatros em sua cidade, e
gue tenham entrado em cartaz 3 filmes e 2 pecas de teatro diferentes para
passarem no proximo sabado, e que vocé tenha dinheiro para assistir a apenas
1 evento, quantos sdo 0s programas que vocé pode fazer neste sabado?

Esta questdo foi proposta em uma escola da rede publica de ensino no
municipio de Sdo Goncgalo e, analisando o enunciado, vemos que existe um
distanciamento em relagdo a realidade dos nosso alunos. O Teatro Municipal de S&o
Goncalo nunca abriu para o publico e uma pessoa que deseja assistir um espetaculo
teatral e reside na cidade, devera procurar as cidades vizinhas como Niterdi ou Rio
de Janeiro. Em geral, os moradores desconhecem estes lugares e a realidade do
teatro em S&o Goncgalo. Neste sentido, propomos uma questdo que leve a uma
analise critica sobre a vida cultural na cidade e, ao mesmo tempo, mostre que
existem possibilidades nas cidades vizinhas, que talvez desconheca.

A segquir, apresentamos o enunciado modificado de acordo com as nossas

sugestoes.

Questao 2 reformulada - Um morador de S&do Gongalo deseja assistir a
uma peca teatral ou um filme no cinema no proximo sabado. Na sua cidade
ndo existe espetaculo teatral, h4 apenas o Teatro Municipal de Sdo Gongalo
que custou 13 milhdes, foi inaugurado mas nunca abriu de fato. Sendo assim,
ele resolveu ir até Niterdi e la escolher entre cinema ou teatro. Sabendo que no
cinema localizado no Plaza Shopping, o Cinemark, estdo em cartaz 3 filmes e
gue ele tem como opc¢do uma peca no Teatro Municipal de Niter6i e outra no
Teatro Abel, de quantos modos ele pode assistir a um filme no cinema ou uma

pecade teatro, se ele sO assistira a um desses eventos culturais no sdbado?
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Para resolver essa questdo na lousa, salvaremos algumas imangens do
Cinemark, do Teatro Municipal e do Teatro Abel que podemos buscar diretamente
no site de pesquisas Google. Este processo é mostrado na Figura 30.

Na barra de ferramentas da lousa vamos inserir as figuras com os comandos:
INSERIR > FIGURA > DO ARQUIVO

Sabe-se que o problema para resolver essa questdo é que a pessoa so ira a
um desses eventos, isto €, a escolha por uma delas elimina a possibilidade de ir aos
outros.

Chamaremos de P1 e P2 as pecas em cartaz e F1, F2 e F3 os filmes.

Figura 30 — Imagens inseridas na LD
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Para o aluno compreender que a escolha por uma opcéao exige a exclusao das
outras, utilizamos a imagem de moedas movimentamdo-se para representar a

escolha do evento a ser assistido.

Figura 31 — Movimentag&o das moedas, indicando a escolha do
evento F1 (assistir ao filme F1)
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Da mesma forma, ao escolher o filme F2, movimentamos as moedas para F2,

como mostra a Figura 32.

Figura 32 — Movimentando as moedas para F2
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Desse modo, apds fazer todas as movimentagdes possiveis, conclui-se que a
pessoa podera escolher F1 ou F2 ou F3 ou P1 ou P2, isto é, existem 5 opg¢les para
0 evento no sabado. A visualizagéo e a contextualizacéo facilitam o entendimento do
aluno e a movimentagdo das moedas mostra que a escolha de uma das opcgdes
exclui a escolha das outras, o que leva a concluir que o numero de escolhas é

exatamente o numero de eventos disponiveis, neste caso.

5.3 Analise da Questao 3

Questdao 3 - Suponha que 32 sele¢cdes disputem um campeonato
mundial, sem divisdo de chaves. Quantas sdo as possibilidades matematicas

de classificagdo dos trés primeiros lugares?

Essa é uma questdo simples, porém fora de um contexto real se nao
explicitarmos o tipo de esporte. Ao ler a questdo, muitos alunos me perguntaram
gual esporte seria e associaram naturalmente ao futebol, por ser o esporte mais
popular. Porém, a questdo ndo considera a divisdo do campeonato em chaves ou

mais de uma partida com 0s mesmos times, o que é muito comum neste esporte.
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Desta forma, a reformulacdo do enunciado propde que seja analisada uma
guestdo real de um esporte que tenha campeonatos desta forma. O esporte
escolhido foi o judd, muito praticado em S&o Gongalo em projetos sociais ou
pequenas academias e que conta com campeonatos regionais. Muitos atletas
goncalenses tém bolsas de estudo em universidades por praticarem o judd nas

equipes universitarias.

Questdo 3 reformulada - Havera em S&o Gongalo um campeonato de
Juddé Feminino, esporte tradicional na cidade. Disputardo apenas as
candidatas da categoria Peso Médio Sub 18 (entre 15 e 18 anos, com pesos
entre 57 a 63kg). Sabendo que nesta categoria existem 10 meninas na disputa,

guantas séo as possibilidades de classificacao das trés primeiras colocadas?

Na lousa digital, utilizaremos uma imagem com dez judocas e um podio para

analisar as classificagoes.

Figura 33 - Imagens usadas na lousa digital
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Para desenvolver os passos da resolugéo, perguntaremos aos alunos quantas
sdo as possibilidades de classificagdo em cada colocacdo. Por exemplo, para a
primeira colocagdo, quantas meninas estardo disputando. Nomearemos, para
facilitar o processo, cada judoca com letras do alfabeto (de A a J), para isso usamos
a ferramenta caneta da LD. A Figura 34 mostra a lousa com as imagens e anotacdes

descritas.
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Figura 34 - Possibilidades para o primeiro lugar
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Para determinar quantas possibilidades existem para a 22 colocagéo, vamos
considerar que a atleta E tenha sido classificada em 1° lugar e, com isso, a
eliminaremos como possivel candidata a estar na 22 colocagdo. E importante
perceber nesse momento que cada judoca sé podera estar em um dos trés lugares
do pddio. Parece uma conclusdo Obvia, mas representa um erro muito comum
porque os alunos se distanciam da situacdo real. A Figura 35 mostra como

representamos esta situacao.

Figura 35 - Judoca E ndo pode estar em 2° lugar porque esta classificada em 1°

] ACAG006E
i YEARYUTED» BPa m@me

o~

v

9 - ; T
3 Suponha que a judoca
- i | E tenha sido

a 1% colocada

Do mesmo modo, faremos a analise da 32 colocada. Supondo que a judoca J
tenha sido a 22 colocada, também vamos elimina-la na concorréncia para a 32
colocagdo. Sendo assim, restardo 8 possiveis concorrentes, como mostra a Figura
36.
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Figura 36 - Escolha da 32 colocada
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Sendo assim, pelo Principio Multiplicativo, teremos 10.9.8 = 720 possiveis

maneiras de preenchermos o podio com as trés classificadas.
5.4 Analise da Questao 4

Questao 4 - Um casal e seus quatro filhos vao ser colocados lado a lado
para tirar uma foto. Se todos os filhos devem ficar entre os pais, de quantos
modos distintos os seis podem posar para a foto?

Nesta questdo, o problema é deixar de explorar fatos cotidianos e mencionar
uma situacdo muito genérica que, embora seja real, ndo gera o envolvimento que
esperamos. Na era digital com todo aparato tecnoldgico existente, a fotografia é algo
muito comum. Para cada passeio, uma foto diferente. A questdo a ser analisada esta
adequada ao cotidiano dos nossos alunos e a LD serd um facilitador para
visualizacao.

Modificamos o enunciado usando como base um dos memes (termo grego
gue significa imitacdo) mais reproduzidos em 2018. A famosa atriz Bruna
Marquezine saiu de férias para Grécia e entdo fez véarias publicagbes de fotos em
suas redes sociais. Outros famosos, amigos da Bruna, resolveram fazer montagens
com essas fotos como se estivessem passando as férias junto com a Bruna.

Vamos refazer a questdo usando esse meme por ser um tema bem atual e ao

gual nossos alunos, certamente, ja tiveram acesso.
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Questao 4 reformulada — Em suas férias na Grécia, a atriz Bruna
Marquezine fez diversas publicagcbes de fotos compartilhando os lindos
momentos no local. Alguns famosos, que sdo amigos da atriz, resolveram
iniciar uma brincadeira: fizeram memes colando as suas fotografias nas fotos
da Bruna, como fez o Padre F4bio de Melo na figura a seguir, para sugerir que

também estavam curtindo as férias la.

(A RN

Logo ap6és a montagem do padre, Tatd Werneck, David do Brasil,
Otaviano Costa e Evaristo Costa postaram as suas montagens. Pensando em
todas as possibilidades para um meme que tenha a Bruna, o Pe. Fdbio, a Tat4,
o David, o Otaviano e o Evaristo nos degraus dessa escada, mas que a Bruna e
o Padre estejam nas extremidades, determine o namero total de memes que

podem ser gerados.

Na LD faremos uma escada usando as ferramentas do software. Logo apos,

inserimos as imagens dos famosos, como mostrado na Figura 37.

Figura 37 - Simulacéo da situacao descrita na Questao 4

reformulada
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Como a Bruna e o Padre tem sempre que ficar nas extremidades, vamos
mover a foto deles para o inicio e o fim da escada, para que 0s outros famosos
possam ficar entre eles. Uma possibilidade é mostrada na Figura 38. Neste
momento, como a construgcdo na lousa € feita junto com os alunos, eles conseguem
perceber que ha duas possibilidades na escolha nesta primeira escolha, o que evita

um erro muito comum neste tipo de enunciado.

Figura 38 - Distribuigéo das personalidades nas extremidades da
escada
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A seguir, de forma aleatoria, colocaremos 0s outros famosos para a escada,

obedecendo ao fato que devem ficar entre a Bruna e o Padre, como na Figura 39.

Figura 39 - Movendo as demais personalidades nos degraus da
escada
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Neste momento, € interessante fazer trocas entre as posi¢cdes para mostrar
como sao elaboradas as possibilidades de arrumacdo na escada. A Figura 40

mostra outra possibilidade de organizar as pessoas.

Figura 40 - Nova possibilidade com a troca entre a Tata e o David

Como o aluno j& sabe que trocar de posicdo é 0 mesmo que permutar, eles ja
saberdo que para trocar os quatro famosos de posicao terdo 4! opgoes, isto €, 24
possibilidades de memes em que a Bruna esta no inicio da escada e o Pe. Fabio
esta no final dela.

Neste momento, é necessario perguntar aos alunos se esta é a Unica
possibilidade de ter a Bruna e o Padre na cena. Espera-se que eles percebam que
ainda podem trocar a posicao deles, gerando uma nova possibilidade para cada
permutacdo ja encontrada entre os membros do meio. Assim, podemos trocar 0s

dois de posi¢cdo movimentando as imagens na LD, como na Figura 41.

Figura 41 - Nova permutacdo onde o Padre e Bruna trocaram
de posicao
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Sendo assim, concluimos a solucdo da questdo analisando com alunos e
chegando aos valores seguintes.

Numero de possibilidades de alocarmos a Bruna e o Pe. Fabio: 2!

Numero de possibilidades de alocarmos o0s outros famosos: 4!

Como no meme todos as personalidades estdo alocadas na mesma escada,

pelo principio multiplicativo, temos 2!.4! = 2.24 = 48 memes distintos.

5.5 Analise da Questao 5

Questao 5 - Dispomos de 4 cores distintas e temos que colorir o mapa
mostrado na figura com os paises P, Q, R e S, de modo que paises cuja

fronteira € uma linha ndo podem ser coloridos com a mesma cor.

P Q

R S

Responda, justificando sua resposta, de quantas maneiras é possivel
colorir o mapa, se:
a) os paises P e S forem coloridos com cores distintas?
b) os paises P e S forem coloridos com a mesma cor?

Analisando o enunciado da questéo, percebemos que ha muita necessidade
de modificagdo ou reestruturacdo do mesmo. Porém podemos reescrevé-la trazendo
um pouco mais para perto da realidade, uma vez que nado é tdo comum pensar em
paises cuja disposicdo seja na forma de um quadrado. Porém, encontramos no
mapa dos Estados Unidos alguns estados com uma representacdo desta forma e
adaptamos esta questdo para permitir a interdisciplinaridade, fazendo uma
comparacao com o tamanho de alguns paises.

Questao 5 reformulada - O Estados Unidos da América (EUA ou USA) é
composto por 50 Estados. E um pais tdo grande que seus estados podem ter o
mesmo tamanho de alguns paises. Abaixo, o primeiro mapa mostra os estados
e 0 segundo, que pais tem o0 mesmo tamanho de cada estado. Os nomes dos
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paises aparecem em inglés na imagem, serd que vocé reconhece o nome de

todos eles?

United States of America
¢ map coloured 2013-05-22 by I

Washington | {

Montana

eeeeeee

[ Nevada

|
Ut |

Colorado
E—
|

S pran Novo
¢ Arizona | México

Fontes: https://www.todamateria.com.br/estados-unidos/ e
https://queminova.catracalivre.com.br/instrui/12-mapas-que-mostram-a-verdadeira-

visao-do-mundo/

Quatro cantos, ou Four Corners, € 0 nome de uma regido do oeste onde se
encontram quatro estados, o Colorado, o Novo México, Arizona e Uta. Esta
singularidade geogréfica fica em terras dos indios navajos e utes.

Para entregar uma atividade de Geografia, Joana dispde de quatro cores
distintas para colorir a regido de Quatro Cantos de modo que estados cuja

fronteira € uma linha ndo podem ser coloridos com a mesma cor.

Colorado

Novo México

Responda, justificando sua resposta, de quantas maneiras é possivel
colorir o mapa desta regiao, se:
a) os estados de Uta e Novo México forem coloridos com cores
distintas?
b) os estados de Utad e Novo México forem coloridos com a mesma cor?


https://www.todamateria.com.br/estados-unidos/
https://queminova.catracalivre.com.br/instrui/12-mapas-que-mostram-a-verdadeira-visao-do-mundo/
https://queminova.catracalivre.com.br/instrui/12-mapas-que-mostram-a-verdadeira-visao-do-mundo/
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Com o recurso Copiar, inserimos a imagem do enunciado na lousa,
selecionamos a opg¢do Formas Geométrica e colocamos ao lado alguns circulos
coloridos (amarelo, azul, verde e vermelho) para representar as quatro cores que
poderiam ser utilizados, como mostra a Figura 42.

Para resolver essa questdo, € necessario iniciar a coloracdo nos estados que
sdo destaques do texto, ou seja, os paises que devem ter cores distintas (Uta e
Novo México).

Figura 42 - A regido dos Quatro Cantos representada na lousa
VBATEO: oA B b

Comegaremos pelas cores disponiveis para o P

Novo México

Iniciamos o processo aproximando circulos do estado de Uta correspondentes
as quatro possiveis cores para colori-lo. Ao fazer a escolha de uma das quatro
cores para Uta, levaremos os circulos coloridos para proximo de Uta. Suponha que
combinemos com os alunos de colorir este estado com a cor azul. Neste caso
arrastamos o circulo azul para o interior da regido de Uta. A Figura 43 mostra estes
passos.

Figura 43 — Descri¢do da coloracdo do estado de Uta

L) \
. Colorado . Colorado
a Novo México a Nove Mxico
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Uma vez escolhida a cor de Ut4, vamos analisar a cor a ser atribuida ao
estado do Novo México, ressaltando que, no primeiro item da questao, ele ndo pode
ter a mesma cor de Uta. Portanto, sobram as cores vermelha, verde e amarela, isto
€, existem trés opcdes para colorir o0 Novo México. Repetimos 0 mesmo processo
para fazer a coloracdo deste estado junto com os alunos na lousa, como na Figura
44,

Figura 44 - Colorindo o Novo México

. & Colorado

S

ovo México
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Agora podemos pensar nas opcgoes para Arizona e Colorado. Como Colorado
faz fronteira com Uta e com Novo México, ndo pode ter a mesma cor desses dois
estados, ou seja, s6 podemos pintar o Colorado de verde ou vermelho. Arrastamos
os dois circulos para perto do Colorado e, em seguida, escolhemos uma delas. Para
escolher as opg¢Oes de cores para o Arizona, basta lembrar que ele ndo pode ter a
cor de Uta nem a cor do Novo México, ou seja, ele também s6 pode ser colorido de
verde ou vermelho. Entdo, fazemos o mesmo processo. A Figura 45 mostra as
escolhas para Arizona e Colorado e a Figura 46 nos mostra as possibilidades de
cores para cada estado.

Figura 45 - Atribuicdo de cores a Colorado e Arizona
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Figura 46 - Possibilidades de cores para cada estado
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Sendo assim, para atribuir as cores a estes estados temos quatro opgdes
para Uta, trés para o Novo México e duas para Colorado e Arizona. Logo, pelo
Principio Fundamental da Contagem, existem 4.2.3.2 = 48 opc¢des para colorir 0
mapa da regido de Quatro Cantos.

No item b, os estados de Uthd e Novo México devem ser coloridos com a
mesma cor e, novamente, iniciaremos colorindo os estados em destaque. Faremos o
mesmo procedimento do item anterior para colorir Utd. Supondo que a cor de Uta é
amarela, como o Novo México deve ter a mesma cor, moveremos a bolinha amarela
para este estado também, isto €, s6 ha uma possibilidade de colorir o Novo México.

O processo é mostrado na Figura 47.

Figura 47 - Coloracéo do Novo México com a mesma cor de Uta

Nova México

Sabendo que o Colorado ndo pode ter a mesma cor de Uta e do Novo México
uma vez que a fronteira com estes estados é representada por uma linha, o
Colorado nédo pode ser amarelo. Moveremos as cores restantes (azul, verde e
vermelho) para perto deste estado e prosseguimos com a escolha de uma delas. Do
mesmo modo, fazemos a escolha da cor do Arizona. A Figura 48 mostra estas

escolhas.
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Figura 48 - Escolha das cores restantes no segundo item
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A seguir, na Figura 49, mostramos o esquema de distribuicdo de cores
usadas.

Figura 49 - Possiveis cores dos estados no item b
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Sendo assim, pelo PFC, existem 4.3.3.1 = 36 maneiras de colorir o mapa

desta regido de modo que Uta e Novo México tenham a mesma cor.

5.6 Analise da Questao 6

Questdo 6 - Um jantar constaré de trés partes: entrada, prato principal e
sobremesa. De quantas maneiras distintas ele poderad ser composto, se ha
como opc¢des oito entradas, cinco pratos principais e quatro sobremesas?

a) 160
b) 150
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c) 120
d) 80
e) 17

E claro que nossos alunos saem com amigos ou com a familia, mas néo é tdo
comum irem a locais com as opcOes de entrada, prato principal e sobremesa.
Contudo, eles frequentam locais que dao opcbes para montagem de pratos e
sanduiches. Porém, nesta questdo, decidimos associar as escolhas a uma situacao
muito tipica na regido metropolitana do Rio de Janeiro, onde as comemoragcdes em
casa frequentemente tém alguma refeicdo elaborada pelos anfitribes servida aos
convidados.

A modificacdo sugerida aborda a minha experiéncia pessoal, j& que tenho
como costume reunir amigos em minha residéncia e oferecer nosso “Self Service de
Massas”, que consiste em disponibilizar alguns tipos de massa, de molhos e outros
ingredientes adicionais. Este tipo de modificacdo pode contemplar também varios

restaurantes que facilmente encontramos nos shoppings da cidade.

Questao 6 reformulada - A professora Monique ird receber alguns
amigos em sua casa, como de costume, fara o seu “Self Service de Massas”.
Ela dara como opc¢ado aos convidados escolherem entre 3 tipos de massa, 3
tipos de molho (branco, bolonhesa, queijo) e 3 ingredientes adicionais
(azeitona, camarado e bacon). Quantos pratos diferentes podem ser montados

com uma massa, um molho e um ingrediente?

Para aplicar na LD, buscamos imagens de massas, molhos e ingredientes.
Pelo enunciado, para cada tipo de massa, podemos escolher um dos trés tipos de
molho. A Figura 50 mostra estas trés possibilidades de molho para uma massa.

Figura 50 - Distribuicdo dos molhos e massas
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O proximo passo € acrescentar os ingredientes. Veja que, nesse momento,
estamos usando como exemplo apenas a primeira massa e nela acrescentamos 0s
possiveis molhos. Para acrescentar o0s ingredientes, vamos mostrar as

possibilidades, apés a escolha de uma massa e um molho, conforme Figura 51.

Figura 51 - Escolha dos ingredientes adicionais
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Da mesma forma, os trés ingredientes sao adicionados como possibilidades
para os outros tipos de molho, como mostra a Figura 52.

Figura 52 - Possiveis ingredientes para cada molho
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Sendo assim, para o primeiro tipo de massa, apds a escolha do molho e dos
ingredientes obtém-se 9 maneiras distintas de montar um prato no “Self Service”.
O processo de utilizar a lousa com os alunos prossegue com a distribuicao
para os outros tipos de massa. A Figura 53 mostra 0s proximos passos na lousa.
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Figura 53 - A distribuicao feita com outras massas

Como, para cada massa existem nove possibilidades distintas de montar um
prato escolhendo o molho e o ingrediente, concluimos que, pelo Principio Aditivo
existam 9+9+9 = 27 maneiras de montar pratos no Self Service de Massas da
professora Monique.

5.7 Analise da Questao 7

Questao 7 - Uma faculdade mantém 8 cursos diferentes. No vestibular,
os candidatos podem fazer opg¢é&o por 3 cursos, determinando-os por ordem de
preferéncia (1%, 22 e 32 opc¢des). Entdo, o numero possivel de formas de optar é:

a) 6.720
b) 336
c) 520
d) 120
e) 56

Todo aluno ao iniciar o Ensino Médio comega também a pensar no ENEM
(Exame Nacional do Ensino Médio). Apos realizar o ENEM, os alunos poderdo se
candidatar a uma vaga nas universidades por meio do SISU (Sistema de Selecéo
Unificada).

E muito comum que os alunos da escola publica da cidade ndo se sintam
capazes de ingressar em uma universidade publica ou manter-se nela. A cidade de
Sdo Gongalo tem uma Unica universidade publica que muitos moradores nao

conhecem, a Faculdade de Formacao de Professores da UERJ. A escola em que
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trabalho fica ao lado desta instituicdo e muitos alunos desconhecem o processo de
ingresso que nao acontece por meio do SISU e sim por vestibular préprio.

Outra universidade de grande porte fica na cidade vizinha de Niter6i, a
Universidade Federal Fluminense. O ingresso, neste caso, acontece pelo SISU.

Muitos alunos da escola ndo fazem nenhum destes processos seletivos.
Pensando neste contexto, surgiu a ideia de reformular a Questéo 7 a fim de inserir
os alunos nesta realidade e dar-lhes uma outra perspectiva de futuro. Vale ressaltar
que a questdo passa a dar informag@es iniciais dos processos seletivos mas sO
precisa de parte dos dados fornecidos, ndo sendo aplicacéo imediata dos conceitos

sobre os numeros informados no enunciado.

Questao 7 reformulada — Eduardo mora em Sado Gongalo e deseja entrar
em uma universidade no ano que vem. Ele pode, por exemplo, fazer o
vestibular para a FFP/UERJ, de S&do Goncgalo, com duas chances de fazer a
primeira fase e depois fazer a segunda fase ja escolhendo o curso pretendido.
Ou ainda, pode fazer o ENEM e, com as notas obtidas, se inscrever no SISU
para a UFF ou UFRJ, por exemplo.

Se ele fizer o SISU, pretendendo ir para a UFF ou UFRJ, esta pensando
em tentar os cursos de Direito, Historia ou Servigo Social, que ambas
oferecem. Sabendo que no SISU pode colocar a 12 opcao e a 22 opgao, como
mostra a figura abaixo, de quantas formas ele pode escolher as opc¢des do
SISU?

acompa su. Clique para imprimir. 43
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Vale ressaltar que Eduardo pode optar pelo mesmo curso, porém em
universidades diferentes, isto é, ele pode escolher Servico Social, como 12 opg&o na
UFF e 22 opcao na UFRJ ou vice-versa.

Na LD vamos acrescentar as imagens que sdo o0s simbolos dos cursos
desejados por Eduardo. A Figura 54 mostra os simbolos que utilizamos. Sendo
assim, apresentaremos as seis op¢Oes de curso que o Eduardo pode escolher,
dentro das suas preferéncias. Em seguida vamos mover uma das possibilidades
para a primeira op¢do como mostra a Figura 55. Neste momento, concluimos juntos

gue podemos escolher qualquer uma das seis op¢des como primeira opgao.

Figura 54 - Simbolos usados para cada curso

DIREITO

Figura 55 - A distribuicéo feita das possiveis escolhas de curso e
a movimentacgao correspondente a escolha da

primeira opcao

i* oPGAO 2* OPGCAO

1% UFRJ

Para escolher a segunda opc¢éo de curso, percebemos que so6 restaram cinco
possibilidades a serem escolhidas, ja que nao faz sentido colocar o mesmo curso na
mesma universidade nas duas opc¢des. A Figura 56 mostra a Lousa no momento
desta escolha.
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Figura 56 - Tela ap0s a escolha da primeira opgao
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Desse modo, pelo Principio Multiplicativo, chegamos juntos a solucdo do
problema. Existem, neste caso, 6.5 = 30 possiveis configuragbes do SISU para
Eduardo, respeitando suas preferéncias.

5.8 Analise da Questao 8

Questdo 8 - Duas retas paralelas, r e s, contém 4 e 6 pontos

respectivamente. Quantos tridngulos podem ser formados?

Na resolugéo desta questdo percebemos que alguns erros na interpretagao
eram comuns a varios alunos. Em situacdes como esta, € bastante valido usar na
questdo a analise de erro para que olhem de forma critica para este tipo de solucao
equivocada e reavaliem o seu provavel impulso inicial de resolverem desta mesma
forma. A analise da resposta obtida jA deve ser uma pratica dos alunos, porém,
neste caso, eles fardo esta critica a resposta de outra pessoa. A partir deste enfoque

reescrevemos a Questao 8 como segue.

Questdo 8 reformulada — Durante uma aula de Matemaética, a professora
pergunta quantos tridangulos podem ser formados usando como possiveis

vértices 4 pontos de uma retar e 6 pontos de uma reta s, sabendo quer e s
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sdo retas paralelas. Joana resolveu a questdo de duas maneiras diferentes e
obteve resultados diferentes, como podemos ver a seguir. Analise as solugdes
de Joana e verifigue se algum processo feito por ela esta correto. Como vocé

resolveria esta questao?

Resolugéo 1: Resolugéo 2:

fe—d opgdes para escolher 3

(G ]
R ¥ 1] 4

3 — 3 6 oppoes para escolher 3
(w _
Ceys €= €543 =20
33 6 tridngulos na cor roxo
¥y 5 tridngulos na cor marrom

Logo, como leramos nangulos @m row am s, serdo MO lotal: 4+20=24

Desse modo, serao 5x4= 20 triangulos

As duas resolugdes de Joana estdo incorretas, pois na primeira resolucao, ela
usa a combinacéo dos pontos de cada reta e deles escolhe 3, ou seja, ndo leva em
consideracao que para formar um tridngulo néo € possivel escolher trés pontos que
estdo na mesma reta, veja Figura 57, nomeamos trés dos 4 pontos da reta r e

tentamos formar com eles um triangulo, o que nao é possivel.

Figura 57 - Tentativa de formar um triangulo com trés
vértices na mesma reta
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A resolucdo 2 da Joana esté errada pois ela s6 pensou na possibilidade de ter
triangulos formados com um vértice em r e dois vértices em s, descartando assim
todas as configuracbes de triangulos que tenham dois vértices em r e um em s,

como mostraremos na LD, como na Figura 58.
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Figura 58 - As duas possiveis configuracdes para formar triangulo
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Para resolver a questdo devemos primeiramente mostrar ao aluno que é um
problema que pode ser resolvido usando combinagdo, fazendo com que
compreenda que um triangulo ndo muda se trocarmos a ordem dos vértices, isto €,
AABC é o mesmo que ACBA.

Assim ele ter4 para cada reta uma combinagdo. Comecaremos tomando um

ponto de r e dois de s, como mostra a Figura 59.

Figura 59 - As combinacdes para a primeira forma de triangulo
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Desse modo, teremos: C,; = 4 e (s, = 15, logo, como teremos a escolha em
r e em s para formar o triangulo, serdo 4.15=60 triangulos formados. Da mesma
maneira faremos para a escolha de dois pontos em r e um ponto em s, mostrado na

Figura 60.
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Figura 60 - As combinacgdes para a segunda forma de triangulo
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Com essa configuragéo, teremos: C,, = 6 € Cs; = 6, logo, como teremos a
escolhaemr e ems, serdo 6.6 = 36 triangulos formados.
Como o tridngulo terda a primeira configuracdo ou a segunda, € possivel

montar 60+36 = 96 triangulos.

5.9 Analise da Questao 9

Questao 9 - Diagonal de um poligono convexo é o segmento de reta que
une dois vértices ndo consecutivos do poligono. Se um poligono convexo tem

9 lados, qual € o seu numero total de diagonais?

Analisando as resolugbes dos alunos verificamos que o maior erro cometido
foi considerar como diagonal o lado do poligono, mesmo o enunciado da questédo
conceituando a diagonal. Para facilitar o entendimento iremos reformular a Questéo
9 usando analise de erro a partir da resposta de um dos alunos. Reescrevemos a
Questao 9 como segue.

Questdo 9 reformulada — Durante uma aula de Matemaética, a professora

pergunta quantas diagonais tem um poligono convexo de 9 lados. Para isso
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define diagonal como sendo o segmento de reta que une dois vértices nao
adjacentes do poligono. Joana prontamente responde que para resolver essa
guestdo usaria o conceito de Combinacéo de 9 elementos escolhidos de 2 a 2.
Analise a solucdo de Joana e verifiqgue se o método escolhido por ela esta
correto. Como vocé resolveria a questao?

Resolucéo de Joana:

Para analisar a resolucédo de Joana, vamos fazer a aplicacdo do processo
feito por ela em alguns outros poligonos: triangulo, quadrado, pentdgono e, por fim,
0 eneagono (poligono de 9 lados).

. A , . 3! 3! 3.2!
No triangulo, usando o método da Joana teriamos: €3, = ——=-—="—=
’ (3=-2)12! 112! 12!

3 ou seja, o triangulo teria 3 diagonais. Observe as Figura 5.35 feita na LD, de um
lado temos o triangulo azul e do outro unimos de dois em dois vértices, usando a cor
vermelha. Perceba que unindo os vértices dois a dois ndo houve modificacdo na
imagem, pois o0s vértices sdo consecutivos. E possivel perceber que o tridngulo néo

tem diagonais.

Figura 61 — Unindo vértices do Triangulo
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Para facilitar o entendimento do aluno, ao unir dois vértices consecutivos
usaremos a cor VERMELHA e ao unir vértices ndo consecutivos, usaremos a cor
ROXA.

7 4! 4! 4.3.2!
No quadrado, teremos pelo método de Joana: €y, =———=—=—""—-=6,
’ (4-2)12! 212! 21.2!

ou seja 6 diagonais. Observe a Figura 62, usando vértices ndo consecutivos

encontramos dois segmentos.

Figura 62 — Unindo vértice ndo consecutivo do quadrado

ZA@0COE
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Ja na Figura 63, ligando vértices consecutivos, encontramos 4 segmentos,
gue séao iguais ao lado do quadrado, ou seja, os 4 segmentos em vermelho nao
podem ser diagonais, conclui-se entdo que o quadrado tem duas diagonais e nao
seis como seria usando a ideia da Joana. Vale ressaltar que se subtrairmos o
namero de lados do quadrado da combinacao feita por Joana teremos exatamente o

namero de diagonais.

Figura 63 — Unindo vértice consecutivo do quadrado

=l 1O 1~ X Je)
) > [T D cans
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Vamos verificar se também é valido para o pentagono.

, 5! 5! 5.4.3! .
Pela resposta da Joana teriamos (s, = ——=-—=—-—=10, ou seja 10
’ (5-2)!12! 312! 312!

diagonais. Analisando a resposta na LD, na Figura 64, unindo dois veértices nao

consecutivos encontramos 5 segmentos, ou seja, 5 possiveis diagonais.

Figura 64 — Unindo vértice ndo consecutivo do Pentagono

Agora unindo 0s vértices consecutivos encontramos 5 segmentos, porém sao
0s préprios lados do pentagono, ou seja, ndo podem ser diagonais como mostra a
Figura 65 a sequir.

Figura 65 — Unindo vértice consecutivo do pentadgono

Desse modo concluimos, novamente que o nuamero de diagonais é a
diferenca entre a combinacéo deduzida por Joana e o numero de lados do poligono.

Logo, para um eneagono seréo (Cy, — 9) diagonais
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B 9! _ o _9.8.7!_36
Q=220 7121 7120

C9,2

Dai, o0 eneagono tem 36-9=27 diagonais.

5.10 Analise da Questao 10

Questao 10 - Em uma circunferéncia sdo marcados 7 pontos distintos: A,
B, C, D, E, Fe G. Com estes pontos, quantas cordas podem ser tracadas?
Quantos triangulos, quadrados, pentdgonos e heptdgonos que podem ser

formados?

Faremos uma sequéncia para deduzir o processo da resolugdo da questao.
N&o ha necessidade de alterar o enunciado da questdo por ela ser um problema de
generalizacdo. A generalizacdo em Matematica € uma maneira de argumentar
algum processo, mas s6 tem validade se o processo for provado como verdadeiro,
isto é, uma verdade é assumida, porém necessita de uma prova para ser valida. De
forma bem simples podemos dizer que generalizar € uma agdo de conjecturar para
todos os casos uma propriedade observada em alguns casos particulares.

Vamos chegar a solugéo da questdo a partir de algumas aplicagbes na Lousa
Digital.

Na Figura 66, representamos uma circunferéncia com os 7 pontos descritos
no enunciando e tragaremos todas as cordas que partem do vértice A. A Tabela 7

descreve as possiveis cordas com extremidades em A.

Tabela 7 — Cordas com extremidades em A.

AB

AC

AD

Fonte: O autor
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Figura 66 — Unindo o ponto A aos outros pontos da circunferéncia

ETANORO000E
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Unimos o vértice A a cada um dos outros pontos, formando assim 6 cordas
(segmentos na cor roxa) na circunferéncia que possuem uma das extremidades em
A. Vamos repetir o processo, partindo agora do vértice B, como na Figura 67. As

possiveis cordas com extremidades em B sdo mostradas na Tabela 8.

Tabela 8 — Cordas com extremidades em B

BA BC BD BE BF BG

Fonte: O autor

Figura 67 — Unindo o ponto B aos outros pontos da circunferéncia

Observando as Figuras 66 e 67, verificamos que o0s segmentos
AB e BA s&o coincidentes, ou seja, ndo podemos conta-lo mais de uma vez. Logo, do

vértice B partem 6 cordas, mas a corda AB foi contada mais uma vez.
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Partindo do vértice C, teremos em verde as possiveis cordas. A Figura 68
mostra as cordas e a Tabela 9 descreve as possibilidades de cordas com
extremidade em C.

Tabela 9 — Cordas com extremidades em C.

CA CB CD CE CF CG

Fonte: O autor

As cordas AB, BA e BC ja foram marcadas. Desse modo, restam 4 cordas que tem C

como um dos extremos.

Figura 68 — Unindo o ponto C aos outros pontos da circunferéncia

“A®00em
ATRD ) £ /720w @ @

Em suma, com uma extremidade em A partem 6 cordas, com uma
extremidade em B partem 5 cordas e com uma extremidade em C partem 4 cordas.

Na Figura 69 e na Tabela 10 é possivel perceber que s6 restam 3 segmentos
(DE,DF e DG) com uma extremidade em D, pois 0s outros segmentos ja foram

contados quando tomamos as extremidades A, B e C.

Tabela 10 — Cordas com extremidades em D

DA

DB

DC

Fonte: O autor
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Figura 69 — Unindo o ponto D (segmentos amarelos) aos outros

pontos da circunferéncia

Desse modo, tendo o vértice E como um dos extremos, restardo 2 cordas a

serem contadas e o vértice F, apenas 1. A Tabela 11 resume estes resultados.

Tabela 11 — Namero de cordas que partem de cada vértice, retirando as repeticdes

VERTICE NUMERO DE CORDAS
A 6
B 5
C 4
D 3
E 2
F 1
G 0

Fonte: O autor

Pelo Principio Aditivo da Contagem teremos: 6+5+4+3+2+1 = 21 cordas.

Essa questdo poderia ser resolvida de forma simples e rapida usando

combinac&o pois a ordem dos vértices néo altera a corda, isto €, a corda AB = BA.

Logo, faremos a combinacgéo dos 7 pontos escolhidos 2 a 2.

7! 7! 7.6.5! 42
C72 = - = 21

2T (7 =220 5121 5121 2
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Para encontrar o nimero de triangulos, quadrados, pentagonos e heptagonos
usaremos a mesma ideia da combinacdo acima, pois a formacdo dos poligonos
independe da ordem dos vértices. Veja a Figura 70, a esquerda temos um triangulo
cujos os vértices sao A, B e C, chamaremos e AABC e colorimos de amarelo. Ja na
imagem a direita, temos um triangulo com os mesmos Vvértices A, B e C, porém o

nomeamos de AACB e colorimos de preto.

Figura 70 — Colorindo os triangulos AABC e AACB

@me

Os triangulos AABC e AACB séao iguais, portando a ordem dos vértices nao
importa para a formacdo do poligono. Sendo assim para encontrar 0 numero de

tridngulos usando os 7 vértices da circunferéncia faremos:

B 7! 7076540 210
S (7-3)131 4131 4131 6

C73 =35

Logo, poderdo ser formados 35 triangulos. O processo sera repetido,
estimulando a generalizacdo, para encontrar o numero de quadrados, pentdgonos e

heptagonos, como mostra a Tabela 12 a seguir.

Tabela 12 — Quantidade de cada poligono que pode ser formado

Poligono Quantidade de Poligonos
7! 7! 7.6.5.4! 210
C74_ = = = = = 35
Quadrado T (7T=4)4 314! 3141 6
oo = 7! _ 7! _ 7.6.5! _ 42 — 21
Pentagono 75T (7=5)I51 2151 2151~ 2
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7! 7! 7!

Heptagono Co7 = -7 o7 7

Fonte: O autor

Este processo de modificar questbes que encontramos facilmente leva
naturalmente a necessidade de criar questdes que ja consideram os fatores que nos
levaram a modificar as questdes anteriores. Sendo assim, apresentaremos a seguir
uma questdo sobre Analise Combinatéria que tera a Lousa como auxiliadora para
sua resolucao.

Os jogos online estdo em alta entre os alunos tanto do Ensino Fundamental
como, e principalmente, do Ensino Médio. Um jogo muito conhecido entre os alunos
€ 0 LOL - League of Legends. Pensando nisso formulei uma questdo de Analise
Combinatdria utilizando algumas regras desse jogo para que a questdo fosse bem
préoxima da realidade dos alunos.

Jogos com o LOL tem ganhado um espaco cada vez maior, com
campeonatos, eventos de grande porte e um canal na TV fechada que mostra suas
principais competi¢des, atraindo um publico cada vez mais diverso e permitindo que

outras habilidades sejam também reconhecidas socialmente.

5.11 Questao Nova

Questdo 11 - LOL é um jogo de estratégia onde o jogador controla
apenas um personagem. Ele € um tipo de jogo MOBA (Multiplayer Online Battle
Arena) - sigla do inglés que significa arena _de batalha online para multiplos

jogadores. No game, jogadores controlam campedes que devem unir suas
forcas para destruir a base inimiga. O mapa principal de "LoL" é o
'Summoner's Rift'. Nele, duas equipes de cinco campedes batalham em trés
rotas e numa selva. “Summoner's Rift' é dividido em trés caminhos que
conectam sua base a do inimigo além de uma &rea de selva, como na Figura
71. Esses caminhos sdao chamados de rotas (superior, meio e inferior), e é

pelos caminhos e pela selva que as equipes se deslocam.
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Figura 71 - Mapa 'Summoner's Rift
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Fonte: https://br.leagueoflegends.com/pt/game-info/champions/

Para vencer a partida, é preciso avancar pelos caminhos até o coracgao
da base inimiga e destruir o nexus (construcao principal). Os campedes
controlados pelos jogadores sao classificados de acordo com suas funcdes e
habilidades especiais. Sao no total 143 personagens disponiveis mostrados na
Figura 72.

Figura 72 - Personagens (herdis) do LOL
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Fonte: https://br.leagueoflegends.com/pt/game-info/champions/

Nao existem regras ditando quais personagens devem ficar em
determinadas partes do mapa. Em uma estratégia usual, a equipe de 5
jogadores posiciona 1 campedo na rota superior, 1 na rota do meio, 1 na selva
e 2 na rota inferior. Cada um conta com técnicas comuns e especiais para
combater inimigos, monstros e torres. O segredo para a vitdria esta no uso
correto dessas habilidades.

Yang, Revolta, Kami, Pbo e Dioud sao alguns dos jogadores mais
conhecidos de LOL do Brasil (da esquerda para direita na Figura 73). Imagine

gue juntos eles irdo formar uma equipe.


https://br.leagueoflegends.com/pt/game-info/champions/
https://br.leagueoflegends.com/pt/game-info/champions/
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Figura 73 — Os melhores jogadores de LOL no Brasil

Fonte: https://streamie.com.br/veja-como-ficou-selecao-brasileira-do-all-star-de-

league-of-legends/

A escolha dos personagens das equipes é intercalada, a primeira equipe

escolhe o seu primeiro personagem e, a seguir, a segunda equipe faz o

mesmo. Em seguida, a primeira equipe escolhe o pro6ximo personagem e a

segunda equipe o faz a seguir. Este processo continua até que os 5

personagens de cada equipe tenham sido escolhidos.

Agora imagine que, ap0s a fase inicial de banimento, 10 personagens nao

poderao ser escolhidos por nenhuma das equipes. Sendo assim, responda:

a)

b)

Qual o total de possibilidades do time escolher seus 5 personagens
uma vez que quando o personagem é escolhido por alguém, ninguém
mais pode escolher o mesmo? (Considere que o time sera o primeiro a
comecar a etapa de escolhas)

Para que esses jogadores consigam destruir o Nexus é necessario uma
estratégia para dividir o grupo de 5 entre os caminhos lembrando que a
equipe posiciona 1 campedo na rota superior, 1 na rota do meio, 1 na
selva e 2 na rota inferior. Pensando nisso, mostre de quantas maneiras
distintas podemos distribuir os campebes escolhidos para atravessar

as rotas, chegar na base inimiga e destruir o nexus?

Resolucédo na Lousa Digital

a) Qual o total de possibilidades do time escolher seus 5 personagens
uma vez que quando o personagem é escolhido por alguém, ninguém
mais pode escolher o mesmo? (Considere que o time sera o primeiro a

comecar a etapa de escolhas)
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Colocaremos na Lousa a figura dos campedes a disposicao (Figura b), ja
considerando os 10 excluidos no banimento, e a dos jogadores (Figura c) para
melhor ilustrar a escolha da equipe. A Figura 74 mostra a Lousa Digital no inicio da

elaboracédo do raciocinio da resposta.

Figura 74 — Campedes e jogadores

T
" ReE000RE

VPR TR Oy A2 S m @m e

WENUNEAN s namanssnnannnnnn

Agora analisaremos a sequéncia das escolhas para deduzir o numero de
possibilidades. E importante observar que o time analisado serd o primeiro a
escolher os personagens, isso faz diferengca no numero de possibilidades. O primeiro
a escolher o campedo sera o Yang. Ele podera escolher qualquer um dos 133

campedes. A Figura 75 mostra este passo na Lousa.

Figura 75 — Namero de possibilidades de escolha para Yang
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Neste momento, a outra equipe escolhe seu primeiro personagem, como

mostra a Figura 76.

Figura 76 — Primeira escolha da outra equipe
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Apos esta escolha, perceba que o proximo jogador, Revolta, ndo podera mais
escolher 12 campedes, ou seja, tem 131 personagens disponiveis, como pode ser

observado na Figura 77.

Figura 77 — Escolha para Revolta
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Neste momento, os alunos sédo estimulados a continuar 0 processo
mentalmente e deduzir que os préximos jogadores tém 129, 127 e 125 possiveis

personagens para escolher, respectivamente.
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Conclui-se entdo que o numero de possibilidades para a escolha dos 5
campedes sera 133.131.129.127.125 = 35.680.126.125. E interessante aproveitar
esta oportunidade de lidar com nameros grandes que normalmente os alunos néo
veem nos exemplos e exercicios para relembrar como fazer a leitura deste numero,

0 que eles ndo tém o habito de fazer.

b) Para que esses jogadores consigam destruir o Nexus é necessario uma
estratégia para dividir o grupo de 5 entre os caminhos lembrando que a
equipe posiciona 1 campedo na rota superior, 1 na rota do meio, 1 na selva
e 2 na rota inferior. Pensando nisso, mostre de quantas maneiras distintas
podemos distribuir os campedes escolhidos para atravessar as rotas,

chegar na base inimiga e destruir o nexus?

Para resolver esse item é necessario ressaltar que o time deve escolher um
dos 5 campebes para posicionar rota superior, outro para a rota do meio e um
terceiro para a selva. Os 2 personagens restantes ficam juntos na rota inferior na
fase inicial do jogo.

Na Lousa, com a ferramenta Formas Geométricas, vamos reproduzir as rotas.
Utilizaremos cinco personagens do jogo para ilustrar a estratégia de resolucéo,
simulando que estes foram os escolhidos pelo time. A Figura 78 mostra a Lousa no

inicio do processo.

Figura 78 — A esquerda, reproducéo das rotas e a direita, os possiveis

campedes escolhidos pela equipe
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Rota Superior

Rota Meio

Rota Inferior
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Uma estratégia utilizada é colocar um campedo em cada caminho (exceto na
Rota Inferior) e na Selva para que haja protecdo destes espacos e, logo apos,
posicionar os dois restantes no caminho restante. Para isso movimentaremos 0s

campedes para os caminhos e para a Selva, como na Figura 79.

Figura 79 — Movimentando trés campedes para os caminhos

T VARXTRO LA m-@% &

Como sobraram dois campedes, estes sao exatamente os que ficarao juntos
na Rota Inferior.

Com isso, os alunos sdo convidados a estabelecer o numero de
possibilidades de ocupacdo de cada espacgo até que juntos, tenhamos o0 cenario
mostrado na Figura 80 na Lousa, considerando que a ordem de posicionamento dos
personagens nos lugares foi: 1° Rota Superior, 2° - Rota do Meio, 3° - Selva e 4° -
Rota Inferior.

Figura 80 — Analisando as possibilidades para cada espaco

[_W

O que os leva a concluir que o numero de maneiras de posicionar a equipe é
5.4.3.1 =60.
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CONCLUSAO

Ao escrever essa dissertacéo, tenho por certo que o maior ensinamento que
recebi esta diretamente ligado ao papel desempenhado pelo professor em suas
aulas. Desde a graduagdo meu objetivo era transmitir ao aluno o contetdo de forma
mais clara possivel e fazer com que eles chegassem a solucdo de um problema
utilizando o melhor processo. Porém, na caminhada profissional, comecei a tomar
rumos diferentes, ensinar de um modo que eu mesma nao aprovava, mas, por falta
de motivacdo e por ser mais confortavel, insistia em me manter nesse processo.
Passei a ensinar de modo mecanizado, sem estimular e motivar meus alunos a
pensarem na resolucdo de um problema. Iniciei o processo de pesquisa neste tema
na Pos-Graduacdo realizada na Universidade Federal Fluminense e, por ser um
assunto que me motiva, resolvi dar continuidade a pesquisa, porém com outra
énfase, nesta dissertagéo.

A escolha do tema Resolucdo de Problemas com a vertente tecnoldgica do
uso da Lousa Digital foi feita com o objetivo de modificar de alguma maneira nossa
pratica de ensino e também multiplicar este processo de transformar as questdes e
usar um recurso tecnoldgico divulgando para outros professores.

A metodologia da Resolucdo de Problemas permite que o professor ensine a
Matematica expondo aos alunos situacdes-problema que estejam proximos a
realidade do aluno para que gere nele uma maior motivagao e engajamento. Ligando
as ideias de Resolucdo de Problemas a tecnologia, conseguimos uma atencao maior
dos alunos, pois 0 ensino passa a ser mais atrativo e menos mecanizado. Para
solucionar algum problema os alunos deverdo investigar possiveis estratégias,
explorar conceitos, analisar seus erros, chegar a solucdo e generalizar este
processo.

Pensando assim, utilizei nas aulas algumas questdes do cotidiano escolar
retiradas de livros ou da internet para que os alunos resolvessem mesmo antes de
iniciar o processo de orientacdo do mestrado, na tentativa de pér em prética toda a
teoria da Resolucdo de Problemas que eu j& havia comecado a pesquisar, como as
ideias de Pdlya, e adiantar a minha pesquisa. Porém a experiéncia ndo aconteceu
COMo eu esperava porque muitos alunos erravam as questdes ou percebia-se que

tentavam reproduzir mecanicamente a resolugdo de outras questdes. Entdo, a
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pesquisa passou a ser direcionada a teoria envolvida e as questdes que eu havia
utilizado porque a minha dificuldade na experiéncia pode ser a mesma que impede
muitos professores de seguirem adiante até obterem éxito.

Desse modo, decidimos modificar o enunciado das questdes a fim de torna-
las mais proximas da realidade dos nossos alunos, para que se apropriassem e
entendessem a histéria que estavam lendo, e aliamos ao recurso da Lousa Digital
para auxiliar o desenvolvimento da resolugcéo de todas as questdes, permitindo esta
experimentacdo e visualizacdo. Como trabalho para um futuro proximo, pretendo
repetir a experiéncia com esta nova abordagem, o que ainda néao foi feito por nédo
haver tempo habil.

Em suma, este trabalho sugere que o professor reflita sobre as questdes que
ele costuma propor aos alunos, na perspectiva da Resolugcdo de Problemas, e
busque o apoio dos recursos tecnolégicos muitas vezes ja disponiveis nas escolas.
A metodologia da Resolucdo de Problemas aliada a Lousa digital, por exemplo, é
uma estratégia interessante que o docente pode utilizar para executar a dificil tarefa
gue é ensinar Matematica.

Sabemos que a longa jornada de trabalho dos docentes e a falta de recursos
disponiveis podem ser fatores que impecam a multiplicacdo destas ideias, mas
esperamos que este trabalho seja motivador de diversas tentativas com éxito neste
sentido.
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APENDICE - A Lousa Digital TeamBoard

A LD TeamBoard é uma lousa Touch Screen, composta por: tela, projetor e
caneta. A superficie de sua tela é EVS (Egan Versa Surface), desenvolvida com a
uma tecnologia de baixa reflexdo e angulo de 160°, possibilitando que as imagens

sejam projetadas que forma clara e nitida.

Figura 1-Tecnologia Sensivel ao toque

Fonte: Site Teamboard.com

O TeamBoard € um produto que pode ser usado de quadro maneiras: tela de
projecéo, quadro branco, quadro inteligente e quadro interativo.
eTela de projecdo: apenas para projetar algo nela, por exemplo, um
video.

Figura 2 - O TeamBoard
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Fonte: Site Teamboard.com
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eQuadro branco: por sua superficie ser apropriada para escrita usando

marcadores e canetas de quadro branco.

Figura 3- O TeamBoard
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Fonte: Site Teamboard.com

eQuadro inteligente: nele podemos escrever, salvar e imprimir as

atividades feitas.

Figura 4 - Quadro inteligente

Fonte: Site Teamboard.com

eLousa Interativa: por ser sensivel ao toque, podemos esquecer o
computador e fazer tudo diretamente na tela do TeamBoard, usando apenas
os dedos.
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Figura 5 - O TeamBoard

Fonte: Site Teamboard.com
Ao instalar o software do TeamBoard, um icone, Figura 6, € inserido na barra
de ferramentas do Windows e, ao clicar nele aparecera um menu de funcdes da LD,

conforme Figura 7.

Figura 6 - icone na barra de ferramentas do Windows.

Fonte: Site Teamboard.com

Figura 7 - Menu de Funcgdes

oo Dashboard
+ Ativado
Modo » + Enabled
Calibrar _I Calibrate »
Diraw Draw
- Annotate
Teclado Yirtual
Mouse Virtual Virtual Keyboard
Ajuda Virtual Mouse
._“jsom 10:52 Help
About

Fonte: Site Teamboard.com

Ao iniciar o trabalho na LD, sera aberto o Painel de comandos, que nos
permite escolher o modo da LD, se quadro branco ou interativo, Figura 8.
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Figura 8 - Menu de Fungdes
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Fonte: Site Teamboard.com

O TeamBoard, possui somente duas ferramentas de trabalho: a barra de agéo
e a barra de ferramentas de desenho.

Figura 9 - Visdo Geral do TeamBoard
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Fonte: O autor

As figuras a seguir, mostram um resumo da utilidade de cada barra.
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Figura 10 - Barra de Agao 1
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Fonte: Site Teamboard.com

Figura 11 - Barra de Agéo 2
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Fonte: Site Teamboard.com

Figura 12 - Barra de Ferramenta de Desenho

Fonte: Site Teamboard.com

A barra de Ferramenta de Desenho € dividida em vérias partes, como veremos
nas figuras a sequir.
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Figura 13 - Barra de Ferramenta do Draw
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Fonte: Site Teamboard.com

Figura 14 - Barra de Ferramenta — Caneta

TeamBoard Draw M
[@?E!%T KOVDLL /S e e @ Ba— ) @ aﬂﬁr-ng]

! | | |

Linhas e
Conectores

Caneta Escrita reta

Escrita pontilhada

Espessura

Cor

Marca texto v

Fonte: Site Teamboard.com

Figura 15 - Barra de Ferramenta - Apagador
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Figura 16 - Barra de Ferramenta — Formas Geométricas 1
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Figura 17 - Barra de Ferramenta — Formas Geométricas 2
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Fonte: Site Teamboard.com

Figura 18 - Barra de Ferramenta — Editor de Textos
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Figura 19 - Barra de Ferramenta - Mover

TeamBoard Draw P

VABA TN » NP Ta—A ¢ aAHID

Mover

Mover, girare v
redimensionar objetos

k J

Fazer link

Y
Preencher objeto
com outra cor

Fonte: Site Teamboard.com

Figura 20 - Barra de Ferramenta — Copiar, recortar e colar
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Figura 21 - Barra de Ferramenta - Padrao
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Figura 22 - Barra de Ferramenta — Importar imagens e filmes
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ANEXO — Resumo para Resolucao de Problemas

Colégio Estadual Walter Orlandini.

Professora: Monique Andrade

Para resolver problemas matematicos, seguiremos alguns passos sugeridos por
Geoge Pdlya.

1° Passo- Compreender o problema

Neste passo devemos tomar 0S seguintes questionamentos: quais
sdo os dados? Quais sao as restricbes? O que se pretende neste
problema? Quais incdégnitas usar?

Um conselho para a execucdo desse passo €: ndo avancar enquanto
ndo compreender realmente o problema.

E necessario investir o tempo que for preciso, 0 que em muitos

casos, esse tempo é bem longo!

2° Passo — Estabelecer um plano

Fazer um esquema (por meio de calculos ou desenho) se for
possivel; descrever a estratégia que vai utilizar.

Se ndo consegquir resolver o problema proposto, arranje outro mais
simples e depois generalize (0 que chamamos de problema correlato,
ele vai te auxiliar na resolucédo do seu problema).

3° Passo — Executar o plano

Desenvolva a ideia do plano.
Faca os calculos referentes no seu plano.
E necessario que o professor néo interfira na execucdo do plano, e

sim seja um auxiliador.
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4° Passo — Fazer um retrospecto sobre a resolugéo

Neste passo iremos analisar a solucdo, para isso devemos verificar
se a solucédo (¢cdes) satisfaz (em) o problema.

Se o0 aluno fizer um retrospecto reconsiderando e reexaminando o
resultado final, eles poderdo consolidar seus conhecimentos e até

mesmo ir em busca de novas solucgdes.



	A solução correta seria: 32.31.30 = 29760 possibilidades, uma vez que para cada time deverá ser classificado uma só vez.
	QUESTÃO 3.4 (UNIFOR-CE – Exercícios Brasil Escola disponível em https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-fatorial-principio-fundamental-contagem.htm) - Um casal e seus quatro filhos vão ser colocados lado a lad...
	Questão 4 - Um casal e seus quatro filhos vão ser colocados lado a lado para tirar uma foto. Se todos os filhos devem ficar entre os pais, de quantos modos distintos os seis podem posar para a foto?



