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Resumo

Neste trabalho, estudamos meios para encontrar raizes de polindomios computacional-
mente e suas propriedades algébricas. Utilizamos, para isso, duas excelentes ferramentas:
o Método de Newton-Raphson e a teoria dos Polinomios Simétricos. Na primeira parte,
demonstramos a convergéncia local do Método de Newton-Raphson para fungoes reais.
Também fazemos um estudo para verificar a existéncia e localizagao das raizes de um
polinémio através da Regra dos Sinais de Descartes e das Sequéncias de Sturm. Em par-
ticular, fazemos um estudo detalhado do Método de Newton-Raphson para encontrar a
raiz n-ésima de um nimero positivo. Em seguida, passa-se para estudo dos polinomios
simétricos: uma ferramenta bastante 1til na resolucao de problemas algébricos de fatora-
¢ao, de sistemas de equagoes nao lineares, de equagoes de recorréncia lineares e de algumas
equacgoes algébricas. No final, é apresentada uma lista de exercicios resolvidos, visando a

fixagao desses assuntos.

Palavras chave: Polindémios, Método de Newton-Raphson, Polinémios Simétricos.
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Abstract

In this work we study ways to find polynomial roots computationally and their algebraic
properties. We use two excellent tools for that: the Newton-Raphson Method and the
Symmetric Polynomials theory. In the first part, we demonstrate the local convergence
of the Newton-Raphson Method for real functions. We also perform a study to verify
the existence and location of the roots of a polynomial through the Descartes’ Rule of
Signs and Sturm Sequences. In particular, we make a detailed study of the Newton-
Raphson Method to find the nth root of a positive number. Next, we study symmetric
polynomials: a very useful tool for solving algebraic problems of factorization, non-linear
equation systems, linear recurrence equations and some algebraic equations. At the end,

a list of solved exercises is presented, aiming at fixing these subjects.

Keywords: Polynomials, Newton-Raphson Method, Symmetric Polynomials.
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Introducao

Calculo computacional das raizes de um polindmio

A primeira parte desse texto se dedica a seguinte questao numeérica:

Dado um polinémio real p, resolva p(x) = 0.

E parte do problema geral de encontrar uma raiz de uma funcao dada. Frequen-
temente o professor do ensino médio se depara com situacoes que envolve a resolugoes de
equagdes do tipo p(z) = 0. De um modo geral, isso ocorre nas mais diversas areas das
ciéncias exatas. O problema de encontrar numericamente a raiz n-ésima de um numero
real positivo a dado, por exemplo, é equivalente a encontrar uma raiz para o polinémio
p(z) =2" — a.

Consideremos, como um segundo exemplo retirado do Machado (2013), a seguinte
situagao de contetido do ensino médio envolvendo volume de um sélido geométrico:

"Considere uma chapa metdlica de 30cm por 30cm. Se recortamos um quadrado
de lado x em dada um dos cantos desta chapa e vincarmos as abas que sobraram obte-

3

mos uma caixa sem a tampa de volume aproximadamente 15cm?. Determine o valor,

aproximado, da drea dos quadrados retirados da chapa metdlica.”

30cm

« r—
4
T
v

Volume = 15cm?®

——

\ -
30 —2x - 30 -2z

30cm

Figura 1: Area e Volume do segundo exemplo da introducao.



Observe que se efetuarmos o produto das trés dimensoes da caixa (30 — 22)(30 — 2z)z,
obtemos o volume, ou seja:

423 — 1202% + 900z = 15,

isto é,

423 — 1202 + 900z — 15 = 0,

com isso, verificamos que um problema de resolver uma equacao, pode ser transformado
facilmente em um problema de busca de raiz de uma fun¢ao. De modo que, nesse sen-
tido, os polindmios aparecerem frequentemente no cotidiano do aluno. Devido a essa
frequéncia, isso faz com que dediquemos especial atencao ao contetido envolvendo equa-
¢oOes polinomiais.

Mas como obter raizes reais de uma equagao qualquer? Sabemos que, para al-
gumas equacoes, como por exemplo, as equacoes polinomiais do segundo grau, existem
formulas explicitas que dao as raizes em funcao dos coeficientes, no caso, a férmula de
Bhaskara. Para polinomios de grau 3 e 4, existem, respectivamente, as formulas de
Cardano-Tartaglia, de 1545, e as de Ferrari, do mesmo século. Embora tivessem sido
uma resposta muito importante para este, que era um problema milenar, na pratica, sao
formulas de dificil manipulacao, pois envolvem mudancas de variaveis, calculo de discri-
minantes e muitas raizes. E dificil aproximar a raiz do polinémio mesmo tendo seu valor
exato em maos. No século XIX, |Abel (1826) e Evariste Galois (Gongalves, |1979, ver),
provaram que, em geral, para polindmios de grau igual ou maior que 5, nao existem for-
mulas algébricas para encontrar raizes. Por isso, temos que nos contentar em encontrar
apenas aproximagoes para esses zeros (solugoes numeéricas); mas isto nao é uma limitagao
muito séria, pois, com o método que apresentaremos, conseguimos encontrar os zeros de
uma fun¢ao com qualquer precisao prefixada.

A ideia central destes métodos numeéricos é partir de uma aproximagao inicial
para a raiz (um intervalo onde imaginamos a raiz estar contida) e em seguida refinar essa
aproximacao através de um processo iterativo.

Para isso, faremos nosso estudo dividido em duas etapas:

Primeira etapa: A localizacao de raizes ou isolamento das raizes, é o conteido do
Capitulo 2, que consiste em obter intervalos que contém cada raiz. Nesta etapa é

feita uma andlise tedrica e gréafica do polinomio p(z). E importante destacar que



o sucesso da localiza¢do das raizes de p(z) depende fortemente da precisdo desta

analise. Para isto, destacamos trés importantes teoremas:

i) A Regra dos Sinais de Descartes permite fazer uma prévia das quantidades
de raizes reais positivas e negativas de um polindémio. Em que um polinémio
com coeficientes reais ndo pode ter mais raizes positivas (contando as multi-
plicidades) que o numero de variagdes de sinal dos seus coeficientes. De um
modo geral, o teorema se resume na seguinte definicao: a diferenga entre o
nimero de variagoes de sinal e o niimero de raizes positivas de um polindémio

com coeficientes reais é um inteiro positivo par.

ii) O Teorema de Sturm nos permite encontrar, de uma maneira menos direta,
a quantidade exata de raizes reais distintas de um polinémio com coeficientes

reais em um intervalo dado.

iii) O Teorema de Lagrange nos permite encontrar uma cota superior das raizes
reais positivas de um polinémio e, também, permite encontrarmos um intervalo
onde estao contidas todas as raizes negativas e outro intervalo com todas as

raizes positivas.

Segunda etapa: Determinacao das raizes reais, ou refinamento, que consiste em
aprimorar as aproximagoes iniciais para as raizes dentro do intervalo encontrado
na primeira fase, ou seja, dado o "chute inicial" para a aproximagao, precisamos
melhoré-las sucessivamente até se obter uma aproximacao para a raiz dentro de uma

precisao prefixada.

Para essa aproximacao utilizaremos o Método de Newton-Raphson, que pode ser
encontrada em Stewart| (2009)), o qual é um processo iterativo cujo o objetivo consiste
em construir uma sequéncia numérica que converge para a raiz de uma funcao dada. A
analise do método é tema do Capitulo 1. E um método muito eficiente e um dos mais
rapidos. Véarios problemas que consistem em resolver equagoes podem ser transformados
facilmente em problemas de busca de raiz de uma fungao, dai sua importancia.

Ao invés de fornecer uma férmula exata, o Método de Newton-Raphson tem
outra abordagem, ele constréi uma sequéncia de nimeros que se aproximam cada vez
mais da raiz da funcao, em particular, das raizes de um polindémio. Seu nome é uma

homenagem a Isaac Newton (1642-1727) e Joseph Raphson (1648-1715). Tanto Newton

3



como Raphson, em seus livros, apresentaram métodos muito semelhantes para encontrar
solugao de polinomio de grau maior que 2. De modo que Newton, em 1671, no livro
"Método de Fluxoes" Newton (1736), descreve o método que ele utilizou para encontrar
a solucdo da equacio z® —2x—5 = 0. Porém este livro so6 foi publicado em 1736. Enquanto
que Raphson, em 1690, no seu livro "Analysis aequationum universalis" |Raphson| (2011)),
apresenta a mesma técnica, porém de forma mais simples e semelhante a que se utiliza
hoje nos livros. Observa-se que a publicacao do livro de Joseph Raphson ocorreu 46 anos
antes da publicacao do livro de Isaac Newton.

Propriedades algébricas das raizes de um polindmio de uma variavel

A segunda parte desse texto se dedica a estudar algumas propriedades algébricas
das raizes de um polinémio e suas relacoes com os polindmios simétricos. Esse é o contetido
do Capitulo 3.

O Teorema Fundamental da Algebra, de Gauss, garante que um polinémio de
grau n possui exatamente n raizes complexas, contadas as suas multiplicidades, e que,
portanto, pode ser fatorado como produto de polindmios de 1° grau. Surge dessa ideia as
relagoes de Girard, que relacionam os coeficientes do polinémio aos polindémios simétricos
elementares (cujas variaveis sao as raizes). Uma importante questao é levantada: dado um
polindmio de varias variaveis e simétrico, é possivel escrevé-lo em fungao dos elementares?
Apresentamos uma demonstragao para o Teorema Fundamental dos polinémios simétri-
cos, de Isaac Newton, que da uma resposta positiva sobre o assunto. Os polinémios
simétricos sao uma excelente ferramenta para encontrar solugoes de problemas algébricos
de fatoracao, de sistemas de equagoes nao lineares e de algumas equacoes algébricas. Ape-
sar deste conteudo ser frequentemente abordado em Olimpiadas de Matematica, ainda é
muito pouco explorado no ensino médio.

Para finalizar, fazemos um estudo sobre as chamadas Somas de Newton, que
sao polinémios simétricos dados pela soma das n-ésimas poténcias das raizes de um polino-
mio unidimensional. Mostramos que essas somas sao, na verdade, a solucao de equacoes

de recorréncia lineares cujos coeficientes sao dados pelo polinémio.



Capitulo 1

Método de Newton-Raphson

Segundo Stewart| (2009), o Método de Newton-Raphson é um processo iterativo,
cujo o objetivo consiste em construir uma sequéncia numérica que converge para a raiz de
uma funcio dada. E um método muito eficiente e um dos mais rapidos. Vérios problemas
que consistem em resolver equagoes podem ser transformados facilmente em problemas
de busca de raiz de uma funcao, dai sua importancia.

Assim a ideia central deste método é partir de uma aproximagao inicial para
a raiz (um intervalo onde imaginamos a raiz estar contida) e em seguida refinar essa

aproximacao através do processo iterativo de Newton-Raphson.

1.1 Desenvolvimento

O tema principal desse capitulo é descrever uma estratégia de solucao para o
problema geral: Dada uma funcao f : I — R, onde I é um intervalo da reta, resolver
f(z) = 0. Os métodos iterativos para obter raizes (ou zeros) de fungoes fornecem uma
aproximacoes para a solucao exata. Geralmente tais aproximacgoes sao tao boas quanto
se deseja (no sentido de nimeros de digitos corretos). Assim, vejamos como funciona o

Método de Newton-Raphson.

1.1.1 Meétodo Iterativo de Newton-Raphson

Geometricamente, o método tem a seguinte forma: dada uma funcao f : [ —
R, escolhemos um valor inicial o € R como primeira aproximacao da raiz de f. Entao

vamos ao ponto (xg, f (x¢)) no grafico e descemos pela reta tangente até atingirmos o eixo



x, a este nimero nés chamaremos de ;. E nossa segunda aproximacao da raiz de f.

fix;) @

fx)) ¢

fi(x 2) L3

/ raiz

Figura 1.1: As trés primeiras iteragoes do Método de Newton-Raphson.

O algoritmo continua da mesma forma: de z;, vamos ao ponto (zi, f (x1)) no
grafico e descemos pela reta tangente até atingirmos o eixo x, a este niimero chamaremos
de x5, e assim por diante. A sequéncia gerada xg, Ty, T2, T3, ... tende a se aproximar da
raiz da func¢ao. Ao longo de todo texto, uma sequéncia é sempre uma funcao r : N — R

e representamos (i) por x;, para i =0,1,2,3,....

1.1.2 Férmula de recorréncia do Método de Newton-Raphson

Agora, vamos obter o x1, Analiticamente, a partir do nimero x, isso iré sugerir
a equagao de recorréncia do método. Uma vez atribuido o valor inicial zg, calculamos
f(x0) e f'(xo) facilmente (ja que a fungdo é dada). A reta tangente ao grafico no ponto

(xo, f(z0)) € dada pela equagao:

y — f(z0) = f' (w0) (x — x0)

ou seja,

y = f(xo) + f'(w0) (x — z0) . (1.1)



Assim para encontrar sua raiz, x = 1, fazemos:

y=0 <= 0 = f(xo)+ f (x0)(x — o),
f (o)

<~ T To —
f" (x)’
agora, denominamos x = xi:
X
< rT = l’o—f/( 0)
f7 (o)

Fazemos este mesmo processo sucessivas vezes, seguindo a forma iterativa, ou

simplesmente, O Método de Newton-Raphson:

Thy1 = Tg — ]]:/((ZI;)), k € N. (12)

1.1.3 Convergéncia e velocidade

Para o bom funcionamento do método e da convergéncia, observe que a derivada
aplicada nos termos da sequéncia nunca pode ser nula. Além disso, a escolha inicial, xg,
deve ser controlada de alguma forma, nao podendo ficar muito longe da raiz. Existem va-
rias formas de se controlar esses parametros, a depender do problema especifico estudado.
Daremos um conjunto basico de hipoteses que garantem sua convergéncia quadratica.

O método de Newton-Raphson é um caso particular dos chamados Métodos de
Ponto Fizo, (Ruggierol (1996, p. 53). Para entender, transformamos nossa equagao inicial
f(z) = 0 em uma equivalente ¢(x) = 2. Partindo de um valor inicial zy, construimos a
sequéncia .1 = p(zx). Se a sequéncia gerada converge para um namero £, entao este
limite é dito um ponto fixo de ¢, ja que satisfaz p(§) = £ e uma raiz de f. A fungao ¢ é

dita uma funcao de itera¢ao para a equagao f(x) = 0.

Exemplo 1. O método de Newton-Raphson se propoe a resolver uma equagao do tipo
f(x) =0, onde f : I - R el C R é um intervalo. Mas observe que uma solugdo

x = & desse problema é também solucio da equagio ¢(x) = x, onde a funcao de iteracdo
_ [f=)
J'(x)

Teorema 1 (Convergéncia do Método de Ponto Fixo). Seja & uma raiz real da equagio

¢: I =R ¢édada por p(z) =x

f(z) =0, isolada num intervalo I centrado em &. Seja ¢ uma funcgao de iteragao para a



equacao f(x)=0. Se
i) ¢ e sao continuas em I;

W) | (@) <M<1l,Vzele

Baiza inclinacao!

iii) w0 € 1,
entdo a sequéncia {xy},oy gerada pelo processo iterativo x1 = p(xy) converge para &.

Demonstracdo. E feita em duas partes:
1% parte: Prova-se que se xo € I, entao x, € I, Vk € N.

Seja £ uma raiz exata da equacdo f(x) = 0. Assim, f(£) = 0 se, e somente se,

£ =(¢) (1.3)
e, para qualquer k € N, temos: xp.1 = ¢(zx), entdo de , obtemos
i1 — & = (i) — 9(§) (1.4)

Agora, a fungao ¢’ é continua e diferenciavel em I, entao, pelo Teorema do Valor Médio,

se x) € I, existe ¢, entre x; e £ tal que

¢ (cr)(zr — &) = () — @(§) (1.5)

Portanto, substituindo [I.4] em [I.5] obtemos

Tr1 — § = ¢'(an) (2 — §). (1.6)
Entao, V k£ € N, temos
e — & = | ()| low — €] < |z — ¢, (1.7)
1
<

ou seja, a distancia entre xy,; e £ é estritamente menor que a distancia entre x e & e,
como [ esta centrado em &, temos que se x € I, entao x,.1 € I. Por hipotese, x¢ € I,
entao xp € I,V k € N.

2% parte: Prova-se que klim T, =&,
—00



Assim, da 1% Parte, segue que:

r1 =& = ¢ ()] lro = €] < M|z — &
——
<M
(como cq esta entre zg e )
w2 =& = |¢/(e)|lor — €] < Moy — €| < M- M|z — €| = M |wo — €]
<M

(como ¢, estd entre x1 e &)

o, — €| = @ (cho)|lana — &l < Mzpy — €] < M- M* g — €] = MF |20 — ¢
<M

(como cy_1 estd entre xp_q e &)

De onde segue, que

0 < lim |o — €| < lim M*|zg — €| =0,
k—o0 k—o0

pois 0 < M < 1.
Portanto, lim |z —&| =0, logo lim x; = &.
k—o00 k—o00

]

Teorema 2 (Convergéncia do Método de Newton-Raphson). Sejam f, f' e f" fungdes
continuas num intervalo I que contém a raiz v = & de f(x) = 0. Suponha que f'(§) # 0.

Entdo, existe um intervalo I C I, contendo a raiz &, tal que se xo € I, a sequéncia {y}

_ flzw)
f'(xr)
Demonstra¢ao. Tem-se que o método de Newton-Raphson ¢ um MPF (Método do Ponto
f(z)
f'(@)

a convergéncia do método, basta verificar que, sob as hipoteses acima, as hipoteses do

gerada pela formula recursiva xp, 1 = xj convergird para a raiz.

Fixo) com funcdo de iteragao ¢ dada por ¢(z) = = — Portanto, para provar

Teorema [I] estao satisfeita para ¢.

Ou seja, é preciso provar que existe I C I centrado em &, tal que:
i) As funcoes ¢ e ¢’ sdo continuas em I;
i) |¢'(x)| <M< 1,Vzel.

Temos que
olr)=x— ff/((i)), entdao ¢'(x) = —ff;:/)(];)](f)




Por hipotese, f'(€) # 0 e, como f’ é continua em I, é possivel obter I; C I tal
que f'(x) #0,Vax € I;. Assim, no intervalo I; C I, tem-se que as fungoes f, f' e f” sdo
continuas e f'(x) # 0. Portanto, ¢ e ¢’ sdo continuas em I.

f (@) f"(x)

Agora, ¢'(z) = W Como ¢ é continua em I; e ¢'(§) = 0, é possivel
escolher Iy C I; tal que |¢'(x)] < 1, Vo € I. Ainda mais, I pode ser escolhido de forma
que £ seja seu centro. Concluindo, conseguimos obter um intervalo Iy C I, centrado em
¢, tal que ¢ e ¢’ sejam continuas em I e |¢' ()| < 1, Vo € I. Assim, tomamos [ = I,.

Portanto, pelo Teorema , se 19 € I, a sequéncia {z}} gerada pelo processo

iterativo

f(xr)

Tky1 = Tk — f’(ﬂfk)

converge para a raiz £. 0

Em geral, afirma-se que o método de Newton-Raphson converge desde que z( seja
escolhido "suficientemente proximo" de £. A razao desta afirmacao esta na demonstragao
acima, onde se verificou que, para pontos suficientemente proximos de £, as hipoteses do
teorema da convergéncia dos Métodos de Ponto Fixo estao satisfeitas.

Os teoremas [I] e 2] exigem, como hipotese, a existéncia a priori de uma raiz no
intervalo dado para garantir o funcionamento do método. Neste contexto, o Teorema de
Bolzano nos fornece condigoes suficientes para a garantia de tal existéncia, (Ruggiero),

1996, ver).

Teorema 3 (Bolzano). Considere f uma fungao continua num intervalo real |a,b]. Se

f(a) f(b) <0 entao existe pelo menos um ponto x = & entre a e b que € raiz de f.

Corolario 4. Dado um polinémio p(x) = a,z™ + -+ - + ag, se ayag < 0, entao p tem pelo

menos uma raiz positiva.

J& a velocidade de convergéncia de um algoritmo numérico tem a ver com a

comparagao da quantidade de digitos corretos entre duas iteragoes consecutivas:

Definicao 1 (Ordem de Convergéncia). Se uma sequéncia {xy} converge para &, com

{z} # &, e se existem nimeros positivos A e a tais que:

lim |xk+1 _il =\
koo |z — €
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entio dizemos que {xy} converge para & com ordem «. Para a=2, dizemos que a conver-

géncia € quadrdtica.

A ordem quadratica é uma das mais rapidas obtidas nos algoritmos praticos, ela

nos diz, grosso modo, que o nimero de digitos corretos nos termos da sequéncia dobra

a cada iteracao. O Método de Newton-Raphson é, nesse sentido, muito rapido, pois nas

melhores condigoes, tem ordem quadratica. O resultado a seguir segue [Ruggiero (1996)).

Teorema 5 (Ordem de convergéncia do Método de Newton-Raphson). Sejam f (z), f' ()

e f"(x) continuas num intervalo I = [a,b] que contém uma raiz x = & de f. Suponha

(&) # 0. Entdo existe um intervalo I C I, contendo a raiz &, tal que se zy € I, a

sequéncia {xy} gerada pela formula recursz'va satisfaz

2 1/"(&)]
|zpy1 — & < Mlxg — &|7, para M>2|f’(£)]’
ou seja, xp converge para a raiz £ quadraticamente.
Demonstragao. Pelo o Teorema de Taylor, temos:
f@n?

Flath) = @)+ ) bt
onde T esta entre x e x + h. Seja

€k2:$k—€ = xk—esz.

Fazendo x =z e x + h = £ e em seguida substituindo em [I.9] obtemos

2
F(6) = Fla) + ) - (€ — ) + (e S0
de modo que ¢, esta entre xy e £.
Por outro lado, temos que f(§) = 0, logo
— / " (ek)Q
0= flazx) = (2x = &) - f(w) + fer) =~

Como por hipotese f'(z) # 0, podemos dividir por f'(z) obtendo:

_ f(iUk)
f'(xk)

11

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)



ou seja,

(o fE) 45

logo, pela recorréncia[1.2], temos

i 2 f"(Ck)
0 - 5 $k+1 + (ajk 5) 2f/(xk>7
agora, pela[1.10] obtemos:
o J"(ck)

0= —€k11 +€k2f/( )

ou seja,
Ck+1 = eka;,(( )>

Assim, pela continuidade, f"(cx) — (&) e f'(zx) — f'(£), logo

f"(c) /(6

—

2f" () 2/'(€)

com isso, de[1.16| temos

. Ck+1 f"(€)
M = 2 ()

/(€]
211

Portanto, tomando M > tem-se de [1.17] que

erp1 < Me2, ou, equivalentemente, |zyy — &| < M|z — ]2

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

1.2 Aplicacao do Método de Newton para calcular a

raiz n-ésima de um nimero positivo

Como ja dissemos, quando é aplicado o Método de Newton-Raphson numa funcao

f para resolver f(x) = 0, um fato crucial que devemos preocupar é quando pode-se ter

certeza que a sequéncia obtida através deste método converge para uma raiz.

Inicialmente, para responder esta pergunta, comecaremos apresentando algumas

defini¢oes preliminares da analise real Lima (1981).
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Definicao 2. Uma sequéncia {xy} é denominada crescente se x; < wy41 para todo
keN, isto é, vo < xy < x9.... E chamada decrescente se x; > xy 1 para todo k € N.
E dita monotoénica se for crescente ou decrescente. E € dita estritamente monotdnica

se nao valem as igualdades.

Defini¢ao 3. Uma sequéncia {zy} é limitada superiormente se existir um nimero M
tal que

xr < M, para todo k € N.

F ¢ limitada inferiormente se existir um numero m de forma que

m < xp, para todo k€ N.

Se ela for limitada superior e inferiormente, entao x; € uma sequéncia limitada.

Definigao 4. Dizemos que uma sequéncia {xy} converge para um real L, ou tem limite L
quando, fixado arbitrariamente um erro € > 0 para o valor de L, existir um indice kg € N

tal que |xp — L| < €, para todo k > k.

O teorema a seguir, conhecido como desigualdade das médias aritmética e geomé-
trica, € um resultado classico da literatura e importante na nossa analise. Sua demons-

tragao pode ser encontrada em Morgado| (2015).

Teorema 6 (Desigualdade das médias aritmética e geométrica). A média aritmética den
numeros positivos € maior que ou tqual a sua média geométrica e so € igual se 08 numeros

forem todos iguais. Isto €, se x1,To,- -+ , T, SG0 numeros positivos, entao

£1+ZE2+"'+(L’R
n

> Yx1To ¢ Ty,

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, x1 = Ty = -+ = Xy.

Em Stewart| (2009), podemos encontrar a demonstracao de dois resultados basicos

no estudo das sequéncias enunciados a seguir.

Teorema 7 (Leis do Limite para Sequéncias ). Se {xy} e {yr} forem sequéncias conver-

gentes e ¢ for uma constante, entao:

1) lim (g +yr) = lim 2z + lim yy
n—00 n—00 n—o00

13



) g, (o ) = (g e = I o

iii) lim cxp = ¢ lim xy
n—oo n—roo

iv) lim c=c¢
n— o0

v) lim (xp-y,) = lim xp - lim gy
n—00 n—00 n—o00

2 lim zy
vi) lim =% = 22> desde que lim g # 0.
n—00 Y nh_}r{)lo Yk n—00

Teorema 8. Toda sequéncia monotonica, limitada, € convergente.

Vejamos a aplicagdo do Método de Newton para encontrar uma sequéncia {xy}
que converge para a raiz n-ésima de um nimero positivo a dado, equivalentemente, en-
contrar um valor z tal que x = {/a, ou seja, " = a, isto é, 2" —a = 0. Caso n seja impar,
o valor a pode ser tomado negativo.

Podemos entao definir

f(z) =2" —a. (1.18)

Dessa forma queremos encontrar a raiz de f. Vamos mostrar que a sequéncia {z} gerada
pelo Método de Newton-Raphson para esse tipo de funcao é monotonica, decrescente e

que converge para /a quadraticamente. Vejamos:

1) Vamos mostrar que todos os termos de x; em diante sdo maiores que /a e entdo a

sequéncia é limitada inferiormente pela raiz a partir do segundo termo:

Aplicando a lei de recorréncia[1.2] do método em f:

1 ((n — Dz} +a
Tepr = |\ o
1 (n—1)2} +a
oot n
n—1
1 oy a2l ta
! n

Observando o lado esquerdo da equacao, podemos aplicar o teorema |§| (da desigual-

dades das médias), de modo que

14



2)

3)

n n n
Tht1 2 o1 [Tk T T A
L —
n—1

Primeiramente observe que nao interessa se rg < +{/a ou o contrario: o termo
posterior x; é maior que a raiz, isso também é verdade para wo,x3,Ty4,.... Além

disso, provavelmente, xo # /a, entdo x, # /a, para todo k = 0,1,2,3,4, ....

Vamos mostrar que {zy} ¢ decrescente a partir do segundo termo:

Para isto, vamos comparar x;,; e xy. Pela forma iterativa do Método de Newton-

Raphson, obtemos:

T —a
Tpt1 =Tk — — 7
nx),
que neste caso pode ser transformada para
1 ((n=1z}+a
Tyr = — (<n—f) : (1.19)
n x),

Pelo item 1, z, > /a, para k = 1,2,3,4,..., entdo temos que a < z}. Assim da

equacao (1.19), temos:

n n n n
_(n—=1ap+a  (n—1Dap+zp  nxp
Th+l = n—1 < n—1 o n—1 Tk
ny, ny, ny,

Donde segue que 7341 < 7. Logo se tomarmos xg > /a, entdo {x;} decresce desde
o inicio, de modo que a defini¢do [2 nos garante que {x;,} ¢ monotonica. Se zy < V/a,

entao a sequéncia decresce a partir de x;.

Pelo item 1, tem-se que {/a é uma cota inferior para {z;}. Assim, pelas defini¢oes
el3|, temos que {x;} é entdo uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente, e
portanto converge (teorema para algum ntmero L > /a > 0. Logo se tomarmos

lim xp = L, entao:
k—o00

1 n—1)z +a
lim 2y = lim — <#) ,
k—o0 k—oco N xk
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pelo item (iii) do teorema [7], temos que

. n—1 . Ty +a
lim Tht1 = lim 1 )
k—o0 n k—oo xz

e pelos item (i) e (vi) do teorema |7} tem-se que

(Hm )" + lim a

. n—1 k—o0 k—o0
klggo Pht1 = (lim xp)"! (1.20)
k—o0

como por hipotese, klim x, = L, entao da equacao [1.20, temos que
—00

n L"
== *e
n—1 L1
ou seja,
n
L"—L"=a
n—1 ’
isto é,
L" = a,
ou melhor,

L= a

4) A sequéncia {;} converge quadraticamente e satisfaz |z, — /a| < M|z — al?,

—1
onde M > nT: basta aplicar o teoremapara f dada por|1.18]

2%/a

Exemplo 2. Em particular, tomando n =2 e a =7 na equa¢ao como exemplo para

verificacao da aplicagcio do Método de Newton-Raphason para encontrar V7. Com 1sto,

tem-se que f(x) = 2®> — 7 o que implica que f'(x) = 2x.

Usando a formula do Método de Newton, obtemos

1 (xi + 7)
Tpr1 = 5 .
2 T

Inicialmente, escolhemos um valor para xy de modo que pertenca a uma vizi-

nhanca de v/7. Assim, como
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f(2)=22-7=-3<0
f3)=3-7=4+2>0
pelo Teorema 3] existe pelo menos uma raiz ¢ de f, tal que f (2) < f(&) < f (3). Verifique-

mos, sem perda de generalidade, o comportamento da sequéncia {z;} quando tomemos

ro = 3, assim:

T = % 32;7) = 2.666666666666667
R
R [ —
Ty = % (26;212£1§??2)2222);8+7 = 2.645751311064591

Em destaque sublinhado sao os digitos que ja estao corretos, exibindo a velocidade

com a qual a sequéncia se aproxima da raiz £ = V.

17



Capitulo 2

Estudo da existéncia e localizacao de

raizes polinomiais

Embora possamos usar o Método de Newton-Raphsom para encontrar as raizes de
um polinémio, o fato de os polindmios aparecerem com tantas frequéncias em aplicacoes
fazem com que lhes dediquemos especial atengao.

Normalmente, um polinémio de grau n é escrita da forma
() = apr™ + ap 12"+ 4+ ayx + ag, a, # 0. (2.1)

Se n = 2, sabemos da algebra elementar como achar os zeros de p. De acordo
com Hefez (2012), existem férmulas fechadas, mas bem mais complicadas, para raizes de
grau 3 e 4. Paran > 5, em geral, como vimos no primeiro capitulo, nao existem férmulas
explicitas. De qualquer forma, somos for¢ados a usar métodos iterativos para encontrar
zeros de polinémios.

Vérios teorema da algebra sao tuteis na localizacao e classificacao de zeros de
um polinémio. Isso é essencial para aplicar o método de Newton-Raphson num intervalo

adequado. Faremos nosso estudo dividido em duas partes:
1. Localizagao de raizes,

2. Determinacao das raizes reais.
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2.1 Localizacao de raizes

Nesta secdo ¢ feita uma anélise tedrica e grafica do polinémio p(z). E importante
destacar que o sucesso da localizacdo das raizes de p(z) depende fortemente da precisao

desta analise. Assim, apresentamos alguns teoremas tteis ao nosso estudo.

Teorema 9 (Teorema Fundamental da Algebra [Ruggiero (1996))). "Se p(z) ¢ um poliné-
mio de graun Z 17 ou Sej(l, p(ﬂf) = anxn+an_1$n—l+_ : "l—ale“—CLQ, onde g, A1, ,Ap-1,0n
s@o reais ou complexos, com a, # 0, entdo p(x) tem pelo menos um zero, ou seja, existe

um nimero complexo & tal que p(§) =0."

Este Teorema implica, por um argumento de induc¢ao, que p possui exatamente
n raizes. A seguir, o resultado mais conhecido dos livros de ensino médio, também deno-

minado Teorema Fundamental da Algebra.

Corolario 10. "Se p é um polinomio de grau n > 1, ou seja, p(x) = a,x™ + ap_12" ' +
<o+ +a1x + ag, onde ag,ay, -, An_1, Gy SGO TEALS OU complexos, com a, # 0, entdo p tem

exatamente n raizes contadas as suas multiplicidades.

Algebricamente, o resultado anterior garante que dado um polinémio de grau n
() = @t 4 ap_ 12" 4 -+ agx + ag,

existem nimeros complexos ry, 19, - -+, 1, € inteiros positivos mq, ma, - -+, my tais que p

pode ser fatorado como

onde my + mo + - - -+ my = n. Para cada i = 1, ..., k, dizemos que r; é uma raiz de p de

multiplicidade m;, ou que r; é raiz de p m; vezes.

Corolario 11. Polinémio com coeficientes reais apresentam raizes complexas aos pares.

Polinémio de coeficientes reais e grau impar tem ao menos uma raiz real.

2.1.1 A Regra dos Sinais de Descartes

Na tentativa de determinar a quantidade de raizes reais positivas de um polino-

mio, Descartes enunciou, sem demonstragao, em |Descartes| (2012), uma regra que limita
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superiormente essa quantidade relacionando-a as variagoes de sinal dos coeficientes. O
teste pode ser facilmente adaptado de modo a investigar a quantidade de raizes negativas
também. A primeira demonstragao da regra aparece no século 18 e depois disso foi gene-
ralizada de forma independente por Budan, Fourier, Sturm e A. Vincent, (Santos, 2013,
ver).

A principio vamos definir o que é uma variagdo em uma sequéncia finita de na-

meros reais.

Ko um polinomio nao

Definig¢do 5. Seja p(z) = apz™ + ap_2™ ' 4 - + ay2™ + agz
constante de coeficientes reais, com ky, >k, 1> -+ >k > kg >0 e a; # 0 para todo i.

Defina a palavra o, = (pn—1 - - - 01 0) fazendo, para cada inteiro 0 < j < n,

+, se a; >0

—, se a; <0.

A wvariacao de p, denotada V(p), é o niumero de pares de sinais consecutivos distintos

em .

Teorema 12 (Regra dos Sinais de Descartes). Seja p um polinémio com coeficientes
reais, o nimero de raizes positivas, R (p), desse polinomio nao excede o nimero V(p) de

variagoes de sinal dos coeficientes. Ainda mais, V(p) — R (p) € inteiro, par, nao negativo.

A Regra dos Sinais de Descartes nao indica necessariamente o nimero exato de
raizes de um polindmio. Nos exemplos a seguir, verifica-se que a Regra filtra um pequeno

nimero de possibilidades para as quantidades R (p) e R_(p).

Exemplo 3. Dado p(z) = 22° — 32" — 42° + 2+ 1. Vamos deterninar o nimero de raizes

positivas e negativas de p(x).

Observe as variagoes dos sinais do p(z)

p(x) = 22° —42® 4+ +1,

\/U

veja que V(p) = 2, logo temos
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(

se V(p) = Ri(p) =0, entao Ry(p) =2
ou

se V(p) —R4(p) =2,entdo Ri(p) =0

\

Para determinar o namero de raizes reais negativas, R _(p), de um polinémio p, conside-
remos o polinémio auxiliar p;(x) = p(—x), cujas raizes sdo exatamente opostas das raizes
de p e seus coeficientes alteram o sinal caso sejam de grau impar. Construimos entao

p1(z) = p(—x) e usamos a regra pra raizes positivas: Assim, observe que

pi(z) =p(—2) = =225 —32* +423 —z +1,

\VAVAV

+1 +1 +1

entao para V(p;) = 3, temos

(
se V(p1) —Ri(p1) =2,entdo Ri(p) =1 <<= R (p)=1

ou

kse V(p1) —Ri(p1) =0,entdo Ri(p1)) =3 < R (p)=3

Construindo o gréafico do polinémio p(x) = 22° — 32* — 42® 4+ x + 1, verificamos que este

possui um raiz real negativa e duas raizes reais positivas.

Figura 2.1: Grafico da funcdo p(z) = 22° — 32* — 42® + o + 1.

Exemplo 4. Utilizando a Regra dos Sinais de Descartes, para calcular a quantidades de
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raizes positivas e negativas de p(x) = 4o’ — 2% + 42 —x — 1.

Observe que

p(r) = 42° —2® +42® —x -1,

\VAVAW,

+1 +1 +1

assim V(p) = 3, temos

(

se V(p) —Ri(p) =0, entdao Ri(p)=3

ou

se V(p) —Ri(p) =2, entdo Ri(p) =1

\

Agora, para encontrar as raizes negativa do exemplo {4 basta tomar p;(z) = p(—z), ou
seja:

pi(x) = p(—x) = —42° 423 +42° +x —1

V% \/

+1 +1

assim para V(p;) = 2, temos

)
se V(p1) —Ri(p1) =2,entdo Ry(p1) =0 < R (p)=0

ou

[ 5¢ V(1) = Ri(p1) =0, entdo Ri(p1) =2 < R (p) =2

Vamos construir o grafico do polinémio p(x) para analisar geometricamente as suas raizes.

plx)

AvA

-2 4

Figura 2.2: Grafico da funcdo p(z) = 42° — 2° + 42® —x — 1.
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Exemplo 5. Utilize a Regra dos Sinais de Descartes para calcular as possiveis raizes
positivas ou negativas de p(x) = " —b. (Observe que encontrar a solugao de p é equivalente

a encontrar a v/5).

Veja que
p(r)= 2" =5,

\/

+1
Segue que V(p) = 1, assim como V(p) — R, (p) > 0, temos R (p) = 1, ou seja, p(z) =0,
tem uma raiz real positiva.

Agora vamos verificar de p possui raizes negativas.

donde segue, que V(p;) = 0 e como V(p1) — R4 (p1) > 0, entdo Ry (p1) = R-(p) = 0, com
isso, p(z) = 0, ndo tem raiz real negativa. Portanto, p(z) tem apenas uma raiz real e é
positiva.

Construindo o grafico do polinémio de sétimo grau p(r) = 2’ — 5 , verificamos

que este possui apenas uma raiz real simples.

/-—6—

Figura 2.3: Grafico da funcdo p(z) = 2" — 5.
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Exemplo 6. Seja o polindmio p(x) = 2° — 5x* — 102* + 502 + 92 — 45. Vamos aplicar

o Teorema de Descartes para calcular a quantidade de raizes positivas e negativas de p.

Veja as variacoes dos sinais de p

p(z) = 25 =5zt —102® +502% +9z —45

VoS

+1 +1 +1
com isto, tem-se V(p) = 3, logo

(

se V(p)—Ri(p) =0,entdo Ri(p) =3
ou (2.2)

se V(p) —Ri(p) =2, entdo Ri(p) =1

\

Agora, para encontrar as raizes negativa do exemplo @ basta tomar p;(z) =
p(—z), isto é:

p(z) = —2° —5z* +1023 +500? —9z —45,

N

+1 +1

assim para V(p;) = 2, temos

(

se V(p1) —Ri(p1) =2, entdo Ry(p) =0 <= R (p)=0
< ou (2.3)

se V(p1) —Ri(p1) =0,entdo Ri(p1) =2 <= R._(p) =2.

\

Conclui-se, pelo Teorema que p possui R4 (p) =3 e R (p) =00ouRy(p) =3
eR (p)=20uRi(p)=1eR (p)=00uRi(p) =1eR (p) =2
Agora, analisando o Gréfico a seguir, verificamos que este possui cinco raizes

reais simples, sendo duas negativas e trés positivas.
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pla)

/\
\/

|

Figura 2.4: Grafico da funcdo p(z) = 2° — 52* — 102 + 502% + 9z — 45.

Para uma demonstragao da Regra de sinais de Descartes de acordo com

miz Neto (2012)), vamos analisar as palavras que usam os simbolos + e —. Queremos saber

das palavras do tipo ++, — ++, — — 4+ + —+, ... qual a relagao entre o niimero de troca

de sinais e os simbolos inicial e final de cada palavra.

Lema 13. Em relagao ao alfabeto {+,—}, sejam € o conjunto das palavras finitas de
letras inicial e final distintas e ¥ o conjunto das palavras finitas de letras inicial e final
iguais. Para cada palavra finita o, seja V(a) o nimero de pares de letras consecutivas e

distintas em «. FEntao
i) a € Q= V(a) = 1(mod2).
i) o € V= V() = 0(mod2)
Demonstracao. A demonstragao é trivial e segue do principio de indugao finita. O

Para nossos propositos, o resultado a seguir é crucial na demonstracao da Regra

de Sinal de Descartes.

Lema 14. Seja ¢ um polindémio nao constante de coeficiente reais e ¢ > 0 um real dado.

Se p(x) = (v — ¢)q(x), entao V(p) — V(q) € um inteiro positivo impar.

Demonstragao. Seja 0(q) o grau do polindmio ¢. Sem perda de generalidade, podemos
supor que ¢ seja monico, ou seja, o coeficiente de maior grau igual a 1. Facamos indugao

sobre 9(q).
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q(z) ==

q(z) =z +d, comd >0

\

2 — cx, de modo que V(p) —

Se q(x) = z, entdo V(¢) = 0ep(z) = (z —c)x =z
V(q) = 1 —0 = 1. Suponha agora ¢(z) = = — d, onde d > 0. Entao, V(q) = 1e
p(z) = (v—c)(x—d) = 2>~ (c+d)r+cd, de modo que V(p)—V(q) = 2—1 = 1. O caso
q(z) = x+d, onde d > 0, é semelhante: V(q) = 0 e p(x) = 2*+(d—c)x —cd e, como
—cd < 0, segue do Lema [13| que V(p) é impar. Portanto, V(p) — V(q) = V(p) — 0,

um inteiro positivo impar.

2. Suponha o resultado valido para todo polinémio de grau menor que n, onde n > 1
¢ inteiro, e tome um polinémio ¢ de grau n. Dado um polindmio qualquer h,
denotaremos, sempre que necessario, por ay e (3, respectivamente, o coeficiente

lider de h e o coeficiente (ndo nulo) do termo de h de menor grau. Assim,
h@) = ana” + -+ + P,

com r > s. HA trés casos a considerar: O primeiro caso supoe que todos os coefici-
entes nao nulos de ¢ sejam positivos. Se isso nao ocorre, entao existe ao menos um
coeficiente negativo (lembrando que o coeficiente lider de ¢ é 1). Separamos este
nos dois casos seguintes: o Caso 2 supoe que algum termo intermediario de ¢ tem
coeficiente nulo, ou seja, entre o coeficiente lider e o coeficiente nao nulo de menor
grau, existe um termo de ¢ cujo coeficiente é nulo. O Caso 3 supoe que nenhum

termo intermediario de ¢ tem coeficiente nulo.

192 caso: Todos os coeficientes de g s@o positivos: seja g(x) =" 4+ -+ + 6qxl, com

[ <n. Entao V(q) =0e
p(z) = (z = c)g(w) = 2" + - = cBya’.

Novamente pelo Lema , concluimos que V(p) é impar e, dai, que V(p) —
V(q) = V(p) é positivo e fmpar.

22 caso: Nem todos os coeficientes nao nulos de ¢ sao positivos e existe um termo
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intermediario cujo coeficiente é nulo, ou seja, existem polindémios u e v tais que

q = u-+v, com
w(z) =a"+ -+ Buz™, v(x) = + -+ By’
comn>m,r>ser+1<m. Entao

(= c)a(z) = (z—cJu(z) + (z —c)u(z)
(= ™)+ (2.4
4 (OZvIL‘T—H - C/B’UIS) ’

uma vez que r+1 < m. Distingamos agora dois subcasos: a3, > 0e a5, < 0.
No primeiro deles, temos V(q) = V(u) + V(v). Porém, (—cf,), < 0, de modo
que, pela Equagao [2.4]

V(p) = V((x = c)q(x)) = V((x = cJu(z)) + V((z — cJv(z)) + 1.

Pela hipotese de indugao (em principio u tem grau n, mas m > 1 entéo u(z) =
(o™ 4 4 By) e V(u) = V(@ (" o+ Bu) = V(" +

-+« + B,)); segue que existem ntmeros impares i, e i, tais que

(x = )a™(az" ™™ + -+ Bu))
(= )(a@"™™ + -+ + )
auxn—m + . +Bu) + 1y,

V(p) = V() +i,)+ V) +i,) +1
= V(q) + by + 1y + 1,

ou seja, V(p) — V(¢) = impar positivo.

No segundo subcaso, «,, < 0, temos, pela Equagao 2.4, que
V(g) =V(u)+V(v) +1
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V(p) = V((z — c)q(x)) = V((z — cJu(x)) + V((z — c)o(x)).

Usando novamente a hipotese de inducao, obtemos

Vip) = (V(u)+iu) + (V(v) +iv)
= V() +VW)+1—141iy,+ i,

(

ou seja, V(p) — V(q) = impar positivo.

32 caso: Nem todos os coeficientes nao nulos de ¢ sdo positivos e nenhum termo
intermedidrio tem coeficiente nulo, ou seja, q(z) = 2" + a,_12" " + .-+ +

ak+1xk+1 + axz®, com a,_q, - ,ara1,ar 7 0 e nem todos positivos: escreva

q(x) = qo(z) — (@) + - - + (=1)'q(x),

onde cada g;(x) = azz" +- - -+ Bz (k; > 1;) tem todos os coeficientes positivos

e, parai < t, l; = ks + 1. Entao V(q) =te

@=ale) = (@ )anle) (2 = @) + -+ (<) = Jau(o)
= (=)o + -+ foa®)
—(z —c)(az™ 4+ 4 B + -+
(=) z — ) (o™ + -+ Bia™t)
= ™™ - — (ag +cBo)a 4+ (Bt +
+o = (st ef)a 4o 4 (=) (e + Bra)at T+
4+ (=D et

Assim, ha um namero impar (e, dai, pelo menos um) de pares dos coeficientes
consecutivos de sinais contrarios em cada um dos t+1 intervalos com reticéncias

acima, donde

V(p) =V((z—c)g(z)) >t+1=V(g)+ 1= positivo
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e, em modulo 2,

]

A seguir daremos uma demonstracao da regra dos Sinais de Descartes para po-

lindmios de coeficientes reais.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, trataremos o caso em que o polindémio é mo-
nico. Fagamos indugao sobre o grau de p.

Para d(p) = 1, se p(z) = z ou p(z) = z + d, com d > 0, entdao V(p) — R4(p) =
0—-0=0. Sep(xr) =z —d, entdo V(p) — R4(p) =1—-1=0.

Suponhamos agora o teorema seja valido para todo polinémio de grau menor que

n, onde n > 1 ¢ inteiro, e seja
p(z) =2" +ap_ 12" - Fax +ag (2.5)

um polinémio de grau n. Ha dois casos:

e R, (p) = 0: nesse caso, basta mostrar que V(p) é par. Como R, (p) = 0, segue, do

teorema Bolzano que, a,aq = lag > 0 e, dai, o lema [13| garante que V(p) é par.

e R, (p) > 0: tomando uma raiz positiva ¢ de p, existe um polindmio nao constante
de ¢ tal que p(z) = (z—c)gq(z). O lema[l4]garante a existéncia de um nimero impar

positivo ¢ tal que

V(p) = Ri(p) = (V(g) +i) = (Rylg) +1)
= V(@) —Ry(g) + (@ —1).

como, pela hipotese de indugdo, V(q) — Ri(q) é par e ndo negativa, segue que

V(p) — R4 (p) é também par e ndo negativo.

]

-

Corolario 15. Se p é um polinémio nao constante de coeficientes reais e R_(p) € o

nuimero de raizes negativas de p, entao V(p(—z)) — R_(p) € par e nao negativa.
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Demonstracao. Imediata, basta aplicar a Regra de Sinais de Descartes para o polinémio

pi(z) = p(=z). O

Teorema 16 (Taylor, [Muniz Neto (2012)), ver). Dado o polinémio p(x) de grau n, se o

desenvolvermos por Taylor em torno do ponto x = a, temos

p(x) = p(a) + p'(a)(z — a) +

Se chamarmos = — a = y, ao acharmos o ntimero de raizes reais de p(y) = 0 que
sao maiores que zero, estaremos encontrando o numero de raizes de p(z) = 0 que sao
maiores que a.

Podemos usar este resultado juntamente com a Regra de Sinal de Descartes para

analisar as raizes de um determinado polinémio.

2.1.2 Sequéncias de Sturm

Umas das generalizacoes da Regra de Sinal de Descartes, dada em 1829 por C.
Sturm, é um teorema muito eficiente que consegue determinar a quantidade exata de
raizes reais distintas de um polinéomio de coeficientes reais dentro de qualquer intervalo
investigado [a,b], em particular em R. A sequéncia de Sturm é uma lista de polindémios
auxiliares cujos valores sao avaliados em a e em b e tém a variacao de sinal avaliada e
relacionada a quantidade de raizes.

Vamos mostrar como sao construidas as sequéncias de Sturm:

Dado o polinémio p(z) e um namero real a, vamos definir V(a) com sendo o

niamero de variagoes de sinal em g;(a) onde construimos a sequéncia

go(a)> gl<a)7 o 'gn(a)7

ignorando os zeros, assim:
go(x) = p(z)
(2.6)
gi(x) =p'(x)
e, para k > 2, gx(z) é o resto da divisao de gx_» por gix_1 com sinal trocado.

Vejamos um exemplo de como é construida a sequéncia de Sturm:
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Exemplo 7. Dado p(z) = 2° + 2> — 2 + 1. Vamos determinar a sequéncia de Sturm

gerada por p(zx).

Assim, de [2.6] temos

go(z) =plx) =2 +2* -2 +1

g(z)=p(z) =32>+ 22— 1

como n = 3, temos que go(x) é o resto da divisao de go(x) por gi(x), assim:

@+ 2 - x o+ 1 (3% + 2x — 1
2 1 1
3 2
— — — + — —
T 3@ T T
L2 e 1
= —x¢ - -z
3
1, 2 1 Ll
9 9 9
= — §x =+ E
a 9 9
. 8 10
com isto, temos que go(z) = ¥ g
E, em seguida para encontrar gs(z) basta efetua a divisao de g;(z) por gz(x), isto
é:
8 10
32? 2x - 1 | -z - =
T + X 9[E 9
15 27
—_— 2 — —
3x”  + 17 g7
23
- e -1
e
23 n 115 n 207
1" 16 32
. 9
B 16
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99
16°
Portanto, tem-se que sequéncia de Sturm do polinémio p(z) = 2* + 2% —x+1 ¢

de onde seque, que g3(x) =

go(r) = 2 +2*—a+1

g(z) = 32°+2r—1

8 10 (2.7)
g2(r) = 53;9— )
| gs(z) = 16

O teorema a seguir nos garante a quantidade exata de raizes reais distintas de
um polinémio com coeficientes reais num determinado intervalo. Para uma demonstracao,

(Uspensky, [1948], ver).

Teorema 17 (de Sturm). Seja p um polinémio de coeficientes reais. Se p(a) # 0 e
p(b) # 0, entdo o niumero de raizes distintas de p(z) = 0 no intervalo |a,b| € exatamente

V(a) — V(b).

Corolario 18. Se p(0) # 0, entdo R4 (p) (o nimero de raizes positivas de p) e R_(p) (o

nimero de raizes negativas de p) sao

Ry = V(0)—V(+x)
R. = V(—oc0) —V(0)

Para calcular V(—00) ou V(+00), basta analisar a variacio do sinal do termo
lider de cada polinémio da sequéncia, levando em consideragao que (400)" é positivo e
(—o0)™ é positivo se n é par e negativo se n é impar.

A fim de verificar a eficicia do teorema de Sturm, utilizaremos a sequéncia de

Sturm do exemplo anterior. Assim, tomando a = 2, obtemos

902 = 2°4+22—-24+1 = 11 = +
N2 = 3-2242.2-1 = 15 = +
(2)—82 10 —2:>+ .
gel = 9 9 B
2 g R — :> J—
[ %2(2) 16

Logo, de hé somente uma variacio de g5(2) para gs(2), entdo V(a) = V(2) = 1
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Agora, tomando b = 3 na sequéncia [2.7], temos:

@03) = F+3F-3+1 = 34 = +
a(3) = 3-3%+2.3-1 = 32 = +
3) = S.5-10 _ B 2
P2 = 0 9
L 903 = -

Veja, que em , houve, também, apenas uma variacao de g5(2) para gs(2), entéao V(b) =
V(3) = 1.

Portanto, o Teorema [17| garante que p(x) = x>+ 2% — x4+ 1 ndo possui raizes reais
no intervalo [2, 3], pois

VE) - VE)=1-1=0

Exemplo 8. Dado p(z) = 2° — 22° — 2* + 42 — 5% + 620 — 3. Vamos encontrar o nimero

de raizes reais distintas no intervalo [—2,2].

Inicialmente vamos encontrar a sequéncia de Sturm. Assim, de temos

go(z) = p(z) = 2° — 22° — 2* + 42® — 52° + 62 — 3

g1(x) = p'(x) = 62° — 102" — 42® + 122° — 102 + 6

como n = 6, temos que gz(x) é o resto da divisao de go(x) por ¢;(x), assim:

28 —22°% — 2t + 42° — 52 + 62 — 3 |62° — 102* —42® +122°> — 102 +6
5 2 5 1
N +§x5+§x4—2x3+§x2 ém
= ——a® — —aty2a® - —OxQ +5r — 3
3 3
1 5 4 23 2, 5 1 1
—i—Sx 990 996 +3x ga: + 3 3
- 8 , 16 5 8 , 40 8
- o T 37 T9T T3
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. 8, 16, 8, 40 8
com isto, temos que gg(x):§.11: — 3% +§a: —§x+§.

E, em seguida para encontrar gs;(x) basta efetua a divisao de g;(z) por gs(z), isto é:

8 16 8 40 8
62° —102* —42° + 122% — 10 6| —at — —ad4 -2 x4 -
T x x° + 12z x + 9:c 951; +3:c 9:c—|—3
5 4 3 2 27
— 62> +122° — 18x° + 302" — 18x ZI
= 4224 — 2243 + 4222 — 28 + 6
4 3 2 9
—2x" +4x° — 6x° + 10x — 6 Z
= —182% + 3622 — 18z

de onde segue que gs(x) = 187 — 3627 + 18z.

Para encontrar g4(z) basta efetua a divisao de go(z) por gs(z), ou seja:

8 16 8 40 8

§ZI74 —ECU?) +§Jf2 —gfﬂ +§ 181’3 —361’2 + ].81’
8 16 8 4

B R st

, 16, 40 8
assim, temos que g4(z) = ——z° + —x — =.

9 9 3
De modo que g5(z) é o resto da divisao de gs(x) por g4(x), isto é:
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16 40 8
1823 —3622 +18 — = 4=z —=
x x +1ox 9517 ~|—9a: 3
81
— 18z +45x* —27x -3
= +922 —9x
45 27 81
PE— 2 E— [ — [ —
o 2 2 16
27 27
p— _l' [ —
2 2
, 27 27
assim, temos que gs(x) = 5% + 5

E, finalmente para encontrar g(z) dividimos g4(x) por gs(x), ou seja:

9 9 3 2 2
16, 16 |82
9 9 243
8 +8
= ——2 —
3 3
8.8 16
3 3 81
= 0

logo tem-s que gg(z) = 0.

Assim, a sequéncia de Sturm do polinémio

p(z) = 2% — 22° — 2" + 42® — 52° + 62 — 3
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go(z) = 2% —22° — 2" +42% — 52% + 63— 3
gi(z) = 62° — 102" — 42° + 122* — 10z + 6
8 , 16 8, 40 8
gp(zr) = -2 — —a’+ -0 — —o+ -
{ 9 9 3 9 3 (2.10)
gs(z) = 182 — 3622 + 18x
16 , 40 8
ga(x) = 357 + 5% 3
(2) 27 N 27
) = ——r+ —
[ P 2"
Com isto, pelo Teorema podemos tomar a = —2 e b = 2 e substitui na

sequéncia m para podermos verificar quantas raizes exatamente existe no [a, b]. Assim:

Para x = a = —2, temos
(
go(=2) = 2°—22° —2* +42° -~ 52 + 62 -3 = +45 = +
g1(=2) = 62° —102* —42® + 122> — 102 +6 = —246 =— —
8 16 8 40 8 152
—2) = ot~ —at et oo = +—- = +
< 92(=2) = v - guiAge - guwds 3 (2.11)
g3(=2) = 18z® —362* + 18z = 324 = -
—2) 16, 40 8 56
-2) = ——z'+—r—- = —
9 0" T 9" T3 3
(o)~ 2,2 I S
[ & T2t - T
de modo que, de[2.11] tem-se que houve 5 variacdes, entdao V(a) = V(—2) = 4.
E, agora, para x = b = 2, obtemos:
(
g(2) = 2% —22° — 2 4 42® 52 + 60 -3 = +5 = +
g1(2) = 62° — 102" —42® + 122> — 100 +6 = +34 = +
8 16 8 40 8 40
9) — S,4_ 03,082 9 _ 42
92(2) of T gt t3r —grtg +3 + (212)
g3(2) = 182° — 3627 + 18z = 436 = +
16 40 8 8
2) = —— 2 —_—r — — = = =
94(2) 0" T 9"y 3
o - T, oo
S R T 2
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Veja, que em [2.12] houve apenas uma variacao, entao f)(b) = ]}(3) =1.
Como p(a) = P(—2) =45 # 0 e p(b) = p(2) = 5 # 0, pelo Teorema [17], tem-se
que pg(r) = 2% — 22° — 2* + 42® — 52% + 62 — 3 possui exatamente 3 raizes reais distintas

no intervalo (—2,2), pois

Construindo o gréafico do p(z) = 2° — 22° — 2* 4 42® — 52 + 62 — 3, verificamos pela sua

analise que este realmente possui trés raizes reais positivas, sendo uma miltipla, uma raiz

real negativa e duas raizes complexas nao reais conjugadas.

Figura 2.5: Grafico da funcio p(z) = 2° — 22° — 2* + 42® — 52® + 617 — 3
exibindo suas trés raizes reais distintas.

2.1.3 Uma cota superior para as raizes positivas

Os teoremas de Descartes e Sturm, em geral, fornecem a quantidade de raizes de
um dado polindmio, mas ndo indicam um intervalo (ou regido no plano complexo) onde

procura-las. Vamos estabelecer alguns resultados nesse sentido.

Teorema 19 (Teorema de Lagrange). Suponha a, > 0 e a,_j o primeiro coeficiente

/B
R=1+ ’“a— (2.13)

B:= maior valor absoluto dos coeficientes negativos.

negativo. Entao

Demonstrac¢ao. Como queremos um limitante superior R, podemos toméa-lo maior que 1.
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Entao para z > 1:

-1 —k+1 —k
p(r) = @ +an 12"+ 2T a2 +
N ~ v ~——
coeficientes positivos primeiro coeficiente negativo

—i—an_k_lx”*kfl + -+ a1x + ag

> 4y 2" + a8+ a3 4 a4 ag
> g —Bx"*—Ba"*'4...-Bxr—B
Z anxn_B(xnfk_'_xnfkfl_F_”_i_x_'_l)
n—k+1 _ 1
= apx" — B
nkaﬁ B
T
= az"— B
r—1 + r—1
‘,L.nkarl
> apx" — B
r—1
mn—k—‘—l 1 . B
= [apz* ' (z — 1) — B]
mn—k+1
> lan(z —1)" (2 — 1) — B]
r—1
xn—k+1 . B
= w(x—1)% — )
r—1 [a (x ) ]

Queremos garantir p(x) > 0. Esta tltima inequagao é maior que 0 se, e somente se,

an(r—1)"~B>0 <= a,(x—1)">B
B

= z>1+(—
G

]

O corolério a seguir explica porque é suficiente estudarmos um limitante positivo
para as raizes positivas de um polindémio e dai tirarmos informacao sobre o limitante

inferior positivo, o inferior negativo e o superior negativo das raizes.

Corolario 20. A cota inferior das raizes positivas de p, é o inverso da cota superior

1
Ry das raizes positivas do polindomio auxiliar pi(xz) = z"p (—) Com o0s polinémios
x
1
auziliares pa(r) = p(—x) e ps(z) = z"p (——) e suas respectivas cotas superiores Ry
x
e Rz, temos as cotas para as raizes negativas de p. Resumindo, o <Ri(p) < Re
1
1
—Ry <R_ < ——.
2 <R.(p) < Rs

Exemplo 9. Vamos determinar as cotas superior e inferior das raizes positivas do po-

linémio p(z) = 2° — 3.72* + 7.42° — 10.87 — 6.8.
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Pelo Teorema[19] temos a5 =1, B=|—10.8) e 5 —k =4 =k = 1, logo

/10.8
R=1+4{ - =18 (2.14)

E pelo Corolario 20} temos

pi(z) = a'p (—

1 37 74 108
= x5(———+————6.8)

5 x4 3 T
= —6.82° — 10.82* + 7422 — 3.7x + 1.

como as < 0 de pi(z), estudamos o polindmio ¢(z) = —pi(z) = 6.82° + 10.82* — 7.42% +

3.7z — 1 que possui as mesmas raizes de p;(z) e tem coeficiente lider positivo, de onde

segue que ¢(z) tem as = 6.8, B=|—-74|=74eb5—k=2= k=3, logo
7.4 1 1
Ri=1+{-">-=—=—"—=~05 (2.15)
6.8 R1 3/7.4
1+ /55

Portanto, de e[2.15], tem-se que 0.5 < R, (p) < 11.8.

Exemplo 10. Seja p(x) = —2° + 22" — 2% + 222 — 2 — 2. Vamos utilizar o Teorema de
Lagrange para determinar os limitantes superior e inferior das raizes positivas e negativas

de p.

Como para calcular o limitante positivo de p, utilizando o Teorema de Lagrange,

devemos ter a, > 0, sendo assim encontrar as raizes da

—d 2t — P22 -2 —-2=0
é equivalente encontrar as raizes da

2 =2t + 2 — 22+ +2=0,

com isto, considere ¢(x) = 2% — 22% 4+ 23 — 222 + 2 4+ 2 um polinémio com raizes iguais a

de p, de onde segue que a5 =1, B=|—-2|=2e5—k=4= k =1. Assim, temos:

2
R:1+§/;:3. (2.16)
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De modo, que R = 3 ¢é o limitante superior das raizes positivas de p.

Agora, para encontrar o limitante inferior das raizes positivas de p, aplicaremos o Corolario

pi(z) = 2% (%)

(L 2,1 2 1,
== €T —_—— — _—— — —
x> ot 3 2?2 oz

20 assim temos que:

= 20 + 2t — 23 + 2% — 20 + 1.

de onde segue, a5 =2, B=|—-2|=2e5—k =3 =k = 2. Sendo assim, obtemos

Ri—1+ \@ _o (2.17)

1
Portanto, tem-se de [2.16[e [2.17, que 3 < Ri(p) <3.

Por outro lado, para para encontrar os limitantes das raizes negativas de p, basta

aplicar novamente o Coroléario 20, de modo que

pa(z) = p(—2)
= 224+ + 3+ 2+ —2

logo, a5 =1, B=|—2|=2e5—k=0= k =5, de onde segue

2
Rgz1+§’/;z2.15,

assim, temos que —Ry &~ —2.15 é o limitante inferior das raizes negativas de p.

E por ultimo vamos encontrar o limitante superior das raizes negativas, assim

pelo Corolario [20] temos

ps(z) = 2°q (—i)

- (o oyt T Y

= 2% —gt -2 — P -2 — 12

assim, obtemos que a5 =2, B=|—-2|=2eb5—-k=4= k=1, logo

5
Rgz1+\1£:2.
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1

de modo que ~R. =5 ¢ limitante superior das raizes negativas de p.
3
1

Portanto, tem-se que —2.15 < R _(p) < —3

. il )
plx) 1

-3 4

Figura 2.6: Grafico dos polinomios p(z) = —2° + 22* — 2° + 22> — v — 2 e q(x) = —p().

Exemplo 11. Seja p(z) = 2° — 22° — 2* 4 42% — 527 + 62 — 3. Vamos determinar o
numero de raizes reais através da Regra dos Sinais de Descartes e também pela sequéncia

de Sturm. Clalcule os limitantes positivos e negativos através do Teorema de Lagrange.

i) inicialmente, pelo Teorema de Descartes, vamos descobrir a quantidade de raizes

positivas e negativas de p.

Veja as variagoes dos sinais de p

p(z) = 2% —22° —z* +42% —52? +62 -3,

VARV,

+1 +1 +1 +1

com isto, tem-se V(p) = 5, logo
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ii)

se V(p)—Ri(p) =0,entdo Riy(p) =5
se V(p) —Ri(p) =2,entdo Ry(p)=3 (2.18)

ou

se V(p) —Ri(p) =4, entdo Ri(p) =1

\

Agora, para encontrar as raizes negativa, basta tomar p;(z) = p(—=x), isto é:

pi(z) = p(—x) = 2% +22° —2t —42® —52® —62 -3,

V%

+1

assim para V(p;) = 1, temos
V(p1) —Ri(p1) =0,entdo Ri(p1) =1 <= R (p) =1

Com, isto, temos que p(z) possui R (p) =1eRi(p) =1ouR (p) =1eRy(p) =3
ouR_(p)=1eRi(p) =5.

Utilizando o Teorema de Sturm, temos do Exemplo |8, equagdes [2.10} calculados os

seguintes polinémios da sequéncia de Sturm para p:

;

go(z) = 2% —22° —2* +42° — 52 + 62— 3

(

g(z) = 62° — 102" — 42° + 122* — 10z + 6
8, 16, 8, 40 8
g2(x) = 5% 5% + 5% 5% + 5 (2.19)
g3(z) = 182 — 362% + 18x
16 40 8

ga(x) = —§x2 9573

() 27 + 27

r) = ——r+ —
95 5 5

Com isto, pelo Teorema [17| podemos calcular V(—o0), V(0) e V(400) e assim cal-

cularmos o numero exato de raizes negativas e positivas distintas de p. Assim:
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V(-00) =4 V(o) =3 V(+00) = 1

( go(—00) = + ( 90(0) = — ( go(+o0) = +
g(=00) = - n(0) = + gi(+o0) = +
ga(—o0) = + 92(0) = + g2(+00) = +
gs(—00) = - g93(0) = + gs(+o0) = +
ga(—00) = - 94(0) = — ga(+o0) = —
gs(—00) = + g95(0) = + gs(+o0) = —

de onde segue que V(—o0) = 4, V(0) = 3 e V(+o0) = 1. Portanto, pelo Corolario

[18] temos

iii) Agora, vamos determinar os limitantes das raizes positivas e negativas de p. Para

isso, utilizaremos o teorema de Lagrange e o corolario 20

Assim, de p(7) = 2% —22° —2* + 423 — 522 + 62— 3, tem-se que ag = 1, B = |—5| =5

e6—k=5=— k=1, entao temos que limitante superior das raizes positivas de p

R=1+ \ﬁ _ 6.
1
Pelo corolario temos que
1
— 6 -
p(z) = a'p (x)

= 32 +62° — bt +423 — 2% — 22 + 1.

é

como ag < 0 de p;(x), estudamos o polindémio
q(z) = —p1(2) = 32° — 62° + 5a* — 42® + 2 + 22 + 1

que possuem as mesmas raizes de p;, de onde segue que ¢; tem ag = 3, B = |—6| =6
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eb—k=5= k=1, logo

/6
R1:1+\/;:3,

1
como, pelo corolério , temos A < R.i(p) < R, segue que as raizes positivas de p
1
pertence ao intervalo 3 < R4(p) <6.

Por outro lado, vamos determinar os limitantes das raizes negativas de p. Assim,

pelo corolario [20] temos:

pa(z) = p(—2)
= 254245 — 2t — 423 — 522 — 62— 3

logoag =1, B=|—6]=6e6—k=4= k =2, de onde segue que o limitante

inferior das raizes negativas é
2 6

E por tltimo vamos encontrar o limitante superior das raizes negativas, assim pelo

corolario 20 temos

ps(z) = mp(——

= 325 —62° — 5t — 423 — 522 + 22 + 1.

Novamente, como ag < 0 de p3(x), passamos a estudar o polindmio g3(z) = —p3(x) =
32°% + 62° 4 5a* + 42® + 2% — 22 — 1 que possuem as mesmas raizes de ps, de onde
segue que g3 tem ag =3, B=|—-2|=2e¢6 -k =1= k =5, logo o limitante

superior das raizes negativa é

R3—1+\/7:>— = — = —0.52.
Ry 1+\[

Portanto, tem-se que as raizes negativas de p(x) estao limitadas ao intervalo —3.45 <

R (p) < —0.52.

Com as informacoes acima, vamos ver como se comporta o grafico de p.
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Figura 2.7: Grafico da funcdo p(z) = 2° — 22° — 2* + 42 — 52° + 62 — 3
exibindo suas trés raizes reais distintas. Observe que a
sequéncia de Sturm nao contabiliza a raiz multipla.

O teorema seguinte é uma alternativa mais simples de se implementar porém me-
nos precisa que o de Lagrange para calcular um limitante para as raizes de um polinémio.

Teorema 21. Se p(r) = a, 2" + ap_12" "' + -+ + a1 + ag € o polinémio de graun e se

r=1+4+ max @
0<k<n—1 |ay,|

entao cada zero de p se encontra na regiao circular definida por |z| < r.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, suponha a,, > 0 e seja A = | Jnax 1{|a;€|}.
— _n_
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Para x > 1, temos

p(z) = apr" +ap 12" - F a4 ag

apx™ — Azt — o —Ar— A

v

= " — A"+ 1)

"1
= anx”—Ax
r—1
n A:z:”+ A
= apx" —
r—1 =x-1
- . Az"
a,r" —
rz—1
_ xnan(az—l)—A
rz—1

Para que o tltimo termo da cadeia de inequacoes acima seja positivo, é necessario e

suficiente que a,(zr —1) — A > 0, ou seja, x > 1 + —, que é o resultado esperado. ]
n

Exemplo 12. Vamos utilizar o Teorema [21] para determinar o raio em que as raizes do

p(z) = 2° — 2* + 1 — 1 estdo contidas.
Assim, de p(x), temos n = 3,a9 = —1,a; = +1,a9 = —1,a3 = 1, logo
ol 1y el _1_, el _1_,
jas| 1 jag| 1 jag| 1

r=1+ maxa—zl—i-max{l,l,l}:l—i-l:Q.

Dai, tem-se que r = 2. Entao, todas as raizes de p(x) se encontram num disco centrado
na origem e com raio 2.

3

Vamos construir o dominio do polinémio p(z) = * — 2% + x — 1 para analisar geometri-

camente as suas raizes no plano complexo.
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Figura 2.8: Circulo de raio 2 cm.

De fato, os zeros de p(z) sdo: x; =1, 19 = —i e x3 = 1.

Exemplo 13. Dado p(z) = —2° + 22* — 2% + 22> — 2 — 2. Vamos calcular o limitantes

das raizes de p(z) utilizando o Teorema [21]

Temos, de p(z), que n = 5,a9 = —2,a; = —1,a3 = 2,a3 = —1,a4 = 2,a5 = —1,
logo
2 1 2 1 2
ol 2y el 1 el 2, a1, lal_2_,
‘Cl5| 1 ]a5| 1 ‘CL5| 1 ]a5| 1 ‘CL5| 1

r=1+ max & =1+ max{2,1,2,1,2) =1+2=3.

De onde segue, que r = 3.

Entao, todos as raizes de p(z) se encontram num disco centrado na origem e com
raio 3.

A fim de verificar graficamente a situacao das raizes, vamos construir o grafico
do polinémio p(z) = —2° + 22" — 2® + 22° — x — 2 para analisar graficamente as suas

respectivas raizes reais.
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L ]
L ]
L ]

=2

Figura 2.9: Raizes de p(r) = —2° + 22" — 2° + 22° — 2 — 2 e um Circulo de
raio 3 cm no plano complexo.

2.2 Determinacao das Raizes Reais

Para se obter raizes reais de equacoes polinomiais, pode-se aplicar o Método de
Newton-Raphson estudado anteriormente. Contudo, estas equagoes surgem tao frequen-
temente que merecem um estudo especial, conforme comentamos no inicio desta secao.
Estudaremos um processo para se calcular o valor numérico de um polindémio, isto porque,
em qualquer dos métodos, este célculo deve ser feito uma ou mais vezes por iteragao. Por
exemplo, no Método de Newton-Raphson, a cada iteracao deve-se fazer uma avaliacao do

polindmio e uma de sua derivada.

2.2.1 Meétodo para se calcular o valor numérico de um polinémio

O esforgo computacional é medido através do nimero de operagoes efetuadas
a cada iteracao, da complexidade destas operacoes, do ntimero de decisoes logicas, do
nimero de avaliacoes de funcao a cada iteracao e do niimero total de iteracoes.

Para simplificar, estudaremos o processo analisando um polinémio de grau 6:

pe(7) = agz® + asz® + agx? + aszx® + a2 + ayx + ag. (2.20)
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Este polinomio pode ser escrito na forma:
p(z) = (((((agx + as) x + a4) x + az) x + az) v + a1)  + ao, (2.21)

conhecida como forma dos parénteses encaizados ou método de Horner.

Deve-se observar que, se o valor numeérico de p for calculado pelo processo [2.21], o
namero de operagoes ¢ menor do que pelo processo [2.20] Para um polinomial genérico de
grau n, vemos que, pelo processo [2.21] teremos de efetuar n multiplica¢oes e n adigdes.
No entanto, pelo processo [2.20, o ntimero de adi¢oes ¢ também n mas o nimero de

multiplicagoes é
(1+n)n

nt =14 24 1="

kvezes

. e e . . ~
desde que z* seja calculado por Z-x -z -- -2, pois a potenciacdo calculada desta forma
introduz erros menores de arredondamento.

Veja que

n + n? n+n2>
=—4+—=—>n
2 2 2

se, e somente se, n > 2, isto é, o processo efetua realmente um ntmero menor de

operacoes que o processo [2.20]

Temos entao, no caso de n = 6, que

pe(z) = (((((ag =+ as) x + as) & + az)x + az)r + a1)x + ag

~—
be:=
—_———
by:=
N - 7
ba:=
~ Vv
b3:=
~ Vv
bo:= .
by:=

Para se calcular o valor numérico de p(x) em z = w, basta fazer sucessivamente:
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be 1= ag

bs := a5 + bgw

by = a4 + bsw

b3 := a3 + byw

by := as + bsw

by := a; + byw
\bo = ag + bhw

logo, p(w) = by.
Portanto, para p(z) de grau n qualquer, calculamos p(w) calculando as constantes

bi, com k=n,n—1,n—2,---2,1,0 sucessivamente, sendo:
Algoritmo 1.

b, = a,

b, = ap+br-w,para k=n—1n—-2,---,21,0

e by seré o valor de p(z) para r = w.
Como calcular o valor de p'(z) em x = w usando os coeficientes by obtidos ante-

riormente? Tomando como exemplo o polinémio 2.20, temos
6 5 4 3 2
p(z) = agx® + a5z’ + a4z” + azx® + agx” + a1 + ag

entao,

P/ (1) = 6agz’® + Sasz® + 4asx® + 3asx® + 2a07 + ay.

Para x = w, temos que

be = ag — ag = bg

bs = a5+ bgw == as; = bs—byw
bs = a4+ bsw e ays = by —bsw
by = az+byw — a3 = by —byw



by = a2+b3w - ay = bg—bgw
b1 = a1+b2w — a; = bl—bgw

bo = ag+ bhw — ap = byg— bhw

Dado que ja conhecemos by, by, ba, bs, by, b5, bg, logo:

p(w) = 6agw® + 5asw? + 4agw® + 3asw? + 2aw + a;
= 6bgw® 4 5(bs — bgw)w + 4(bs — byw)w? + 3(bs — byw)w? + 2(by — bgw)w+
+b1 - bgw

= 6b6w5 — 5661115 + 5b5w4 — 4b5w4 + 4b4w3 — 3b4w3 + 3b3w2 — 263w2 + 2b2w—
—bgw + bl

dai, temos que p'(w) = bgw® + bsw* 4 byw® + byw? + byw + by.

Aplicando o mesmo esquema anterior, temos

y
C(;:b(;

Cy = b5 + cgw
Cqy = b4 + csw
C3 = b3 + cqw

Co = bg + c3w

c1 = bl + cow
\
Calculamos, pois, os coeficientes ¢, com k =n,n —1,--- ,1 da seguinte forma:
Algoritmo 2.

¢, = by,

¢, = bp+cp1-w,para k=n—1n—2,---,2/1

Donde, teremos p'(w) = ¢;.

2.2.2 Meétodo de Newton-Raphson para raizes de polin6mios

Seja p(x) = aa" + an12" Vo 4 ar? + +a1x + ap e xp uma aproximacao

inicial para a raiz procurada &. Conforme vimos, o Método de Newton-Raphson consiste

51



p(zr)
p'(xr)
Usando as observagoes anteriores sobre o calculo de p(zy) e p'(2x), construimos o seguinte:

em desenvolver aproximagoes sucessivas para & a partir da iteragao: xy 1 = xp —

Algoritmo 3. Dados ag,aq,- - ,a,, coeficientes de p(x), xo a aprorimagdo inicial, £, e
g9 precisoes desejadas e fixado itmax, o niumero maximo de iteragoes que serao permitidas,

(Ruggiero, 1996, ver).

1) deltax=mx,

Parak = 1,2, - ,itmax, faca:
b=a,
c=b

Parai = (n—1),---,1, faca:
b=a; + bx

2) c=b+cx

b=ag+ bx

Se |b| <e; VA para o passo 4
deltax = b/c

r = 1 — deltax

Se |deltax| < ey va para o passo 4

3) Imprimir mensagem de que nao houve convergéncia com
"itmax" iteragoes.

4) FIM.

Exemplo 14. Dada a equagio polinomial x° — 3.72* 4+ 7.42% — 10.82° + 10.82 — 6.8 = 0,

vamos encontrar uma das raizes aplicando o Método de Newton-Raphson para polindmios.

Temos que
ps(1) = —2.1

Entéo, pelo Teorema [3] existe pelo menos uma raiz no intervalo (1, 2).

Partindo de zo = 1.5 e considerando £, = 5 = 107°, 0 método de Newton para
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polindémio fornece:

_ p(z) _
Tyl = Tk — - = |$k+1—95k|
P ()
B p(L.5) _
o= 150000 - oS — 0.286195286
p(1.7861952862)
— 17861952862 — — 0075405863
= /(1.7861952862)
p(1.7107894233)
— 17107894233 — — 0,001060195
3 p’((1.7107894233) ’
p(1.7001874737)
= 1.7001874737 — = 0.000187416
= p/(1.7001874737)
10~
p(1.7000000574) ——
— 17000000574 — — 0.000000574
= /(1.7000000574)

De modo que x = 25 = 1.7, f(xp) =0 e |25 — 24 = 5.74- 107",
Vamos construir o grafico do polinémio p(z) para analisar geometricamente a

localizagao desta raiz.

Figura 2.10: Gréficos de p(r) = 2° — 3.7z + 7.42* — 10.82° + 10.8z — 6.8.

Exemplo 15. Dado p(z) = 22° —10.252° +6.8752* + 14.52° +2* — 2.625x — 3.625. Vamos

utilizar o Método de Newton-Raphsom para determinar uma raiz do p(x).

Solugao. Veja que
p(3) = —286.875

p(4) = 385875

Entéo, pelo Teorema [3], existe uma raiz no intervalo (3, 4).
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Partindo de zy = 4 e considerando &; = &5 = 107%, 0 Método de Newton para

polindémio fornece:

_ p(z) _
Tpy1 = Tp— 7 = |zp — 7
%I)
o = 4—19,((4) — 0.23682336
p
p(3.7631760644)
—  3.7631760644 — — 0.111746886
2 1/ (3.7631760644)
p(3.651429178)
— 3.6514291780 — = 0.025229209
5 7/(3.651429178)

(3.6261999698)
—  3.6261999698 — — 0.001197533
= 7/(3.6261999698)

(3.6250026165)

—  3.6250026165 — — 0.000002616
s 7/(3.6250026165)
p(3.625)
= 3625 D202 =0
e 7(3.625

Assim, temos z = xg = 3.625, p(xr) = 0 e |zg — x5| = 0. Vejamos a localizagdo da raiz

de p no gréfico abaixo.

plr)

Figura 2.11: Gréficos de p(r) = 22° — 10.252° + 6.8752* + 14.52° + 2 — 2.625z — 3.625.

Exemplo 16. Consideremos agora p(x) = 2° — 32z +3 =0 e e, = g5 = 107%. A figura

mostra o grdfico cartesiano de p.

Vemos assim que 7 — 3z + 3 = 0 tem uma ftnica raiz no intervalo (—3, 1.5).

Executamos o Método de Newton para este polinémio duas vezes:
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i) com zg = —0.8, e; = &5 = 1079, itmax—30;
ii) com xg = —2, 6, = &5 = 107°, itmax—=10

Veja o efeito de tomarmos xy proximo a um zero da derivada e depois xy proximo
a raiz:

No caso (i) foi encontrada z; = —2.103801 com |f(zx)] = 2.4-1077 em 17
iteracoes.

No caso (i7) foi obtida exatamente o mesmo resultado em 3 iteragoes.

pl—0.8) 5

14

Figura 2.12: Gréfico da fungdo p(r) = 2 — 3z + 3.

2.2.3 Algoritmo geral para encontrar raiz de polinémio

Resumindo todos os resultados obtidos nos capitulos 1 e 2, os teoremas de Des-
cartes e Sturm testam a existéncia e a quantidade de raizes reais de um polindémio com
coeficientes reais. O teorema de Lagrange e seu corolario estabelecem os intervalos no
semi-eixo dos reais negativos e no semi-eixo dos reais positivos onde se encontram essas
raizes. Aplicando o Teorema de Sturm seguidas vezes, é possivel isolarmos cada raiz em
seu intervalo. Nessa altura, ja é possivel aplicarmos o Método de Newton-Raphson para

determinarmos todas as raizes.
Algoritmo 4. Dado p(x) = a,a™ + -+ -+ ag com coeficientes reais:

1) Calcular a sequéncia de Sturm gg, g1, - - , g, referente ao polindémio p.

2) Use a Regra de Descartes ou o Teorema de Sturm em R para garantir a existéncia de
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raizes.

3) Se existe raiz, use o Teorema de Lagrange para encontrar um intervalo em que elas
estao contidas.

4) Se existe mais de uma raiz, divida o intervalo em dois e use o teorema de Sturm em cada
um para testar se elas estao isoladas. Repita esse passo a quantidade de vezes necessaria
para isolar cada raiz em seu intervalo.

5) Use o Método de Newton-Raphson em cada intervalo que contenha uma raiz de p.
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Capitulo 3

Polinbmios Simeétricos

Neste capitulo, exploramos algumas propriedades algébricas dos polinémios. Das
relagoes de Girard, surgem os polindmios simétricos elementares. Entao exploramos os
polinémios simétricos do anel dos polindmios em varias variaveis reais simbolizado por
R[xy1,- -+ ,z,]. Uma demonstracdo do Teorema Fundamental dos Polindmios Simétricos
de Isaac Newton é dada. Para isso, estabelecemos o importante conceito de ordem lexi-
cografica de modo a definir claramente um coeficiente lider dentro de um polinémio. A

referéncia basica para este capitulo é Muniz Neto| (2012).

Defini¢ao 6. Um polinémio p € Rlzy, - -z, € simétrico quando

p<xlax2>'“ 7x7l) :p(wo'mxo'za"' 7$O'n>

para toda permutagdo o de I, = {1,2,3,...,n}.
Para entender melhor a defini¢gdo acima, considere os polinémios p, ¢ € R|x,y, 2]
dados por

(

p(r,y,2) = 2°+y*+2° - 32%y2 — 3wy®z — 3wy + 2yz

e

q(z,y) = °+y’ —u=

\

O primeiro polinémio é simétrico , uma vez que
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p(x,y,2) =2 +y* + 2% = 30yz — 3wy?z — 3wy +ayz = p

mas o segundo polindémio nao é, pois

q(zy)=2>+y° —x#qy,z).

3.1 Polindbmios Simétricos Elementares

Esse conjunto de polinémios simétricos, ditos elementares, merece especial aten-

¢ao. Explicitamos tais polinomios na definicao a seguir.

Definicao 7. Para 0 < j < n, o j-ésimo polinémio simétrico elementar nas varidveis

Ty, Ty, denotado s; = s; (1, - x,), € definido como

Sj (z1, - 2) =

ou seja,

S0

S1

52

Sk

Sn

1, se 7=0

n

§ xilxiz"'xij7 se 1§j§n7
1<i <<

1

Z$¢=$1+$2+”'+$n
i=1

E TiTj = T1T2 +T1x3+ -+ Tp_1Ty
1<i<y

n

E : LjyTjg * ** Ly,

1<j1<j2 gk

1T Tp.

De modo particular, para polinémios de duas, trés e quatro varidveis temos:
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1. Para n = 2, temos:

§
80(1]1,$2) = ]_
si(x1,22) = a1 + 29 (3.1)
k32($1,3€2) = X122
2. Para n = 3, temos:
(
So(xl,ZEQ,J]g) =1
s1(r1, T2, r3) = X1+ To + T3
(3.2)
82(.%1, T, 56'3) = T1T9 + X1T3 + Tol3
\53($17$2,$3) = T1X2T3
3. Para n = 4, temos:
(
so(w1, 0, 23, 14) =1
51($1,$2,ZE3,$4> :$1+l’2+$3+]}4
So(@1, o, T3, T4) = X1To + T1T3 + T1T4 + ToTg + ToZy + T324 (3.3)
53(71, T2, T3, T4) = T1T9T3 + T1ToTy + T1T3T4 + ToT37y
\54($1,$2,$3,$4) = T1X2T3T4

De um modo geral, para n variaveis, existem n + 1 polindmios simétricos.
Por outro lado, a importancia dos polinomios simétricos elementares reside na
proposicao a seguir, sendo as relagoes do corolério [23| conhecidas como as Relagoes de

Girard entre coeficientes e raizes de um polindémio unidimensional.

Exemplo 17. Observe a relagao entre os polindmios simétricos elementares o; de trés

varidveis e 0s polindmios simétricos s; de quatro varidveis:

i) para n = 3, temos

oy = I1+X9+ 23
Oy = X1X2+ X123 + Tal3 (3.4)
03 = XT1X273
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i) para n =4, temos

S1 = X1+ X9+ X3+ 24
So = X1T9 + T1T3 + T1T4 + ToX3 + ToXy + T3Ty
(3.5)
83 = T1Xo%3 + T1ToXy + T1XT3T4 + T2X3%4
S84 = T1X2X3T4
\
Assim obtemos
(
81 01+ T4 = 1+ 22+ x3+ 24
So 09 + X401 = T1T9 + 123 + T12T4 + ToX3 + ToXy + T3X4
S3 03 + X409 = X1ToX3 + T1ToZLy + L1X3T4 + ToX3Ty
Sy 403 = T1X2X3%4
\

A fim de demonstrar o lema a seguir, considere s; = s;(x1, 22, -+ ,2,) 0s polind-
mios simétricos em n variaveis e 0; = 0;(21, 22, -+ ,2,—1) 08 polindmios simétricos em
n — 1 variaveis. Com isto, podemos escrever as seguintes relagoes:

ST = 01+ x,
Sp = 02+ Tpoy,
S3 = 03+ Tnp02,
(3.6)
S = 0y + Tn0j—1,
Sp—1 = Op—1+ Tpop_2,
Sp = TpOp—1
Lema 22. Sejam x1,--- ,x, € R raizes do polinémio
p(z) =(xr —x1)(x —29) - (x — ). (3.7)
Entao podemos escrever
o . W
plx) =a" —s12" "+ -+ (=1 sz 4+ (—1)"s, (3.8)

60



onde sj(xy, -+ ,x,) € Rlzy, -+ ,xp), comj=1,--- n.

Demonstracao. A prova serd feita por inducao sobre n. Para n = 1 é imediato e para

n = 2, o lema ¢ valido pois:

(x—z)(x —29) = 2% — 229 — 221 + 1179

= 2% — (21 + 22)1 + 2179 (3.9)

= 22— 512+ 89
Agora, suponhamos que o lema seja verdadeiro para um certo n = k, assim
mostremos que pra n = k + 1 ela também ¢é verdadeira. Com efeito, multiplicando f(x)

por (x — xg11), obtemos que

pla)(@ —app) = (v — @)@ —xg) - (€ — 2p) (€ — Tppa)

= z(x—x)(xr—29) - (x — ) — 2pi1(x — 1) (T — X2) -+ - (T — Tp).

Além disso, considerando que[3.8 também seja verdadeira nas indeterminadas 1, s, - - - , T,
temos
p(x)(z —xpy1) = = (azk —oF 4+ (—1)kak> — Tpi1 (azk —oF 4+ (—1)kak>
= 2" b (Do
—xk+1$k + U1xk+1$k_1 +--+ (—1)k+10k9€k+1

= " — (o +ap)2 + 4+ (DR (o) + op_1zp)z + (=D opa

pelas relagoes , tem-se que s; = 0; + x,0;_1 para todo 1 < j < k e sp41 = 03T,
de modo que podemos substitui, cada o; + xp4+10;-1, na Gltima equacao acima, por s;.

Assim, obtemos
p(2)(z — Tppr) = 2" — s12F 4 st (= 1) sy (3.10)
Mostrando, assim que o Lema [22| é valido para n = k + 1, ou seja:
(x—21) (2 — 29) -+ (2 — ) (& — Tpyr) = 27T — 527 422771 (1) sy
Portanto, pelo principio de indugao matematica, tem-se que o lema [22| e valido para todo
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n natural.

]

Corolario 23 (Relagoes de Girard). Se p(z) = a,2" + -+ a1z + ap € R[z] \ R, a, # 0,

com raizes Ti,--- , Ty, entao, para 1 < 5 < n, temos

Qi
S ) = (—1) (311)

Exemplo 18. A fim de ilustrar o que a coroldrio acima o que diz, considere as raizes

complezas o, 3 e vy do polinomio p(x) = x° — 22° + 1.

Pelas Relagoes de Girard, temos

a+B+y= 2 (3.12)
af+ay+pBy= 0 (3.13)
afy= -—1. (3.14)

Porém, vale observar que tais relagoes nao trazem informagoes suficiente para calcularmos
a, B e . De fato, ao tentarmos resolver o sistema formado pelas igualdades anteriores,
recaimos nas equagoes polinomiais p(a) = 0, p(8) = 0 e p(y) = 0. Sendo, vejamos

multiplicando ambos os membros de [3.13] por «, obtemos
2 2 _
a’B+a™y+aby=0,

ou seja,

o*(B+7) +afy=0

de onde segue de 3.12] que S+ v = 2 — a e de [3.14] que a8y = —1, logo substituindo na
altima equacgao, obtemos

a?(2—a)—1=0,

ou seja, a equacgao obtida em « é equivalente & expressao dada em x e em nada facilitou

o calculo das raizes. Porém, observando que uma raiz ¢ o = 1, substituindo o valor de «
1++5 1-+/5
5 ey= 5

em [3.12| e |3.14} obtemos as outras duas § =
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3.2 Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos

Uma questao fundamental na teoria dos polindmios simétricos é saber se é possivel
gera-los como fungoes dos polinémios simétricos elementares. O Teorema Fundamental
dos Polinémios Simétricos, de Isaac Newton, assegura uma resposta positiva sobre essa
questao. O algoritmo de van der Waerden estabelece um mecanismo para isso.

Agora, vejamos alguns exemplos de como expressar polindmios simétricos nao

elementares em funcao de simétricos elementares.

Exemplo 19. Seja o polinémio p(x,y) = 2* + y* € Rz, y]. Vamos escrever o polinémio

p em termos dos Polinomios Simétricos Elementares.

Tem-se que
? +1y* = (z+y)? — 2zy, (pela definicio de polindmios simétricos, temos)
= S% — 282.

Com isto, temos que p(z,y) = f(s1,52) = 5> — 255, onde s = +y e s, = xy, ¢ f é um

polindmio nas variaveis s; e Ss.

Exemplo 20. Dado p(z,y) = z* + y* + 2%y + zy® + 62y € Rlx,y]. Vamos reescrever p

em funcao dos termos dos Polinomios Simétricos Elementares.

Fatorando a expressao,
4, 4 2 2 4 4
oyt aty+ay’ + 6y =2+ y* +xy(z + y) + 6zy. (3.15)
Por outro lado, pelo binémio de Newton, temos

(x+y)t = 2* 4+ 42’y + 62%° + 4oy® + ¢

= o' +yt +ay(da® + 497 + 6ay)
de onde segue, que

et +yt = (v +y)t — 2y (42" +y*) + 6zy) . (3.16)
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Também do bindémio de Newton,
2>+ = (v +y)? — 2xy. (3.17)

Portanto, substituindo em [3.16| e, logo depois, substituindo o resultado em |3.15),

obtemos a seguinte expressao em fun¢ao dos polindémios simétricos elementares:

oyt 2ty oyt 6y = (v +y)t —ay (4(z +y)* — 2zy) + zy(z + y) + 6zy
= (z4y) —ay 4z +y)* - (z+y) — 2zy) + 6zy

= siL — 89 (43% — 8] — 232) + 659
que é um polinémio nas varidveis s; € ss.
Exemplo 21. Seja o polinomio p(x,y,z) = 32> + 3y* + 32% + zyz € Rlz,vy,2]. Vamos
escrever p em termos dos Polinémios Simétricos Elementares.

Tem-se que
32° 4+ 3y? + 322 + ayz = 3(2 + v + %) + wyz2 (3.18)

veja que
(@+y+2)°® = (@+y)’+2r+y)z+2°
= 2%+ 22y + 9y + 202 + 2yz + 27
= 22+t 222y +az +y2)
de onde segue

Py = (ot y+2)? = 2wy +az +yz) (3.19)

Portanto, substituindo|3.19 em [3.18] obtemos a seguinte expressao em fungao dos poliné-

mios simétricos elementares:

30 +3y° + 32" +ayz = 3((w+y+2)? -2y +xz+yz)) +ayz

= 357 — 63y + S3.

O Teorema dos Polinomios Simétricos de Isaac Newton garante que esse tipo de
transformacao sempre é possivel. A fim de demonstra-lo, apresentaremos inicialmente
algumas definigbes que servirao como base. A defini¢ao a seguir sugere uma forma de

ordenarmos os mondémios dentro de um polinémio de multiplas variaveis.
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Definicao 8. Dados dois mondomios agyay'zs’ -z, e bjywt'ah’ - -l em Rlzy, o, -+, 2y,
escrevemos

a@xy Ty -y = by ay - al

se a lista dos expoentes (i1, iz, -+ ,i,) € lexicograficamente maior que a lista (j1,jo - , jn),
ou seja, se existe v tal que 11 = J1, ..., ly—1 = Jy—1 € Ty > Jo-
Além disso, dentro de um mesmo polindmio, o mondémio de maior ordem lexico-

grifica € denominado mondmio ou termo lider.

Proposicao 24. Se apxi'xy ---x,;" corresponde ao termo lider do polinémio simétrico

peR[xlux%”' 7xn]7 entao 1 2> 0g 2> 2y

Demonstra¢ao. Suponhamos que 7 seja o maior expoente encontrado em p. Como p é um
polinémio simétrico, temos certeza que a variavel x’f aparece em algum mondémio. Dentre
0s monoémios que contém wzf, escolha, dentre as outras variaveis, uma com expoente
méximo, digamos 7. O argumento de que p é simétrico impoe que existe um mondémio
em p que contém x?:c’; com iy > 3. Agora, temos que o termo lider de p contém

xizy e devemos repetir este processo mais n — 2 vezes até chegarmos ao termo lider

a@ Ty -y, COm iy > dg > - v 2> iy, O

Proposicao 25. Seja agyaiay - zir € Rlzy, -+, 2], agy # 0, 0 mondmio lider de um

polinémio simétrico p € Rlxy, 9, -+ ,x,]. O mondmio em R[sy, Sa, -+, s,] definido por

_ i1—ia iz—is in—1—in i
g(s1, 82, ,8p) = agysy' sy s T s, (3.20)

onde s;, 1 =1,2,--- ,n, sao os polindmios simétricos elementares, € um polindmio simé-

trico nas varidveis xy, ..., x, e seu mondomio lider € o mesmo que de p.

Demonstracao. Da proposicao anterior, i1 > i5 > - -+ > i, portanto os expoentes de g sao
inteiros nao nulos. E facil ver que, fazendo a mudanca de variaveis, o monémio ¢ se torna
um polinémio simétrico nas variaveis xy, - - - , x, ja que € um mondmio cujas variaveis sao
polindmios elementares.

Vamos desenvolver [3.20] em funcao das indeterminadas x1,- - - , x,.

12—13

Z T;T; v Ty, (3.21)

1<i<y

11—12

g = Q) Zl’z
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Agora, para obtermos o termo lider de g, devemos destacar, no somatorio [3.21] o produto

a(i)x’f_’é (.91:1352)2‘271‘3 (:legxg)iri“ (g - -xn)i” ) (3.22)

Assim, agrupando as indeterminadas z1, x, - -, x, em |3.22, obtemos
a(i)xil—i2+i2—z‘3+~-~+in$;2—i3+i3—i4+--~+in g (3.23)
Logo, o termo lider de p é igual ao termo lider de g. O

Exemplo 22. Seja o polindmio simétrico p(z,y,z) = (v +y)(z + 2)(y + 2) € R[z,y, ].
Vamos escrever o polindmio p em funcao dos polindmios simétricos elementares, utilizando

a Defini¢ao [§ e as proposigies 25 e[2])

Temos que

p(r,y,2) = (v+y)r+2)(y+2)

(3.24)
= ny + 222+ ny + 2zyz + y22 +x2% + yzZ,

logo, pela Definicao , o termo lider do polinémio ¢ 0 monodmio xy, pois

2,1,0 2,0,1 1,2,0 1,11 1,0,2 0,2,1 0,1,2
2 2 2 1 2 2 2
Y = Tz = xY T Yz = T2 Yz o Yyt

Vamos construir o monoémio ¢ (81, S2,83) € R[sy, s9, s3] de tal modo que, ao fazermos
mudanga de variaveis, o seu termo lider seja igual ao termo lider de p. Como o termo

lider de p é z?y'2Y, pela Proposicao temos

i1 —12 J12—13 Sin

g1 = S1 "8y 783

2-1.1-0_0

= s{ 85 s
b (3.25)

= 851852

= (x4+y+2)(ey+zz+y2)

assim, desenvolvendo [3.25] obtemos
g1 = 2%y + 222 + 2y? + 3zyz + 22° + yPr + y2? (3.26)

A ideia agora é construirmos o polinémio f; = p — g1, que é simétrico e com coeficiente
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lider lexicograficamente menor que p:

i = p—wn

= ny + 2%z + :L’yQ + 2zxyz + sz + 222+ y22 — (x2y + 2%z + :Uy2 + 3xyz + -

+y2z + yz?)

= —IY=Z.

(3.27)

Como f; # 0, entdo devemos repetir o processo acima. Assim, como —z'y'z! é o termo

lider de fi, logo, pela Proposigao [25] temos

_ (i1—i2) (i2—1i3) _in
g2 = —5 2 83
(1-1) (1-1) 1
S1 "S2 83
0.0
152

= —sVshss
= —(v+y+2)%xy + 2z +y2)(vyz)!

= —IY=Z.

Agora, calculamos fo = f; — g2, obtendo

2 = fi—g
= —xyz+xyz
= 0.

Como f, = 0, entao isso encerra o algoritmo. Obtemos entao o seguinte sistema:

i =p-—a
f2 = fi— g
Somando as equagoes, obtemos
P = g1+ g2

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Portanto, substituindo[3.25|e[3.28 em [3.31], obtemos p em funcao dos polindmios simétricos

elementares, isto é:

P = 8182 — 83,

ou seja,

p(x,y,2) = (x+y)(x+2)(y+2)=(r+y+2)(zy + 22 +y2) — 2yY2.
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Esse é o denominado algoritmo de Van der Waerden. A explicacao para o funcio-
namento é que sempre que calculamos o polinémio f; = f;_1 —g;, para f;_1 # 0, ele possui
termo lider menor (lexigraficamente) que f;_; e, assim, para cada proximo passo, o termo
lider diminui e, como existe uma quantidade finita de monémios lexigraficamente menores
que o termo lider p, garantimos que o algoritmo se encerra. Portanto, para algum r > 0,
temos no processo que f, = 0. Deste modo, organizando cada uma das etapas, obtemos

0 seguinte sistema:
.

fi = p—a
fo = [i— 9
fr - fr—l_gr

\

Adicionar membro a membro as etapas acima, obtemos

A+ B+ B+ + b+ fo=pt A+ S+ +hA— (gt +9)

e como f, = 0, entao obtemos o polindémio p em funcao dos polinémios g1, go, - - - , g,
Logo,

P=g1t+tg2+t-+ 9,
onde cada ¢;(s1, 82, ,8,) € R[s1,892, -+ ,8,] € um mondmio cujas variaveis sdo po-
linémios simétricos elementares. Resumidamente, conseguimos construir um polinémio

f € R[Sla"'asn]a f:gl+92+g7“ tal quep(xlf"axn) = f(sla"'asn)- Esta é

basicamente a demonstracao do seguinte teorema devido a Isaac Newton:

Teorema 26 (Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos). Seja p € R[xy,- -,z

um polindomio simétrico. Entao, existe f € R[sy, -+, s,] tal que

p(xlax% to 7xn) = f(317527 T 75n)7

onde sj € 0 j—ésimo polinomio simétrico elementar nas indeterminadas xy,- - , Ty,
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3.3 Somas de Newton

Uma ferramenta bastante ttil na resolucao de problemas algébricos de fatoracao,
na resolugao de sistemas de equagoes nao lineares, na resolucao de algumas equacoes
algébricas sao as fungoes polinomiais simétricas, que apesar de seu grande poder algébrico
sao pouco divulgadas entre os nossos alunos. A finalidade deste secao é mostrar como

estas ferramentas podem ser tteis na resolucao de alguns problemas olimpicos.

Teorema 27 (Somas de Newton). Seja p(7) = a 2" + ap_12" '+ -+ + a17 + ag € R[],

a, # 0, com raizes ry,ry, -+ ,r,. Seja Sy = r’f + 7“]5 + 4 7‘7]2, k > n, a soma das
k—ésimas poténcias das raizes. Entao,
anSk + an,lSk,l + -+ alSk_(n_l) + Gosk,n =0. (333)

Em particular, se k = n, temos a,S,, + p_1Sn-1 + -+ + a1S1 + nag = 0.

Demonstra¢ao. Como 11,79, -+ , 1, sdo raizes da equacdo p(x) = 0, montamos o sistema

-1
apry + apary A+ ar +ag =0,

n n—1
ATy + Ap_1Ty 4+ -+ ara +ag =0,

-1
[ @nTy + Q1 4o aar +ag = 0.

Multiplicando as equagoes acima, respectivamente, por ry ", ry ", - ,r’n“_", ob-

temos
(

k k—1 k—(n—1 k—
anry + Qpary "+ Fagr (n=1) 4 apry " =0,

—1 k—(n—1 —
anr§ + an_lré + -+ ary (n=1) + agrlg =0,

k k-1 k—(n—1 k—
[ @nTy & Anary, + - Fary, (=1 4 gorf— = 0.

Somando todas equagoes acima encontramos
an (rlf_|_+rf;) + apq (Tlf_1+"'+7“ﬁ_1) + -+ ag (Tlf—n+...+7«f;—n> =0
Como Sy = r¥ 4+ 75 + .. 4 r* obtemos o resultado desejado. O
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Corolario 28. Nas condigoes do Teorema[27, vale a recorréncia
Sk — s15k—1+ -+ (=1)78;Sk—(n—jy + - - (—1)"8pSk—n = 0,

onde k> n e s; sao os polindmios simétricos elementares nas varidveis ri,7a, -« ,Ty.

Em particular, quando k = n, temos
Sp =811+ -+ (=1)"s,5 =0 e Sp=n.

Demonstra¢ao. Como a, # 0, entao podemos dividir a equagao por a, e usar as
Relagoes de Girard: s; = (—1)’ nj. O

Qn

1

Corolario 29. Seja p(x) = ap,z" + ap_12" + -+ + a1z + ag com azag # 0. Sejam

ri,T9, - , Ty SUAS Taizes e considere
1 1 1
Th==5+=+ "= k> n. 3.34
k r’f+r§+ 7’7’3’ com >n ( )
Entao:
acTy + a1 Ty + -+ an 1Tk — (n—1) + a,Ti_p. (3.35)

Demonstrag¢ao. A hipotese ag # 0 implica que todas as raizes s@o nao nulas e, portanto,

invertiveis. Observe que

1 Ay Ay a
X X T T

Multiplicando por z", obtemos

1

z"p (— =a, + 1T+ -+ a "t + aga™, (3.37)
x

ou seja, esse € um polindmio cujos coeficientes estao na ordem reversa em relacao aos

coeficientes de p. Vamos denota-lo de g(x). Observe que as raizes de g(z) sdo os inversos

11 1 /1
) —,---,—,pmsq(a:):xp - alOgO
T Tn Xz
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_ (1)"]9 (m). (3.38)
= 0.

Entéo aplicando o Teorema de [27] para o polindémio ¢ temos o resultado. O

Exemplo 23. Seja p(z) = az® + bz + ¢ com raizes 1 e ro. Vamos obter uma férmula

para Sy = r¥ 4+ 5.

Como 7 e 1y sdo raizes da equacao p(z) = 0, entdo podemos escrever

ari+bry +c=0

(3.39)
ars +bry + ¢ = 0.
Somando a duas equagoes acima obtemos
2, .2 _
a(ri+73) +b(ri+r) +2c=0. (3.40)
Agora, pelo Teorema temos que
(
S() = 7"(1) + 7“8 =2
Sl =711+ 79 (341)

2., .2
So =71] +715.
\

Assim, substituindo as equacoes do sistema [3.41] na equacao [3.40], obtemos

(ISQ +b51 ‘l‘CSo =0

Por outro lado, para encontrar Sj, basta multiplicar por r¥72 e 7872, respectivamente, as

equagoes do sistema Assim, obtemos o seguinte sistema

ar? +borf =t o2 =0
(3.42)

ark +brf ™t 4 erb 2 = 0.
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Em seguida, somando a duas equagoes acima temos
a(rf+r5)+b(r "+ ) +ec(ri?+r57%) =0,
ou seja,
CLSk + bSkfl + CSk,Q = 0,

isto é,

b
Sp = ——Sp1 — S8 (3.43)
a a

Portanto, pelas Relagoes de Girard (Corolario [23)), tem-se que ¢ equivalente

Sk = 51Sk—1 — 525k—2,
k—1 k—1 k—2 | k-2
onde s; =711+ 79, So =119, Sg_1 =1y  +715 € Spo=71] "+ry °.

Exemplo 24. Seja o polinomio de grau 3 p(x) = ax® + bx* + cx + d tal que r,75 € 73
sdo suas respectivas raizes. Vamos obter uma formula para Sy = ¥ +rh + k.
Como 11,79 € 13 sao raizes de p(z) = 0, entao

(

ary +bri +cry +d=0

ary +bri +cry+d=0 (3.44)

ary +br3 +crs +d = 0.
\

Usando o mesmo procedimento do exemplo 23} multiplicando as equagtes do sistema
respectivamente, por 7”1“3, 7"’2“’3 e 7“’;’3 e em seguida somando membro a membro

das equagoes do novo sistema formado, obtemos
a ('r’f +rk+ r’g) +b (r'f_l + kg r’g‘l) +c (r’f‘2 +rh2 r§‘2) +d (r’f‘?’ + k3 4 r’§‘3) =0,

ou seja,

aSk + bSkfl + CSkfg + dSk,;g = 0,

isto é,

Sk = ——5k-1 — = Sk—2 — = Sk-3
a a a
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Portanto, pelas Relagoes de Girard (Corolario , tem-se que

Sk = 515k—1 — 8525k—2 + 535)_3.

1000

Exemplo 25. Sejam ri,79, -+ , 11000 as raizes de x " —10x+10 = 0. Vamos determinar

1000 | ,.1000 1000
o valor de ri™" + 13" + - 4+ T1000-

Como ajgpp, a1 € ag sdo os unicos coeficientes diferentes de zero do pigoo(z) = 0.

Entao, pelo Teorema 27, temos que

Sho00 — 1051 + 105y = 0, (3.45)

onde Sy = 7 + 75 4+ -+ + T’?OOO = 1000 e, além disso, como o coeficiente de Sgg9 é zero,
logo s; =0 e como s; = S1, pois s =71 + 79+ -+ 4+ 71000 = S1. Com isto, temos de [3.45
que

S1000 — 10 -0+ 10 - 1000 = 0,

de onde segue, que

Sooo = 1% + 15" + -+ + rige = —10.000.
Exemplo 26. Sejam x, e xo as raizes do polinomio p(x) = x* — 6z + 1. Vamos provar

que x| + xy € um inteiro nao divisivel por 5 para todo inteiro nao negativo n.

Seja S, = x] + x5 a soma de Newton das raizes de p para n > 0. Temos que
So = x(f + xg =141=2e 5] =x1 + x5 = 6 pelas Relacoes de Girard. Aplicando o
teorema [27| (ou a sua demonstragao), concluimos que S,, — 6S,,_1 + S, = 0, para n > 2,

de modo que

Sn == 6Sn,1 - Snfg. (346)

Como os dois primeiros termos dessa relagao de recorréncia sao inteiros, é claro que os pro-
ximos termos também serao, ja que o conjunto dos inteiros é fechado para multiplicagao,
adicao e subtracao.

Para mostrar que 51 S,, n = 0,1,2,---, vamos usar a aritmética modular e o

Principio de Indugao Forte:
1. Sy =2 e Sy = 6 nao sao divisiveis por 5.
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2. Suponha, como hipotese de inducao, que até um certo ntimero n = k, seja verdadeiro
que 51 S,, ou seja, S, #Z0( mod 5) paran=0,1,--- k.
Por contradigao, suponha que 5 | Sgi1, ou seja, Syy1 = 0( mod 5). Usando [3.46),

deduzimos que 6S; — Sk_1 = 0( mod 5), que é equivalente a dizer que

Como 5 = 0( mod 5) = 55, = 0( mod 5), subtraimos essa tltima equagao de
M obtendo assim S, = Sk_1( mod 5). Usando a recorréncia m paran = k
nessa tltima equagao, obtemos 6S5,_1 — Sg_2 = Sk_1( mod 5), que é equivalente a
5Sk_1 = Sk_2( mod 5). Mas 55,1 = 0( mod 5) e portanto 0 = Si_»( mod 5).
Essa ultima equagao nos diz que 5 | Sk_2, 0 que contradiz a hipdtese de indugao.
Logo nao pode ser verdade que Sy1 = 0( mod 5), provando assim que 5 { S, para

todo n € N.
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Capitulo 4

Atividades complementares e os

gabaritos

Atividade 1. Verifique a famosa desigualdade das médias aritmética e geométrica. Se

. a+b+c .
a,b,c € R,, entao — > Vabe e a igualdade ocorre, se, e somente se, a = b = c.

Solugao. Inicialmente, veja

(x+y+2)° = 2°+32% +30y* +y° + 3272 + 6ayz + 3y’ + 3227 + 3y + 2P
= 2+ + 2 3ty + oy 2%+t F a2 + oy o+ 3ayz) — 3wy

dai, temos que
22y 42— 3ayr = (2 +y + 2)° = 32y +ay? + 2%z +yPr + 12 +y2t 4+ 3ayz) (4.1)
Além disso, observe que

(vy +az+y2)(z+y+2) = 2%y +ay® +oyz + 2%z +ayz + 22° + oyz +ayz
ERR I
= 2’y +ay® + 2%z + oy 4+ o2 +y2 4+ 3ayz

de onde segue que

o*y + Yy + 2%z + oyt F a2 + oy + 3ayz = (vy + oz y2) (v y 4 2), (4.2)

75



em seguida, substituindo em obtemos a seguinte igualdade:
Py + 2 =3y = (w+y+2)? —3wy+tazty)(zty+z) (4.3)
Agora, o proximo passo é mostrar que se x, y, z a0 nimeros reais positivos, entao observe
PP+ = 3ryr = vy + )@ty 42—y — w2 —y2) (4.4)

Por outro lado, veja que

(24 + 22—y —zz—yz) = =(20%+ 2% +22° — 2zy — 202 — 2y2)

N | =

((:c2 —2zy + y2) + (x2 —2xz + 22) + (y2 — 2yz + 22))

[N

(=9 +(x—2)°+(y—2)%)

N =

de modo que

(z—y)’+(x—2>+@y—27>>0,

1
pois sao soma de numeros quadrados, logo 3 ((x — )P (r—2)2+ (y— 2)2) > 0.
Ora, como estamos supondo x, ¥, z reais positivos, logo temos que x +y + z > 0
edaf (v +y+2)(2* +y* + 2* — 2y — 12 — yz) > 0, pois & o produto de fatores maiores

ou igual a zero. Assim temos que:

Pyt —Bryr =yt )@+ 2~y — a2 —y2) >0

e daf
2 +d + 22 > 3ayz,
ou seja,
3 3 3
r»r+y +z
yT > xyz (4.5)

Agora, tomando =z = a, y = Vbez= V/c e em seguida substituindo em , obtemos:

(vay' + (V8) + ()’

; > Yavbi/e,
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ou seja,

a+b+c 3

3 > +/abe.

Com a igualdade ocorrendo se e somente se a = b = ¢, pois em
(x+y+2)(a® +y*+ 2% —oy — a2 —yz) >0

a igualdade ocorre apenas quando x = y = z, visto que z 4+ y + z > 0, uma vez que x, ¥y, 2

sao numeros reais positivos e além disso,

(z—y)P+(@—2)°+@y—2)°)<=a=y==z

) (=)

. Com isso, temos

1
(m2+y2+22—xy—xz—yz):§

Atividade 2. Calcule o valor de (

+vr 1-
ev =

Solugao. Sejam u =

si=u+v= (4.6)

Sy =uv = —1. (4.7)

Deste modo, u e v sao raizes do polindémio f(x) = 22 — 512+ So. Substituindo as equacoes

e em f, obtemos f(x) = 2° —x — 1. Mas, temos que u e v sdo raizes de f, entdo

w—u—1=0 (4.8)

v’ —v—1=0. (4.9)

Agora, ao multiplicar as equacoes e [4.9] respectivamente por u" e v", com n > 0,

obtemos

"t — " " =0 (4.10)

O R = I} (4.11)
E, em seguida adicionando as equagoes [4.10] e [4.11] temos

w4 0" — (" ") — (0" ™) = 0. (4.12)
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Agora, denominamos S,, = u" + v". Com isto, a equacao [4.12| se reduz a recorréncia

S’VH-Q - Sn—‘,—l - Sn — 0 (413)

De modo, que
So=u’+0° =2
S =ut+0l=1

assim, da equacao temos

Se=51+S=1+2=3
S3=5+5=3+1=4

54253+S2:4+3:7

(55 =04+ 53 =T+4=11

Para facilitar os calculos, efetuamos a seguinte operagao

§ = ()
Sz o= w0+ 20"
Sz = Si+2u"°

Sl[) = 52—2(1&))5
Sip = 112 —2(-1)°
S = 123.

Atividade 3. Sejam a,b,c reais nao nulos tais que a + b+ ¢ = 0. Prove que

a’+ 0+ (a3+b3+c3) <a2+b2+c2>

5 3 2
Solugao. Se
= (x—a)(zr—-b)(z—c
f@) = @-a)@-ba-o) "
= 2° — (a+ b+ c)z® + (ab+ ac + be)x — abe,
entao a condi¢ao a + b + ¢ = 0 garante que
f(z) = 2+ sz — s3, (4.15)
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onde sy = ab+ ac + bc e s3 = abc. Mas f(a) = f(b) = f(c) = 0. Com isso, de |4.15]

obtemos as seguintes igualdades

a’® = —sya+ 53 (4.16)
b3 = —82b + S3 (417)
& = —syc+ ss. (4.18)

Somando membro a membro as igualdade .16 [£.17] e [£.1§| e utilizando, novamente, a

condi¢ao a + b+ ¢ = 0, obtemos

a® +b* + ¢ = —sy(a+b+c)+ 3s3 = 3s3 (4.19)
dai, tem-se que
343 4 3
P il (4.20)
3
e além disso, observe
>+ b+ =(a+b+c) —2(ab+ac+be) = —2s, (4.21)
de onde segue
2 242
Sg = _%. (4.22)

Por outro lado, afim de encontrar a expressao a’® + b° + ¢®, multiplicamos ambos

os membros das igualdades |4.16] [4.17] e [4.18] respectivamente, por a?, b? e ¢2, obtendo

a® = —s9a> + s3a° (4.23)
b = —s9b” + s3b (4.24)
& = —5y¢° + 5362 (4.25)

Em seguida, somando membro a membro as igualdades [4.23|[4.24] e [4.25] temos

a’ + b+ = —sy(a® +b° + ) + s3(a* +b* + P) (4.26)
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Portanto, substituindo [4.20] e [£.22] em [4.26] obtemos

2 b2 2 3 b3 3
B 5((a3+b3+c3)(a2+b2+02))

Dali, temos que

> +0+c [P+ N (0P 0+
5 B 3 2 '

Atividade 4. As raizes do polinémios f(x) = 2* — 72> + 14x — 6 sdo os comprimentos

dos lados de um triangulo. Calcule a drea do mesmo.

Solugao. Sejam a, b, c as raizes de f e A a area do triangulo tendo tais raizes por lados.

Aplicando a férmula de Herao para calcular a érea do triangulo

A* = plp—a)p-D)(p-o) (4.27)
onde p é o semi-perimetro do triangulo, entao
1
p:§(a+b+c). (4.28)

Por outro lado, pelas Relacoes de Girard temos

f(x) = (z—a)(z=b)(z—c)

= 22— (a+b+c)z® + (ab+ ac + be)x — abe
( ) ( ) (4.20)

= 2% — 512° + 591 — 53, (de modo que f foi dada, logo)

= 23— 72% + 14z — 6.
Com isto, de e [4.29 obtemos
1 1 7
p= §<a—|—b+0) = 581(&,[),0) = 5,

assim, substituindo em temos
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Agora, observe de que
7 7 7 7 7\’ 7\? 7 1
DN (Lo LoV (L) = (L) —=7(L) +14(L)-6="2.
1(3)-G-2)G)G)-() 7G) () -o-
Portanto, de tem-se que

A? = plp—a)(p—b)(p—o)

7 7
de onde segue que A = iT’ mas como a area é um valor positiva, logo A = £ .

Atividade 5 (Roménia). Sejam a, b, ¢, d nimeros reais tais que

a = 4 —+/5—a,
b = 4++5—b,
c = \V4i-V5+c,
d = 4—+5+d,

Calcule os possiveis valores do produto abcd.
Solugao. Temos que
a=1\/4—-—Vd5—a = > = 4—vVb5—a
— (a® —4)* = (—\/5—a)2

— a*—8a*+16 = 5—a

— ' —8%+a+11 = 0.

Analogamente, obtemos que b* — 8% + b+ 11 = 0. Com isto, tanto a com b sio raizes do
polindémio

f(z) =2 — 8z + x + 11. (4.30)

Aplicando o mesmo procedimento, conclui-se que ¢ e d sao raizes do polinémio

p(z) = 2* — 8% — x + 11. (4.31)
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e segue, dai, que -c e -d também sao raizes de f.
Portanto, a,b,—c e —d sao todos raizes de f e, se soubermos que tais raizes sao
duas a duas distintas, concluiremos que elas sao todas as raizes do polinomios f; dai, as

Relacoes de Girard nos darao

abed = ab(—c)(—d) = 11.

Para isto, basta verificar, se a = b, logo

a=b +— 4—+/5—a = 44++v/5—0
<— 4—+b5—a = 4++v5—-0
<= a=b =5

Mas, como

541/4—vV5—-5=a,

entao, temos a # b. Analogamente, tem-se que a # —c, a # —d e, além disso, temos que

b, —c e —d sao dois a dois distintos.

Atividade 6 (Croacia). Se a, b, ¢ sdo reais dois a dois distintos satisfazendo o sistema
de equagoes
a’ = 30" +3¢ 25

¥ = 3¢ +3ad®>—25

A = 3a2+30°—-25

calcule os possiveis valores do produto abc.

Solu¢ao. Temos que

a® = 3b* + 3¢® — 25, (4.32)

adicionando 3a® em ambos os membros da equacio obtemos
a® + 3a* = 3a® + 3b* + 3¢® — 25, (4.33)
em seguida tomando a® + b* 4+ ¢ = k. Assim, de temos que

a® + 3a® = 3k — 25,
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ou seja,

a® + 3a* + (25 — 3k) = 0,

de modo que a é raiz do polindmio
f(z) = 2® 4+ 32% + (25 — 3k); (4.34)

analogamente, b e ¢ sao raizes de tal polinémio.

Agora, pelas Relac¢oes de Girard, temos

fl@) = (r—=a)(z=b)(x—c)

(4.35)
= 2° — (a+ b+ c)z? + (ab + ac + be)x — abe
entao segue dos polindomios e que
a+b+c= -3 (4.36)
ab+ac+bc= 0 (4.37)
abc = 3k —25 (4.38)

observe, da equacao [4.36} que

a+btc=-3 = (a+b+c)? = (-3)?
— d?+ b+ +2ab+ac+be) = 9

e de temos que a® + b* + ¢* = 9 = k. Portanto, tem-se da equacdo que
abc = 3k — 25 =2
Atividade 7 (Bulgaria). Sejam a e b nimeros reais que satisfazem as equagoes

A+ =2

a® + b = 2V/2.

Ache o valor de a* + b*.

Solugao. Para tratarmos o problema com a teoria das somas de Newton, precisamos de um
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polinémio de 29 grau cujas raizes sejam a e b. Basta entao tomar p(x) = (z —a)(z —b) =

2 — (a + b)x + ab. Logo, pelo Teorema [27, temos que
Sk = 815]6,1 — SQSk,Q, (439)

de modo que 51 = S; e Sy = 2% +¢° = 2.
Assim para n = 2, temos
So = 5151 — 8259
= 5151 — 25 (4.40)

= S% — 282.

Da mesma forma, para n = 3, obtemos

Sg = 8152 — 8251
= 51(s] — 253) — 5281 (4.41)

= si{’ — 35189

e para n = 4, temos
54 — 8153 — SQSQ
= 51(s7 — 3s152) — sa(57 — 259) (4.42)

_ A 2 2
= 5] — 45752+ 2s5.

Como por hip6tese, temos que Sy = 2 € S35 = 2v/2, assim de e temos as seguintes

situagoes
§7—28y = 2 <= (3%—232)2 = 27
= 51— 4515y +4s5 = 4
= 5] —4s185y+2s3 = 4253 (4.43)
S
= Sy = 4-—2s

e além disto, temos

53— 3815y = 2V2 — (sl(s?—382))2 = (2v2)?

— s3(s]—2sy—1s3) = 8
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de temos 52 — 25y = 2 e 52 = 2 + 255, logo

s = 3518 = 2V2 = (2+2s9)(2+s35)° = 8
= 2(1 4 55)(4 — 485 +55) = 8
= (1+s9)(4—4ds5+s5) = 4
> 4—dsy+s5+4sy—4dss+s; = 4 (4.44)
— s5—3s3 = 0
— s3(sa—3) = 0
<= s =0 ou sy =3.

Portanto, de [£.43] tem-se que Sy =4 —2-0=40u S; =4 —2-3 = —2. Como a e b sdo

reais, entao temos que Sy > 0, ou seja, Sy = 4.

Atividade 8. Determine todas as solucoes reais da equagdo v1 —x + V15 +x = 2.

Solucio. Tomando v1 —z = a e v/15+ 2 = b, de onde segue a* =1 —x e b* = 15 + «,

com isto, temos que

Sy = a*+bvt = 16

(4.45)
Sl == a—+ b = 2.
E, além disto, pelo Polinomio Simétrico Elementar, temos
s = at+b=2
(4.46)
sy = ab.
Agora, de [£.42] temos
Sy = s —4sisy+ 253

16 = 2 —4-22.5,4+2-53
0 = 82(82—8).

De onde segue que s; = 0 ou sy = 8. Sendo assim, temos duas situagoes:

primeira situagao: s, =0

a+b = 2
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Assim,a=0eb=2oua=2eb=0. Sea=0eb=2,x=1. Agora,sea=2eb=,
r = —15.

segunda situagao: s, =8

a+b = 2

ab = 8.

Nessa situacdo, a e b ndo sdo reais pois sdo raizes do polinémio p(z) = z* — 2x + 8 cujo

discriminante ¢ A = —28, logo x também nao é real. Portanto, S = {—15,1}
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Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo principal apresentar a eficacia e aplicabilidade
da combinacao do método de Newton-Raphson, da regra de sinais de Descartes e das
sequéncias de Sturm para encontrar as raizes de um polinémio real e, além disso, mostrar
que os polinémios simétricos sao uma excelente ferramenta para encontrar solucoes de
problemas algébricos de fatoracao, de sistemas de equagoes nao lineares e de algumas
equagoes algébricas. Sendo assim, esperamos que esse trabalho possa contribuir na cons-
trucao de uma estratégia na busca de resolugao de problemas. Pensando nesse sentido,
(Polya, {1994, p. 5) comenta que:

.-+ Temos um plano quando conhecemos, pelo menos de um modo geral, quais
as contas, os calculos ou os desenhos que precisamos executar para obter a
incognita. O caminho que vai desde a compreensao do problema até o esta-
belecimento de um plano, pode ser longo ou tortuoso. Realmente, o principal
feito na resolugao de um problema é a concepgao da ideia de um plano.

A abordagem do método de Newton-Raphson pode ser apresentada como uma
proposta a ser utilizada nas aulas do ensino médio como um mecanismo que torna o
estudo de polinébmios mais interessante, uma vez que pode apresentar ao aluno outras
possibilidades a serem exploradas de forma generalizada do contetido e nao somente alguns
casos particulares de resolucoes de equacoes polinomiais. Nesse mesmo sentido, as relacoes
de Girard juntamente com os polindmios simétricos, também, podem ser trabalhadas, pois
sao outras importantes ferramentas na busca de solugoes de problemas polinomiais, de
maneira que frequentemente sao abordados em Olimpiadas de Matematica. Portanto,
esperamos que esse trabalho possa contribuir para o ensino-aprendizagem de alunos e

professores.
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