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Resumo

Com o surgimento da matematica moderna no Brasil, a teoria de conjuntos e o estudo de fungdes
ganharam relevancia. Em qualquer conhecimento de Matematica, ¢ necessario estabelecer um
conjunto no qual se realizard o estudo — conjunto universo. No Ensino Fundamental, o conjunto
dos numeros racionais ¢ o que mais se utiliza para efetuar as quatro operacdes bésicas da
matematica (adi¢do, subtragdo, multiplicagdo e divisdo). Nesse sentido, este trabalho procura
articular com demonstragdes, propriedades, defini¢des e conceitos referentes aos elementos de
um conjunto, de uma relagdo dual e de funcdes, visando aprimorar os conhecimentos adquiridos
pelo professor de matematica da Educacdo Bésica assim como procura esclarecer a
incompletude dos nimeros racionais e criar possibilidades de o professor apresentar os detalhes
de tal preferéncia, por meio da transposi¢cdo didatica. A preferéncia por trabalhar com o
conjunto dos nimeros racionais, em detrimento ao conjunto dos numeros reais, parece ser um
tanto incomum, pois o conjunto dos numeros reais € um corpo ordenado completo, ao passo
que o conjunto dos niimeros racionais € um corpo ordenado, mas nao ¢ completo. Ao contrario
do que se faz no Ensino Fundamental, no Ensino Médio o uso do conjunto dos nlimeros reais e
o estudo de fungdes ¢ predominante. Dessa forma, este trabalho apresenta a concepgao de
funcdo, bem como suas propriedades, teoremas ¢ demonstragdes, de modo que o professor
amplie seus saberes € mobilize esses conhecimentos para aprimorar o ensino da matematica na

Educagao Basica.

Palavras-chave: Conjunto; Corpo Ordenado; Demonstragao; Funcao; Numeros Racionais;

Numeros Reais.



Abstract

With the emergence of modern mathematics in Brazil, the theory of set and the study of
functions have gained relevance. In any knowledge of Mathematics, it is necessary to establish
a set, in which the study will be realized — universe set. In Elementary Education, the set of
rational numbers is the four basic operations of mathematics (addition, subtraction,
multiplication and division). In this sense, this work aims to articulate with demonstrations,
properties, definitions and concepts referring to the elements of a set, dual reation and funtions,
in order to improve the knowleng acquired by the mathematics teachers of Basic Education just
as it aims to clarify the incompleteness of rational numbers and create possibilities of the teacher
presente the details of such preference, through didactic transposition. The preference for
working with the set of rational numbers, over the set of real numbers, seems to be somewhat
unusual, because the set of real numbers is a complete ordered field, while the set of rational
numbers is a ordered field, but not complete. Instead of what is done in Elementary School, in
high school the use of the set of real numbers and the study of functions predominates.
Therefone, this work presentes the conception of funtion, as well its properties, theorems and
demonstrations, in order the theacher broadens and mobilizes his knowledge, to improve the

teaching of mathematics in Basic Education.

Keywords: Set; Ordered Field; Demonstration; Function; Rational Numbers; Real Numbers.
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1 Introducao

A aprendizagem ¢ uma dimensdo fundamental que ocorre formalmente no ambiente

escolar.

Nesse contexto, a atividade principal do professor € o ensino visando a aprendizagem
do aluno. No processo de ensino e aprendizagem, o docente atua como mediador do aprendiz
em desbravar o objeto de estudo, instigando o aluno a pensar, refletir, agir e produzir
conhecimentos, priorizando mais o pensar do que, simplesmente, o calcular. Mas, para que isto
ocorra, € necessario que o professor compreenda, com certa profundidade, e articule de diversos
modos, os conceitos, as propriedades e as demonstragcdes do conteido matematico que vai

ensinar.

Para isso, propomos Conjuntos e Fungdes: conceitos, propriedade e demonstragdes
visando a formagdo continuado do professor de matematica da Educagdo Bésica, como uma
forma de contribuir para a sua atuacdo profissional e possibilitar melhorias a sua pratica

pedagdgica.

Os conceitos iniciais estudados em conjunto e fungdes sdo abstratos € possuem uma
linguagem propria e formal. Além disso, os teoremas abordados exigem esforgo, raciocinio

criativo e ideias que propiciem articular conceitos e propriedades de modo consistente.

Em vérias situacdes, a apresentagdo desses elementos requer uma dosagem de
engenhosidade e “truques”, para construir um raciocinio 16gico-indutivo ou légico-dedutivo

para a elaboragdo precisa e irrefutavel dos argumentos utilizados nas demonstragdes.

Por esse motivo, apresentamos topicos que julgamos essenciais para o aprimoramento
do professor de matematica, a saber: a no¢ao de conjunto, a estrutura do conjunto dos niameros
naturais, a conceito de fungao e os conjuntos dos niumeros inteiros, racionais e reais construidos
a partir do conjunto dos niimeros naturais. Além disso, o conceito corpo ordenado, conjunto
enumeravel e ndo-enumeravel, grandeza comensuravel e ndo-comensuravel, densidade e a

nocao de completude de um conjunto que sao essenciais para a compreensao da extensao de
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conjuntos numeéricos, sobretudo, o conjunto dos nlimeros racionais e reais que predominam no

ensino da matematica basica.

Com isso, espera-se contribuir para a formagao continuada do professor de matematica,
de modo que ele possa aperfeigoar suas praticas pedagodgicas e aprimorar o ensino da

matematica na Educagdo Basica.
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2 Nocoes sobre Conjunto

Segundo AVILA (1996, p. 32), o estudo sistematico de conjuntos comegou por volta de
1872, pelo matematico alemao Georg Cantor (1845 — 1918).

Neste capitulo, apresentaremos os principais conceitos e resultados dessa teoria.

Iniciaremos com a apresentagdo da nog¢ao de elemento e conjunto.
2.1 Elemento e Conjunto

A nogao de conjunto constitui um dos fundamentos da matematica, do mesmo modo

que o conceito de correspondéncia ou aplicagao.

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 1): “Intuitivamente, um conjunto ¢ uma lista, colegcdo ou

classe de objetos bem definidos.”

Um conjunto fica bem definido (ou determinado) quando ¢ dada uma propriedade

(ou regra) que permita decidir se um objeto qualquer pertence ou nao ao conjunto.
Os objetos que constituem o conjunto chamam-se elementos ou membros do conjunto.

A designagdo de um conjunto ¢ feita por letras maitsculas do nosso alfabeto 4, B, C, ---,

X, Y, Z; e os seus elementos, por letras minusculas a, b, ¢, -*- , x, ), z.

CARACA (1989, p. 12) apresenta duas condi¢des para constituir um conjunto, a saber:

“Em geral, dizemos que é dado um conjunto de certos elementos quando:
a) eles sdo, de si, entidades determinadas; b) além disso, ha a possibilidade de
averiguar se um elemento qualquer, dado ao acaso, pertence ou ndo ao
conjunto.”

Quando um objeto qualquer x ¢ um dos elementos de um conjunto X, dizemos

que x pertence a X e, em simbolos, escreve-se:

x e X

(Lé-se: “x pertence a X’ ou “x esta em X”)
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Por outro lado, se x ndo ¢ um dos elementos do conjunto X, dizemos que x ndo pertence
a X e, simbolicamente, escreve-se:
xeX

(Le-se: “x ndo pertence a X’ ou “x ndo esta em X)

A relacdo “€” (pertence a), que se estabelece entre elemento e conjunto, chama-se

relagdo de pertinéncia.

2.2 Representacio de um Conjunto

Sejam os elementos x1, x2, x3, ... de um conjunto X. Este conjunto pode ser representado
por listagem de seus elementos. Neste caso, os elementos sdo separados uma a um por virgula

e todos eles ficam entre chaves “{ }”, isto é:
X={x1,x2, x3, - }.

Outra maneira de representar um conjunto X é por uma propriedade caracteristica de

seus elementos.

LIMA (2010, p. 3), propde uma forma de construir este tipo de representagdo, vejamos:
“parte-se de uma propriedade P. Ela define um conjunto X, assim: se um objeto X goza da

propriedade P, entdo x € X; se x ndo goza da propriedade P, entdo x ¢ X e escreve-se:

X = {x; x goza da propriedade P}.”

(Leé-se: “X é o conjunto dos elementos x, tais que x goza da propriedade P”).

Assim, uma propriedade P caracteriza um conjunto X, se todo elemento de X satisfaz a
propriedade P e se, reciprocamente, todo elemento que satisfaz a propriedade P pertence ao

conjunto.

Em algumas situagdes, pode ocorrer que a propriedade P faga referéncia a elementos de
um outro conjunto E especifico, ou seja: x € E, tal que x tem a propriedade P. Neste caso,
escreve-se:

X={x € E; x tem a propriedade P}.

Isto significa que o conjunto X ¢ constituido por elementos x do conjunto E, que tem a

propriedade P.
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Um conjunto X = {x1, x2, x3, x4} também pode ser representado pelo diagrama de John

Venn!, mais conhecido por “Diagrama de Venn”, conforme a FIGURA 1.

FIGURA 1 — Diagrama de Venn.

X

FONTE: elaborada pelo autor.

Geralmente, este diagrama ¢ utilizado para ilustrar algumas propriedades e operagdes
com conjuntos. Além disso, amenizar o aspecto abstrato de certos raciocinios ou defini¢des.

Contudo, tais representacdes graficas ndo devem interferir nas demonstragdes.

LIMA (2010, p. 3) lembra que: “A maioria dos conjuntos mencionados em Matematica
ndo sdo definidos [sic] especificando-se, um a um, os seus elementos. O método mais frequente
de definir [sic] um conjunto é por meio de uma propriedade comum e exclusiva dos seus

elementos.”

2.3 Subconjunto

Nem sempre os elementos sdo exclusivos de um so6 conjunto, isto €, pode ocorrer que

todo elemento de um conjunto ¢ também elemento de outro conjunto. Isto sugere uma definig3o.

Defini¢iio? 1. Um conjunto X é subconjunto (ou parte) de um conjunto ¥ quando todo elemento

de X é também elemento de Y.

! Este tipo de diagrama — concebido por John Venn (1834 — 1923), matematico inglés — foi utilizado para
representar conjuntos e realizar operagdes com conjuntos.

2 Defini¢iio ¢ 0 nome que se d4, com precisdo e clareza (sem ambiguidade) ao objeto de estudo da matematica,
mediante uma propriedade que caracterize e o identifique plenamente. Os elementos estruturais de uma definig¢@o
sdo: a) o objeto a ser definido; b) o verbo ser (€); ¢) o termo a ser especificado; d) as condi¢gdes ou propriedades
que este termo satisfaca. As defini¢des tém a seguinte forma: Um [objeto X] é chamado [o termo a ser definido]
desde que satisfaca a [propriedade que o caracterize e o identifique plenamente]. (CORDEIRO, 2014, p. 87)
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Neste caso, os conjuntos X e ¥ podem ser comparados pela relacdo de inclusdo, isto &,

por:
XcY.
(Lé-se: “X esta contido em Y ou, de outra forma, Y D X, 1€-se: “Y contem X.)
A relagdo “c” ou “c”, que relaciona conjunto com conjunto, chama-se relagdo de
inclusdo.

Se ocorrer X Y e existir pelo menos um elemento em Y que ndo estd em X, dizemos

que X subconjunto proprio (ou parte propria) de Y e denota-se X & Y.

NACHBIN (1974, p. 5) menciona que a relagdo de inclusdo tem propriedades basicas,
a saber:

i) reflexiva: X — X, qualquer que seja o conjunto X.

Demonstra¢do®: Seja x um elemento qualquer de X. Pela defini¢io de subconjunto, temos:

X c X, qualquer que seja o conjunto X.

ii) transitiva: ss Xc Ye Y Z,entaio X  Z.

Demonstragdo: De fato, para todo x € X implica x € Y, pois X c Y. Por outro lado, ¥ c Z.
Dessa forma, para todo x € Y acarreta x € Z. Portanto, se x € X e x € Y, consequentemente

XcZ.

iii) antissimétrica: se XY e Y X,entdo X=17Y.

Demonstragdo: Seja x € X. Como X c Y, temos x € X implica x € Y. Por outro lado, ¥ c X.
Desse modo, x € ¥ implica x € X. Portanto, X =Y.

o

A propriedade antissimétrica iii) apresenta inclusdo simultdnea de dois conjuntos. Isto

estabelece o critério de igualdade, isto ¢, se todo elemento do conjunto X ¢ elemento do

3 Demonstragdo em Matematica € um processo de raciocinio 16gico-indutivo ou dedutivo que mostra, de maneira
irrefutavel, a veracidade de uma proposigao do tipo: i) Se (hipotese), entdo (tese).; ii) (Hipotese) se, e somente se,
(tese). IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 9)
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conjunto Y e, reciprocamente, se todo elemento do conjunto Y ¢ elemento do conjunto X,

dizemos que os conjuntos X e Y sdo iguais.

Definicao 2. Um conjunto X ¢ igual a um conjunto Y, escrevemos X = Y, se ambos possuem o0s

mesmos elementos. Do contrario, dizemos que os conjuntos sao diferentes e escreve-se X # Y.

Sejam dois conjuntos X e Y. Para provar que X = Y, devemos demonstrar,

necessariamente, que X C Y e, reciprocamente, Y — X.

Por outro lado, para mostrar que a inclusao X c Y ¢ falsa, temos que exibir um elemento

x e X talque x ¢ Y.

A propriedade transitiva i) mostra a possibilidade de conexdo entre dois conjuntos, por

meio de um conjunto, cujos elementos estejam nos dois conjuntos iniciais, € somente neles.

Por fim, a propriedade reflexiva i) ¢ consequéncia imediata da defini¢@o de subconjunto.

Observacoes:

1) A ocorréncia de X < Y nao exclui a possibilidade de X = Y. Por isso, escrevemos,
precisamente, X — V;

2) O simbolo “€” (pertence a) relaciona elemento com conjunto;

3) A simbologia “c” (estd contido) ou “c” (esta contido e ¢ igual a) ou “S” (estd contido, mas
¢ diferente de) relaciona conjunto com conjunto.

As ideias apresentadas de subconjunto apoiam-se na nog¢do intuitiva de conjunto, isto &,
admitimos que todo conjunto tem pelo menos um elemento. Para excluir esta restri¢do,
introduzimos o conjunto vazio, que indicaremos pelo simbolo & ou { } ou ainda

& = {x ; x #x}. Este conjunto ndo possui elemento algum.

Proposicao? 1. O conjunto vazio ¢ subconjunto de qualquer conjunto.

Demonstracdo: Suponha, por absurdo®, que a inclusio & — X seja falsa. Entdo, existe um

elemento x € J, tal que x ¢ X, o que é um absurdo! Pois, & representa o conjunto vazio.

4 Proposi¢iio é uma frase afirmativa de sentido completo que pode ser classificada em verdadeira ou falsa, sem
que haja uma terceira possibilidade. (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 2)
5 Ver nota de rodapé da pagina 28.
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O absurdo ocorreu ao afirmar que & < X € falso. Logo, & c X, qualquer que seja o
conjunto X.

o

O conjunto vazio ¢ um subconjunto préprio de qualquer conjunto, isto é, & & X. Ha

conjuntos que possui apenas um unico elemento X = {x}. Este conjunto chama-se conjunto

unitario.

LIPSCHUTZ (1972, p. 7) chama atengao para o fato de que: “Em qualquer aplicacao da
teoria de conjuntos, todos os conjuntos sob verificagdo serdo subconjuntos de um conjunto
determinado. Chama-se a isso conjunto universo ou conjunto de estudo. Designa-se este

conjunto por U.”

2.4 Conjunto das Partes

Para NACHBIN (1974, p. 6): “Todo conjunto X determina um outro conjunto @ (X), a

saber, o conjunto de todas as partes de X.”

Isto significa que os elementos do conjunto (X) sdo as partes de X, isto €, se um

conjunto ¥ € o (X) € porque ¥ c X.

As partes do conjunto X tém pelo menos os conjuntos & e X, chamados conjuntos
triviais, pois & < X e X < X, qualquer que seja X. Assim, os conjuntos triviais & ¢ X sao

elementos do conjunto @ (X) que denominaremos “familia de conjuntos”.

Definicao 3. A familia de todos os subconjuntos de qualquer conjunto X ¢ chamado conjunto

das partes de X ou o conjunto de poténcia de X e indicaremos por  (X).

Exemplo 1. Seja o conjunto 4 = {a, b}. Entao, as partes de 4 sdo os conjuntos &J, 4, {a} e {b}.

Portanto, o conjunto das partes de 4 ¢é:

@A) = p({a, b}) = {D, {a}, b}, {a, b}}.

Exemplo 2. Considere o conjunto B = {a, b, c¢}. Assim, as partes de B sdo os conjuntos &, B,

{a}, {b}, {c} {a, b} e {a, c}. Portanto, o conjunto das partes de B ¢:

PB) = p({a, b, c}) = {9, {a}, {b}, {c} {a, b}, {a, ¢}, {a, b, c}}.
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Observacio:
O conjunto das partes o (X) nunca € vazio, pois sempre tem os conjuntos triviais & e X.

2.5 Operacoes com Conjuntos
2.5.1 Intersec¢io

Defini¢ao 4. A interse¢do de dois conjuntos X e ¥ € o conjunto X N Y (1é-se: “X interse¢do Y’)

formado apenas pelos elementos comuns a X e Y.

Portanto, se x € XN Y significa dizer que x pertence, simultaneamente, aos dois

conjuntos, isto ¢, x € X e x € Y. Este fato, representa-se por:
XNnY={x;xeXex e Y}

Quando dois conjuntos X e Y ndo possuem elementos em comum, indica-se por

XN Y=. Neste caso, os conjuntos X e Y chamam-se conjuntos disjuntos.
2.5.2 Uniao

Defini¢ao 5. A unido (ou reunido) de dois conjuntos X e Y € o conjunto X U Y (1€-se: “X unido

Y”’) formado pelos elementos que estdo apenas em X, ou apenas em Y ou em ambos X e Y.

Assim, se x € XU Y significa dizer que x € X ou x € Y, ndo hé outra possibilidade.
Em simbolos, escreve-se:

XuY=X={x;xeX ouxel}
Seja um conjunto X formado por subconjuntos 4, B, C, ..., tais que:

i)aunidode 4, B, C, --- ¢iguala X ; e

ii) a intersecao de cada par desses subconjuntos distintos é o conjunto &J.

Entdo, nessas condigdes, o conjunto {4, B, C, ---} € uma parti¢do de X.
2.5.3 Diferenca

Definicdo 6. A diferengca de dois conjuntos X e Y ¢ o conjunto X — Y (1é-se: “X menos )

formado pelos elementos de X que ndo pertencem ao conjunto Y. Em simbolos, indica-se por:

X-Y={x;xeXexgl}
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Nessa defini¢do, ndo se exige que X esteja contido em Y. Quando se tem Y c X, a

diferenga X — Y chama-se complementar de Y em relagdo a X e escreve-se:
X-Y=CyX,comYcCX

Na teoria de conjuntos, quando lidamos com conjunto universo (ou conjunto de estudo)

U, o complementar de X em relagdo a U indica-se por:
X=U-X.
Isto equivale dizer que: se x € X¢, entdo x ¢ X e escrevemos:
X=U-X={xeU;xeX}.

A partir dessas defini¢cdes, varias propriedades podem ser deduzidas. Para fins de

ilustracdo, demonstraremos a propriedade no exemplo a seguir.

Exemplo 3. Sejam dois conjuntos quaisquer X e Y. Prove que X¢ — Y¢ =Y —X.

Resolugdo: Como se trata de uma igualdade de conjuntos, precisamos mostrar que:
X-Y)c(Y-X) e (Y—X) < (X - Y©). Com efeito:

i) Para todo x € (X¢ — Y°), temos x € XC e x ¢ Y© acarreta x ¢ X e x €Y, portanto,
x € (Y- X). Assim, (X¢ - Y) < (Y - X).

ii) Por outro lado, qualquer que sejax € (Y — X), segue quex € ¥ e x ¢ X. Logo, x ¢ Y e
x € X¢. Com isto, x € (X© — Y°©). Portanto, (¥ — X) < (X - Y°).

2.5.4 Produto Cartesiano

Além dessas operacdes com conjuntos, ha outra operacdo importante que se baseia no

conceito de par ordenado, a saber: o produto cartesiano® (ou multiplicagéo de conjuntos).

¢ Cartesiano provém do nome do fildsofo e matematico francés René Descartes (1596 — 1650) que fundou a
geometria cartesiana ou algebra geométrica (hoje conhecida por geometria analitica), criando um sistema
cartesiano de coordenadas para localizar pontos no plano e no espago. (BOYER, 1996, p. 233)
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Para LIPSCHUTZ (1972, p. 92, grifos nossos): “intuitivamente, um par ordenado
consiste de dois elementos a e b, dos quais um, digamos a € o primeiro elemento € o outro

como segundo elemento.” Representa-se um par ordenado por (a, b).

Em outras palavras, o par ordenado (a, b) fica constituido quando, dados dois objetos
a e b, escolhe-se um desses objetos (por exemplo) a, para ser a primeira coordenada do par e,
por conseguinte, o objeto b para ser a segunda coordenada do par. Entretanto, a defini¢cdo de

par ordenado ¢é:

(a,b) = {{a}, {a, b}}".

De acordo com essa notacdo, o par ordenado (a, b) é um conjunto constituido, no

maximo, de dois elementos: o conjunto {a} e o conjunto {a, b} = {b, a}.

Quando a = b, segue que (a, a) = {{a}, {a, a} }. Mas, pela igualdade de conjuntos, temos
{a, a} = {a}. Portanto, (a, a) = {{a}, {a}}. Dai, novamente pela igualdade de conjuntos,

conclui-se (a, a) = {{a}}. Com isso, define-se:

(a,a) = {{a}}.
Teorema® 1. (Propriedade Fundamental dos Pares Ordenados) Dois pares ordenados
(x,y) e (a, b) sdo iguais se, e somente se, x=a e y=b. Isto é:

(x,y)=(a,b) © x=a e y=b.

Demonstragdo: De fato, se x = a e y = b, tem-se (x, y) = (a, b). Reciprocamente, se

(x, ¥) = (a, b), conclui-se, pela defini¢do de par ordenado:
(r, ») = {{x), x5} e (a,b) = {{a}, {a, b}}.
Dessa forma, hé dois casos para considerar:

1° caso: quando x = y, temos:

(6, ¥) = (¢, x) = {{x}}.

7 Notagdo introduzida por Norbert Wiener (1894 — 1964) e C. Kuratowski (1896 — 1980). (DEAN, 1974, p. 7)

8 Teorema ¢ uma afirmagio declarativa (ou proposi¢do) do tipo hipotese implica tese ou hipotese se, e somente
se, tese (ou ainda hipotese implica tese e, reciprocamente, tese implica hipotese), cuja veracidade exige
demonstragio. (AVILA, p. 4 ¢ 5)
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Assim, {{x}} = {{a}, {a, b}}, isto &, o conjunto {a, b} ¢ um elemento de {{x}}. Logo,

{x} = {a, b}, o que implica a = b = x. Mas, por hipdtese, x =y, entdo x=a e y=>b.

2° caso: quando x # y.
Considere a igualdade (x, y) = (a, b), isto &, {{x}, {x, y}} = {{a}, {a, b}}. Suponha que
{x, v} = {a}. Entdo, temos x = y = a. Mas isto contraria a hipotese de x # y. Logo,

{x, vy} = {a, b} e, consequentemente, a # b.

Portanto, o elemento {x} ndo pode ser {a, b}. Assim, {x} = {a}, o que acarreta x = a.

Além disso, como {x, y} = {a, b} e x=a, temos {a, y} = {a, b}. Portanto, y = b.
i
LIMA (2010, p. 12) observe que ha distingdo entre o par ordenado (a, b) € o conjunto
{a, b} e ressalta que: “Nao se deve confundir o par ordenado (a, b) com o conjunto {a, b}. Com
efeito, como dois conjuntos que possuem os mesmos elementos sdo iguais, temos
{a, b} = {b, a}, sejam quais forem a e b. Por outro lado, pela definicao de igualdade entre pares

ordenados s6 temos (a, b) = (b, a) quando a = b.”

A ideia de par ordenado esta presente na definicdo de produto cartesiano, a qual

passamos a apresentar.

Definicao 7. O produto cartesiano (ou conjunto produto) de dois conjuntos X e Y € o conjunto
X x Y (Ie-se: “X cartesiano Y”’) cujos elementos sao pares ordenados (x, y), tais que a primeira

coordenada pertence a X e a segunda coordenada pertence a Y. Mais precisamente:

XxY={(xy);xeXeyel}.

O produto cartesiano Y x X € formado pelos mesmos elementos de X x Y, porém, com

os elementos permutados, isto &, Y x X={(y,x) ; x e Xey € Y}.

Exemplo 4. Sejam X = {a, b} e Y = {c}. Os elementos de X x Y sdo (a, c) e (b, ¢), isto é:
X xY=1{(a,c), (b, c)}. Dai, obtemos: Y x X = {(c, a), (c, b)}.

Observacio:
Em geral, X x Y # Y x X, a menos que um dos conjuntos seja & ou X =Y.
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Se ocorrer X = Y, tem-se X x ¥ = X x X = X 2. Neste produto cartesiano, ha um
subconjunto D — X x X, formado pelos pares ordenados cujas coordenadas sao iguais, chamado

conjunto diagonal (ou simplesmente, diagonal) de X ? e escreve-se:

D= {(x,x);x € X}.

Exemplo 5. Seja o conjunto X = {a, b}. Os elementos de X x X =X 2 sdo (a, a), (a, b), (b, a),
(b, b). Assim, X x X = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}. O conjunto diagonal, neste caso, ¢
D= {(a, a), (b, D)}.

No contexto geométrico, LIMA (2010, p. 12) menciona que: se X e Y sdo segmentos de
reta, o conjunto X x Y= {(x, ) ; x € Xe y € Y} é um retangulo representado pela FIGURA 2,

onde os pontos (x, y) descrevem todo o retangulo X x Y.

FIGURA 2 — Representagdo geométrica de X x Y, onde X e Y sdo segmentos de reta.

A=Y

yhodooo _T(x.}‘)

R

FONTE: LIMA, Elon Lages, 2010, p. 12.

O conjunto X x X ¢ um quadrado representado pela FIGURA 3, onde evidenciamos a

diagonal D = {(x, x) ; x € X}, descrita pelos pontos (x, x).
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FIGURA 3 — Representacdo geométrica de X x X, com o conjunto diagonal D, onde X
representa um segmento de reta.

X
X' - x)
: D
|
|
ol N l(x. x)
! XxX
|
|
x X

FONTE: LIMA, Elon Lages, 2010, p. 12.

Nesse contexto, os elementos de um par ordenado introduzem as coordenadas
cartesianas no plano, de modo que cada ponto do plano ¢ representado por um par ordenado

(x, ¥), onde x chama-se abscissa ¢ y, a ordenada deste ponto.
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3 Conjunto dos Numeros Naturais

3.1 Os Axiomas® de Peano

No séc. XIX, o matematico italiano Giuseppe Peano (1858 — 1932) propds a
formaliza¢do do conjunto dos niimeros naturais em seu livro Arithmetices principia nova
methodo exposita, de modo que os nimeros naturais podem ser estabelecidos por cinco axiomas

(ou postulados), chamados Axiomas de Peano.

Segundo LIMA (1982, p. 26), pode-se apresentar os Axiomas de Peano do seguinte
modo:

Sejam um conjunto de numeros naturais N = {1, 2, 3, ---} e uma correspondéncia
s:N— Nqueacada n € N associe o nimero s(n) € N chamado sucessor de n. Entdo:
Axioma I. 1 ¢ nimero natural, ou seja, 1 € N;

Axioma II. Para cada n € N, existe um unico s(n) € N;

Axioma III. Para todo n € N, tem-se 1 # s(n), ou seja, 1 ndo € sucessor de nenhum numero
natural. Em outras palavras, a cada nimero natural n # 1, existe um unico ng € N, tal que
n = s(no);

Axioma IV. Dados n, m € N, se s(n) = s(m), entdo n = m. Neste caso, a correspondéncia
s : N — N chama-se injetiva (ou univoca);

Axioma V (Principio de Inducdo Finita ou Principio de Indugdo). Seja um conjunto X — N
satisfazendo as propriedades:

i) 1 € X (verificar); e

ii) para todo n € X implica s(n) € X (demonstrar).

Entdao, X=N.

Dessa forma, podemos dizer que uma correspondéncia (ou aplica¢do) injetiva €

caracterizada pelo Axioma IV. Esta aplicagdo injetiva, pode ser enunciada de outra forma

 Axioma (ou Postulado) é uma palavra de origem grega que significa axios (digno ou valido). No contexto
matematico, axioma € uma sentenc¢a afirmativa considerada evidente, verdadeira, inquestionavel e indemonstravel,
utilizada como sinénimo de principio necessario a construgdo ou aceitacdo de uma teoria ou como base para uma
argumentacdo. (Disponivel em: Wikipédia — axioma). Acesso em: 31 jan 2019.
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equivalente, a saber: dados n, m € N, se n # m, entdo s(n) # s(m). A ideia subjacente a esta
propriedade refere-se ao conjunto dos nimeros naturais como um conjunto discreto. Isto sera
melhor esclarecido, quando estudarmos a propriedade de densidade de um conjunto de

conjunto.

O Axioma III estabelece que existe um unico primeiro numero natural que nao ¢
sucessor de nenhum outro. Este nimero ¢ indicado pelo simbolo 1 (um) e, de acordo com o

Axioma I, ndo carece de comentarios.

O Axioma II pde em destaque a existéncia e a unicidade do sucessor de um nimero

natural qualquer »n # 1.

Por fim, segundo AYRES (1973, p. 47), o Axioma V (Principio de Inducio Finita)

pode ser enunciado da forma:

Axioma V. Principio de Inducio Matematica. Uma proposi¢ao P(n) é verdadeira,
paratodon € N, se:
i’) P(1) é verdadeira; e
ii’) Para cada k € N, a hipotese de que P(k) verdadeira implica P(k + 1) verdadeira.

Para mostrar que uma proposicao, referente a nimeros naturais, ¢ verdadeira, basta usar

o Principio de Inducio Matematica descrito no Axioma V’.

Neste postulado, a propriedade i’) deve ser apenas verificada, fazendo n = 1. Na verdade,

pode-se iniciar esta verificagdo por qualquer niimero natural, em particular.

A propriedade ii’) exige demonstragdo! Isto ¢ feito supondo-se que (hipdtese de
indugdo), para cada n = k € N, a proposi¢ao P(k) ¢ verdadeira e, com base nisto, prova-se que

P(k + 1) também ¢ verdadeira.

Com a verificacao de i’) e a demonstracao de ii’), conclui-se, pelo Principio de Inducao

Matematica, que a proposi¢cdo P(n) ¢ verdadeira, para todo n € N.

Segundo AYRES (1973, p. 47), vajamos como aplicar os Axiomas de Peano de I a V

na demonstracdo do exemplo a seguir, e depois usar o Axioma V”.
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Exemplo 6. Prove que a proposi¢do P(n) : s(n) # n é verdadeira, para todo n € N.

Resolugdo: Seja um conjunto X, definido por X = {k ; P(k) ¢ verdadeira, para todo k € N}.

Entdo, pelo Axioma I, temos 1 € N.

Fazendo k = 1, o Axioma III permite escrever s(1) # 1. Portanto, P(1) é verdadeira e

1l eX

Agora, seja um elemento qualquer £ de X. Vamos provar que P(k) : s(k) # k é verdadeira,
para todo k € N. Demonstraremos por absurdo (ou contradi¢fio)'’. Suponha, por absurdo,
que s(s(k)) = s(k). Entdo, pelo Axioma IV, segue s(k) = k, o que é uma contradi¢do! Logo,
P(s(k)) : s(s(k)) # s(k) é verdadeira e, pelo Axioma II, para todo k € N, existe um unico
s(k) e X.

Como 1 € Xe, para cada k € N implica s(k) € X, entdo X tem as propriedades i) e ii) do

Axioma V. Logo, X =N.

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita, a proposi¢do P(n) : s(n) # n é verdadeira,
paratodon € N.

i

Os axiomas de Peano permitem definir as operagdes de adicdo e multiplicagdo em N,

bem como demonstrar as suas propriedades.

3.2 Operacoes

3.2.1 Adigao

LIMA (2010, p. 35) define a soma m + n, onde m, n € N, utilizando a correspondéncia

sucessora s : N — N.

Definicao 8. (Adi¢ao) Seja uma correspondéncia s : N — N, tal que a cada n € N associe o
numero s(n) € N. A operagdo de adigdo ¢ definida por:
(a) s(n)=n+1,paratodon € N.

(b) s(n) + m=s(n + m), sempre que n + m € N.

19 A demonstra¢do por absurdo (ou contradicio) ¢ utilizada quando queremos provar uma proposi¢io do tipo
H (hipotese) implica T (tese). Para isso, negando-se apenas a tese 7 (hipotese do raciocinio por absurdo) e, durante
todo o processo de demonstrag@o, mantem-se a hipotese H como verdadeira até checarmos a um absurdo ou a uma
contradi¢do. Diante disto, somos forcados a desfazer a hipotese do raciocinio por absurdo e concluir que a tese T
¢ verdadeira. (AVILA, p. 8)
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A condicdo (a) da Definicao 8 estabelece que, dado n € N, existe n + 1 € N. Além
disso, para representar o sucessor de 7, pode-se usar (n + 1) no lugar de s(n). Isto possibilita

definir um conjunto X por:

X={1,5(1), s(s(1)), -}
O isomorfismo'! entre os conjuntos X e N permite escrever:
X={1,s(1), s(s(1)), ---} = {1, s(1), s(2), -} = {1,2,3, -} =N.
Assim, o conjunto dos nimeros naturais passa a ser representado por:
N={1,2,3,:,n,}.

Segundo NERI e AURELIO (2011, p. 15): o conjunto dos niimeros naturais
N ={1,2,3,---} foi o primeiro conjunto numérico construido pela civilizagdo humana destinado

a contagem.

Quando houver a necessidade de usar o niamero 0 (zero), indicaremos o conjunto dos

numeros naturais por:
No=1{1,2,3,---,n,--} U {0} ou No=1{0,1,2,3,n,-}.

Do ponto de vista geométrico, os numeros naturais podem ser representados sobre uma
reta, cujos pontos estejam espacados igualmente numa escala (ou escala-padrio) pré-fixada.
Para isto, € necessario e suficiente que se estabeleca uma correspondéncia biunivoca entre o
numero natural e o ponto da reta. Com efeito, sejam o conjunto dos nimeros naturais
No = {0, 1, 2, 3, n, ---} e o conjunto dos pontos P = {Py, P;, P>, P3, =+, P,, ---} da reta r,

igualmente espagados, conforme representado na FIGURA 4.

FIGURA 4 — Correspondéncia biunivoca o : No— P.

> P, P, B S

1 2 3 i

FONTE: elaborada pelo autor.

" Isomorfismo entre dois conjuntos X ¢ Y é uma fungdo biunivoca a : X — Y, com as seguintes propriedades:
i) afa + b) = a(a) + a(b); e ii) afa-b) = a(a)-a(b), paratodo a, b € X. (GUEDES, 1996, p. 5)
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Seja uma correspondéncia o : No — P, definida por o(n) = P,, onde n € Np. Assim,

para todo a, b € No, a #b implica o(a) =P, # P»=a(b). Logo, a ¢ injetiva.

Por outro lado, dado qualquer P € P existe pelo menos um & € Ny, tal que a(k) = Py,

ou seja, o ¢ sobrejetiva.

Como a correspondéncia o : No— P ¢ injetiva e sobrejetiva, portanto, € bijetiva. Estes

conceitos serdo detalhados no estudo das fungdes.

3.2.1.1 Propriedades da Adi¢ao
Na operacdo de adicdo, valem as seguintes propriedades:
Aj) fechamento: paratodo m, n € N implicam +n € N.

Em outras palavras, quaisquer que sejam dois nimeros naturais, a soma destes nimeros

¢ um namero natural.

Usaremos o Axioma V’ para demonstrar esta propriedade, com a insercdo da

correspondéncia s : N — N, tal que a cada n € N associe o numero s(n) € N.
Demonstrag¢do: Seja um nimero » natural fixo qualquer e considere a proposi¢ao:
P(m): n+m € N, paracadam € N.

i’) Fazendo m = 1, temos: n + m = n + 1. Mas, pelo item (a) da definicdo de adi¢do, segue que
n+1=s(n) e, peloitem ii) do Axioma V, conclui-se que s(n) € N. Portanto, P(m) é verdadeira,

para m = 1.

ii’) Suponha, por hipotese de inducdo, que P(k) : n + k € N seja verdadeira, para algum
m =k € N. Vamos demonstrar que P(s(k)) : n + s(k) € N ¢ verdadeira. De fato, pelo item (b)
da defini¢do de adicdo, temos: n + s(k) = s(n + k), sempre que n + k € N (hipdtese de inducao).

Logo, s(n + k) € N. Assim, P(k) ¢ verdadeira, para cada k € N.

Portanto, pelo Principio de Indugdo Matematica, a propriedade de fechamento da adigao

¢ verdadeira, para todo m, n € N.
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A3z) Comutativa: paratodom,n € N,m+n=n+m.

Isto significa que “a ordem das parcelas na opera¢do de adi¢do, ndo altera resultado

(soma ou total)”.

Antes de demonstrar esta propriedade, vamos demonstrar a proposi¢ao do exemplo a
seguir.
Exemplo 7. Mostre que a proposi¢do P(n): n+ 1 =1+ n é verdadeira, para todo n € N.
Resolugdo: i’) Fazendo n =1, temos: 1 + 1 =1+ 1. Logo, P(n) ¢ verdadeira, paran = 1.

ii’) Suponha, por hipdtese de indugdo, que P(k) : k + 1 = 1 + k ¢ verdadeira, para algum
m =k € N. Devemos mostrar que P(s(k)) : s(k) + 1 =1 + s(k) é verdadeira. Com efeito, pelo

item (@) da defini¢do de adigdo, temos s(k) =k + 1.

Assim, s(k) + 1 = (k + 1) + 1. Mas, pela hipotese de indugdo, £ + 1 = 1 + k. Logo,
sthy+1=(1+k) +1.

Usando novamente a hipdtese de inducdo, temos: (1 + k) + 1 =1 + (k + 1). Portanto,
s(k)+1=1+ (k+ 1), mas s(k) =k + 1. Logo, s(k) + 1 =1 + s(k). Conclui-se que a proposi¢ao
P(s(k)) é verdadeira, para cada k € N.

Portanto, pelo Principio de Indu¢dao Matematica, a proposi¢ao ¢ verdadeira, para todo

n e N.
Usaremos esta proposicdo, que ¢ verdadeira, para provar a propriedade comutativa.
Demonstragdo: Seja n um numero natural fixo qualquer e considere a proposi¢ao:
P(m): n+m=m+ n, paratodom € N.

i’) Fazendo m =1, temos: n+m =n+ 1 =s(n), pelo item (a) da defini¢ao de adi¢ao.
Por outro lado, m +n = 1 + n. Mas, pela proposicao do Exemplo 7, 1 + n=n+ 1 =s(n).

Logo, P(m) ¢ verdadeira, param = 1.

ii’) Suponhamos, por hipotese de indugdo, que P(k) : n + k = k + n € verdadeira, para algum
m =k € N. Vamos provar que P(s(k)) : n + s(k) = k + s(n) é verdadeira. De fato, pelo item (b)

da definicao de adicao, temos: n + s(k) = s(n + k). Mas, por hipotese de inducao, n + k =k + n.



33

Assim, n + s(k) = s(n + k) = s(k + n) = k + s(n). Logo, P(s(k)) : n + s(k) = k + s(n) é

verdadeira, para cada k£ € N.

Portanto, pelo Principio de Indug@o Finita, a propriedade comutativa da adi¢do ¢

verdadeira.

A3) Cancelamento (ou Lei do Corte): paratodom,n,p € N, m+ p=n+ p implica m = n.

Isto quer dizer que a igualdade ndo se altera quando adicionamos parcelas iguais a

ambos os membros.
Demonstragdo: Sejam m e n nimeros naturais fixos quaisquer e considere a proposi¢ao:
P(): m+ p=n+pimplica m = n, para algum p € N.

i’) Fazendo p = 1, temos: m + 1 = n + 1. Pelo item (a) da definicdo de adigdo, tem-se:

s(m) = s(n). Dai, pelo Axioma IV de Peano, segue que m = n.
Portanto, P(p) ¢ verdadeira, para p = 1.

ii’) Suponha, por hipdtese de indugdo, que a proposi¢cdo P(k): m + k=n + k implicam = n ¢
verdadeira, para cada k € N. Precisamos mostrar que P(s(k)): n + s(k) = m + s(k) implica n = m,
para cada k € N. Com efeito, pelo irem (a) da definicao de adigdo, temos: m + s(k) = m + s(k)
implicam +k+1=n+k+ 1. Por conseguinte, (m + k) + 1 = (n + k) + 1. Pela proposi¢cdo

apresentada no Exemplo 7, segue m + k= n + k. E, pela hipotese de inducao, tem-se m = n.

Portanto, pelo Principio de Indugdo Matematica, a propriedade do cancelamento da
adi¢ao ¢ verdadeira.

o

Ay) Associativa: para todo m, n, p € N, m + (n + p) = (m + n) + p. Isto significa que a ordem

em que adicionam as parcelas, ndo altera o resultado.
Demonstragdo: Sejam m e n nimeros naturais fixos quaisquer e considere a proposi¢ao:
P(p): m+(n+p)=(m+n)+p,paratodop € N.

i’) Fazendo p = 1, temos: m + (n + 1) =m + s(n) = s(m + n) = (m + n) + 1. Portanto, P(p) ¢

verdadeira, para p = 1.
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ii’) Suponha, por hipétese de indugdo, que P(k) : m + (n + k) = (m + n) + k é verdadeira,
para algum p =k € N. Vamos provar que P(s(k)) : m + (n + s(k)) = (m + n) + s(k) ¢é verdadeira.

De fato, pelo item (b) da defini¢do de adigdo, temos: n + s(k) = s(n + k). Assim:
m+ (n+stk)=m+s(n+k)
=s[m+ (n+ k).
Mas, por hipdtese de indugdo, m + (n + k) = (m + n) + k. Logo:
m+ (n+s(k)) = s[m+ (n+ k)]
=s[(m +n) + k]
=(m+ n) + s(k).

Portanto, pelo Principio de Indugdo Matematica, a propriedade associativa da adicao ¢

verdadeira.

3.2.2 Multiplicacao

De modo semelhante, LIMA (2010, p. 37) define a multiplicag¢do (ou produto) m.n, para

m, n € N, a partir da operacao de tomar o sucessor.

Definicao 9. (Multiplica¢ao) Seja uma correspondéncias : N — N, tal que a cadan € N associe
o numero s(n) € N. A operagao de multiplicagdo ¢é definida por:
(a) n-1 =n, paratodon € N.

(b) m-s(n) =m-(n+ 1), para todo m, n € N.

A condi¢do do item (b) sugere que o produto satisfaga a propriedade distributiva a
seguir:

m+(n+1)=m-n+ m, paratodom,n € N.
Demonstrag¢do: Considere o conjunto:
JHh={peN;m(n+p)=mn+mp,onde m,n € N}.

Vamos mostrar, por indug@o em p, que J, = N. De fato:
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i)Parap=1,temos: /i={l e N;m-(n+1)=mn+m=m-s(n),onde m,n e N} .. 1eJ.
ii) Para p = k, temos: k € Ji implica s(k) € Ji+1. Com efeito:
m-[n+(k+1D]=m[(n+k)+1]
=m(n+k)+m
=(mn+mk)y+m
=m-n+ (m-k+m)
=mn+m(k+1)
=m-n+ m-s(k).
Assim, s(k) € Ji+1. Entdo, pelo Principio de Inducdo Finita, J, = N.

Em particular, parap =1, m-(n + p) = m-n+ m-p implica m-(n + 1) = m+n + m, para todo

m,n € N.

Definiciio 10. (Nimero par e numero impar) Os nimeros naturais da forma 2-n chamam-se

par, e os da forma 2-n + 1, chamam-se impar, para todo n € N.

Segundo CARACA (1989, p. 51), a propriedade de um numero natural ser, unicamente,

par ou impar, chama-se paridade desse numero.
3.2.2.1 Propriedades da Multiplicacio

A operacao de multiplicag@o possui as seguintes propriedades: dados m, n, p € N, temos:
M) fechamento: m,n € N implica m-n € N.
M) Comutatividade: m-n = n-m.
M3) Lei do Corte: m-p = n-p implica m = n.
My) Associatividade: m-(n-p) = (m-n)-p.

M) Distributividade em relacdo a adi¢do: m-(n + p) = m-n + m-p.

De modo semelhante as propriedades da adigdo, demonstra-se as propriedades da

multiplicagdo.
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A propriedade M) foi demonstrada logo acima e, para fixar as ideias, faremos apenas a
demonstra¢do da propriedade M), ou seja, para todo m, n, p € N vale a propriedade comutativa

m-n=n-m.
Demonstragdo: Fixando m, considere a proposicao:

P(n) : mn=n-m, paratodon € N.
Paran =1, temos:

m-1=1-m, para todo m € N.
A veracidade desta ultima igualdade pode ser demonstrada usando-se indugdo sobre .

Sabemos que é verdade que m-1 = m. Assim, devemos provar 1-m = m. Com efeito, para

m=1, ¢ verdade que 1-1 =1.
Suponha que seja verdadeiro para algum m € N, isto €, 1-m = m. Entdo:
lm+1)=1'm+1=m+1.

Agora, suponha que m-n = n-m. Vamos mostrar que isto implica m-(n+ 1) =(n+ 1)-m.
De fato:

mmn+l)=mn+m=mn+m=m+1)m.

Logo, pelo Principio de Inducdo Finita, a propriedade comutativa m.n = n.m ¢

verdadeira.

Exemplo 8. Sejam p, g € N.
a) Se p e g tém a mesma paridade de serem pares, entdo p +¢ e p-g sdo pares.

b) Se p e g tém a mesma paridade de serem impares, entdo p + g é par e p-q € impar.
Resolugdo: a) Como p e g sdo ambos pares, temos p =2-m e g =2-n. Assim:
prq=2m+2n=2-(m+n)=2k onde k=m+n.
pq=2m2-n=2-(2-mn)=2-k onde k=2-m-n.

b) Agora, p e g sdo ambos impares, logo, p =2-m+1 e g=2-n+ 1. Dessa forma:
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ptqg=2m+1+2n+1=2-m+n)+2=2-m+n+1)=2-k,onde k=m+n+1.
pq=2m+1)2n+1)=2mQ2n+1)+2:n+1=2:[m2:n+1)+n]+1=2-k+1, onde

k=m-Q2n+1)+n.

3.3 Relac¢ido de Ordem

Antes de definirmos a relagdo de ordem entre nimeros naturais, veremos uma
proposi¢cao (Exemplo 9) que possibilitara conexao entre a relagdo de igualdade e a relagdo de

ordem, por meio da operagao de adigao.

Exemplo 9. Seja uma correspondéncia s : N — N, tal que a cada n € N associe o numero

s(n) € N. Prove que cada nimero natural n # 1 é sucessor de algum outro nimero natural.

Resoluc¢ao: De acordo com o Axioma III, 1 nao ¢é sucessor de nenhum outro nimero natural,

ou seja, para todo n € N, tem-se 1 # s5(n).

Agora, considere o conjunto S = {1}U {n; n € N, com n = s(m), para algum m € N}.

Entdo, pelo Axioma I, 1 € S.

O Axioma II permite afirmar que, a cada n € N, existe um unico s(n) € N. Como s(n) ¢

um sucessor, entdo, para cada n € N implica s(n) € S. Logo, pelo Axioma V, S=N.

Portanto, para todo n € N, temos n=1 ou n =s(m), para algum m € N.

De acordo com AYRES (1973, p. 48 - 49), a relagdo de ordem no conjunto dos numeros

naturais pode ser assim definida:

Definicao 11. Seja dois nimeros naturais m e n quaisquer.
(a) m € menor do que n, e escrevemos m < n, se existe p € N, tal que n =m + p.

(b) m é maior do que n se, e somente se, n < m.

Quando m ¢ menor ou igual a n, escreve-se m < n. Isto equivaleam <n ou m = n.
De modo semelhante, quando m € maior ou igual a n, escrevemos m > n, para significar que

m>n ou m=mn.
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Com a proposi¢cdo do Exemplo 9 (cada nimero natural n # 1 € sucessor de algum outro

nimero natural) e a relagdo de ordem “ < podemos escrever as proposi¢oes:

P(n) : 1 <n, para todo natural n # 1.

P(n):n<s(n)=n+1, paratodon € N.

Demonstragdo: No primeiro caso, temos: para todo n # 1, tem-se n = s(m), para algum m € N.
Mas, n = s(m) = m + 1, portanto, m + 1 = n e, por conseguinte, 1 < n. Assim, a proposicao ¢

verdadeira.

No outro caso, sabe-se s(n) = n + 1, para todo n € N. Entdo, fazendo p = 1, tem-se
n+1=n+p=s(n). Dai, n <s(n), para todo n € N. Portanto, a proposi¢ao ¢ verdadeira.

i

Em decorréncia da validade da proposicao P(n) : 1 < n, para todo natural n # 1,

FERREIRA (2013, p. 31) menciona que: “nao ha naturais compreendidos entre n e s(n), pois

s(ny=n+1".

Proposicao 2. Nao existe nimero natural entre dois nimeros naturais consecutivos.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que exista m € N, tal que n <m <n + 1, para todo

n € N. Entdo, existem 7,5 € N, taisque m=n+r e n+1=m+s.

Assim, n + 1 =n+ (r +s). Dai, pela Lei do Corte referente a operacao de adi¢do, segue
que: 1 =7+ s, 0 que ¢ um absurdo! Logo, ndo existe m € N, tal que n <m <n + 1, para todo

n e N.

Em decorréncia disso, pode-se definir o antecessor de um niimero natural.

Definicdo 12. Sejam n, m € No. Um niimero natural » chama-se o antecessor de m,sen <m e

nao existe p € N, tal que n<p <m.

Exemplo 10. Para todo m, n € N, tem-se m + n # m.
Demonstragdo: De fato, fixando n, considere a proposicao:

P(m):m+n+#m,param € N.
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Param =1, temos: P(1) : 1 + n# 1 é verdadeira.

Suponha que, para algum k£ € N, a proposi¢ao P(k) : k + n # k seja verdadeira. Assim,
s(k + n) # s(k), pois, pelo Axioma 1V, s(k + n) = s(k) implica k+ n =k, o que ¢ um absurdo!
Logo:
P(s(k)) : s(k) + n# s(k).

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita, m + n # m, para todo m, n € N.

Proposicao 3. A relacdo de ordem “<” ¢ transitiva, mas ndo ¢ reflexiva ou simétrica.

Demonstragdo: Com efeito, sejam m, n, p € N e suponha que m <n e n < p. Entdo, existem

r,s € N, taisque m+r=n e n+s=p. Logo:
n+s=p implica (m+r)y+s=m+r+s)=m+t=p,parat=r+s,logo, m<p.
Portanto, a relagao “<” ¢ transitiva.

Agora, seja n € N. Temos: n < n ¢ falsa, pois, se fosse verdadeira, existiria algum

k € N, tal que n + k = n, mas, pelo Exemplo 10, isto ¢ um absurdo! Assim, a relagdo “<” ndo ¢

reflexiva.

Finalmente, sejam m, n € N e suponha que m <n e n < m. Como “<” ¢ transitiva,
temos m<mn e n<m implica m <m, o que ¢ um absurdo! Pois, “<” ndo ¢ reflexivo. Portanto,

arelacao “<” ndo ¢ simétrica.

Dessa forma, a relagdo de ordem ndo ¢ uma relacdo de equivaléncia, pois, ndo valem as

propriedades reflexiva e simétrica; vale apenas a propriedade transitiva.

Conforme LIMA (2010, p. 37), as relacdes de igualdade e ordem de dois niimeros

naturais estabelecem a propriedade da tricotomia expressa a seguir.

Tricotomia. Sejam dois numeros naturais m e n quaisquer. Entdo, uma, e somente uma, das
seguintes condi¢des pode ocorrer:

T;) oum>n (isto é, existe p € N, tal que m =n + p);

T3) oum = n;

T3) oum <n (isto &, existe p € N, tal que n =m + p).
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Demonstragdo: Para todo m € N, considere os subconjuntos de N a seguir:
Ni={m},
M={xeN;x<m}e
N3={x e N;x>m}.

Note que o conjunto {Ni, N2, N3} € uma particdo de N referente as relagdes “>" (maior

do que), “=" (igual a) e “<” (menor do que). Com efeito, para m = 1, temos:
Ni = {1},
MN=0e

Ni={xe N;x>1}.
Neste caso, N1 U Mo U N3 =N.

Agora, devemos mostrar que N1 N No= N1 N3 = N> N3 = . De fato, suponha que

m # 1. Assim, 1 € N>, por conseguinte, 1 € N U N> U Ns.
Escolhendo qualquer p € N, ha trés casos para considerar:
i) n € Ni. Neste caso, temos n =m e, portanto, s(n)=n+1 € Ns.

ii) n € N>. Dessa forma, n < m. Logo, existe p € N, tal que m = n + p. Dai, se p = 1, temos
s(ny=n+1=m € Ni. Mas, se p # 1, segue que p = 1 + ¢, para algum g € N. Entdo:

ntp=n+(1+qg)=m+1)+qg=s(n)+q=m,logo Dai, s(n) <=m e, portanto, s(n) € N-.
iii) n € N3. Dai, s(n)>n> m, portanto, s(n) € Ns.

Assim, para cadan € N, temos n € N1 U N U N3 implica s(n) € N1 U N> U N3. Como

1 € Niu N U N3, segue que Niu N> N3 =N.

Como m ¢ N>, temos N1 N>= . De modo semelhante, N1 N3= . Agora, suponha,
por absurdo, que N2 N N3 = {p}, para algum p € N. Entdo, p <m e m <p. Como “<” é uma

relagdo transitiva, temos p < p, o que ¢ uma contradi¢ao! Logo, devemos ter N1\ N3=O.
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Exemplo 11. (Colecio PORFMAT — Nimeros e Fung¢des) Dado o nimero natural a, seja
um conjunto J N, com as seguintes propriedades:
(1) aedJ,
(2)n € J implica n+1 € J.

Prove que J contém todos os numeros naturais maiores do que ou iguais a a.
(Sugestado: considere o conjunto X = I, U J, onde I, ¢ o conjunto dos numeros naturais < a, €

prove, por indugdo, que X =N.)

Resolugdo: Sejaum conjuntoJc N, coma € J e n € J implica n+ 1 € J. Paraa =1, temos

leX=1,0UJ.

Suponha que n € X. Entdo, n € I, U J implica n € J, portanto, pela propriedade (2),

segue n+1eJ Logo, n+1el,uJ=X
Dessa forma, temos 1 € X e n € X implicam n+ 1 € X. Logo, X=N.

Por fim, considere N =X =1, U J, onde I, ¢ o conjunto dos nimeros naturais < a.

Assim, I,={1,2,3,--,a} e N={1,2,3,:,n,--}. Dai:

N=LuJ © {1,2,3,....n, ..} ={1,2,3,...,a} VJ © J={neN;a<n}.

Proposicao 4. Sejam a, b € N. Entdo, a <b se, e somente se, a + 1 < b.

Demonstragdo: (=) Temos: a < b, entdo existe p € N, tal que b = a + p. Mas, pelo Axioma I1
de Peano (para cada n € N, existe um unico s(n) € N), segue que: dado ¢ € N, existe um Gnico

s(q)=q+1emN.
Fazendo p = s(q), temos:

b=a+s(q)=a+(@+1)=a+(1+qg)=(@+1)+q "> a+1 <b.

(&) Reciprocamente, se a + 1 < b, existe p € N, tal que b =a + 1 + p. Assim, pelo Axioma 11

de Peano, dado p € N, existe um tnico s(p)=p+ 1 =1+ p em N. Logo:

b=a+sp) .. a<b.

12 Em matematica, o simbolo “.".” significa “portanto” ou “entdo”. (CORDEIRO, 2014, p. 83)
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FERREIRA (2013, p. 31) destaca uma propriedade importante do conjunto dos niimeros

naturais, a qual “todo subconjunto ndo vazio de N possui um menor elemento”.

Isto significa que o conjunto dos nimeros naturais ¢ bem ordenado. Na verdade, todo

conjunto com esta propriedade ¢ um conjunto bem ordenado.

Antes de demonstrarmos este fato, definiremos minimo ¢ maximo de um subconjunto

do conjunto dos numeros naturais.

Definicao 13. Seja um subconjunto X nao vazio do conjunto dos nimeros naturais. Um numero

m € X chama-se o menor elemento (ou minimo) de X quando m < x, para todo x € X.

O elemento minimo de um conjunto X indica-se por: min(X).

Conforme LIMA (2010, p. 39), min(N) = 1. Mais ainda, qualquer que seja X < N, com
1 € X, tem-se min(X)=1.

Principio da Boa Ordenag¢do — PBO. Todo subconjunto nio vazio de nimeros naturais admite

um Unico elemento minimo.

Demonstracdo. (Existéncia) Seja um subconjunto X de N, tal que X # . Se 1 € X, entdo

1 = min(X).
Suponha que 1 ¢ X. Entdo, para todo p € X, temos 1 <p. Considere o conjunto:
J={n e N;n<x, paratodox € X}.
Temos: 1 € J. Como X# U, tome p € X. Dai, p+1 ¢ J. Logo, J#N.

Dessa forma, 1 € J e J# N. Com isto, deve existir m € J, tal que m + 1 ¢ J, pois, do

contrario, pelo Principio de Indugdo Finita, teriamos J =N, o que ndo pode ocorrer.
Assim, m = min(X). De fato, como m € J, segue m <x, paratodox € X.

Agora, pela Defini¢ao 13, s6 falta mostrar que m € X. Com efeito, suponha, por

absurdo, que m ¢ X. Entdo, para todo x € X, temos m < x. Dai, pela Proposi¢ao 4, segue
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m + 1 <x, para todo x € X. Isto implica m + 1 € X, o que ¢ um absurdo! Pois, contraria a

escolhade m ¢ X. Logo, m € X.

(Unicidade) Suponha que p, g € N sejam ambos os menores elementos de X. Entdo, p < g e
g <p.Assim, p=gq.

i
Teorema 2. (PIF e PBO) O Principio de Indu¢do Finita (PIF) ¢ equivalente ao Principio da
Boa Ordenacao (PBO).

Demonstrag¢do: (=) Suponha valido o PIF, isto é: seja um conjunto ndo vazio X < N
satisfazendo as seguintes propriedades:
)leX;e

ii)n € X implica n+1 € X.

Queremos provar que X possui um elemento minimo, ou seja, para todo x € X, existe
n € X, tal que n <x. De fato, suponha, por absurdo, que X ndo possui elemento minimo. Assim,

em particular, 1 ¢ X, pois, se pertencesse, seria o elemento minimo.

Seja o conjunto J = {n € N ; n < x, para todo x € X}. Assim, J N X = O, pois, se
JNX#J,entdoexisten e SN X, com neJ e n<x, paratodo x € X. Em particular,

n=x € X, obtemos n <n, o que ¢ um absurdo! Entdo, J N X= .

Agora, mostraremos que J = N. Com efeito, sabemos que 1 ¢ X, portanto, 1 <x, qualquer
quesejax € X. Assim,n+1<x.Sen+1 € X, temos n+ 1 € um elemento minimo de X. Mas,
por hipotese, X nao possui elemento minimo. Dai, n + 1 ¢ X e, portanto, n + 1 <x, para todo

x € X. Dessa forma, n+1 € J.
Portanto, pelo Principio de Indu¢do Finita, J = N.

(&) Suponha valido o PBO, isto ¢, todo subconjunto nao vazio X — N possui elemento minimo.

Em outras palavras, para todo x € X, existe n € X, tal que n <x.

Vamos provar que X tem as propriedades:
P)leX; e

ii)n € X implica n+1 € X.
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De fato, suponha, por absurdo, que X satisfazendo as propriedades i) e ii), porém, com

X # N. Isto significa que existe algum elemento em N, que ndo pertence a X.

Assim, o conjunto N — X # . Dai, pelo Principio da Boa Ordenagdo, o conjunto

(N — X) c N possui elemento minimo. Seja m = min(N — X).

Como, pela hipotese i) 1 € X, temos 1 <m. Assim, o “antecessor de m” ¢ menor do que

m. Mas este “antecessor de m”, ndo pertence a N — X, logo, pertence a X e, por conseguinte,

0 “antecessor de m” + 1 pertence a X, o que ¢ um absurdo! Isto ocorreu, porque supomos
X#N. Logo, X=N.

o

Definicio 14. Seja um subconjunto X ndo vazio do conjunto dos nimeros naturais. Um niimero

m € X chama-se o maior elemento (ou maximo) de X quando m > x, para todo x € X.
O elemento maximo de um conjunto X indica-se por: max(X).

LIMA (2010, p. 39) destaca: “nem todo conjunto de numeros naturais possui um
elemento maximo”. E, com exemplo disto, ele apresenta o conjunto dos nimeros naturais

N={1,2,3,:-,n,--}. De fato, para todo p € N, sempre temos p <p + 1.

Ainda nesse contexto, se existir o madximo de um conjunto X — N, ele ¢ tnico. Com

efeito, suponha que p, ¢ € N sejam ambos os maximos de X. Entdo, ¢ <p e p < gq. Logo,

P=9q.

Segundo LIMA (2010, p. 40), uma consequéncia do Principio da Boa Ordenagdo ¢ a
proposi¢ao conhecida como o Segundo Principio da Indugdo, o qual € apresentado e justificado

a seguir.

Segundo Principio da Inducio. Seja um conjunto X — N com a seguinte propriedade: dado
n € N, caso ocorra de todos os nlimeros naturais p < n implicarem p € X, assim, n € X. Dessa

forma, conclui-se que X = N.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que X # N. Em outras palavras, considere o conjunto
J=N-X, comJ# . Entdo, Jc N e J# . Dai, pelo Principio da Boa Ordenagao, existe

y=min(J) € N, tal que y ¢ X. Assim, todos os nlimeros naturais n <y pertencem a X, portanto,
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n € X. Mas, o que ¢ uma contradi¢do! Isto se deu pelo fato de assumir que J # &. Logo,

J=O e, por conseguinte, X = N.

Nesse contexto e, semelhante ao Principio de Indu¢ao Finita:

O Segundo Principio de Indugdo constitui um método util para demonstracdo
de proposigoes referentes a numeros naturais. Ele também pode ser enunciado
assim: Seja P uma propriedade relativa a nimeros naturais. Se, dado n € N, de
modo que todo nimero natural m < n gozar da propriedade P puder se inferido
que n goza da propriedade P, entdo todo numero natural goza de P.
(LIMA, 2010, p. 40, grifos nossos)

Em outras palavras, seja uma propriedade P(n) associada a cada n € N. Se, para cada
m € N, a hipdtese de que P(m) é verdadeira, para todo m < n, implicar a validade de P(n), entao

P(n) é verdadeira para todo n € N.

Usa-se o Segundo Principio de Indu¢ao quando uma propriedade P(n), que se refere a
nimeros naturais n, falha na verificacdo de todos os niimeros naturais menores ou iguais a

n e N.

3.4 Potenciacao

[

Seja a € N. Chama-se poténcia de base “a” com expoente “k”, o nimero a* definido
por:
Ja'=a;e

ii) a**'=d* - a, onde k € N.

Dessa forma, pode-se escrever o nimero a* como o produto de k fatores iguais a base
a, ou seja:
ak:a.a.a. e o
(k fatores)

Proposicao 5. (Unicidade) Para todo n, m € N, temos 4" = a” se, e somente se, n =m, onde

a € N.

Demonstragdo: Para n=m =1, segue:

1 1 1

"=q! =a e, portanto, a' =a'.

al=a =a e a"=a
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Suponha que, para n =m =k, valha a" = a". Mostraremos que, para n =k + 1, vale a

igualdade a**!=af"!. De fato, por hipotese de indugdo, temos:

k— k

a"=a" implica a“=a".

Multiplicando ambos os membros desta ultima igualdade por a, obtém-se:

k k

a*-a=d"-a=a" e pordefini¢io, "' =a" ",

Assim, pelo Principio de Inducdo Finita, conclui-se a demonstragao.

3.4.1 Propriedades de Poténcia

Para todo n, m € N, valem as propriedades:
Pya'-a"=a""
Py) (a™)'=a™".
P3)(a-b)y'=a"-b".
Py 1"=1.

Demonstragdao: Vamos fixar a, m € N e usar a indugao sobre n. Em Pj), para n = 1, temos:

a-ad"=a-a"=a"-a=a""".

Suponha, por hipétese de indugdo, que a” - a” = a" "™ seja verdadeiro. Mostraremos que

a propriedade ¢ verdadeira para n + 1. De fato:

n+1 ,am:an,al.am:(an,am)_al_

a

k

n+m

Usando a hipétese de indugio a” - " = a" "™ e a definicdo a* *! = a* - a, segue:

an+1.am:(an_am).a1:a

n+m al — a(n+m)+ 1‘
Logo, pelo Principio de Indugdo Finita, a propriedade P;) ¢ verdadeira.
Em Py), paran = 1: (a")" = (a")' = a" = a™!.

Suponha, por hipotese de indugdo, que (a™)" = a™" seja verdadeiro. Temos:

(am)n +1 _ (am)n . (am)l.
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Usando a hipétese de indugio (a”)" = ™" e a defini¢do a' =a e d* "' = d* - a, segue:

(am)n+1 — (am)n . (am)l =qg"n . g" = am4n+m — am.(n+ 1)'
Assim, pelo Principio de Inducao Finita, a propriedade P») ¢ verdadeira.
Em P;3),paran=1:(a-b)' =a'-b'.

Suponha, por hipotese de indugdo, que (a - b)" = a" - b" seja verdadeiro. Mostraremos

que a propriedade ¢ verdadeira para n + 1. De fato:
(@a-b)y""'=(a- by (a-b).
Usando a hipétese de indugao (a - b)" = a”" - b”" e a propriedade P;), segue:
(@-by""'=@-by-(a-b)l=a"-b"-a"b'=a"-a" -b-b=a""" b
Em Py), paran =1, temos: 1' = 1.

Suponha, por hipotese de indugdo, que 17= 1. Mostraremos que a propriedade ¢

verdadeira para n + 1. De fato:
10 D=1n.1=1-1=1.

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita, a propriedade P3) € verdadeira.

Observacoes:
Na poténcia a, tem-se:

0

e para k=0 e a=0,segue, de acordo com a definicdo, ¢! =a%a =a'. Mas, a' =a,

portanto, a = a’-a. Esta igualdade exige que a° = 1. Assim, definimos: @’ =1, com a # 0;

e se a=k=0,ocorre que 0°. Neste caso, segundo CARACA (1989, p. 246), trata-se de uma
indeterminagdo, cujo resultado da operacdo, a priori, ndo pode ser obtido. Ha autores que
definem 0°=1.

Exemplo 12. Prove que 2" > n?, para todo niimero natural n > 5.

Resolugdo: Observe que paran =1, 2, 3 e 4, a proposi¢io P(n) : 2"> n* é falsa. Entio, de fato,
temos que mostrar que a partir de n = 5, a proposi¢ao ¢ verdadeira. Com efeito, para n = 5,

temos:
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P(5):2°=2x2x2x2x2=32>5>=25.

Suponha, por hipotese de indugdo e para n > 5, que P(n) : 2" > n*. Entdo, para n + 1,
segue:

P(n+1):2">n? implica 2"-2>n?-2 e, portanto, 2" !> 2-n.
Porém, note que 2-n>> (n+ 1), para n >3, e também » > 5. Dai:
2"1>2.02 > (n+ 1)%, portanto, 2" !> (n + 1)%, para todo n > 5.

Assim, pelo Principio de Inducdo Finita, a proposi¢do P(n) : 2" > n* é verdadeira, para

todo namero natural n > 5.
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4 Relacoes Binarias

4.1 Conceito

No sentido intuitivo, quando h4d uma razdo para associarmos certos objetos de uma

cole¢do a certos objetos de outra colecdo, usamos a palavra “relacao”.

A nocao importante que reside na relacdo ¢ que estamos escolhendo, por algum motivo,
certos pares ordenados cujos termos estdo relacionados. A razdo desta escolha ¢ uma forma de
definir a relacdo entre os elementos duas colegdes. Em outras palavras, ¢ a esséncia da defini¢ao

de relacdo, em matematica.

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 114): uma relagdo R consiste em dois conjuntos 4, B e uma
sentenga aberta"® representada por p(x, y), na qual é verdadeira ou falsa, para qualquer par

ordenado (a, b) € A x B.
Em simbolos, representa-se uma relagdo R de 4 em B por:

R =4, B, p(x, y)).

Ademais, se a sentenca fechada'® p(a, b) é verdadeira, escreve-se: “a esta relacionado com b,

pela relagdo R” e denota-se por aRb. Em outras palavras:
aRb se, e somente se, (a, b) € R.

Por outro lado, se a sentenca p(a, b) ¢ falsa, escreve-se: “a ndo esta relacionado com b,

por R” e representa-se por aRb. Neste caso:

aRb se, e somente se, (a, b) ¢ R.

13 Uma sentenga aberta sobre um conjunto 4 é uma expressdo designada por p(x) que apresenta a propriedade de
p(a) € verdadeira ou falsa, para cada a € 4. (LIPSCHUTZ, 1973, p. 298)

14 Uma sentenga fechada sobre um conjunto 4 é uma expressao p(a), que provém de uma sentenca aberta p(x),
tal que x = a, para cada a € 4.
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Exemplo 13. Sejam os conjuntos X = {a, b} e Y = {c, d}. Considere R = {X, Y, p(x, y)},

tal que p(x, y), 1€-se: “x vem primeiro que y”.
Assim, R ¢ uma relagdo de X para Y, porque p(a, ¢) e p(a, d) sdo verdadeiras e, portanto,

aRc e aRd. Além disso, p(b, c) e p(b, d) sdo falsas. Dai, bRc e bRd.

4.2 Conjunto Solucio

Seja uma relagdo R = (4, B, p(x, y)) sobre o conjunto 4 x B. O conjunto constituido
pelos elementos de (a, b) € 4 x B, para o qual p(a, b) € verdadeiro, chama-se conjunto solugdo

(ou conjunto verdade) e denotamos por:
Se ={(a,b);a e X, b eV, pla, b)éverdadeiro}.

Observe que, na relagdo R de X para Y, o conjunto verdade Sy ¢ constituido por

elementos de 4 x B. Portanto, Sg € um subconjunto de A x B, isto é, S < A x B.

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 116): a cada relacdo R corresponde um unico conjunto
solugdo Sy e, reciprocamente, a cada conjunto solugdo Sg corresponde uma relagdo R, para a

qual S € o conjunto solucdo.

Dessa forma, pode-se redefinir o conceito de relacdo, sem usar o conceito de sentenga

aberta.

Definicao 15. (Relacao entre conjuntos) Sejam dois conjuntos X e Y. Dizemos que R ¢ uma

relagdo de X para Y, se R € um subconjunto de X x Y, ou seja, se R < X x Y.

Na relacdo R de X para Y, hd dois subconjuntos especiais para discussdo, a saber: o

dominio e a imagem (ou amplitude) de R.

Definicdo 16. (Dominio) Seja uma relacdo R de X x Y. Chama-se conjunto dominio de R, o

subconjunto Dy < X, tal que, para cada a € X, existe algum b € Y, de modo que aRb.

Em simbolo, escreve-se:

Dy = {a ; existe algum b € Y, com aRb}.
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De modo semelhante:

Defini¢ao 17. (Imagem) Seja uma relagdo R de X x Y. Chama-se conjunto imagem de R o

subconjunto Img < Y, de modo que, para cada b € Y, existe algum a € X, tal que aRb.

Em simbolo, escrevemos:

Img = {b ; existe algum a € X, com aRb}.

O conjunto Y na relagdo R chama-se contradominio e, em simbolos, denota-se por:

CDg =Y.

Observacio:

Em se tratando da relacdo R de X em Y, a existéncia de b € Y, na defini¢ao de dominio
de R, ndo ¢é unica. Reciprocamente, a existéncia de a € X, na defini¢do de imagem de R,
também, ndo ¢ unica. Em outras palavras, ndo ha (necessariamente) unicidade para estes
elementos na relacdo R.

Para simplificar a linguagem, e também por uma questdo de estilo, usaremos a notacao

R : X — Y para indicar uma relagdo R de X para Y, onde X e Y sdo conjuntos nao vazios.

Com a notacdo R : X — Y e sabendo que Sz — X x Y, pode-se dizer que o conjunto

solugdo de uma relagdo R ¢ uma relagdo de X para Y. Dessa forma, escrevemos: Sz : X — Y.

Exemplo 14. Sejam 4 = {a, b} ¢ B = {c, d}. Assim, o conjunto R = {(a, d), (b, ¢)} € uma
relacio R : 4 — B.

Resolugdo: Temos: A x B={(a, ¢), (a,d), (b, ¢), (b,d)} e R = A x B. Portanto, R ¢ uma relagdo.

Definicao 18. (Relag¢do sobre um conjunto) Seja um conjunto X. Dizemos que R ¢ uma

relagdo sobre X, se R € um subconjunto de X x X, isto €, se R < X x X.

Exemplo 15. Sejam 4 = {a, b} e B = {b, ¢, d}. Considere os conjuntos C = {(a, a), (b, b)},
D= {(a,b),(a,0),(a,d); e E={(b,a),(c,a),(d a).
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Embora esses conjuntos sejam relagdes, note que o conjunto C é uma relagdo bindria,
pois C < 4 x A. O conjunto D ¢ uma relagao de A4 para B, porque D < A x B. Por fim, o conjunto

E ¢ uma relagdo de B para A4, porque E C B x A.

A relagdo de inclusdo £ < B x A motiva definir um tipo especial de relacdo, a saber:

relacdo inversa.

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 117): a cada relagdo R : X — 7Y, existe uma relagdo inversa
R Y- X

Definicao 19. (Relacio Inversa) Seja uma relacdo R : X — Y. A relagdo inversa de R, que se

indica por R™' : Y — X, é o conjunto R~ = {(y, x) ; (x,y) € R}.
Observe que os elementos de R~! sdo os pares ordenados de R, porém, com os termos
permutados.

Dessa forma, aRb (“a esta relacionado com b, pela relacio R”) se, e somente se,

199

bRa (“b esta relacionado com a, por R~"”). Isto significa escrever:

(a,b) e R © (b,a) e R

Exemplo 16. Sejam 4 = {a, b} e B = {c, d, e}. Entdo, a relagdo R : A — B, definida por
R ={(a, ), (a, e), (b,d)} tem inversa R~!: Y — X, definida por R~ = {(c, a), (e, a), (d, b)}.

Exemplo 17. Seja C = {a, b, c¢}. A relagao R : C — C, definida por R = {(a, a), (a, ¢), (¢, b)}
tem inversa R~': C — C, definida por R™' = {(a, a), (¢, a), (b, ¢)}.

4.3 Grafico

Para LIPSCHUTZ (1972, p. 115): dados dois conjuntos X e Y, o conjunto X x Y pode

ser representado por pontos num diagrama coordenado®®.

15 Diagrama coordenado é constituido por dois eixos perpendiculares, em geral, onde se fixa, em um dos eixos,
0 conjunto que representara o primeiro termo de um par ordenado e, no outro eixo, fixa-se o segundo termo do par
ordenado, a fim de representa-lo. (LIPSCHUTZ, 1972, p. 94)
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Nota: Para fins ilustrativos, a representagdo por meio de diagrama coordenado s6 ¢ viavel

quando o conjunto tem “poucos” elementos.

Dessa forma, toda relagio R : X — Y, bem como a sua relagdo inversa R™!: Y — Xeo

conjunto solugdo S de R tém representagdo no diagrama coordenado.

Definic¢ao 20. (Grafico) O grafico de uma relagdo R : X — Y é o conjunto dos pontos de

X x Y, que pertencem ao conjunto solucao S¢ dessa relagdo.

Exemplo 18. Sejam 4 = {a, b, c} e B = {d, e, f}. Considere a relagdo R : 4 — B, definida por
R={(a,e), (a,)), (b, e), (b, /), (c, e), (c, )}

Suponha que o conjunto solug¢do de R seja S = {(a, /), (b, f), (c, f)}. Dai:

AxB={(a,d),(a,e),(af), (b,d), (b, e), (b)), (c,d), (c,e), (c./)}

R = {(e, a), (£ a), (e, b), (£, b), (e, ©), (£, )}

Assim, o conjunto 4 x B esta representado no diagrama coordenado da FIGURA 5 a

seguir.

FIGURA 5 — Diagrama coordenado do conjunto 4 x B.

AxB
Jrm———®&-——-&——-&
| | |
| | |
I ST R
| | |
| |
Lo
o

a 3 ¢ 4

FONTE: elaborada pelo autor.

O conjunto R = {(a, e), (a, f), (b, e), (b, ), (c, e), (c, f)} esta representado no diagrama
coordenado da FIGURA 6 a seguir.



54

FIGURA 6 — Diagrama coordenado da relacio R : 4 — B.

B
AxB
frm--e--—-9——-9
| I I
| | |
L bt SRR
| | |
| |
PSS G
o
a b ¢ 4

FONTE: elaborada pelo autor.

O conjunto R~ = {(e, a), (1. a), (e, b), (. b), (e, c), (f, ¢)} esta representado no diagrama
coordenado da FIGURA 7 a seguir

FIGURA 7 — Diagrama coordenado da relagdo inversa R\

A
B x4
ch—--6--—-9---9
| | |
| I [
b---6---6--—4
| | |
| I [
ab——- O~ #
o
i < 7 B

FONTE: elaborada pelo autor.

O conjunto Sg = {(a, f), (b, e), (¢, e)} esta representado no diagrama coordenado da

FIGURA 8 a seguir.
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FIGURA 8 — Diagrama coordenado do conjunto solucéo Sy .

A R
L
ch—-lo---4---8
| I I
| | |
dp—--0---¢---0 4,5
| |
.
2 b ¢ 4

FONTE: elaborada pelo autor.

4.4 Propriedades

Segundo SCHEINERMAN (2003, p. 77 e 80), as relagdes binarias determinam um

conjunto de pares ordenados.

Nessa relacao dual, podem ocorrer algumas propriedades, a saber: reflexiva, simétrica,

antissimétrica e transitiva.

Definicdo 21. Seja uma relagcdo R sobre um conjunto X. Para todo a, b, ¢ € X, a relacio R
chama-se:

i) reflexiva quando a € X implica (a, a) € R.

ii) simétrica quando (a, b) € R implica (b, a) € R.

iii) antissimétrica quando (a, b) € R e (b, a) € R implicam a = b.

iv) transitiva quando (a, b) € R e (b, c) € R implicam (a, c) € R.

4.4.1 Relacao Reflexiva

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 118), para que uma relagdo R seja reflexiva, todos os

pares ordenados da forma (a, @) € X x X devem pertencer a relagdo R.
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Nesse sentido, uma relagdo R sobre um conjunto X ndo ¢ reflexiva quando existir

a € X, tal que (a, a) ¢ R. Vejamos um contraexemplo'®.

Exemplo 19. Seja a relagdo R sobre um conjunto 4 = {a, b, ¢}, definida por:
R = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, ¢)}.

Esta relacdo ndo ¢ reflexiva, pois (c, ¢) ¢ R.

Do ponto de vista geométrico, se X representa um segmento de reta, entdo, toda relacao

reflexiva € o conjunto diagonal D = {(x, x) ; x € X}, conforme ilustrado pela FIGURA 9 a seguir.

FIGURA 9 — Diagrama coordenado de uma relagdo reflexiva sobre um conjunto X.

X XxX

FONTE: elaborada pelo autor.

Exemplo 20. Sejam um conjunto 4 qualquer e o conjunto diagonal D = {(a, a) ; a € A}. Que

relagdes ha, se € que existe alguma, entre qualquer relagdo reflexiva R de 4 e D?

Resolugdo: Uma relacdo R : A — D é tal que aR(a, a), para todo a € A. Isto significa que
D ¢ um subconjunto de R. Em outras palavras, cada relagdo reflexiva contém o conjunto

diagonal.

16 Contraexemplo é uma situagio particular, porém, suficiente para verificar a falsidade de algumas sentengas ou
proposi¢des. (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 2)
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4.4.2 Relacao Simétrica

Conforme LIPSCHUTZ (1972, p. 118), a condigdo necessaria e suficiente para que uma

relagdo R seja simétrica € apresentada no teorema a seguir.

Teorema 3. Uma relagiio R sobre um conjunto X é simétrica se, e somente se, R = R

Demonstrac¢do: (=) Suponha que R seja simétrica. Entio, devemos mostrar que R = R~'. De

fato, para todo (a, b) € R implica (b, a) € R~'. Logo, R c R~".

Por outro lado, se (b, a) € R™!, entio, (a, b) € R. Isto significa que R~! = R. Portanto,
R=R".

(<) Agora, suponha que R = R~!. Entdo, vamos mostrar que R é simétrica. Com efeito, para

todo (a, b) € R implica (a, b) € R7!, pois R = R. Dai, segue (b, a) € R. Como (a, b) e
(b, a) pertencem a R, entdo, R € simétrica.

i

Dessa forma, uma relacdo R : X — X ndo ¢é simétrica quando existirem a, b € X, tais

que (a, b) € R implica (b, a) ¢ R.

Geometricamente, se X ¢ um segmento de reta, entdo, uma relacio simétrica ¢ formada
por todos os pontos que sdo simétricos em relacdo ao conjunto diagonal D = {(x, x) ; x € X},

pois (b, @) € R~ sempre que (a, b) € R, conforme indicado na FIGURA 10 abaixo.

FIGURA 10 — Diagrama coordenado de uma relagdo simétrica sobre um conjunto X.

X XxX
D
ar—1+—--8
bh-1-—-e
| |
| |
L
b a X

FONTE: elaborada pelo autor.
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Exemplo 21. Sejam duas relagdes simétricas R1 e Rz sobre um conjunto X. Prove que R1 N R2

¢ uma relagdo simétrica sobre X.

Demonstragdo: Observe que R e R2 sdo subconjuntos de X x X. Logo, R1 N R é também um

subconjunto de X x X. Portanto, R1 N R> é uma relacdo em X.

Agora, vamos mostrar que a relagdo Ri M Rz é simétrica sobre X. De fato, dado
qualquer (a, b) € R1 N Ro, temos: (a, b) € R1 e (a, b) € R2. Mas, por hipotese, R e R> sdo

relagdes simétricas sobre X. Entdo, (b, a) € R1 e (b, a) € R». Portanto, (b, a) € R1 N Ra.

Assim, para todo (a, b) € R1 N R» implica (b, a) € R1 N R2. Logo, R1 N R> € uma

relagdo simétrica sobre X.

4.4.3 Relaciao Antissimétrica

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 118 ¢ 119), a condigao necessaria e suficiente para que

uma relacdo R seja antissimétrica € apresentada pela propriedade a seguir.

Teorema 4. Uma relagdo R ¢ antissimétrica sobre um conjunto X se, e somente se,

RNR 1= D,onde D= {(x,x);x € X} éo conjunto diagonal.

Demonstracdo: Para todo (a, b) € R n R!implica (a, b) € R e (a, b) € R™'. Esta tltima

relagdo permite escreve (b, a) € R. Como (a, b) e R e (b, a) € R, entdo a = b. Dai,
(a, b) = (a, a) € D. Portanto, R " R~ < D.

i

Em outras palavras, uma relacdo R sobre um conjunto X ¢ antissimétrica quando, para

todoa, b € X, se a#b, entdoou (a,b) € R ou (b, a) € R, mas ndo simultanecamente.

Assim, uma relacdo R sobre um conjunto X ndo € antissimétrica quando existirem

a,b e X, taisque (a,b) e R e (b,a) € R,com a+#b.

No contexto geométrico, isto significa que, se X € um segmento de reta, entdo a relagao
antissimétrica ndo tem pontos sobre a diagonal D = {(x, x) ; x € X}, conforme mostram as

FIGURAS 11 e 12 a seguir.
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FIGURA 11 — Diagrama coordenado de uma ou FIGURA 12 — Diagrama coordenado de uma
relagdo antissimétrica sobre um conjunto X. relagdo antissimétrica sobre um conjunto X.
X XX X XxX
bh-1--®
| D D
|
|
|
ar—r+-—-F----@
| |
|
|
| |
a X b X
FONTE: elaborada pelo autor. FONTE: elaborada pelo autor.

Exemplo 22. Decidir se uma relagdo R sobre um conjunto X pode ser, simultaneamente,

simétrica e antissimétrica.

Resolugdo: Seja uma relagdo simétrica R sobre um conjunto X. Entdo, para todo (a, b) € R

implica (b, a) € R. Como (b, a) € R™!, entdo (b, a) € R "R

Caso R seja também uma relacdo antissimétrica sobre X, teremos R N R~! < D. Isto s6
¢ possivel se, e somente se, (b, a) € D, isto &, a = b.
4.4.4 Relacao Transitiva

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 119), uma relacdo R sobre um conjunto X ¢ transitiva

quando, para todo a, b € X, temos aRb e bRc implicam aRc.

Assim, uma relagdo R sobre um conjunto X ndo € transitiva quando, para todo a, b € X,

temos aRb e bRc, mas aRc.

Observe que na relacdo de transitividade € possivel identificar dois pares ordenados de

conexdes entre os termos aRb e aRc, a saber:

i) o par ordenado implicito (b, b), que pertence a diagonal D = {(x, x) ; x € X}, mas ndo pertence
a relacdo transitiva; e

ii) o par ordenado explicito (b, c), que esta entre os termos relacionais aRb e aRc.
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Isto sugere a definigdo.

Defini¢ao 22. Numa relagdo transitiva aRb e bRc implicam aRc sobre X x X, o par ordenado

(b, b) chama-se conexdo primdaria e o par ordenado (b, ¢) chama-se conexdo de transi¢do.

Do ponto de vista geométrico, se X ¢ um segmento de reta, entdo, os pares ordenados
que constituem a relagdo tramsitiva formam um “triangulo retangulo isosceles”, conforme

ilustrado na FIGURA 13 a seguir.

FIGURA 13 — Diagrama coordenado de uma relagao transitiva sobre um conjunto X.

X XxX
c——————V
I D
;) S _
al /.
|
| 1
| 1
L
a b c X

FONTE: elaborada pelo autor.

Exemplo 23. Em que situag@o, uma relacdo R sobre um conjunto X ndo ¢ transitiva?

Resolugdo: Uma relagdo R sobre um conjunto X ¢ transitiva quando, para todo a, b, ¢ € X,

temos (a,b) € R e (b, c) € R implicam (a, ¢) € R.

Assim, a relagdo R ndo € transitiva quando existirem a, b € X, tais que (a, b) e R e

(b, c) € R, porém, (a, c) ¢ R.

Exemplo 24. Seja uma relagdo R transitiva sobre um conjunto X. Prove que R~ é uma relacio

transitiva sobre X.

Resolucgdo: Sejam (a, b) e (b, ¢) € R~!. Precisamos mostrar que (a, ¢) € R~'. De fato, temos
(c, b) e (b, a) € R. Como, por hipotese, R € uma relagdo transitiva sobre um conjunto X, entao

(c,a) € R. Logo, (a, c) € R~!. Portanto, R~! é uma relacgdo transitiva sobre X.
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Exemplo 25. Sejam duas relagdes R1 e R2 sobre um conjunto X. Prove as seguintes assercdes:
a) se R1 e R, sdo duas relagdes simétricas sobre X, entdo R1 U R é uma relagao simétrica sobre
X.

b) se Ri1 € uma relagdo reflexiva e R> € uma relagdo qualquer sobre X, entdo R1 U R> € uma

relagdo reflexiva sobre X.

Resolugdo: a) Mostraremos que, para todo (a, b) € R1 U R> implica (b, a) € R1 U Ra. De
fato, seja (a, b) € R1 U Rz. Por hipotese, R1 e R» sdo relagdes simétricas, entdo (b, a) pertence

a Riou R». Logo, (b, a) € R1 U R». Portanto, R1 U R> € uma relagdo simétrica sobre X.

b) Temos: R ¢ uma relagdo reflexiva se, e somente se, D < Ri, onde D € o conjunto diagonal
de X x X. Além disso, podemos escrever R1 — R1 U Ra. Assim, D c R1 e R1 < R1 U R», por

transitividade, implica D < R1 U R2. Logo, R1 U R> é uma relagao reflexiva sobre X.

4.5 Relacido de Equivaléncia e Particiao

Para DEAN (1974, p. 8):

Uma classe especial de relagdo sobre um conjunto 4 que desempenha um papel
fundamental em matematica consiste naquelas relacdes chamadas relagoes de
equivaléncia. (...) A mais importante propriedade de uma relacdo de
equivaléncia sobre um conjunto é que ela particiona o conjunto em
subconjuntos mutuamente disjuntos chamados classes de equivaléncia.

A partir disso, nota-se a importancia de definir relagdo de equivaléncia, parti¢do de um

conjunto e estabelecer propriedades da relagdo de equivaléncia sobre este conjunto.

Definicao 23. (Relacdo de Equivaléncia) Uma relacdo R sobre um conjunto X chama-se
relagdo de equivaléncia sobre X, se R tem as trés propriedades seguintes:

i) reflexiva — para todo a € X implica (a, a) € R;

ii) simétrica — paratodo a, b € X, se (a, b) € R, entdo (b, a) e R; e

iii) transitiva — para todo a, b, ¢ € X, se (a, b) € R e (b, c) € R), entdo (a, c¢) € R.

4 __9

A mais importante e usual das relacdes de equivaléncia em matematica €

(igualdade).
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Exemplo 26. Seja a relagio R de igualdade sobre um conjunto X, definida por: para todo

a,be X, aRb < a=>b. Mostre que R ¢ uma relagdo de equivaléncia.

Resolugdo: De fato, para todo a, b, ¢ € X:
i) R ¢ reflexiva, porque a € X implica a =a.
ii) R ¢é simétrica, pois a=>b implica b=a.

iii) R € transitiva, pelo fatode a=5b e b= c¢ implicam a =c.

[73 L)

Outra importante relagdo de equivaléncia ¢ “=" (congruéncia) apresentada a seguir.

Exemplo 27. (Congruéncia modulo m) Seja R uma relagdo de congruéncia modulo m definida
por:

R={(x,y);mdivide x—y & x=y(m),paramfixoem N e x,y € No},

onde x = y (m), 1é-se: “x € congruente a y, médulo m”. A relagdo “é congruente modulo m”,

assim definida, ¢ uma relacao de equivaléncia.

Resolucdo: De fato:
i) Para todo a € Ny, temos: m divide 0 = a — a. Assim, para todo a € Ny implica (a, a) € R.

Logo, R ¢ reflexivo.
ii) Para todo a, b € Ny, seja (a, b) € R. Entdo, m divide a — b.

Note que b —a =— (a — b), assim, m divide b — a. Logo, (b, a) € R. Como (a, b) € R

implica (b, a) € R, segue que R € simétrico.

iii) Finalmente, para todo a, b, ¢ € Ny, sejam (a, b), (b, c) € R. Assim, m divide a — b e

m divide b —c.

Usando o fato de que @ — ¢ = (a — b) + (b — ¢), segue que m divide a — c¢. Assim,

(a,b) e Re(b,c) € R implicam (a, c¢) € R. Portanto, R ¢ transitivo.

Como R ¢ reflexivo, simétrico e transitivo, entdo, por defini¢do, R ¢ uma relagdo de

equivaléncia.
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Em uma relacao de equivaléncia R sobre um conjunto X, existe um conjunto constituido
pelos elementos de X que estdo relacionados, por R, com um dado elemento de X. Mais

precisamente, escrevemos:

Definicao 24. (Classe de Equivaléncia) Seja uma relagdo de equivaléncia R sobre um conjunto
X. Dado a € X, chama-se classe de equivaléncia de a, denotada por [a], o conjunto formado

apenas por elementos de X que estdo relacionados com a, pela relagdo R.
Em simbolo, escreve-se:
[a]={x e X;xRa,ondea € X} ={x € X; (x,a) € R,coma € X}.

Observe que [a] € um subconjunto de X, com a caracteristica de que todos os seus
elementos estdo relacionados com a € X, por R. Além disso, para todo x, y € X, se x, y € [a],
entdo xRy. De fato, se x, y € [a], entdo, por definicdo de classe de equivaléncia, xRa ¢ yRa.
Como R ¢ uma relacdo de equivaléncia, segue que R ¢ reflexiva e transitiva. Assim, yRa

implica aRy. E, por transitividade, xRa e aRy implica xRy.

Exemplo 28. Seja a relacdo de equivaléncia R = {(a, a), (b, b), (c, ¢), (a, ¢), (c, a)} sobre

A ={a, b, c}. Assim, temos as seguintes classes de equivaléncias:

[al]={x e X;xRa,ondea € A} = {a,c} .. [a] ={a,c}.

[b] = {x € X; xRb, onde b € A} = {b} . [b] = {b}.

[c]={x e X;xRc,onde c € A} = {c, a} = {a,c} .. [c]={a,c}.

Dada uma relagdo de equivaléncia, a classe de equivaléncia dessa relagcdo apresenta

algumas caracteristicas importantes que sintetizaremos no teorema a seguir.

Teorema S. Seja uma relacao de equivaléncia R sobre um conjunto X. As seguintes afirmacdes
sdo verdadeiras:

i) paratodo a € X implica a € [a].

ii) paratodo b € X, b € [a] se, e somente se, [b] = [a].

iii) paratodo a, b € X, se a # b, entdo [a] N [b] =C.
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Demonstragdo: Seja uma relacdo de equivaléncia R sobre um conjunto X. Assim, R tem as

propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva.

Em i), temos: [a] = {x € X ; xRa, onde a € X }. Entdo, para mostrar que a € [a], basta
mostrar que aRa. Mas isto ¢ imediato pela propriedade reflexiva de R, ou seja, para todo

a € X implica aRa.

Em ii): (=) seja R uma relacdo de equivaléncia que define [a]. Precisamos mostrar que
b € [a] implica [b] = [a]. De fato, para todo b € X, se b € [a], temos, por defini¢do de classe

de equivaléncia, bRa.
Agora, suponhamos x € [b]. Entdo, por defini¢cdo de classe de equivaléncia, tem-se xRb.

Como xRb e bRa, entdo, por transitividade, conclui-se que xRa, isto €, x € [a].

Portanto, [b] < [a].

Analogamente, para todo y € [a] implica yRa. Mas, b € [a] implica bRa. Dai, por
simetria, obtém-se aRb. Como yRa e aRb, conclui-se, por transitividade, yRb. Desse modo,

v € [b], assim, [a] < [b]. Entdo, [b] = [a].

(&) Suponha que [b] = [a]. Assim, pela propriedade i), para todo b € X implica b € [b]. Mas,
[b] = [a]. Logo, b € [a].

Em iii), suponha, por absurdo, que [a] N [b] # . Logo, existe x € X, tal que x € [a] N [b]. Dai,

x € [a] e x € [b]. Dessa forma, xRa e xRb. Mas, por simetria, aRx.

Como aRx e xRb, temos, por transitividade, aRb. Dai, pela definicdo de classe de
equivaléncia, a € [b]. Isto significa, pela propriedade ii), que [a] = [b]. Mas, pela propriedade
da igualdade, conclui-se que a = b. Porém, isto ¢ um absurdo! Pois, a # b. O absurdo ocorreu
porque supomos que [a] N [b] # L. Assim, se a # b, entdo [a] N [b] =D.

o

Observe que no Teorema 5, a propriedade i) mostra que a cada elemento do conjunto

X determina uma classe de equivaléncia.

E importante também notar que, na propriedade ii), todo elemento de X pertence a uma,
e uma so, classe de equivaléncia. Assim, colecionando-se estas classes de equivaléncia, obtém-

s€ um novo conjunto.
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Defini¢ao 25. (Conjunto Quociente) O conjunto formado por classes de equivaléncia de uma

relacdo de equivaléncia R sobre um conjunto X, chama-se conjunto quociente de X por R e

denota-se por X/p.

No Exemplo 28, temos as classes de equivaléncia [a] = {a, ¢} e [b] = {b}. Assim, 0s

elementos do conjunto A/R sdo {a, c} e {b}, isto é:

Al = {[al, [B]} = {{a, c}, {b}}.

Observe que o conjunto quociente X / R apresenta duas caracteristicas importantes: a
primeira ¢ que a reunido de seus elementos ¢ o conjunto X; e a segunda, mostra que ou duas
classes de equivaléncias ndo tém nenhum elemento comum ou se t€m e, portanto, elas sao

idénticas.
E sob essas duas perspectivas, que se conclui:

“A mais importante propriedade de uma relagdo de equivaléncia sobre um
conjunto ¢ que ela particiona o conjunto em subconjuntos mutualmente
disjuntos chamadas classes de equivaléncia.” (DEAN, 1974, p. 8, grifos
NoSs0s)

Ainda nesse contexto, NACHBIN (1974, p. 27) menciona que:

“A nogédo de relagdo de equivaléncia nunca deve ser dissociada da nogdo de
particdo, pois, (...) existe uma conexdo simples, porém importante, entre as
duas.”

SCHEINERMAN (2003, p. 98) reforca que: “Uma partigdo de um conjunto 4 ¢ um

conjunto de subconjuntos, ndo vazios, disjuntos dois a dois, cuja unido é 4.”

Nesse sentido, para definir formalmente uma particio de um conjunto, fixa-se o
conjunto /, = {1, 2, 3, .-, n}, o qual denominamos conjunto dos indices, a fim de listar os
elementos do conjunto quociente. A partir dai, considere o conjunto F = {Ai}icim,
denominaremos uma familia de conjuntos com indices, onde a cada i € I, corresponde um
conjunto 4;. Em simbolos, escrevemos:

F ={Ai}iem= {41} U {d2} U {43} U -+ U {4n}.
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Definiciao 26. (Particio de um Conjunto) Uma familia F = {4;},c;» de subconjuntos nao
vazios de um conjunto X é uma partigdo de X se:
D) UiemAi=A1 VA2 U A3 U - U A, =X,

ii) Ai N Aj= O, para i #J. Isto equivalente a 4; N A; # & implica 4; = A,.

Observacao:
Em vista do item i), dessa definigdo, escreve-se: Niem Ai = A1 N Ao N Az N =+ N A,
Exemplo 29. Listar todas as parti¢des do conjunto 4 = {a, b, c}.

Resolugdo: Um conjunto Po, onde oo =1, 2, 3, --- , ¢ uma parti¢do de 4 se cumpre as condi¢des

i) e ii) da Definicao 26.
Assim, as parti¢oes de 4 sdo os conjuntos a seguir:
Pr=1{{a,b,ci} = {4}.
Py = {{a}, {b}, {c}}.
Py = {{a}, {b,c}}, Pa={{b}, {a,c}}, Ps={{c}, {a, b}}.
Ps={{a, b}, {c}}, P1=1{{a,c}, {bj} e Ps={{b,c}, {a}}.
Portanto, ha oito particdes no conjunto 4 = {a, b, c}.

Quando uma parti¢do tem “poucos” elementos, ela pode ser representada no diagrama

de Venn.

Exemplo 30. O conjunto F' = {{a}, {b, ¢}, {d}} € uma particdo do conjunto de 4 = {a, b, c, d},
pois cumpre as duas condig¢des da Definicido 26. Além disso, a FIGURA 14 ¢ a representagao

desta particao no diagrama de Venn.
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FIGURA 14 — Diagrama da partigio ' do conjunto 4.

FONTE: elaborada pelo autor.

Teorema 6. (Teorema Fundamental sobre Relacdo de Equivaléncia e Particio) Uma
relacdo R sobre um conjunto X é relagao de equivaléncia se, e somente se, a familia F = {Aa}acx

¢ uma particdo de X, com Aa= {x € X; (x, o) € R, com a € X}.

Demonstragdo: (=) Vamos mostrar que se R ¢ uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto
X, entdo a familia F = {4} acx é uma particao de X, com 4o= {x € X; (x, o) € R, com a € X}.
De fato, seja R uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto X. Considere o conjunto
Aou={x e X;(x,a) € R,coma € X}. Como R ¢ reflexivo, entdo, a cada a € X implica a € A..

Portanto, Uaex Ao =X.

Agora, vamos mostrar que 4, N As # & implica 4, = 4;. Com efeito, suponha que

vednAds,onded,={xeX;(x,r)eR,comreX}eds={xeX;(xs)eR,coms € X}.

Como A, N As # O, entdo, existe y € A N As. Dai, y € A, e y € A, Portanto,
0,reRe (s eR.

Seja w € A,. Entdo, (w, r) € R e (y, r) € R. Assim, por simetria, (y, r) € R implica

(r,y) € R.

Como (w, r) € R e (r, y) € R, temos, por transitividade, (w, y) € R. Além disso, e
também por transitividade, (w, y) € R e (y, s) € R implicam (w, s) € R. Portanto, w € 4.

Dessa forma, mostramos que A, < 4.

De modo semelhante, mostra-se que As < 4. Como 4, < As e As < A, tem-se 4,= Aj.
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Como i) UaexAoa =X e ii) A= A, entdo, a familia F = {4a}aecx ¢ uma particao de X,

onde 4= {x € X; (x,a) € R, com o € X}.

(&) Reciprocamente, se a familia F = {Aa}acx ¢ uma particdio de X, com
Aou={x e X;(x,a) e R,coma € X}, entdo R ¢ uma relacdo de equivaléncia sobre o conjunto
X. De fato, seja F = {Aa}acx € uma particao qualquer de X, onde 4o = {x € X; (x, o) € R,
com a € X}. Além disso, considere uma relagdo R sobre um conjunto X, definida por aRb

se, e somente se, existe um A4; na particdo F = {Aa}acx, tal que a, b € 4;. Assim:

i) R é reflexivo, pois, a cada a € X, existe um A, na particdo F = {4a}acyx, tal que aRa.

ii) R ¢ simétrico, pois, pela definicao da relagao R, dados a, b € X, se aRb, entdo, existe um A4;
na particdo F = {Aa}acyx, tal que a, b € Ai. Mas, a, b € A; se, e somente se, b, a € A;. Dai,

novamente pela definicao de R, temos bRa.

iii) R ¢ transitivo, pois, dados a, b, ¢ € X, suponha que aRb ¢ bRc. Assim, pela definigao de
R, existem subconjuntos A; € 4; (ndo necessariamente distintos), tais que a, b € 4A;e b, ¢ € A,.

Logo, 4i N Aj # I e, portanto, A; = A;. Dai, a, ¢ € A4;. Entdo, pela defini¢do de R, temos aRc.

Assim, aRb e bRc implica aRc. Portanto, R € uma relagao de equivaléncia sobre o

conjunto X.
i

A partir desse teorema fundamental, depreende-se que uma relagdo de equivaléncia R
sobre um conjunto X realiza particoes Ao= {x € X ; (x, &) € R, com a. € X} em X, de modo
que:
i)UicrAi=X ;e
i) AinAj= D, parai#j.

Cada subconjunto 4o« de X chama-se classe de equivaléncia determinada por a. O

conjunto das classes de equivaléncia de X sob a relagdo R denomina-se conjunto quociente e
denota-se por X/ 2 = {Au}ocx.
Reciprocamente, o conjunto quociente X / R = {4atacx € uma parti¢do do conjunto X,

onde 4o € uma classe de equivaléncia determinada por o que, por conseguinte, determina uma

relagcdo de equivaléncia R sobre o conjunto X, com a familia de conjuntos com indices

F= X/:R = {Aa}an.
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5 Concepcao de Funcao

Uma das no¢des fundamentais pertinente 8 Matematica € o conceito de funcdo. Ele diz
respeito a forma de como os elementos de dois conjuntos quaisquer podem ser associados por

uma regra pré-definida.
5.1 Conceito

Para LIMA (2010, p. 13): Uma fun¢do consiste de dois conjuntos X e Y (ndo
necessariamente disjuntos) e uma regra f{x) = y que permite associar, de modo bem

determinado, a cada elemento x € X, um unico elemento f(x) € Y.

Usa-se anotacdo f: X — Y (1é-se: “fde X em Y”) para representar uma funcao ( aplicacao
ou correspondéncia), definida pela regra de associagdo f(x) =y, onde y ¢ a imagem de x por f.
O conjunto X chama-se dominio de f'e denota-se por Dy. O conjunto Y chama-se contradominio

de f e indica-se por CDy. De maneira simbolica, escreve-se:
Di=X={xeX;existey € Y,comy=f{x)} e CDr=7Y.

Segundo o autor, o dominio da fungdo ¢ o conjunto em que a fun¢do estd definida. Sobre
os simbolos f'e f(x), menciona que: “Nao se deve confundir fcom f(x): f ¢ uma fun¢do, enquanto

que f(x) € o valor que a fun¢do assume num ponto x do seu dominio.”

O elemento f(x) € Y obtido pela regra y = f(x), que define a fungdo /: X — Y, chama-se
imagem de x € X. Todos os elementos de Y, com esta propriedade, da origem ao conjunto

imagem de f que denotaremos por Ix(f). Em simbolos:

Ln(f)=1{y € Y;y=f(x), para algum x € X}.

Nesse contexto, dada uma fun¢do f: X — Y, para saber se um certo elemento b € Y
pertence ou ndo a imagem de f{(X), escrevemos a “equacdo” f(x) = b e procuramos determinar

algum x € X que a torne uma sentenca verdadeira.
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Observacio:

Para b = f(x), foi usada a palavra “equacdo” no sentido préoprio de tentar achar o valor
de x que a satisfaga. Mas, sabe-se que, formalmente, o uso das terminologias incognita e
variavel ¢ diferente. As funcdes possuem varidveis, enquanto que as equagdes possuem
incognitas.

5.1.1 Existéncia e Unicidade

O conceito de fungdo também pode ser apresentado no contexto de relagdo e pares

ordenados, de modo que uma relagdo f chama-se fungdo se:
(a,b)e(a,c)ef = b=c.

LIMA (2010, p. 13) menciona duas condi¢des sobre a natureza da regra que faz parte
do conceito uma funcdo f: X — Y, a saber:
C)) existéncia: a regra deve fornecer f(x) € Y, paratodo x € X; e

C>) unicidade: a cada x € X, a regra deve fazer corresponder um unico fix) € Y.

Assim, quando ¢ dada uma fungdo f: X — Y, ficam estabelecidas duas condicdes: a

existéncia e a unicidade de f{x) € Y, para todo x € X.

Com o proposito de sabermos se uma regra que associa os elementos de um conjunto X
aos elementos de um conjunto Y define ou ndo uma fungdo f: X — Y, utiliza-se o seguinte
critério:

“Para termos certeza que esta lei (regra) define uma fungéo f: X — Y, devemos
verificar que efetivamente a cada elemento de X ¢ associado um tunico

elemento de Y. Deve-se entdo mostrar que se a = b, entdo fla) = f(b).”
(HEFEZ, 2002, p. 13, grifos nossos)

Exemplo 31. (Funciao Constante) Sejam dois conjuntos X e Y. Seja um elemento £ fixado

em Y, tal que para todo x € X implica f{x) = k. Sob estas condigdes, f: X — Y ¢é uma fungao.

Resolugdo: Dados a, b € X, se a = b, entdo fla) =k e f(b) = k. Logo, fla) = f(D) e, portanto,

f: X — Y ¢éuma funcao.

Uma fun¢do com esta caracteristica chama-se func¢do (ou aplicagdo) constante.
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Exemplo 32. (Funcéao Identidade) Seja um conjunto X. A funcdo Id : X — X que associa, a
cada x € X nele proprio chama-se fung¢do identidade (ou inclusdo) de X e representa-se por

Id(x) = x ou, em termos de conjunto, Idx= {(x, x); x € X}.

Resolugdo: De fato, Id : X — X definida por /d(x) = x é uma fungdo, pois, dados a, b € X, temos
fla)=a e fib) =b. Assim, se a = b, entdo fla) = f(b). Logo, Id : X — X é uma funcio.

Exemplo 33. Sejam 4 = {a, b, ¢} ¢ B={p, q, r}. Seja uma relagdo g de 4 em B, definida por:
“ola)=gq, gb)=r, g(c)=p e g(b)=¢q”. Verifique se g : 4 — B ¢ ou nao uma fungao.

Resolugdo: Observe que: i) aregra g fornece g(x) € B, para cada x € 4. De fato:
aceAd = gla)=q € B.
beAd = gb)=r, q €B.
ced = g(c)=p € B.
Logo, a existéncia de g(x) € B esta garantida, para cada x € 4.

Por outro lado, ii) a umicidade ndo. De fato, pela regra g, temos b € A implica
g(b) # g(b). Isto compromete a unicidade como um dos critérios para que g seja uma fungao

de 4 em B. Portanto, g : A — B ndo ¢ uma funcao.

Agora, dada uma fun¢do f: X — Y e um subconjunto 4 de X. Chama-se imagem direta
de A4, pela funcdo f, o conjunto f{4) formado pelos elementos fx) € 7, tais que x € X.

Em simbolos, representa-se:

fid) = {fix) ; x € 4}.
Em particular, f(X) ¢ a imagem de f'e, por conseguinte, f(X) < Y.

Sejam uma funcdo f: X — Y e um subconjunto B de Y. Chama-se imagem inversa de B

e denota-se por f~!(B), o conjunto:

S7'(B) = {x € X; fix) € B}.

Observe que f '(B) é sempre um subconjunto de X. Seguem, também, por defini¢io:

f@)=9, [(@)=T e f(N=X.
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Definicao 27. (Grafico de uma Func¢fo) Seja uma funcio f: X — Y. O grdfico de f, denotado
por Gy, é o subconjunto do produto cartesiano X x Y formado pelos pares ordenados (x, f(x)),

para qualquer x € X.

Em simbolos, escreve-se:

Gr={(x,y) e XxY;y=fx)}.

Isto significa que os pares ordenados que constituem o grafico de uma fungdo f: X — Y
tém, nos primeiros termos, os elementos do dominio e, nos segundos termos, os elementos da

imagem da fungao f. Em simbolos, isto representa:
(x, fix)) € Gr se, e somente se, x € Dy e f(x) € Imy.
Costuma-se escrever (x, f(x)) € f em lugar de (x, fix)) € Gr.

Nesse contexto, uma fung¢do f: X — Y ¢ estabelecida por uma colecdo (ou conjunto) de
pares ordenados (x, fix)) € f < X x Y, obtidos por uma regra bem definida, que associa a cada

elemento x € X, um unico elemento f(x) € Y.

Em vista das propriedades de existéncia e unicidade de uma fungdo, o grafico da funcao

f: X — Y também possui duas propriedades, a saber:

G) para cada x € X existe uma par ordenado (x, f(x)) € f; e

G2) se (x, f(x)) € f e (x,y) € f, entdo flx)=y.

Segundo LIMA (2010, p. 14), a condi¢do necessaria e suficiente para que um
subconjunto Grc X x Y seja o grafico de uma funcdo f: X — Y € que, para cada x € X, exista
um Unico par ordenado (x, y) € Gy, cujo primeiro termo seja x € X. A FIGURA 15 a seguir

ilustra o grafico de uma fungdo f: X — Y.
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FIGURA 15 — Grafico da fungdo f: X — Y.

I

FONTE: BARTLE, Robert G., 1983, p. 25.

Intuitivamente, quando duas fungdes que tém o mesmo grafico, elas sdo iguais.

Formalmente, temos:

Definiciio 28. (Fung¢des Iguais) Sejam duas fungdes f: 4 — B e g: C — D. Dizemos que
f e gsdo iguais, se:
(a) A = C (dominios iguais) e B = D (contradominios iguais); e

(b) para todo x € A = C implica f{x) = g(x).

5.2 Funcio Injetiva, Sobrejetiva e Bijetiva

As fungdes podem apresentar outras caracteristicas além da existéncia e unicidade

inerentes ao seu conceito. Dentre elas, os tipos: injetiva, sobrejetiva e bijetiva.

Definicao 29. (Funcio Injetiva) Uma funcdo f: X — Y € injetiva (ou um-a-um) quando, para

todox,y € X, x #y implica f(x) #Ay).

Para demonstrar que uma fungo é injetiva, ¢ de praxe argumentar pela contrapositiva'’

(ou contrareciproca) desta implicagdo, ou seja:

f: X — Yéinjetiva se, paratodo x, y € X, f(x) =f(y) implica x = y.

17 A contrapositiva (ou contrareciproca) de uma implicagdo é a negagio da forma reciproca, ou seja, a partir da
forma positiva [hipotese] implica [tese], obtém-se a forma reciproca [tese] implica [hipotese]. Em seguida,
nega-se a forma reciproca para obter a contrapositiva. IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 4)
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O esquema de demonstracao a seguir apresenta duas possibilidades de justificar se uma
funcao € injetiva.

Esquemas de Demonstracao

D;) Forma direta's,

Neste caso, parte-se da hipodtese f(x) = f{y) e, por meio de operagdes matematicas e

raciocinio légico-dedutivo, conclui-se a tese x = y.
D:) Reducio ao absurdo'®.

Inicia-se negando apenas a tese. Mantém-se a hipotese verdadeira por toda a construgao
dos argumentos verdadeiros até que se chegue a um absurdo (ou uma contradi¢ao). Dai, conclui-
se que o absurdo (ou a contradi¢do) surgiu em consequéncia da negacdo da tese. Portanto, a

tese inicial era verdadeira.
Por outro lado, para demonstrar que uma funcdo ndo ¢ injetiva, ¢ suficiente apresentar

um contraexemplo, isto €, mostrar que existem x, y € X, tais que x #y implica f{x) = fy).

Exemplo 34. A fung¢do inclusdo (ou identidade) Id : X — X , definida pela regra Id(x) = x ¢

injetiva.

Resolugdo: Pela regra de associacdo, temos: Id(x) = x e Ild(y) = y, para todo x, y € X. Assim,

ld(x) = Id(y) implica x = y. Portanto, a funcdo Id : X — X Id € injetiva.

Exemplo 35. Considere X = N. Seja a funcdo f, : N — N, definida por f.«(n) = n + a, para todo

a € N. A Lei do Corte da operacdo de adicao ¢ equivalente a afirmar que f, € injetiva.

Resolugdo: Temos: fun)=n+a e fu.m)=m + a, paratodo a € N, com n, m € N. Assim,

Jfa(n) = fa(m) implica n+a =m+a e, portanto, n=m. Logo, f. € injetiva.

¥ Forma direta “é aquela em que assumimos a hipdtese como verdadeira e através de uma série de argumentos
verdadeiros e dedugdes logicas concluimos a veracidade da tese.” (IRRACIEL; JOSE, 2010, p. 11)

19 Reduc¢do ao absurdo: nome que provém do latim reductio ad absurdum que consiste em “negar a tese e manter
a hipotese verdadeira de uma proposigéo, por todo o processo de argumentacdo de demonstragdo até que se chegue
a um absurdo ou uma contradi¢do. Este método é um dos mais importantes e utilizados em demonstra¢des da
Matematica. Ele esta alicercado na lei do terceiro excluido que diz: uma afirmagéo, que nao pode ser falsa, devera
ser necessariamente verdadeira, ndo havendo uma terceira possibilidade. (IRRACIEL; J OSE, 2010, p- 13 e 14)
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Defini¢ao 30. (Fung¢ao Sobrejetiva) Uma funcdo /: X — Y € sobrejetiva (ou sobre Y) quando,

para todo y € Y, existe pelo menos um x € X, tal que fix) =y.

LIMA (2013, p. 47) estabelece que: para mostrar que uma f'de X em Y € sobrejetiva,
deve-se demonstrar que a “equagdo” f{x) =y tem pelo menos uma solugdo x € X, para qualquer

yel.

Ainda, segundo o autor: “uma condi¢cdo necessdria e suficiente para uma funcao

f: X — Ysejasobrejetiva & f(X)=Y".

Para DEAN (1974, p. 11): “A distingdo entre as palavras em e sobre é crucial! E claro

que cada fun¢do sobre Y, é também uma fungdo de X em Y.”

Definic¢do 31. (Func¢ao Bijetiva) Uma fungdo f': X — Y ¢ bijetiva (ou biunivoca) quando &,

simultaneamente, injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 36. (Geométrico) Na FIGURA 16, considere o conjunto X de pontos da
circunferéncia C, exceto o ponto P, e o conjunto de pontos Y da reta perpendicular ao didmetro
dessa circunferéncia que passa pelo ponto P. A fungdo f: X — Y, definida por f{x) = interse¢ao

da semirreta Px com a reta Y, para cada x € X, ¢ bijetiva.

FIGURA 16 — Fungéo f: X — Y sobrejetiva.

p f1x) ]

FONTE: LIMA, Elon Lages, 2013, p. 44.
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Resolugdo: De fato, sabe-se da geometria plana que por dois pontos distintos determina-se uma
unica reta que passa por eles. Além disso, se um ponto esta entre dois pontos de uma reta, entdo,
aquele ponto com cada um destes determina duas semirretas opostas. Assim, para todo b € Y,

podemos tragar uma reta z, que passe por P e b.

Como aregra da funcdo f: X — Y € f(x) = interse¢ao da semirreta Px com a reta Y, para

cada x € X, segue que existe um ponto S € ¢ N C, conforme ilustrado pela FIGURA 17.

FIGURA 17 — Construgdo do ponto S pela regra da fun¢éo f.

FONTE: elaborada pelo autor.

Assim, a “equacao” b = f(x) = intersecdo da semirreta Px com a reta Y, onde b € Y, tem
solucdo x = S. Mais ainda, esta solugdo ¢ unica, pelo fato de P ¢ C. Dessa forma, temos

Iu(f) = Y. Portanto, a fun¢do f: X — Y ¢ sobrejetiva.

Por outro lado, P ¢ C, assim, a “equag¢dao” b = f(x) tem uma unica solugdo. Dai, para

todox, y € X, x #y implica f{x) =f(y). Logo, a funcdo f: X — Y € injetiva.
Como a fungdo f: X — Y € injetiva e sobrejetiva, simultaneamente, conclui-se que ela €

bijetiva.

Exemplo 37. Sejam uma fungdo f: X — Y e os subconjuntos 4 e B de X. Mostre que

fl4 U B)=fi4) UAB).
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Resolugdo: Como f ¢ uma fun¢do, temos, para todo y € {4 U B), existe x € A U B, tal que
fix)=y.Dai, sex € 4, segue que y € f(A), e sex € B, temos y € f(B). Em qualquer caso, temos
vy € f(A) U f(B). Portanto, id U B) < fl4) U f(B).

Reciprocamente, para qualquer z € f{4) U f(B), temos z € f{4) ou z € f(B). Dai, se
z € f{A), existe x € A4, tal que fx)=z.

De maneira analoga, se z € f(B), existe y € B, tal que z = f{y). Em qualquer dessas

hipdteses, existe w € 4 U B, tal que fiw) = z. Logo, [4) UAB) < fi4dUB).

Como f{[4A U B) c fild) UA(B) e fld) UAIB) cfild v B), tem-se fl4w B)=£A4) U AB).
Exemplo 38. Sejam uma fungdo f: X — Y e os subconjuntos 4 ¢ B de Y. Mostre que
SHAUB) = A)vf(B).

Resolucdo: Temos:x € f (AUB) & fix) e AUB & fix)yedoufix) e B © xef(4)
ouxef!'(B) © xeflAusfB).
5.3 Restri¢ao, Extensao e Composi¢ao de Fun¢oes

Dada uma funcao, pode ocorrer a necessidade de restringirmos seu dominio como parte
de outro conjunto especifico, mantendo a regra de associacdo. Neste caso, obtemos uma nova

fungao.

Segundo LIMA (2010, p. 21), “a restrigdo de uma fun¢do f/: X — Y a um subconjunto
A < X éuma funcido f'|4 : 4 — Y, definida por f|4 (x) = f(x), para todo x € 4.”

Observe que fungdo restricdo f |4 : A — Y tem a mesma regra da fungao f: X — Y, com
dominio A, que esta contido no dominio X de f. Entdo, elas se relacionam da seguinte forma:
f |4 € um subconjunto de f, pois x € A implica x € X, portanto, (x, f{x)) € f |+ implica

(x, fix)) € f, paratodo x € A4.

Na forma de conjunto, a fungao restricao ¢ presentada por:

fa={(,y) ef;y=fix),parax e A X}.
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Por outro lado, a nog¢do de extensdo de uma fun¢ao ocorre quando mantemos a regra de
associagdo e incluimos seu dominio num outro conjunto, obtendo, assim, uma nova fungdo com

dominio neste conjunto mais extenso.

Nesse sentido, a extensdo da fungdo f: X — Y a um subconjunto X < 4 ¢ obter uma

funcdo f|': 4 — Y, tal que f}!(x) =Ax), paratodox € X.
Na representacao de conjunto, a fungdo extensao escreve-se:

fA={(x,y) e f;y=fix), parax € X A4}.

Outra fungdo importante ¢ definida pela composicao de fungdes, isto ¢, dadas as fungdes
f:X—>Y e g:Y— Z onde o dominio de g ¢ igual ao contradominio de f, chama-se fungdo
composta, a funcdo go f: X — Z, com a regra de aplicar primeiro f, ¢ depois, g. Em simbolos,

isto equivale a:

(g0 f)(x)=g(f(x)), para todo x € X.

LIMA (2010, p. 20) menciona que para fazer sentido a definicdo (g o f)(x) = g(f(x)),
para todo x € X, e tenhamos a fun¢do composta go f: X — Z, basta que a imagem f{(X) esteja

contida no dominio de g, isto &, (X) C Y.

Quando as fungdes f'e g sdo iguais, temos: go f=gog=g> ou gof = fof = f*. Este

processo de composicao de fungdes pode ser generalizado.

Dadas as fungdes f1: X1 — Y1, f2: Xo — Y2, -+, fu: Xu — Yu, a funcdo composta
fno..o0fro0fi: X1 — Y, € obtida aplicando primeiro f1, depois f> e assim, sucessivamente, de

modo que:

(0 =+ 0 f20 f1)(x) = ful-+ f2 (fi(x))), para todo x € Xi, com fi(X1) € X2, -+, fu-1(Xu-1) © X,

Observacao:

Em geral, a propriedade comutativa ndo vale para as fungdes compostas, ou seja, dadas
as fungdes f: X — Y e g: Y — Z, temos (go f)(x) # (fo g)(x), para todo x € X. Mas a propriedade
associativa € satisfeita. De fato, além das fun¢oes dadas, considere a fungao /4 : Z — W. Temos:

[(708) 0 f1(x) = (7 0 g) (Ax)) = h[g(fx))] = Al(g 0 /)(x)] = [% 0 (g 0 N](X).
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Exemplo 39. Sejam a fungdo f: X — Y e a fun¢ao identidade /d : X — X definida por Id(x) = x.
Note que:

(fo Id)(x) = flld(x)) = flx) =y

(Id o f)(x) = 1d(f(x)) = fix) = y.
Assim, qualquer que seja a fungdo f: X — Y, tem-se: (f'o Id)(x) = (Id o f)(x).

Com isso, dada uma fung¢do, podemos definir fungdo inversa a esquerda e a direita de

uma fungao.

5.4 Funcao Inversa

Segundo LIMA (2010, p. 21 e 22): Dadas as fungdes f: X — Y e g: ¥ — X, dizemos
que:
i) g ¢ uma funcao inversa a esquerda de f quando g o f= Idx : X — X, isto &, g(f(x)) = x, para
todox € X.
ii) g ¢ uma fungdo inversa a direita de fquando fo g =1Idy: Y — Y, ou seja, f(g(y)) = y, para
todoy € Y.

Definicao 32. (Func¢ao Inversa) Uma fun¢do g : ¥ — X chama-se inversa da funcao f: X — Y

quando go f=1Idx e fo g=Idy.

A existéncia de fungdes inversas a esquerda e a direita estd relacionada as funcdes

injetivas e sobrejetivas, respetivamente, conforme as Proposicoes 6 e 7 a seguir.

Proposicao 6. A funcio f: X — Y possui inversa a esquerda se, e somente se, ¢ injetiva.

Demonstragdo: (=) Suponha que exista a fun¢do g : ¥ — Xinversa a esquerdade f: X — Y.
Entdo, g o /= Idx. Assim, dados a, b € X, temos fla) = f(b) implica (g o f)(a) = (g 0 f)(D) e,

portanto, a = b. Logo, f € injetiva.

(&) Reciprocamente, se a fungdo f: X — Y ¢ injetiva, entdo, para cada y € f(X), existe um
unico x € X, tal que y = fix). Pondo x = g(y), definimos a funcdo g : fAX) — X, tal que
g(y) = g(f(x)) = x, para todo x € X.
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Fixando um elementos xo em X, considere a fun¢do g : ¥ — X, tal que g(y) = xo, para

y € Y\fIX), temos: g o f= Idy. Dessa forma, a fun¢do f: X — Y possui inversa a esquerda.

Proposicao 7. A funcdo f: X — Y possui inversa a direita se, e somente se, ¢ sobrejetiva.

Demonstrag¢do: (=) Suponha que exista a fungdo g : ¥ — X inversa a direitade /: X — Y.
Entdo, fo g = Idy. Assim, para cada y € Y, pondo g(y) = x, temos f{x) = f(g(y)) = y. Portanto, a
fungdo f: X — Y ¢é sobrejetiva.

(&) Reciprocamente, se a fungdo f: X — Y ¢ sobrejetiva, entdo, para cada y € Y, existe pelo
menos um x € X, tal que y = f{x). Isto significa que o conjunto f!(Y) # &. Assim, escolhemos,

paracaday € Y, um x € X, tal que f{x) = .

Pondo g(y) = x, definimos a fun¢do g : ¥ — X, tal que f(g(y)) =y. Logo, g ¢ a inversa a

direita da fungdo f: X — Y.
o
Além da possibilidade de existéncia de uma fungdo inversa, a unicidade também ¢ uma
das caracteristicas dessa fungdo, isto ¢, quando existe uma fungao inversa, ela ¢ unica. De fato,
suponha que existam duas fungdes inversas g: Y — Xe h: Y — X da funcdo /: X — Y. Assim:

fog=1Idy ehof=Idx.Dai:
h=holdyv=ho(fog)=(hof)og=Ildxog=g .. h=g.
Observacio:

Na justificativa apresentada sobre a unicidade da fungdo inversa, mostramos que se f
possui uma inversa a esquerda, /4, e uma inversa a direita, g, entdo & = g.

Indicaremos por /' : ¥ — X ainversa, quando existir, da fungdo f: X — Y.

Nesse contexto, caso a funcao f: X — Y seja bijetiva, entdo, para cada y € Y, existe um

{inico elemento x € X, tal que f{x) =y implica /! (y)=x.
Com as Proposicoes 6 e 7, podemos escrever o teorema a seguir.

Teorema 7. Uma funcdo /: X — Y possui uma Unica inversa se, € somente se, € bijetiva.
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Demonstrac¢do: (=) Suponha que a fun¢do f: X — Y tenha uma Unica inversa f ' : ¥ — X.

Agora, suponha, por absurdo, que a, b € X, com a # b. Entdo:
f@)=£fb) = (fof Na)= (fof)b) = Id(a)=1d(b) .. a=bh.
O que ¢ um absurdo! Pois, a # b, logo, f: X — Y ¢ uma bijecao.

(&) Reciprocamente, suponha que a fungdo f: X — Y seja bijetiva. Entdo, para todo a € X,
temos fla) = b € Y. Além disso, existe um Unico b € Y, tal que a funcdo g : ¥ — X define

g(b) = a, para algum a € X. Dai:

(fog)b)=/flgb))=fla)=b . fog=Idy

(goN@)=g(fla) =gb)=a .. gof=ldy.

Como (f'o g)(b) = (f o g)(b), segue que f tem inversa a esquerda e a direita que sdo
iguais. Portanto, g=f"' ¢ inica.
i

Proposi¢io 8. Se as fungdes f: X — Y e g: ¥ — X sio bijetivas, entdo (gof) ' =flog .

Demonstragdo: Sendo f: X — YV e g :Y — X fungles bijetivas, existem as inversas

f1:Y—>Xe g!l:X— 7, tais que:
flof=Idx e g 'og=Idy.
Dai, pela propriedade associativa da composicao de fungdes, temos:
(flogHo(gof=/"olg 'o(go]
=f"ollg ' og)of]
=/f""odrof)
=f"of
= Idx.

Portanto, /! 0 g ~! é uma inversa (a direita) de g o /. Pelo Teorema 7, concluimos que

tal inversa é Gnica, assim, f'og '=(go )L
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6 Conjunto Finito, Infinito e Conjuntos Equivalentes

6.1 Conjunto Finito

Segundo LIMA (2010, p. 42), a defini¢do de conjunto finito e infinito estd vinculada a
existéncia ou ndo de uma correspondéncia bijetiva. Assim, dadon € N= {1, 2, 3, ---}, considere

o conjunto /, de numeros naturais de 1 até n, isto ¢é:
L={1}

L=1{1,2}

I,=1{1,2,3,, n}.
Defini¢ao 33. Um conjunto X chama-se finito quando ¢ vazio (X = &) ou quando existe uma

bijecdo a : 1, — X.

Se existir a bijecao o : I, — X, dizemos que X tem o mesmo numero de elementos
(ou numero cardinal) que I,, ou seja, X e I, t€tm n elementos. Em decorréncia disso, cada

conjunto /; ¢ finito, paraj =1, 2, ---, n. Caso X = &, o numero de elementos de X ¢ zero.

Ainda nesse contexto, LIMA (2010, p. 43) afirma que a bijecdo a : /, — X representa
“uma contagem dos elementos do conjunto X ”, e fazendo ou(1) = x1, ou(2) = x2, o(3) = x3, -,

ou(n) = x», 0 conjunto finito X pode ser representado da forma:
X={x1,x2, =+, Xn}.

No caso da bijecao a : I, — X, definida no conjunto finito I,, seguem alguns resultados

importantes, a saber:

Teorema 8. Seja X — /,. Se existir uma bije¢do o : [, — X, entdo I, = X.

Demonstracdo: Por inducao sobre n, temos:
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Paran =1, segue a: [; — X. Assim, [1 = {1}. Como X c [, temos X = {1}. Portanto, X = .

Suponha, por hipotese de indugdo, que seja verdadeiro para algum » e considere uma

bijecio o : [,+1 — X.

Fazendo a((n + 1) = a € X, a restricdo de o a I, fornece a bijecdo a*: [, —» X — {a}.

Dai:
i) se X— {a} c I,, pela hipdtese de indugdo, temos I, = X — {a}, onde X =1, +1.
ii) se X—{a} ¢ I,,temos n+1 € X— {a}. Logo, existe p € I, +1, tal que ap) =n + 1.

Assim, por ii), definimos uma nova bijecdo B : [,+1 — X, tal que B(x) = a(x),sex #pe

x #n+ 1, de modo que, enquanto B(p) = a, temos P(n + 1) =n + 1.

A restrigdo de B a [, nos da uma bijecdo *: [, > X—{n+ 1}, talque X— {n+ 1} c I,.

Logo, pela hipdtese de indugdo, X — {n + 1} =1,, com X = [, +1.

Portanto, pelo Principio de Indugao Finita, 7, = X.
i
A partir desse teorema, os dois corolarios®® a seguir possibilitam saber quando dois
conjuntos finitos t€ém o mesmo niimero de elementos e quando pode ocorrer uma bije¢do entre

um conjunto e a sua parte propria.

Corolario 1. Se existir uma bijecdo a : [ — I, entdo m = n. Consequentemente, se existem

duas bijecdes B : I, » X e y: I, — X, entdo m = n.

Demonstrag¢do: Sem perda de generalidade, suponha que m < n. Entdo, I, — I,. Fazendo 4 = I,
e considerando que o : [,, — I, ¢ uma bijecdo, segue, pelo Teorema 8, que /,, = I, e, portanto,
m=n.

i
Corolario 2. Seja um conjunto X finito. Entdo, ndo pode existir uma bijecdo a : X — Y, tal que

Y seja uma parte propria de X.

Demonstrag¢do: Com efeito, suponha o contrario. Seja X um conjunto finito. Entdo, existe uma

bijecdo B : I, — X, para algum n € N. Além disso, B tem uma tnica inversa. Seja 4 = B~(Y).

20 Coroldrio é uma proposicio que se obtém, por consequéncia imediata, de um teorema. (AVILA, 2006, p. 5)
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Entdo, 4 € uma parte propria de [, e a restri¢ao de 3 a A fornece uma bijecdo f*: 4 — Y. Veja

o esquema de composicao de fungdes a seguir.

Dessa forma, a funcdo composta y = (B*) ' o v o B : I, — A4 seria uma bije¢do. Mas,

pelo Teorema 8, isto ¢ um absurdo! Logo, ndo existe a bijecdo a: X — Y.

Teorema 9. Se um conjunto X ¢ finito, entdo, um conjunto ¥ < X ¢ também finito. Neste caso,

a cardinalidade de Y ndo excede a cardinalidade de X, e s6 ¢ igual, quando X =Y.
Demonstragdo: E suficiente mostrar que X = I,. Por indugdo sobre n, temos:
Para n =1, as Uinicas partes de /1 sdo &I e 1.

Suponha, por hipdtese de inducdo, que seja valido para algum n € N. Considere um

subconjunto Y < I, +1. Assim:

i) se Y c I, pela hipotese de indugdo, ¥ € um conjunto finito, com numero de elementos menor

ouigual a n e, portanto, menor ou iguala n + 1.

ii)sen+1 €Y, segue Y— {n+ 1} c I,. Assim, existe uma bijecdo oo : [, » ¥ — {n + 1}, com
m < n. Agora, considere a bije¢do 3 : In +1 — Y, definida por B(x) = a(x), para x € I e
B(m +1)=n+ 1. Assim, Y ¢ finito, com numero de elementos menor ou igual a m + 1. Como

m<n,temos: m+1<n+1.

Para mostrar o caso em que ocorre a igualdade, usa-se o Corolario 2 do Teorema 8, ou
seja, ndo pode existir a bijecdo de 7, sobre uma parte propria de Y. Assim, a igualdade s6 ocorre
quando Y = I,.

o
Corolario 3. Seja uma fungao injetiva oo : X — Y. Se Y for finito, entdo X também sera, e o

numero de elementos de X ndo excede o de Y.
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Demonstragdo: Note que a fun¢do o : X — Y define uma bijecdo de X sobre a(X). Como

o(X) c Ye, por hipotese, Y ¢ finito, segue, pelo Teorema 9:
i) ou(X) finito implica X finito; e

ii) a cardinalidade de au(X), que ¢ igual a de X, ndo excede a cardinalidade de Y.

Corolario 4. Seja uma fungao sobrejetiva a : X — Y. Se X ¢ finito, entdo Y ¢ finito € o nimero

de elementos de Y ndo excede o de X.

Demonstragdo: A fungdo o : X — Y € sobrejetiva. Logo, possui uma inversa a direita, isto €,
existe uma fungio o' : ¥ — X, tal que ae o o' = Idy. Logo, a funcio o é inversa a esquerda de
o !, Assim, o' é uma funcio injetiva de Y sobre X que é finito, por hipotese. Dai, pelo
Corolario 3 do Teorema 9, segue que Y ¢ finito e seu nimero de elementos ndo excede o de
X.
i
A forma apresentada na defini¢do de um conjunto finito esta vinculada ao conjunto dos
nimeros naturais N, onde se fixou o subconjunto 7, = {1, 2, 3, ---, n}, com n € N. Contudo,
esta defini¢do pode ser desvinculada do conjunto N. Isto se deve ao matematico Dedekind®!
(1831-1916). Para ele: “Um conjunto ¢ finito se, e somente se, ndo admite uma bije¢do com

sua parte propria.” LIMA (2010, p. 49)

6.2 Conjunto Infinito

A ideia sobre o infinito ¢ antiga e surgiu a época de Zeno??, através dos seus paradoxos

sobre 0 movimento.

Um dos paradoxos mais conhecidos diz:

antes que um objeto possa percorrer uma distdncia dada, deve percorre a
primeira metade dessa distdncia; mas antes disto, deve percorrer o primeiro
quarto; e antes disso, o primeiro oitavo e assim por diante, através de uma
infinidade de subdivisdes. O corredor que quer por-se em movimento precisa

21 ' Um dos eminentes matematicos do séc. XIX que elaborou o conceito de nimero real. (BOYER, 1996, p. 390)
22 Zeno de Eléia, foi um dos grandes filésofos pré-socraticos da antiga Grécia que viveu por volta 450 a.C. Na
matematica, ele € conhecido por seus paradoxos sobre o movimento e a partir disso a ideia de infinidade surgiu
pata a reflexdo. (BOYER, 1996, p. 51)
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fazer infinitos contatos num tempo finito; mas ¢ impossivel exaurir uma
colecdo infinita, logo ¢ impossivel iniciar o movimento. (BOYER, 1996, p. 53
e 54, grifo nosso)

De acordo com CARACA (1989, p. 13), ilustraremos este paradoxo, considerando dois
pontos distintos 4 ¢ B sobre uma reta », obtendo o segmento AB, de modo que os pontos
P, P>, -+, sdo tais que: P; esta na metade de 4B; P estd na metade P;B; etc., conforme a

FIGURA 17.

FIGURA 17 — Infinitos pontos sobre uma reta.

4 PJ P

FONTE: elaborada pelo autor.

Ainda, de acordo com CARACA: intuitivamente, s6 ¢ possivel uma de duas coisas: ou
o ponto Pj+1 estd numa posicao de P;B, tal que o segmento P;+1B ¢ tdo pequeno que a operagao
de tomar ao meio termina quando se obter um segmento de comprimento igual P;+1B ou o
comprimento do segmento P;+1B € zero. Neste caso, por menor que seja o segmento P;B, obtido
pelo processo de tomar ao meio, sempre serd possivel pensar num novo segmento P8, de modo

que o comprimento do segmento PiB seja menor do que o comprimento do segmento P;B.

Dessa forma, a operacdo de “tomar ao meio” repete-se ilimitadamente e, por
conseguinte, o segmento AB terd uma infinidade de pontos Pi, P, -+, Py, ---. Assim, obtemos
um conjunto infinito:

X: {P17 PZ, ot 9P’15 ”.}‘

De modo anélogo, pode-se fazer para o segmento AP;.

Apo6s muitos séculos, o estudo sobre o infinito foi retomado e, a partir do séc. XIX, o
matematico alemdo Georg Cantor (1845 — 1918) dedicou-se profundamente ao estudo do
infinito ¢ da continuidade. Todo este esfor¢co produziu um resultado que surpreendeu os

matematicos do mundo quando ele afirmou e demonstrou que “existem conjuntos infinitos com
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diferentes cardinalidades®”. Isto significa que ha diversos tipos de infinitos. Esta foi a maior
contribuicdo de Cantor para a matematica. Além disso, ele fez a distingdo entre quatro tipos de
conjuntos, a saber: conjunto finito, conjunto infinito, conjunto enumeravel (ou contavel) e
conjuntos nao-enumeravel (ou nao-contavel, continuo). (BOYER, 1996, p. 388 — 392, grifos

Nnossos)

Observe que na FIGURA 17, ndo ¢é possivel estabelecer uma bije¢do a : I, — X.

Usaremos este fato para definir um conjunto infinito.

Definicdo 34. Um conjunto X chama-se infinito quando ndo é vazio (X # &) e, para todo

n € N, ndo existe uma bije¢do a : I, — X.

Tomando o(n) = x,, para todo n € N, temos: o(1) = x1, a(2) = x2, **+, aUn) = X, - €

representacdo do conjunto X infinito, por listagem de seus elementos, é:
X={x1,x2, -+, Xn, -}
Exemplo 40. O conjunto dos niimeros naturais N ¢ infinito.
Resolugdo: Dada qualquer funcdo o : I, — N, considere o niumero:
p=o(l)+o(2)+a3)+ -+ an).

Note que p ¢ o(l,). Além disso, para todo x € [,, tem-se: a(x) < p. Dessa forma,

o : I, — N ndo € sobrejetiva. Portanto, o : [, — N nao ¢ bijetiva. Logo, N ¢ infinito.

Outro raciocinio anédlogo seria considerar a fun¢do o : /[, — N e tomar o nimero

k=m+1,de modo que m =max{o(x);x=1,2, -, n}.

Assim, olx) < k, para todo x € I,. Portanto, o : I, — N ndo € sobrejetiva e, portanto,

o : I, — N ndo ¢ bijetiva.

Os subconjuntos (finitos ou infinitos) do conjunto dos niimeros naturais N aprentam

caracteristicas de limitacdo, ¢ também da existéncia ou ndo de um maior elemento.

2 A cardinalidade de um conjunto é a generalizagdo do conceito de nimero (ou quantidade) de elementos que
possui o conjunto. (NERI; AURELIO, 2011, p. 18)
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Defini¢ao 35. Um conjunto X < N ¢é limitado se existe um n € N, tal que x < n, para todo

x € X. Caso n € X, diz-se que n é o maior elemento de X.

Quando um conjunto X — N ndo ¢ limitado, chama-se ilimitado. Isto significa que, dado

qualquer n € N, existe algum x € X, tal que n <ux.

Segundo LIMA (2010, p. 46), todos os subconjuntos do conjunto dos nimeros naturais

sao caracterizados pelo teorema a seguir.

Teorema 10. Seja um subconjunto X, ndo vazio, do conjunto dos nimeros naturais N.
As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

i) X ¢ finito;

ii) X ¢ limitado;

iii) X possui um maior elemento.

Demonstragdo: De fato: i) = ii) Seja o conjunto finito X = {x1, x2, -*-, x»}. Considere o nimero

k=x1+x2+ -+ + x,. Assim, para todo x € X, temos: x < k. Logo, X ¢é limitado.

ii) = iii) Suponha que X c N ¢ limitado, isto ¢, existe um n € N, tal que x < n, para todo
x € X. Considere o conjunto C = {c¢ € N; ¢ > x, para todo x € X}. Assim, pelo Principio da Boa
Ordenagdo, o conjunto C possui um menor elemento. Seja co = min(C). Entdo, co € X. De fato,

suponha (por absurdo) que co ¢ X. Logo, co > x, para todo x € X.

Como X ¢ ndo vazio, segue co > 1. Dessa forma, existe p € N, tal que co =1 + p. Dai,
se existisse algum x € X, com p <u, isto acarretaria p + 1 <x e, portanto, co <x, 0 que ¢ um
absurdo! Pois, supomos co ¢ X. Logo, x < p, paratodo x € X. Isto significa que p € C. Assim,
p <co=1+p, oque também ¢ um absurdo! Pois, co = min(C). Portanto, co € X. Mas, x < co,

para todo x € X, logo, co ¢ o maior elemento de X.

iii) = i) Suponha que m € X seja maior do que todos os elementos de X. Entdo, X c I, e, pelo

Teorema 9, X ¢ finito.
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6.3 Conjuntos Equivalentes

Segundo CARACA (1989, p. 14), a operagdo de contagem possibilita comparar varios

tipos de infinito.

Dessa forma, segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 187): “€ natural indagar se dois conjuntos

tém ou ndo o mesmo numero de elementos.”

No caso de conjuntos sdo finitos, basta contar o numero de elementos de cada conjunto.
Mas, para conjuntos infinitos, a resposta dependera de como se define que dois conjuntos tém
o mesmo numero de elementos. Sobre isto, pensava-se que todos os conjuntos infinitos
possuiam o mesmo numero de elementos, ou seja, a mesma cardinalidade. Porém, em 1874,
Georg Cantor publicou no Journal de Crelle uma das mais importantes descobertas da

matematica: “Os conjuntos infinitos ndo sdo todos iguais.” (BOYER, 1996, p. 392)

Nesse contexto, surge a no¢do de conjuntos equivalentes, cuja definicdo ¢ atribuida a

Georg Cantor.

Defini¢do 36. Um conjunto X € equivalente a um conjunto Y e, representa-se por X ~ Y, se

existe uma bijecao o : X — V.

Quando um conjunto X ndo ¢ equivalente a um conjunto Y, significa que ndo existe a

bijecdo oo : X — Ye, escreve-se X + Y (1€-se: “X ndo é equivalente a Y’)

Exemplo 41. O conjunto dos numeros naturais N = {1, 2, 3, ---} ¢ equivalente ao conjunto dos
numeros pares P = {2, 4, 6, ---}, ou seja, o conjunto dos nlimeros naturais tem o mesmo niimero

de elementos de seu subconjunto proprio.

Resolugdo: De fato, considere a funcao o : N — P, definida por ou(n) =2-n. Assim, o € injetiva,

pois, para todo a, b € N, temos:
a(@)=o(b) = 2:a=2b = a=0b.

Além disso, a € sobrejetiva, porque, para todo b € IP, existe pelo menos um n € N que ¢ solugao

da “equacao” oun) = b. Basta tomar a “metade de b” e atribuir a n.

Portanto, a : N — P ¢ bijetiva, logo, N ¢ equivalente a P.
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Observe que o conjunto dos numeros pares P infinito é um subconjunto de N, que
também ¢ infinito. Além disso, P é equivalente ao conjunto N. Isto significa que um conjunto
infinito pode ser equivalente a um subconjunto proprio de si mesmo, isto ¢, o todo pode ser
equivalente a parte. “Esta propriedade ¢ caracteristica dos conjuntos infinitos.” LIPSCHUTZ
(1972, p. 188). Entretanto, Georg Cantor, em 1874, descobriu que os conjuntos infinitos nao

sao todos iguais.

Teorema 11. Sejam os conjuntos X e Y. A relacdo X ~ Y é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragdo. A fungdo identidade /d : X — X ¢ bijetiva. Logo, X ~ X, para todo conjunto X.

(IR

Dessa forma, a relagdo “~” € simétrica.

Agora, se X ~ Y, existe uma fungdo bijetiva o : X — Y. Dessa modo, o tem uma unica

¢
~

inversa o !': Y — X que é também bijetiva. Assim, ¥ ~ X. Logo, a relagdo ¢ reflexiva.

Finalmente, se X ~ Y e Y ~ Z, existem as fungdes bijetivas aa: X —> Y e B: Y — Ze,
por conseguinte, a fungdo composta 3 o a : X — Z ¢ bijetiva. Entdo, X ~ Z, ou seja, X ~ YV ¢

Y ~Z implicam X ~ Z. Portanto, a relacdo “~” ¢ transitiva.

(IR [IPR]
~ ~

Como a relagao ¢ reflexiva, simétrica e transitiva, conclui-se que ¢ uma relacao

de equivaléncia.

6.3.1 Conjuntos Enumeraveis e Nao-enumeraveis

Com a formalizagdo do conjunto dos nimeros naturais através dos Axiomas de Peano,
o conjunto N = {1, 2, 3, ---} tornou-se o conjunto-base (ou referéncia) para o estudo de outros

conjuntos.

A nog¢do de enumerabilidade ou ndo-enumerabilidade de um conjunto X surge na
possibilidade de existir uma correspondéncia bijetiva entre N e X, de modo que X seja

equivalente a N.
Seja o conjunto dos nimeros naturais N = {1, 2, 3, ---}.

Definicdo 37. Um conjunto E (finito ou infinito) chama-se enumerdvel (ou comensuravel)

quando ¢ equivalente ao conjunto N.
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Em outras palavras, a equivaléncia entre um conjunto qualquer E e o conjunto dos
nimeros naturais N garante a existéncia da fung¢do bijetiva o : N — [E, definida por oun) = ey,

onde e, € [E, de modo que o enumera os elementos do conjunto E.

Nesse contexto, segundo LIMA (2010, p. 48), esta enumeracdo ocorre fazendo

a(l)y=-e1, a(2)=e2, -+, an)=ey, -+, paratodon € N.
Dessa forma, a representacao do conjunto E, por listagem de seus elementos, é:
]E = {elj €2, ey en’ ...}'

Além disso, diz-se que o conjunto E tem a mesma cardinalidade (ou quantidade de elementos)

de N.

Segundo LIPSCHUTZ (1972, p. 192): Para designar a cardinalidade dos conjuntos
enumeraveis, Georg Cantor utilizava o simbolo X, (1é-se: “alef-zero”). Hoje, porém, usa-se o
simbolo #(N) = a, para representar o numero de elementos (ou tamanho) do conjunto dos

nameros naturais.

Quando um conjunto ¢ enumeravel, diz-se que é contavel.

Defini¢dio 38. Um conjunto infinito E chama-se ndo-enumerdvel (ou incomensurdvel) quando

ndo € equivalente ao conjunto N.

Exemplo 42. O conjunto dos nimeros naturais N = {1, 2, 3, ---} é equivalente ao conjunto dos

nimeros pares P = {2, 4, 6, ---} (ver o Exemplo 41). Logo, P ¢ enumeravel.

Exemplo 43. O conjunto dos nimeros impares I = {1, 3, 5, ---} é enumeravel.

Resolugdo: Basta tomar a bijecdo o : No — I, definida por on) = 2:n + 1. Assim, N ¢

equivalente a I e, portanto, I ¢ enumeravel.

Exemplo 44. (Sequéncia) Uma sequéncia infinita de elementos de um conjunto X, representada
por x = (x1, x2, x3, ***) = (x»), onde n € N, € uma funcdo x: N — X, definida por x(n)=x,. Uma

sequéncia qualquer de elementos distintos ¢ enumeravel.
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Resolugdo: A fungdo f: N — X, definida por f{n) = x, ¢ bijetiva, com dominio N. Logo, X ¢é

equivalente a N. Portanto, a sequéncia (x1, x2, x3, ***), com x, € X ¢ n € N é enumeravel.

Teorema 12. Todo conjunto infinito possui um subconjunto infinito enumeravel.

Demonstragdo: Vamos definir uma fungdo o : N — X injetiva, de modo que um subconjunto
infinito D < X seja enumeravel. De fato, dado um conjunto infinito X = {x1, x2, x3, -*-}.

Considere o conjunto 4, = X —J,, onde J, = U1 <; <, {x;}, isto €:
Ar=X-Ji e Ji={x1}.

Ar=X-J» ¢ J»={x1,x2}.

An:X_Jn (] Jn: {xl, xz, x3,"',x”}.

Dessa forma, definimos a funcao o : N — D < X, de modo que:

ar = o(4).
ar= oA2).
an= oAn).

onde D = {ai, az, ***}.

Como X ¢ infinito e J, € finito, temos que 4, = X — J, ndo € vazio, para todo n € N.

Mostraremos que a € injetiva. De fato, dados m, n € N, com m <n, temos an € D — {ax}.

Portanto, m # n implica an. # an, logo, o € injetiva. Dessa forma, D = {ai, a2, **-} ¢ um

subconjunto infinito enumeravel de X.

Teorema 13. Todo subconjunto de um conjunto enumeravel € finito ou enumeravel.

Demonstragdo: Sejam um conjunto enumeravel X = {xi, x2, x3, ---} € um subconjunto 4 de X.

Entdo, existe uma funcdo x : N — X, definida por x(n) = x,, cuja sequéncia é:

x = (x1, X2, X3, ***) = (xn), onde n € N.
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Como 4 c X, temos:

i) se A =, entdo A ¢ finito e, portanto, enumeravel.

ii) se A # O, seja a fungdo bijetiva o : N — {a(1), a(2), au(3), :-+}, definida por ou(n) = au),

onde:
aq(l) € A € o primeiro elemento da sequéncia (x,)
aq) € A € o segundo elemento da sequéncia (x,)
aaky € A € 0 k—€ésimo elemento da sequéncia (x,)
Temos, a composicao bijetiva B o o : {o(1), a(2), a3), -} — {aw), Au@), *** , Aak), ***}»

definida por B(oun)) = aam).

Dessa forma, 4 = {au(1), du2), *** , aak), ***}. Dai, se o conjunto {o(1), a(2), a(3), ---} €
limitado, segue que A ¢ finito. Do contrario, 4 < X ¢ infinito e, pelo Teorema 12,
A é enumeravel.

i
Corolario 5. Seja um conjunto X contavel (enumeravel). Entdo, todo subconjunto 4 de X ¢

contavel (enumeravel).

Demonstra¢do: Sendo X um conjunto contavel (ou enumeravel), pelo Teorema 13, o

subconjunto 4 de X ¢ finito ou enumeravel. Em qualquer um dos casos, 4 ¢ contavel.

Teorema 14. Seja um conjunto X enumeravel. Se a funcdo a : X — Y € sobrejetiva, entdo, o

conjunto Y é enumeravel.

Demonstrag¢do: Por hipotese, a fungcdo o : X — Y ¢é sobrejetiva. Entdo, existe uma fungao
B: Y— X, talque oo P =1dy. Logo, a éuma inversa a esquerda de [} e, portanto, [ € injetiva.
Além disso, o conjunto X é enumeravel, assim, Y ¢ enumeravel.

]
Teorema 15. Sejam todos os conjuntos X1, X2, X3, X4, ... enumeraveis. Entdo, U Xj, comj € N,

¢ enumeravel.
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Demonstragdo: Considere esquema a seguir:

A
xX2rT X220 X33 e X2n
x31 X3 X33 e X3n
L
Xnl Xn2 Xn3 e Xnn

Por hipétese, cada um dos conjuntos Xi, X2, X3, Xa, ... € enumeravel. Entdo, para manter
esta propriedade, considere o conjunto X; formado pelos elementos da diagonal secundaria
deste esquema, de modo que:

X1 = {xu},
X2 = {x12, x21},
X3 = {x13, X22, X31},

Xa = {x14, X23, X32, X41}, ***

Dessa forma, Assim, cada X; ¢ finito e, portanto, enumeravel. Além disso, a reunido
UX,=XiuXo UX3 U Xs U - = {X11, X12, X21, X13, X22, X31, X14, X23, X32, X41, == }. Portanto,
U X; € enumeravel.

m]

Sobre os conjuntos infinitos, o0 Teorema 12 afirma que: “Todo conjunto infinito possui

um subconjunto infinito enumeravel.” Mas serd que todo conjunto infinito ¢ enumeravel?

Ha muito tempo, pensava-se que todos os conjuntos infinitos possuiam a mesma
cardinalidade do conjunto dos niimeros naturais. Porém, em 1874, Georg Cantor surpreendeu
0s matematicos de sua época ao afirmar e demonstrar que “os conjuntos infinitos nao sao todos
iguais.” Isto significa que exisfe conjunto com cardinalidade diferente da cardinalidade do

conjunto dos niumeros naturais e, portanto, infinito ndo-enumeravel. (BOYER, 1996, p. 392)

Ainda nesse contexto, segundo AVILA (2006, p. 33), outro fato surpreendente é de
haver equivaléncia entre um conjunto infinito e seu subconjunto proprio (ver os Exemplos 41

e42).

Mais adiante, veremos em que situagdo ocorre a nao-enumerabilidade de conjuntos

infinitos.
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7 Conjunto dos Numeros Inteiros

Um dos conjuntos numéricos importantes da Matemadtica ¢ conjunto dos niimeros
naturais (ou conjunto-base) N = {1, 2, 3, ---}, cuja formalizacdo foi elaborada por Peano.

Contudo, ha situagdes em que a equagdo m + x = n, na incognita x, nao tem solugdo.

Nesse contexto, segundo AYRES (1973, p. 57): “O sistema dos numeros naturais tem
um obvio defeito no fato de que, dados n, m € N, a equacao m + x = n pode ter ou ndo uma

solucdo.”

Por exemplo, a equagdo m + x = s(m), em x, onde s(m) é o sucessor de m € N, tem

solugdo x = 1. Mas, a equacdo s(m)+x=m ndo tem solu¢do em N.

Nao obstante, o autor afirma que: “o sistema dos nimeros inteiros pode ser construido
a partir do sistema dos nimeros naturais.” Isto significa que para solucionar este problema ¢

necessario ampliar (ou estender) o conjunto dos nlimeros naturais.

A possibilidade de ampliagdo do conjunto dos nimeros naturais deve-se ao Principio

da Extensado que, segundo CARACA (1989, 10):

0 homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi¢oes do seu
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢ées se obtém, e a
procurar o maior rendimento possivel dessas generalizagoes pela exploragdo
metddica de todas as suas consequéncias.

7.1 Particio de um Conjunto em Classes de Equivaléncia

Considere o conjunto N x N = {(n, m) ; n, m € N}. Se o par ordenado (n, m) fosse uma
solucdo da equagdo m + x = n, entdo o par ordenado (s(n), s(m)) também seria uma solugao da
equagao s(m) + x = s(n), onde s(k) € o sucessor de k£ € N. Isto motiva a particao de N x N em

classes de equivaléncias, tais que (n, m) e (s(n), s(m)) sejam membros da mesma classe.

De acordo com FERREIRA (2013, p. 36, grifos nossos): “Um numero inteiro sera,

entdo, definido como uma classe de equivaléncia dada por essa relagdo.”
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Ainda, segundo o autor, “o conjunto dos numeros inteiros sera, portanto, conjunto
dessas classes de equivaléncia.” Este novo conjunto possui uma “copia algébrica” do conjunto
dos numeros naturais N.

(I
'~

Definicao 39. Seja a relacao binaria (1e-se: “equivalente a”). Dados (n, m), (p, q) € N x N,

diz-se que (n, m) ~(p, q) se, e somente se, n+qg=m + p.

[I3RAd
~

Ja vimos que a relagdo (ou “R”) ¢ uma relacdo de equivaléncia e, portanto, realiza
uma particdo no conjunto N x N, que resulta num conjunto de classes de equivaléncia. O

conjunto quociente de N x N nesta relagdo desta relagdo é:

NxN/_ = ([n,ml, [p, ql, ),

onde [n, m] = {(a, b) ; (a, b) ~ (n, m), com (a, b) € N x N}. Além disso, sabemos que:
[n,m]=[p,q] &= (n,m)~(p,q).

NxN/_

Definicao 40. (Extensdao de N) O conjunto quociente , que denotaremos por Z,

chama-se conjunto dos numeros inteiros.

Em simbolos, representa-se por Z = NxN/_

Z={[n,m, [p, g, -}

ou, de forma equivalente,

Agora, definiremos as operagdes de adigdo e multiplicagdo em Z, bem como a

justificativa de algumas de suas propriedades.

7.2 Operacoes de Adi¢ao e Multiplicacao

Para todo [n, m], [p, q] € Z, define-se:

i) a adig¢do: [n, m] + [p, q] = [(n + p), (m + q)], onde [n, m] e [p, q] sdo as parcelas e

[(n +p), (m+ q)] a soma;

ii) a multiplicagdo: [n,m] - [p,ql=[(n-p+m-q), (n-q+m-p)], onde [n, m] e [p, q] sdo os
fatorese[(n-p+m-q),(n-q+m-p)l|o produto.
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Teorema 16. As operacdes de adicdo e multiplicagdo sdo bem definidas em Z.

Demonstragdo: Precisamos mostrar que, para todo [a, b], [c, d], [a’, b’], [¢’, d’] € Z, com

[a,b]=[a’,b’] e [c,d]=][c’, d’] valem as igualdades:
i) Adicao: [a, b] + [c,d]=[a’, b’ ]+ [c’,d’]; e
ii) Multiplicagdo: [a, b] - [c,d] =[a’,b’] - [¢’,d].

De fato, para a i) Adi¢do, temos:

[a,b]=[a’,b] & (a,b)~(a’,b) & a+b’=b+a’=a’+b & a+b’'=a’+b e ()

Analogamente:

[c,d]|=[c,d] & (c,d)~(c’,d) & c+d' =d+c’=c’+d & c+td'=c’+d ..(*%

Somando, membro a membro, as igualdades de (*) e (**), obtemos:

(ato)y+(b’+d)=(a +c)+(b+d) < (ato),(b+d)~((@+c), (b'+d)) &
[(ato),(b+d)]=[(a +c), b +d)] & [a,b]l+][c,d]=[a’,b’]+][cd].

No caso de ii) Multiplicagdo, considere a igualdade:
(atb)-(cte)t(@+b)-(d+d)+(ctd) (ata)+(d+c’) (b+b)
=(@+b)-(ctc)+(@+b)-(d+d)+(d+c)-(ata)+(c+d)-(b+D).

Desenvolvendo cada produto, obtemos:
2@-ct+b-d+a -d’+b-c)t(@-c’+b’ -cta-d+b-d)+(a -c+d -a+b-c’+b -d)
=2a-d+b-ct+ta’-c’+tb’-d)+(a-c’+b’ -c+a’-d+bd)+(a ctd-a+bc’+b"d).

Aplicando a lei do cancelamento, resulta:

a-ctb-d+a’-d’+b’-c’=a-d+b-c+a’-c’+b’-d &
(a-ctb-dy+(@-d+b-c)~@-d+b-c)+(a’ -c’+b’-d) &
[(@-c+b-d),(a@a-d+b-c)]=[(a -c’+b’-d),(a-d’+b’-c)] &

[a,b] - [c,d]=[a’,b][c’,d’].
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As operagdes de adicdo e multiplicacdo podem ser reescritas fixando a <« [n, m] e

b < [p, q], paratodo a, b € Z. Dessa forma, escrevemos:
i’) adi¢do:a+b < [n,m]+[p,q]=[(n+p),(m+q);e

ii’) a multiplicacdo: a - b < [n,m]-[p,q]l=[(n-p+m-q),(n-q+m-p)].

7.3 Numeros Inteiros Positivos

Para m € N, aequagdo m +x=s(m) tem solucdo x =1, pois, s(m) =m + 1 e, portanto,

m ¢ solugdo da equagdo 1 + x = s(m).

Dessa forma, AYRES (1973, p. 59) estabelece uma bije¢do o : N — 7 ™ que a cada
elemento n € N associa a classe de equivaléncia [s(n), 1]. Assim, pela defini¢do de adig¢ao e

multiplicagio, para todo p, g € N, temos:
o [s(p), 1]+ [s(g), 11=[(s(p) +s(¢)), 1 + D] =[s(p +g), 1]; ¢
o [s(p), 1][s(q), 11 =[(s(p)-s(g) + 1-1), (s(p)-1 + s(p)-1)] = [s(p-g), 1].
Portanto, a fungdo o define um isomorfismo de N em {[s(n), 1] ; n € N} < Z.
Agora, suponha que [p, g] = [s(n), 1], para todo n, p, ¢ € N. Assim:
[p,q]=[s(n), 1] & P, q9)~(0),1) & ptl=g+sin) & p+l=g+tn+l .
p=n+gq, com p>n.

Assim, definimos o conjunto {[s(n), 1]; n € N} como o conjunto dos nimeros inteiros
estritamente positivos. Em simbolos, escrevemos:

I7={[s(n),1];n € N}.

Neste caso, I * & isomorfo com N, ou seja, podemos escrever [ = {1, 2,3, ---}.
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7.4 Numeros Inteiros Negativos

Para AYRES (1973, p. 59), o numero inteiro zero “0” corresponde a classe de
equivaléncia [n, n], onde n € N. Além disso, para todo n, p, ¢ € N, temos [n, n] = [p, q]

se, € somente se, p =q.

Em outras palavras, definimos uma bijecao o : N — {[n, n] ; n € N} que, a cada nimero
natural »n associa ao nimero 0 (zero) representado pela classe de equivaléncia [n, n]. Em
simbolos, escreve-se:

[n, n] < 0.

Para as operagdes de adicdo e multiplicagdo de numeros inteiros, decorrem as

propriedades: dados 1, m, p, ¢ € N:
i) [p, g1+ [n,n]=1p, ql;
i) [p, q] + [g, p] =[n, n]; e
iii) [p, q] - [n, n] = [n, n].

De fato, em i), temos [p, q] + [1, n] = [(p + n), (g + n)].

Como (p +n) + ¢ =p + (g + n), segue que:

(p+n),(@+tm)~@p,q) < [p+n),(g+n]=[p,.q] = [p.q]+[n nl=Ip,ql.

Em i), temos [p, g1 + [¢,p] = [(p + ¢). (¢ + P)1 =[P + @), (p + )] = [n, n], onde n =p + q.

Finalmente, em iii), temos [p, ¢] - [n,n] =[(p -n+q-n), (p - n+ q - n)] = [n, n], pois,
p-ntgq-n)tn=@p-ntqg-n)+n.

i

Na propriedade i), onde temos opera¢do de adi¢do, a classe de equivaléncia [n, n]

representa o zero € o elemento neutro da adi¢do. A classe de equivaléncia [g, p] representa o

simétrico (ou oposto) de [p, q] na propriedade ii), e denota-se por (- [p, ¢]), que chamaremos o

negativo (ou inverso aditivo) de [p, q].
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De acordo com AYRES (1973, p. 60), supondo [p, g] <= n € N. Como [q, p] =—[p, ¢,

introduzimos o simbolo — n, para denotar o negativo de n € N. Em simbolos, escreve-se:

[p,ql > n & [q,p] > —n

A introducdo do simbolo — n (simétrico ou oposto, ou ainda, inverso aditivo de n) s6
foi possivel devido a sua unicidade. Isto significa que, dado um numero inteiro [p, g] <> n,
existe um unico inteiro [gq, p] < —n, tal que [p, ¢q] + [g, p] = [n, n] < 0. De fato, suponha
que existam dois inversos aditivos de n, isto €, [r, s] <> —a e [t,u] < —b, com [p, q] < n.
Entao:

[p, gl +[r,s1=1[n,n] e [p,q] +[t,u]l = [n,n] &
[P, gl +[r.s1=[p.ql +[t,u] &
[p+r,qg+sl=[p+tq+ul
Mas, [p+7,q+s] & n+(-a) e [p+t,g+u]l & n+(-b). Assim:
[ptrgtsl=[p+t,qg+tu]l © n(a)=n+((-b) & —a=-b & [r,s]=[t, u].

Finalmente, a propriedade iii) significa que qualquer classe de equivaléncia [p, ¢]
multiplicada por uma classe de equivaléncia nula sempre resultard numa classe de equivaléncia

nula.
Com isto, definimos o conjunto dos nimeros inteiros estritamente negativos:
I ={[n,m];n<m,comn,m e N}.
Assim, por isomorfismo, o conjunto dos nimeros inteiros representa-se por:
Z=1"Ul U{0}={0,£1,£2,+3,--- +n,-}.

Neste novo conjunto, valem todas as propriedades da adi¢do e multiplicagdo em N.

7.5 Relacdo de Ordem

De modo semelhante em N, podemos comparar dois niumeros inteiros através de uma

relacdo de ordem, de modo que: dados n, m € Z, escreve-se “n < m” para significar que
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“n estd a esquerda de m” e, analogamente, escreve-se “n > m” para dizer que “n estd a direita

de m”.

Do ponto de vista geométrico, os numeros inteiros podem ser representados sobre uma
reta, de modo semelhante a representacdo dos numeros naturais. A FIGURA 18 ilustra esta

representacao.

FIGURA 18 — Representagdo dos nimeros inteiros sobre uma reta.

FONTE: elaborada pelo autor.

De modo anélogo, referente & Proposiciao 2 para nimeros naturais, observe que nao
existe um numero inteiro entre dois inteiros consecutivos. Além disso, se n € Z, tal que n >0,

entdon > 1.
Definicao 41. Sejam [n, m] < a ¢ [p, q] < b, onde a, b € Z. A relagdo de ordem “<”
(1é-se: “menor do que”), em Z, ¢ definida por:

a<b se,esomentese, n+qg<m+p.

Analogamente, define-se para ‘“>”, “>” e “<”. Além disso, vale também a lei da
tricotomia, isto ¢, para quaisquer dois nimeros inteiros a, b € Z, uma, e somente uma, das
afirmagdes pode ocorrer:

a>b ou a=b ou a<b.

Exemplo 45. Prove que, dados a, b € Z, a < b se, e somente se, a — b <O0.
Resolugdo: Sejam [n,m] <> a e [p,q] < b. Entdo:

a-b=a +(=b) & [n,m]+(-[p,q])=[n,m]+[q,p]=[n+q, m+p]
Assim:

(=)se a<b,entdo n+qg<m+p e, portanto, a—b <0.

(&)se a—b<0,entdo n+p<m+gq,logo, a<b.
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Exemplo 46. Sejam a, b € Z, tais que b < a. Entdo, existe ¢ € Z, de modo que a = b + ¢ ou

c=a-—b.

Resolugdo: De fato, para todo a, b € Z, sejam [n, m] <> a ¢ [p,q] < b,com n, m,p, q € Z.
Entio:

a-b=a+(=b) < [n,m]+(=[p,ql)=[n, ml+[q,pl=[n+q,m+p].
Pondo ¢ < [n+ g, m + p], temos:
a=btc o [pgltntgmtpl=[n+p+gm+tptql=[nm]+p+qp+ql
Mas, [p+q,p+q] < 0,logo a=b+c < [n,m]+[p+q,p+q]=][n m.

Portanto, se b < a, entdo, existe ¢ € Z,talquea=b+couc=a—b.

Exemplo 47. (Regra de Sinais) Para todo a, b € Z, valem as “regras de sinais”:
a) (—a)(—b)=a-b.
b) (+ a):(— b) =—(a*b).

Resolugdo: a) Sejam [n,m] <= a ¢ [p,q] < b.Entdo, [m,n] < —a ¢ [q,p] < —b. Além
disso:

a-b < [n,m][p,q]=[np+mq,nqg+mp].
Por outro lado:
(—a)(=b) < [m, n]lg, p] =[mq+np,mp+nq]=[np+mq,nqg+mp]
Assim, (— a)-(— b) =a-b.
b) Temos: (+ a)-(=b) < [n, m]'[q, p] = [n:qg + m-p, n-p + m-q].
Por outro lado:
ab — [n,m][p, q]=[np+mq,ng+mp] .. —(ab) < [ng+mp,np+mq].

Logo, (+ a)-(— b) =—(a-b).
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Exemplo 48. (Lei do Produto Nulo) Prove que, para a, b € Z, se a-b = 0, entdo, a = 0 ou

b=0.

Resolugdo: Sejam [n, m] <= a ¢ [p,q] < b e suponha que a = 0. Entdo, n # m e, portanto,
n—m# 0. Assim:

ab < [n,m][p,q]=[np+mqnqgtmp] < 0 <
np+mqg=nqg+tmp &
p(n—m)=gq(n-m) <
p(n-—m-qmn-m=0 <
(n—m)-(p—¢)=0.

Como, por hipotese, n — m # 0, temos, p — ¢ = 0 e, portanto, p = ¢. Logo,

[p, 4] =[p,p] < 0=0.
De modo semelhante, mostra-se que se b # 0, entdo, a = 0.
Exemplo 49. Para todo n, m, p, g € Z, mostre que:
a) [s(n), n] & 1.
b) [n, s(n)] <> — 1.

¢) [(n +m), m] =[s(n), 1].
d) [n, m] - [s(p), p] = [n, m].

Resolugdo: a) De fato, suponha [s(n), n] <> a € Z. Como s(n) =n + 1, temos:
[s(n), n] =[n+1,n]=[n,n]+[1,0].

Mas [n, n] <> 0, logo: [s(n), n] = [n, n] + [1, 0] = [1, 0] = [a, 0] & a = 1. Portanto,

[s(n), n] < 1.
b) Temos: [n, s(n)] =— [s(n), n] <> 1. Mas s(n), n] < 1, portanto, [n, s(n)] < —1.

) [(n+m),ml=[s(n),1] & (n+m),m)~@sHh),l) & n+m+1=m+sn

n+1=us(n).

d) Do item a), temos: [s(n), n] < 1. Logo, [n, m]-[s(p), p] = [n, m].
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7.6 Valor Absoluto

Conforme AYRES (1972, p. 63): O valor absoluto (ou modulo) de um nimero inteiro

x, denota-se por | x |, ¢ definido por:
|x|=x,sex>0 e |x|=—x,sex<0.

Dessa forma, o valor absoluto de um nimero inteiro ¢ sempre positivo ou nulo, isto &,

x| el™ v {0}.

Nesse contexto, conforme LIMA (2010, p. 71), podemos entender o valor absoluto de
um namero inteiro da seguinte forma: dado x € Z, ou x ¢ —x sdo ambos iguais a zero, ou um
¢ positivo e o outro ¢ negativo. O numero inteiro entre x ¢ — x que nao for negativo,
chama-se valor absoluto (ou modulo) de x e denota-se por | x |. Isto significa que | x | é o maior

dos numeros x e¢ —x. Em simbolos, escreve-se:
| x | = max{x, — x}.

A partir disso, podemos escrever que | x | >x e | x|>—x. Além disso, | x |>—x ¢

equivale a — | x | < x. Em suma, para todo x € Z, temos:
—x<|x|<x.
Mais ainda, para todo x € Z, vale a propriedade | x | = |- x |. De fato:
| x| =max{x,—x} = |-x|=max{—x,—(—x)} =max{—x,x} =max{x,—x} =|x]|.

Ainda, segundo LIMA, o teorema a seguir mostra a equivaléncia da relagdo de

desigualdade modular.

Teorema 17. Seja a € Z. Entdo, para todo nimero inteiro x, as seguintes afirmacdes sao
equivalentes:

i)—a<x<a.

ii)—a<x e x<a.

iii) | x | <L a.
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Demonstragdo: De fato, i) —a<x<a © iij)—a<x e x<a.Como |x |=max{x,—x}, temos

—a<x e x<a & iii)|x|<La.

]
Corolario 6. Sejam a, b € Z. Entdo, para todo nimero inteiro x, | x —a | < b se, e somente se,

a-b<x<a+h.
Demonstra¢do: Pelo Teorema 17, temos:

|x—a|<b & —-b<x-a<b © a-b<x+ta—-a <a+tb © a-b<x<a+bh.

O valor absoluto de um niimero inteiro tem outras propriedades, a saber:

7.6.1 Propriedades do Valor Absoluto

Para todo a, b € Z, as afirmagdes a seguir sdo verdadeiras:
VA) —|a|<a<]al.
VAz) —(Ja|+|b]|) <a+b<|a|+|b| & |a+b|<|al|+|b|. (Desigualdade triangular)
VA3) |a—b|<|a|+]|b].
VAy |a|—|b|<|a-b]|.
VAs) |a|—|b|<|a+b].
VAe) |a-b|=|al||b]|.

Demonstragdo: Em VAj), para todo a € Z, temos:
|a|=max{a,—a} & |a|>a e |a|=2—a.
Mas, |a | =2 —a é equivalente a — | a | < a. Entdo:
la|>2a e —|a|<a © —|a|<la<]a].
Em VA3), temos, em vistade VAy): —|a|<a<|a| e —|b|<bL|D].
Somando estas duas desigualdades, obtém-se:

—(la|+|b]) <at+b<|al|+]|b]
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Pelo Teorema 17, i) ¢ equivalente a iii), entdo:
—(al+|b]) <atb<|a|t|b| & |a+tb|<|al|+]|b].

Outra maneira de demonstrar esta propriedade é: por definicdo, temos |a | > a e

|b|>b, logo, —|a|<a e —|b|<b. Assim:
atb<la|+|b|e—-(a+tb)y=—a—-(+b)=—a+(=b)<|a|+]|b]|.
Como, por defini¢do, |a+b|=a+ b ou —(a + b), temos:
lat+b|<|a|+]|b].
Em VAj3), temos, pela Desigualdade triangular:

la=b|=la+(b)[<[al+[(D)|=]a|*|b| & [a-b[<[a|+]b].

Em VAy), segue, pela Desigualdade triangular, que:
la|=|(a-b)+b|<|a-b|+|b| & |a|-|b|<|a-b|
Em VAs), temos, por VAy):
lal-[b|<la-b[<latb| & |a[-|b[<]a+Db].
Em VAg): Paratodo x € Z, temos |x|=x, sex>0 e |x|=—x, sex <0. Assim:
e sea,b>0,tem-se |a|=a,|b|=b e a-b>0.Portanto, |a-b|=ab=|al|b|.

e sea, b<0,segue que |—a|=—(—a) e, portanto, | a | = a. Analogamente para b, isto &,

| b|=b. Além disso, a-b>0,logo |ab|=ab=]|al|b|.

e sea>0eb<0(ocasoa<0 e b>0¢semelhante), entdo |a|=a e |b|=—-(—b)=b.

Além disso, a'b <0 e, por conseguinte, |a-b |=—(—ab)y=ab=|a||b|.

Outra maneira de demonstrar esta propriedade ¢: Como | x | = max{x, — x}, temos
| x | ¢ um dos elementos x ou —x. Assim, |a > =a* e | (- a) |* = (- a)* sdo equivalentes.

De modo analogo, | b |* = b2
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Portanto, | a-b = (a-b)?> = a*b*=|a * - | b *. Dai:
labP=laf-|b} & |abP~|af |b}=0 & (lab|+|al|b])(ab|-|a||b])=0.
Pela Lei do Produto Nulo, obtém-se:

lab|+]al|b[=0 ou |ab|-|al|b|=0 & |ab|==]al|b|=0 ou [ab[=+]al|b]

< Jab|=x|al|b]
Como | ab| e | a || b|sdo ndo-negativos, conclui-se:

lab|=]al|b].

7.7 Operacoes de Subtracio e Divisao

CARACA (1989, p. 20) menciona que, em relagdo as operagdes de adicdo e

multiplicagdo, pode-se estabelecer os problemas inversos a seguir:

No caso da adi¢dao, dada uma soma e uma das parcelas, determinar a outra parcela, ou
seja:

“Dados a, b € Z, determinar ¢ € Z, tal que a=c + b.
Para a multiplicacdo, dado o produto e um dos fatores, determinar o outro fato, isto é:
“Dados a, b € Z, determinar ¢ € Z, tal que a-c=b.

Ja sabemos que a operagao de adigdo ¢ bem-definida e vale a propriedade comutativa.
Assim, dado qualquer b € Z, existe um Unico inverso aditivo “(— b)”, tal que b + (— b) = 0.
Dessa forma, a =c + b equivalea a +(— b) =c+ b+ (- b) e, portanto, ¢ = a + (— b). Isto sugere

a definicao de subtracao.

7.7.1 Operacao de Subtraciao

Segundo AYRES (1973, p. 62): dados a, b € Z, a subtragdo ¢ definida por
a-b=a+(-Db).
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Em outras palavras, a subtragdo a — b ¢ um nimero c¢ € Z, tal que:
a-b=c & a=c+b.

Dessa forma, pode-se dizer que a subtragdo ¢ a operagdo inversa da adi¢do e vice-versa.

Exemplo 50. Mostre que, para todo a, b € Z:
a)a+(—a)=0.
b) se a + x = b ¢ uma equagao em x, entdo x = b + (— a) ¢ solugdo desta equacgdo. Além disso,

prove que a solugdo ¢ Unica.
Resolugdo: a) Seja [n, m] <> a. Entdo, [m, n] <> —a. Assim:
at(—a) & [n,m]+[m,n]=[n+m,m+n]=[n+m,n+m] 0.Portanto, a + (—a) =0.

Isto dignifica que para cada a € Z, existe um inverso aditivo (— a) € Z, tal que

at(a)=0.

b) Sejam [n, m] <> a e [p, q] < b. Temos:

x=b+(-a)=[p,qlt([n,m])=[p,ql +[m,nl=[p+mqg+n] .. x < [p+mq+n]
Assim:

atxe[nmlt[ptmqg+n]l=[ntp+tmm+qg+n]l=[p,qgl+t[n+tmn+m]—b ..
a+x=>b.

Logo, x =b + (- a) ¢ uma solucdo da equagdo a + x = b.

Agora, suponha que exista outra solu¢ao y da equagdo a + x = b. Entdo:
atx=b=a+y © atx=a+ty.

Pela lei do cancelamento da adigdo, obtém-se x =y e, portanto, a solugdo € tnica.

Na operagao de subtragdo, ndo valem as propriedades comutativa e associativa. Porém,

vale a propriedade distributiva em relagdo a subtragdo. De fato:
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i) Comutativa: Sejam [n, m] <= a ¢ [p, q] <> b. Temos:

a—b=a+(=b)—[n,ml+([p,qD)=[n,m]+[q,pl=[n+q,m+p]

b—a=b+(-a)=[p,q]+(=[n,m)= [p,ql+[m,n]=[p+mq+n]

Como [n+ g, m+ p] #[p+m,q+n], conclui-se quea— b # b —a.

ii) Associativa: Sejam [n, m] <> a, [p, q] <> b e [r, s] <> c. Entdo:

b—C:b+(—C)<—>[p,CI]+(—[}",S]):[p,q:|+[S,I”]:[p+S,q+l”]

—(b-c)e=[gt+rp+ts]

a-b=a+(=b) = [n,m]+(—[p,q])=[n,m]+[g,p] =[n+q,m+p].
Assim:

a-(b-c=a+t(=(b-c) = [nml+lg+tr,pts]=[n+tqg+r,m+p+s]

(@a=b)—c=(a-b)+ () [ntgmtp]+[s,r]=[ntqg+s,m+tp+r]

Como[n+tg+tr,m+p+s|#[m+p+s,n+q+r], segue:

a—(b-c)#(a—b)—c,comc=#0.

iii) Distributiva em rela¢do a subtracdo: Sejam [n, m] <= a, [p, q] <> b e [r, s] <> c. Entdo:

b—c=b+(c)=pql+InsD=[p.ql+Is,r]1=lp+s,q+r] . b—c < [pts,qg+r]

Assim:

a(b-c) & [n,m]-[p+s,q+r]=[n@+s)+m(qg+r),n(qg+r)+m@p+s)]

=[np+ns+mq+mr,nqg+nr+mp+ms].

Por outro lado:
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ab—ac — [n,m][p,q] + ([n, m][r,s])=[np+mq,nqg+mpl+([nr+ms,ns+mr])
=[np+mq,nq+mpl+[ns+mr,nr+ms]
=[np+mq+ns+tmr,ng+mp+nr+ms|
=[np+ns+mqg+mr,ng+nr+mp+ms].
Portanto, a-(b—c)=a-b —a-c.
Exemplo 51. (Lei do Cancelamento - multiplicacio) Mostre que, para a, b, ¢ € Z,
a-c=b-c se, e somente se, a = b, sempre que c # 0.

Resolugdo: De acordo com a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a subtragao,
temos:

ac=bc © ac—bc=c(a-b)=0 © a-b=0,comc#0.
De fato, sejam [n, m] < a, [p,q] < b e [r,s] < c. Entdo:
a-b=a+(=b) & [nm|+(—[r,s])=[n,m]+][s,r]=[n+s,m+r] ..
a-b=0 & [n+s,m+r].

Assim, c:(a—b) < [r,s][n+s, m+r], com[r,s] < c#0.Logo, c(a—>b)=0
se, e somente se, a—b =0, com c#0.

A outra questdo, refere-se ao caso em que dados a, b € Z, determinar ¢ € Z, tal que
ac=>b.

Nas palavras de AYRES (1973, p. 88), isto equivale a afirmar que: “O sistema dos
nimeros inteiros possui um defeito 6bvio, que dados os inteiros a # 0 e b, a equagdo a-x = b

pode ter ou ndo solugdo.”

Neste sentido, indaga-se: “Que restricdo implicaria na existéncia ou nao do c inteiro, de

modo que a:c=b7".

Para responder esta pergunta, observe que o membro da esquerda de a-c = b sugere a

defini¢do de multiplo de um nimero inteiro.
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7.7.2 Multiplo e Operacao de Divisido em Z

Dados a, b € Z, o numero b ¢ multiplo do nimero a, se existe um numero inteiro c,

tal que b=a-c.

Se isto ocorrer, dizemos que a ¢ divisor (ou fator) de b e, escreve-se a | b (1é-se:
“a divide b”). Neste caso, existe ¢ € Z. Em outras palavras, para todo a, b € Z, a | b

se, e somente se, existe ¢ € Z, tal que b =a-c.

Quando temos os multiplos a = m-x (“a € multiplo de m”) e b = n-y (“b € multiplo de
n”), para todo a, b, n, m € Z, o nimero inteiro m-x + n-y chama-se combinagdo linear dos

numeros m € n.

Teorema 18. Sejama, b,c € Z.Sea |b e a|c,entdo a|(b-x* c-y), paratodox,y € Z.

Demonstragdo: Temos, por hipoteses, que a | b e a | c. Entdo, existem 7, s € Z, tais que b =a-r
e c=a-s. Logo:

bxtcy=axrtays=a(xrxys).

Fazendo ¢ = x-r £ y-s, para algum ¢ € Z, obtém-se: b-x tc:y=a-t .. a|bx+tcy.

Observacio:
A escrita a | b, com a, b € Z, ndo representa operacdo em Z, trata-se apenas de uma
notacao.

Quando a ndo ¢ divisor (ou fator) de b, escreve-se a + b (1&-se: “a ndo divide b”). E
justamente neste caso, que reside o “defeito” dos niimeros inteiros, no qual a equagdo a-x = b,

com a # 0, ndo possui solucdo em Z.

A restricdo a # 0 € necessaria, porque se a = 0, temos b = a-c implica b = 0-¢, para
algum ¢ € Z. Dai, se b # 0, segue que, ¢ € Z, o que € impossivel! Logo, € necessario garantir

que a # 0.

Agora, se b =0, conclui-se que 0= 0-c ¢ verdadeiro, para todo ¢ € Z.
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As propriedades a seguir serdo muito importantes para compreender o fato da existéncia

de um niimero inteiro entre dois multiplos inteiros consecutivos.

Proposicao 9. (Propriedade Arquimediana em Z) Sejam a, b € Z, com b # 0. Entdo, existe
n € N, tal que b-n>a.
Demonstragdo: Por hipotese, b # 0. Entdo, | b | > 0. Assim, | b | > 1 e, portanto, | b |-n > n. Dai:
e seb>0,temos|b|n=>bn Pondo n=|a|+1,segue:
|b|'n=bn=>b-(a|+1)2|a|+1>|a|2a .. b-n>a.
e seb<0,temos|b|n=—(—b)n =bn. Daipondo n=|a|+1,segue:
|bln=—(=b)yn=bn=>b-(|a|+1)2|al|+1>|a|>2a .. b'n>a.

Em qualquer caso, segue o resultado que queriamos.
i
Proposicao 10. (Propriedade da Limitacdo) Sejama, b € I "= {1, 2, 3,--:}. Se a | b, entdo,

a<hb.

Demonstragdo: Por hipéteses, a | b. Entdo, existe ¢ € I 7, tal que b = a-q, com ¢ > 1. Dai,

multiplicando esta desigualdade por a, obtém-se:

a-q > a implica b=a-q > a e, portanto, b > a.
i
Note que a reciproca desta propriedade nao ¢ verdadeira, pois, o contraexemplo a seguir

justifica isto.

Contraexemplo: a=3 e b=15. Temos: 5 > 3, mas, 3 t 5. Consequentemente, a relagdo “divide”

ndo ¢ uma relacdo de equivaléncia, pois, ndo vale a propriedade simétrica.

Teorema 19. (Eudoxo®*) Dados a, b € I = {1, 2, 3,---}, com 0 < b < a, entdo existe um

numero g € 17, tal que b-g<a<(q+1)-b.

24 Eudoxo (408 — 355? a.C.), discipulo de Platdo, foi o mais eminente matematico da sua época. Uma de suas
criagdes foi a Teoria das Proporgdes que compde o Livro V de Os elementos de Euclides. (BOYER, 1996, p. 62)
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Demonstragdo: Mostraremos que i) a < (¢ + 1)-b e ii) b-q < a. De fato, em i), por hipotese,
temos:

a>b.
Multiplicando esta desigualdade por g € I ¥, obtém-se:
aq > bq.
Somando b em ambos os lados nesta ultima desigualdade, segue que:
aq+b2bqg+b & aq+b2b(g+1)>a .. b(g+1)>a.

Em ii), considere o numero inteiro » € 1" U {0}, tal que = a — b-q. Mostraremos que r < b.

De fato, suponha, por absurdo, que > b. Ento:
r=a—-bgq>2b < (a-bq)+bq=2b+bq .. azb(q+1).
Pelo item anterior, isto ¢ um absurdo! Logo, » < b.

Como r € 17U {0}, segue 0 <r implica r=a— b-qg >0 e, portanto, a > b-q.
i
Dessa forma, mostramos que: dado um numero inteiro b > 0, qualquer outro niimero
inteiro positivo a ou € igual a um multiplo de b ou esté entre dois multiplos consecutivos de b.

Em outras palavras, existe um Unico inteiro positivo g que satisfaz a desigualdade:
bg<a<(g+1)b &
bgq<a<bqg+b <
bq—bq<a-bq<bq-bqg+tb <
0<a-bg<b.

Esta ultima desigualdade sugere a existéncia de outro niimero inteiros positivo, digamos

r,tal que r=a—b-q se, e somentese, 0 <r <h.

O teorema a seguir garante a existéncia e a unicidade dos niimeros inteiros ¢ e r.
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Teorema 20 (Divisdo Euclidiana). Dados a, b € Z, com b > 0, existem os inteiros g € 7,

univocamente determinados, tais que » =a — b-q ou a = b-q + r se, e somente se, 0 < r < b.

Demonstragdo: Pelo Teorema 19 (Eudoxo), j4 demonstramos a existéncia dos niimeros

inteiros ¢ e r, onde definimos r=a —b-g ou a=b-qg+r se, e somente se, 0 <r<h.

Outra maneira de mostrar a existéncia de g e r € a seguinte: considere o conjunto
M ={a—bx;x e Z}. Entdo, temos dois casos a analisar em relagdo ao inteiro b # 0 (condicao

necessaria), a saber:
o seb<0,temos b< — 1. Assim, b-|a|<—|a|<ZLa e,portanto, a—b-|a|=>0.
e seb>0,segueque b>1 implica b(—|a|)<—|a|<a e, portanto, a—b(—|al)=>0.

Isto mostraque Mc N e M # . Logo, pelo Principio da Boa Ordenacio, existe no
conjunto M um menor elemento. Seja » > 0, o menor elemento de M. Entdo, pondo »=a—b-q,

temos: » <| b |. De fato, suponha, por absurdo, que » > | b |. Assim, » — | b | > 0. Dai:
r—|bl=a—-bq—|b|=a-b(g+1)<r implica a—b(g—1)=s<r.

Mas isto ¢ um absurdo! Pois, contraria a condi¢do de r ser o minimo do conjunto de M. Logo,

r<|b|.

Agora, vamos demonstrar a unicidade de ¢ e r. Com efeito, suponha que exista um

outro par de inteiros s € f,alémde g e r,talque: a=bs+t,com0<¢<bh.
Como a=bg+r,com 0<r<b e a=b-s+t com0<t<bh,entdo:
bg+tr=bs+t,com 0<r,t<b & bq+(r—t)=bs,com 0<r, t<bh.

Observe que b-g + (r—1t) ¢ um multiplode b e b|b-q. Entdo, b |r—1t. Mas, r, t<b,
logo, [r—¢ <|b|.

Assim, b | r—t se, e somente se, »—¢=0, ouseja, r=*1.

Como r—¢t=0,temos b-g+ (r—1t)=b-s,com0<r, t<béequivalente a b-g = b-s.

Mas, por hipotese, b >0 e b ¢ fator comum, entdo g =s.
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Observe que, se » = 0, a expressdo a = b-q + r, com 0 < r < b, reduz-se a a = b-q. Isto
significa que a ¢ um multiplo de b ou, de modo equivalente, b ¢ um divisor de a. Em outras
palavras, “b ‘cabe’, no maximo, g vezes em a”. Neste caso, a divisdo de a por b chama-se
exata. Mais ainda, existe um unico ¢ € I *, tal que a = b-g. Os numeros inteiros a e b
chamam-se, respectivamente, dividendo e divisor. O inteiro g chama-se o quociente € r, o resto
da divisao de a por b, sempre com 0 <r<bou0<r<b—1. O numero (b — 1) chama-se maior

resto possivel. Em simbolos, escreve-se 7max =b — 1.

Quando a divisdao de a por b ndo € exata, isto €, quando » # 0 na expressao a = b-q + r,

com 0 <r<b, entdo:
0<r<b & 0<a-bq<b & bg<a<bq+tb & bqg<a<b(q+]l) <
<Zcg+1
q b q .

a r ~ . ’ . .
Ponto n = 5 > com b >0, temos g <n <gq + 1. Porém, ndo existe um niimero inteiro

entre dois niimeros inteiros consecutivos, isto €, o conjunto {n € Z ; a <n < a + 1, para todo

a € 7} é vazio.

Segundo AYRES (1973, p. 88), para corrigir este “defeito” dos numeros inteiros, ¢
. . - , . . , a , ~
preciso fazer a juncdo, aos numeros inteiros, os nimeros da forma n = 5 (simbolo de fracao

ordindria), para formar um novo sistema de numeros.
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8 Conjunto dos Numeros Racionais

8.1 Extensao dos Inteiros

Para ampliar o campo numérico do conjunto Z, de modo a formar um novo campo

numérico, considere o conjunto:

Zx(Z\{0})={(n,m);neZ e me Z\{0}}.

(132
~

Agora, definimos neste conjunto a relacdo , de modo que, para todo

(a, b), (c,d) € Z x (Z\{0}):
(a, b) ~ (c, d) se,esomente se a-d=b-c.

Dessa forma, a relagao “~” ¢ uma relacao de equivaléncia, pois valem as propriedades

reflexiva, simétrica e transitiva. Com efeito, para todo (a, b), (¢, d), (e, f) € Z x (Z\{0}), temos:
i) reflexiva: (a, b) ~ (a, b), pois, a-b = b-a= a-b.
ii) simétrica: (a,b) ~ (c,d) © ad=bc & cb=da < (c,d)~(a,b) ..

(a,b)~(c,d) = (c,d)~(a,Db).

iii) transitiva: (a, b) ~ (¢, d) e (c,d) ~(e,f) © a-d=b-c e c:f=d-e. Multiplicando a primeira

igualdade por f'e a segunda por b, obtém-se:
adf=b-cf e cfb=deb < adf=de.b.

Como (¢, d) € Z x (Z\{0}), segue que d # 0. Entdo, podemos cancelar o fator d desta

ultima igualdade (por isso que consideramos o conjunto Z sem o zero). Assim:
adf=deb & af=eb < (a,b)~(f,e).
Mas, por i), temos: (f, e) ~ (e, f). Logo:

(a,b)~(c,d) e (c,d)~(e,f) = (a,b)~ (e, ).
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[I3RAd

Além disso, a relagdo de equivaléncia faz uma particao do conjunto Z x (Z \{0}) em

classes de equivaléncia, de modo que:
X ENOV/ = {1, m, [p, a1, ),

onde a classe de equivaléncia [n, m] denotaremos por % (1€-se: “a sobre b), com b # 0. Assim:
a
5= %)) € Zx(Z\0}); (x, y) ~(a, b) & x-b=yaj.

.. a . .
Isto significa que (x, y) € , 56 ¢ somente se, (x,y)~ (a, b) que, por conseguinte, &

equivalente a x-b = y-a.

2
Exemplo 52. Seja 3 {(x,¥) € Zx(Z\{0}); (x,y)~(2,3) & 3-x=2-y}. Assim:
2
a)(4,6) e 3 pois, (4,6)~(2,3) & 3:4=2:-6=12.

2
b) (1,2) ¢ 3 > porque (1,2) » (2, 3). De fato, 3-1 22 & 3 #4.

Zx (Z\(0})/

Defini¢ao 42. O conjunto quociente , que denotaremos por Q, sera chamado

de conjunto dos niimeros racionais.

Zx (Z\(0})/_

Em simbolos, escreve-se: Q = ou, usualmente, por:

Q={%;a,beZ,comb¢0}.

Para DOMINGUES (1991, p. 195), “cada representacao % ,coma,beZeb=+0,

chama-se nimero racional dado de uma fragdo ordindria de numerador ‘a’ € denominador ‘5°.”

Teorema 21. (Propriedade Fundamental da Igualdade) Sejam %, 2 € Z x (Z\{0}) dois

. . ~ a C
nimeros racionais. Entdo, 57 Se¢ somente se, a-d = b-c.

| LX@\OY/

Demonstragdo: Sejam [n, m] <> % e [p,q] & g,onde [n, m], [p, q

Entao:

— [n,m]=[p,q] & (n,m)~{p,q) © ng=mpad=bc ..

Sl IS

c
d

a c
-=- & ad=b-c.
b d
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Agora, segundo AYRES (1973, p. 89), define-se no conjunto dos nimeros racionais Q:
o zero, 0 um, o inverso aditivo € o inverso multiplicativo, e também o elemento de imersdo de
Z em Q.

Para todo n, m € Z, definimos:

ozero: [0,n] & 0 < =0.

0
n
n
oum: [n,n] & 1 & - =1.

o inverso aditivo: — [n, m] = [—n, m].

n m
o inverso multiplicativo: [n, m]™ =[m, n],sen#0 ou [n, m] < — e [n,m]! < ol

. ~ 9 n
o elemento de “imersdo” de Z.em Q: [n,1] & n < 7 T comn e Z.

Esta ultima defini¢do (a imersdao de Z em Q), veremos adiante com mais detalhes que

permitira escrever:

ZZ{%GQ;mZI}.

8.1.1 Operacoes de Adicao e Multiplicacio
Para todo [n, m], [p, q] € Q, define-se:

i) a adi¢do: [n, m] + [p, q] = [n-q + m-p, m-q]; e

ii) a multiplica¢do: [n, m]-|p, q] = [np, m-q].

Teorema 22. As operacdes de adicdo e multiplicagdo sdo bem definidas em Q.

Demonstragdo: Precisamos mostrar que, para todo [a, b], [c, d], [p, q], [, s] € Q, com

[a, b] =[c, d] e [p, q] = [r, s], valem as igualdades:
i) Adigao: [a, b] + [p, q] =[c, d] + [r, s]; e
ii) Multiplicagdo: [a, b]-[p, q] = [c, d]-[r, s].

De fato, no caso de i), adi¢do, temos: [a, b] = [c,d] & (a,b) ~(c,d) & ad=b-c.

Analogamente, [p, g] =[r,s] © (p,q)~ (r,s) & p-s=q-r. Portanto:
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[a, b] + [p, q] = [a-q + bp, b-q]
= [(a-q + b-p)-d-s, b-q-d-s]

= [(a.d.q.s —+ b.d.p.s), b.q.d.s].
Mas, a-d =b-c e p-s=q-r. Assim:

la, b] + [p, q] = [a-d-q-s + b-d-p-s, b-q-ds]
=[b-c-g-s + b-d-q-r, b-q-d-s]
= [b-q-(cs + d'r), b-q-d-s]
=[c's +dr, ds]
=lc,d] +[r, s].
No caso de ii), multiplicagdo, segue que:
[a, D)[p, g1 = [ap, bq]
= [a-p-d-s, b-q-d-s]

=[a-d-p-s, b-q-d-s].
Mas, a-d =b-c e p-s=q-r. Logo:

[a, B {p, g1 = [a-d:p-s, bg-d-s)
=[b-c-q-r, b-g-d-s]
=[b-q-c-r, b-q-d-s]
=[c'r, d-s]

=[c, d][r,s].
O

Com isto, para todo [n, m], [p, q] € Q, com [n, m] < % e [p,q] < %, aadicdo e a

multiplicagdo podem ser reescritas da forma:

i’) Adicdo: [n, m] +[p, q] = [n-q + mp, m-q] < —+—=
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Q
o

ii’) Multiplicacdo: [n, m]-[p, q] = [n-p, m-q] <

S IS
Qo
&)
Q

Observacoes:

1) Os elementos de Q, conjuntos dos nimeros racionais, sao classes de equivaléncia de pares
de inteiros e, portanto, com natureza diferente dos nimeros inteiros, do conjunto Z;

2) A propriedade transitiva da relacdo de equivaléncia definida em Z x (Z\{0}) justifica o
motivo de considerar o conjunto Z \{0}, o qual se exclui o zero de Z.

Nesse contexto, segundo FERREIRA (2013, p. 55 € 59), nao ¢ apropriado escrevermos
Z — Q. Apesar disso, “existe uma aplicacdo injetiva (grifo nosso) de Z em Q que ‘preserva’ as
operagdes aritméticas e, dessa forma, permite que a imagem de Z em Q , por esta aplicacao,

seja uma copia algébrica de Z em Q™.

O que motiva a existéncia desta fun¢do injetiva € o elemento de imersdo que definimos

no conjunto @Q, isto é, a classe de equivaléncia:
n
[n,1] & n & 7 " mcomn e Z.

Assim, para fazer a insercdo de Z em Q, considere a fun¢do o : Z — Q, definida por

n
o(n) = T Entao:

i) a € injetiva, para todo n € Z; e

ii) o preserva as operagdes de isomorfismo on +m) = a(n) + a(m) e on-m)= a(n)-o(m),

e arelagcdo de ordem »n <m implica a(n) < o(m), para todo n, m € Z.

n m e .
De fato, em i), temos: a((n) = a(m) = T nem Logo, a ¢ injetiva, para todo

n,me 7.

=S

Em ii), segue: au(n) + o(m) = %+% =ntm=o(n+m) e alnm)= % = oun)-o(m); e

n<m = —< = o(n) < om), para todo n, m € Z.

ol I

m
1

Portanto, a imagem de Z em Q, isto ¢, o conjunto a(Z) = {%, ne Z} ¢ uma copia

algébrica de Z em Q.
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Ainda, conforme o autor: “essa imersdo de Z em Q também mostra que Q ¢ infinito, ja

que Z contém uma copia de N.” (grifos nossos)

Por consequéncia disso, todas as propriedades referentes aos nimeros inteiros valem

também no conjunto dos nlimeros racionais.

Proposi¢ao 11. Todo numero racional, ndo nulo, possui um unico inverso multiplicativo, cujo

produto deles ¢ 1.

Demonstragdo: De fato, seja [n, m] <= a # 0 um nimero racional, com n # 0. Entdo, por

defini¢do, temos [n, m]™' = [m, n].

1

Pondo [m, n] <> a ! € Q, paratodo [n, m]' € Q, com n # 0, segue:

aa”l & [n, m]-[m, n] = [n-m, m-n] = [n-m, n-m] — 1.

Assim, a-a ' = 1.

Agora, suponha que exista outro inverso multiplicativo [r, s] < b ! € Q de
[n, m] < a#0,coms #0. Entio:

aal=1=ab.

Pela Lei do Corte, a:a '=1=a-b"' éequivalentea a ' =b"!. Assim, existe um tnico

inverso multiplicativo para cada niimero racional, ndo nulo, cujo produto € 1.

]
o m
Dessa forma, podemos substituir [#, m]™' = [m, n] por > com 7 # 0, de modo que
a
ab! = ~> com b#0.
) 1 1 )
Em particular, para m = 1, temos [n, 1] = [1, n] < e com n # 0. Assim,

1
abl=q-=
b
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8.1.2 Operacgoes de Subtracio e Divisao

A operagao de subtragdo ¢ analoga a que foi definida para os numeros inteiros, porém,

com inverso aditivo definido em Q, isto ¢, a classe de equivaléncia — [n, m] = [- n, m], para

todo [n, m], [p, q] € Q.

Para todo 7, s € Z, chama-se diferenca entre r € s, o nimero ¢ € Z, tal que t =r + (- )

ou, de forma equivale, r=s + ¢.

) a c

Assim, para todo [n, m], [p, q] € Q, com [n, m] & r= 5 e [p,q]l & s= P temos:

a c¢ a-d-cb
res=r+(s)=2—= o [nml+ Cp, q) =[nml+ [-p,q = g —mp, mq] — “2==
Observe que, em relagcdo a operacdo de adicdo, para obter a diferenca, basta trocar o

¢

sinal de mais “+” pelo sinal de menos “-”, ou seja:
a, ¢ _ad+cb a c a-d-cb
Adi¢do: —+—=———"— ¢ Subtra¢io: ———= = ————
b d b-d b d b-d

Para definir a operacdo de divisdo em Q, seguiremos o raciocinio analogo a subtracdo

em relacdo a adicao, porém, fazendo uso do inverso multiplicativo em Q.

Sabemos que a cada nimero racional [n, m], ndo nulo, existe um inverso multiplicativo

denotado por [n, m]! = [m, n], com n # 0, de modo que:
[n, m]-[m, n] < 1.

Com isto, ¢ possivel definir a divisdo de dois niimeros racionais, sempre observando
que o divisor ndo pode ser nulo. Em relagcdo a classe de equivaléncia [n, m], isto significa,

n+0.

Definicao 43. Sejam [n, m] e [p, q] € Q, ndo nulos, com n, m, p, g € Z. A divisdao de [n, m] por
[p, q] € a classe de equivaléncia [n, m] : [p, q] = [n, m]-[gq, p], onde [g, p] é o inverso

multiplicativo de [p, q].
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Com isso, sejam [n, m], [p, g] € Q, ndo nulos. Pondo [n, m] < % e [p,q] < g,

temos:

. Portanto,

(Sl IS
a |l
S| Q
(S IS
ol

Qo

< [n,m): [m,m] =[n, m}g, p] = [mg, mp] 7

Qo

Na pratica, isto significa que, dividir um numero racional 5 por outro racional,

~ C . . a . . r C r . .
nao nulo, 2 basta “repetir racional 5 © multiplica-lo por 7 > porém, com os termos invertidos.”

Em particular, dados a, b, n € Z, com b, n # 0, temos:

b 1 a
a:b=a:m=a--—=-
1 b b
e
a a 1 a
—in=--—-=—
b b n bn
Segundo FERREIRA (2013, p. 63): “E usual, nos textos elementares de matematica,
a
a C
adotar-se a notagao ﬁ para —:—=.”
“/a b d

Portanto, a existéncia de um inverso multiplicativo em Q, que ndo existe em

Z\{0, £ 1}, ¢ uma das caracteristicas que os diferenciam.
Os niimeros racionais tém as seguintes propriedades, para todo 7, s, t € Q:
i) Comutativa: r +s=s+r e rs=s-r.
ii) Associativa: (r +s) tt=r+(s+1) e (rs)t=r(s1).
iii) Existéncia de um zero e de uma unidade: 0 € Q ¢ 1 € Q.

iv) Existéncia de inversos (aditivo e multiplicativo): dado r € Q, existem —r, r ' € Q, tais

que r+(—r)=0 ¢ rr'=

v) Lei distributiva: r+(s + t) = r-s + r-t.
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Um sistema numérico, onde estido definidas as operagdes de adi¢do e multiplicagdo com
estas cinco propriedades (comutativa, associativa, existéncia de um zero e de uma unidade,

existéncia de inversos — aditivo e multiplicativo — e a lei distributiva), chama-se corpo.

Assim, o conjunto dos nimeros racionais Q ¢ um corpo. Mas, o conjunto dos numeros
inteiro Z nao € um corpo, pois, para todo numero inteiro, nao vale a propriedade do inverso
multiplicativo e, por consequéncia imediata, o conjunto dos numeros naturais também nao ¢

um corpo, porque nao possui a propriedade de existéncia dos inversos (aditivo e multiplicativo).

Observacoes:
1) Todo numero racional, ndo nulo, possui um unico inverso multiplicativo.
2) No conjunto dos niimeros inteiros, apenas 1 e —1 possuem inverso multiplicativo.

3) O zero nao possui inverso multiplicativo.

8.2 Relacido de Ordem e a Enumerabilidade em Z e Q

8.2.1 Rela¢io de Ordem

Segundo FERREIRA (2013, p. 58), a relacdo “<”, em Q, ¢ definida por: dados os

a

4 . . c . a r .
nimeros racionais - ¢ —, com b, d # 0, dizemos que 5 € “menor do que ou igual a” e

Qo

, quando a-d < b-c.

Qla

a
escreve-se E <

Dessa forma, vale a seguinte propriedade:

.~ . ., . . a ¢ . a c
Proposi¢ao 12. Sejam dois nimeros racionais 5 e P com b, d > 0. Entéo, 5 < 2 se, e somente

se, a-d <b-c.

a c . 1 1 . 1 1
Demonstrag¢do: Observe que 5 < 2 ¢ equivalente a a - 5 <c- 'k Isto significa que 5 € g sdo,

respectivamente, os inversos multiplicativos de b e d, onde b, d > 0. Além disso, b-d > 0.

Portanto:

“(bd) <c-=:(bd) & ad< bc.

SR
S
QUlr



125

~ . , . . ... . 1 1
Proposi¢ao 13. Sejam os nimeros racionais positivos € s. Se » <s, entdo — > "
S

1 1
Demonstragdo: Sejam [n,m] < r e [p,q] < s. Entdo, [m, n] < ~e lg,p] < = Entao:

1 1
r<s e nm<plg © ng<mp < mp>nq < mnh>gqlp < ;>;

i
Isto significa que “quanto maior for um numero racional positivo, menor sera seu

inverso.” (LIMA, 2013, p. 72)

8.2.2.1 Propriedades da Rela¢do de Ordem
Para todo a, b, ¢, d € Q, valem as seguintes propriedades:
i)sea>b,entdoatc>b+c.
ifysca>b e c>d,entdoa+c>b+d.
iii) se a > b, entdo a-c > b-c,parac>0 e a-c<b-c,parac<0.

Demonstragdo: Em i), observe que (a + ¢) — (b +c¢)=a—b. Mas, a>b implica a—b> 0.

Entdo, (a+c)—(b+c)=a—-b>0.Logo, a+c>b+c.
Em ii),comoa>b e c>d,seguequea—b>0 e c—d>0. Assim:
(atc)—(b+td)y=(@a-b)+(c—d)>0e,portanto, a +c>b+d.

Em iii) Temos: a>b e ¢>0.Entdo,a—b>0 e ¢>0,isto ¢, a-c—b-c=(a—b):c>0. Logo,

a-c>b-c.

Por outro lado, se ¢ <0, temos: a —b >0 e ¢ > 0 e, portanto, a-c — b-c = (a — b)-c <0.

Assim, a-c <b-c.

8.2.2 Enumerabilidade em Z e Q

Conforme AVILA (2006, p. 34): “¢ surpreendente que o conjunto dos niimeros naturais

seja equivalente a varios de seus subconjuntos proprios (...)”. Mais intrigante ainda, ¢ o fato de
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que o conjunto dos niimeros racionais Q seja equivalente ao conjunto dos nimeros naturais N,

isto €, Q seja enumeravel.

Antes de abordarmos esta questdo, mostraremos que o conjunto dos nimeros inteiros Z

¢ enumeravel, isto ¢, existe uma bijecao de N em Z.

Proposicao 14. O conjunto dos numeros inteiros Z ¢ enumeravel.
Demonstragdo: De fato, considere o conjunto dos nlimeros inteiros a seguir:
Z=4{0,+1,£2,£3,,+tn, -}

Em vista das condi¢des de parti¢do de um conjunto, podemos reescrever o conjunto Z

da forma:

Z=4{0,£1,£2,+3, -, xn, -} ={0,£2,+4,  £2:n, -} U{E1,£3,--, £ 2n-1),-},
paratodo n € No={0, 1, 2, ---}. Isto cumpre as condigdes de particao de conjunto, pois, fazendo

Pt={0,+2,+4, ,+2:n,-} ¢ F={x1,£3,--,£(2:n—1),-}, temos:
PDPEFOF=1Z; ¢
i) PENF=3.

Agora, considere a funcdo o : Z — Ny, definida por a(n) = — 2:n, se n < 0 e

a(n) = 2:n — 1, se n > 0. Entdo, o é uma bijecdo e, portanto, possui inversa o ' : No — Z,

. _ n i _ n+1 ,
definida por o !(n) =— o> senépar e a I(n) = —, > sené&impar. De fato:

a(n)=—2mnsen<0 = n=-2-a'(n) = 051(”):—%, se n ¢ par

+1
amn)=2n-1, sen>0 = 2'0(71(11) -1=n = Ofl(n) = nT, se n € impar.

A funcio inversa o !, assim definida, enumera o conjunto Z.
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Proposicao 15. O conjunto dos nimeros racionais Q ¢ enumeravel.

Demonstragdo: Para justificar este fato, usaremos ideia apresentada no Teorema 15. Para tanto,
¢ suficiente mostrar que o conjunto dos niimeros racionais positivos Q" é enumeravel. De fato,
considere todos os subconjuntos, cujos elementos sdo nlimeros racionais positivos, escritos na

ordem crescente das somas constantes do numerador com o denominador, um apos outro,

conforme o esquema seguir:

1
A= {I },comsomaiguala2=1+1.

1 2
A2={E,I},comsomaiguala3=1+2=2+1.

1 3 .
Agz{g,I},comsomalguala4=1+3=3+1.

1 2 3 4 .
A4={Z,E,E,I},comsomalgualaSZ1+4=2+3=3+2=4+1.

1 5 .
Asz{g,I},comsoma1guala6=1+5=5+1.

Note que cada 4;c Q", ondej € N, é contavel e a U 4;= Q", logo, pelo Teorema 15,

Q" é enumeravel.

i
Teorema 23. (Arquimediana) Sejam a, b € Q. Se a > 0, entdo, existe pelo menos um n € N,

tal que a-n>b.
. . b
Demonstrag¢do: De fato, por hipotese, a > 0. Logo, existe n € N, tal que 2 < n, para todo

. , . 1
b € Q. Mas isto ¢ equivalente a b - g

i . e . 1 , ) b
Note que — ¢ o inverso multiplicativo de a. Assim, b - —<n € equivalente a — -a <n-a.
a a a

Pela Lei do Corte, obtemos: b < a-n.

1
Corolario 7. Dado qualquer a>0 em Q, existe n € N, talque a:n>1 ou 0< _<a

Demonstragdo: Pelo Teorema 23, temos: b < a-n. Assim, basta fazer b = 1, para obtermos o

resultado.
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9 Corpo Ordenado e Corpo Arquimediano

9.1 Corpo Ordenado

Dado um corpo K, chama-se corpo ordenado ao subconjunto K™ do corpo K, o qual

cumpre as seguintes condigdes:

i) K ¢ fechado para as operagdes de adi¢do e multiplicagdo, isto ¢, para todo a, b € K" implica

atbeKeabek".

ii) Dado a € K" uma, e somente uma, das trés possibilidades podem ocorrer: ou a = 0 ou

aeK ou—-aek".

Denotando-se por K~ o conjunto dos elementos — @, onde a € K', o corpo K pode ser
escrito da forma:
K=K u {0} UK",

onde K-, {0} e K" sdo disjuntos dois a dois. Os elementos do conjunto K~ chamam-se negativos.

Proposi¢io 16. Em todo corpo ordenado K, se a € K", coma#0 e K" c K, entio a* € K.

Demonstragdo: Como a € K" e a # 0, entdo, pelo item i) da defini¢do de corpo ordenado, s6

restam duas possibilidades: oua € K" ou—a € K.

e sea e K', temos: a® = a-a. Logo, pelo item i) da definicdo de corpos ordenado, segue que

a e K.
e se—acK', temos a’>=(—a)(—a) e, por conseguinte, a* € K".
Observacao:

Num corpo ordenado K, ndo existe a € K*, com K" c K, tal que a®> = — 1. Em outras
palavras, — 1 ndo ¢ quadrado de nenhum elemento.
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Ainda, segundo o autor, num corpo ordenado, para dizer que a € menor do que b,
escreve-se a < b e isto significa que b —a € K, isto &, b — a = ¢ > 0. Em outras palavras, se
a < b, entdo existe um Gnico ¢ € K', tal que b =a + c. A unicidade se justifica devido a operagdo

de adigdo ser bem definida.

De modo analogo, diz-se que a é maior do que b, e escreve-se a > b, para significar que

existe ¢c € K", talque a=b +c.

Num corpo ordenado K, além das propriedades que valem para a relacdo de ordem
a < b no conjunto dos niimeros racionais Q, valem também as propriedades de transitividade
(dados a, b € K, se a<b e b <c, entdo a < ¢) e tricotomia (dados a, b € K, entdo uma, e sO

uma, das op¢des ocorre: oua <boua=>boua>b).

Do exposto, Q ¢ um subconjunto de corpo ordenado K. Mais ainda, podemos dizer que
o conjunto dos numeros racionais Q ¢ um corpo ordenado, pois € possivel formar um

subconjunto K" de Q, cujos elementos sdo niimeros racionais a/b, com a-b € N= {1, 2,3, ---}.

Depreende-se que o conjunto dos numeros racionais Q tem as propriedades de relacao

de ordem, ¢ arquimediano e enumeravel e, sobretudo, ¢ um corpo ordenado.

9.2 Corpo Arquimediano

FERREIRA (2013, p. 31, 63 e 65) adverte que o Principio da Boa Ordenagao — todo
subconjunto, ndo vazio, de numero naturais possui um menor elemento — nao se verifica no
conjunto dos niimeros racionais Q, pois existem subconjuntos ndo vazios no conjunto dos
nimeros racionais que sdo limitados inferiormente, mas ndo possuem um menor elemento. De
fato, por exemplo, considere o subconjunto R" = Q formado pelos nimeros racionais positivos
a seguir:

R'={l/n;neneN}.

Entdo, fazendo n percorrer N = {1, 2, 3, ---}, obtemos a sequéncia decrescente de numeros

racionais positivos:

[l R
N R
wlr
NG [
S|=
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Esta sequéncia ndo possui um elemento minimo e, portanto, o conjunto R" ndo tem um

menor elemento. Assim, o conjunto Q ndo é bem ordenado, embora seja um corpo ordenado.

Ainda, segundo o autor, “os corpos ordenados para os quais sua copia de nimeros

naturais ¢ ilimitada superiormente chamam-se corpos arquimedianos.”

Teorema 24. Em um corpo ordenado K — {0}, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
i) K ¢ arquimediano;
ii) para todo a, b € K, se a > 0, existe pelo menos um »n € N, tal que a'n > b;

iii) qualquer que seja a € K, se a > 0, existe pelo menos um n € N, tal que 0 < 1/n < a.

Demonstragdo: i) = ii) Como K ¢ arquimediano, entdo, K ¢ ilimitado superiormente. Dessa

. b
forma, para todo a, b € K, com a >0, existe n € N, tal que 2 <n e, portanto, a-n>b.

i) = iii) Paratodo a, b € K, com a >0, existe n € N, tal que an > b. Fazendo b =1,
temos: a'n>1ou 1/n<a.Comon € N= {1, 2,3, ---}, segue que n >0 e, portanto, 0 < 1/n.

Assim, 0 < 1/n <a.

iii) = i) Qualquer que seja a € K, com a > 0, existe, por iii)), um n € N, tal que

0<1/n<1l1/a,logo, a<neN={1,2,3,--}. Portanto, K ¢ arquimediano.

Segundo LIMA (2010, p. 75), para que um corpo ordenado K seja arquimediano ¢é
suficiente que satisfaca qualquer uma das condi¢des deste Teorema 24. Entdo, o corpo
ordenado do conjunto dos nimeros racionais Q € arquimediano, pois, ele possui a condico ii)

deste teorema, basta ver o Teorema 23.

Exemplo 53. (PROFMAT/2014 - adaptado) Seja o conjunto dos numeros racionais diddicos

D= Zﬂn ;m,n eI, comn>1}. Mostre que dados a, b € K — {0}, corpo ordenado, com

a<b,existe d e D,talque a<d<b.

Resolugdo: Temos: a <b implica b—a > 0. Assim, pelo item iii) do Teorema 24, existe pelo

1 .
menosum n € I', tal que 0 < o <b — a, portanto, 1 <2"-b — 2"-q. Consequentemente, existe
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. m
pelo menos um m € I, tal que 2"-a <m <2"b e, por conseguinte, a < p— < b. Fazendo

m . .
d =—, conclui-se que existe d € D, tal que a <d <b.
ZTL

Exemplo 54. (Desigualdade de Bernoulli*®) Seja um corpo ordenado qualquer K. Se a>—1,
entdo, para todo n € N vale a desigualdade:

(1+a)*>21+a-n.

Demonstragdo: Seja a proposicao:
Pn):(1+a)'>21+an,coma>—-1¢ neN.
Entdo, por inducao sobre n, temos:
i) Para n =1, a proposi¢io P(1):(1+a)l=1+a>1+a-1 éverdadeira.

ii) Suponha, por hipétese de indugdo, que a proposi¢ao seja verdadeira para algum n € N.

Vamos demonstrar que P(n) implica P(n + 1). De fato, temos:
(1+ay"'=0+a) (1+a).
Mas, por hipdtese de indugdo, (1 +a)" > 1+ a-n, além disso, a>—1 ou 1 +a >0, logo:

(I+a)"'=0+ay-(1+a)>+an)(l+a)
=(1+a)t+tan(l+a)
=l+a+an+ad*n

=1+a(1+n)+a*n.
Como a parcela a?-n é sempre um nimero positivo, segue que:
(l1+a)" " '>1+a(Q+n+a*n>1+a(l+n).

Entao, pelo Principio de Indugdo Finita, a proposicao ¢ verdadeira, para todo »n € N.

2 Jacques Bernoulli (1654 — 1705), ilustre matematico suico que dedicou seus estudos sobre as séries infinitas.
Em 1689, publicou um artigo sobre este assunto, no qual apresentou a desigualdade binomial, hoje conhecida por
“desigualdade de Bernoulli”. (BOYER, 1996, p. 287, grifos nossos)
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9.3 Densidade de um Conjunto

Do ponto de vista geométrico, segundo GUEDES (1996, p. 4), os nimeros racionais
podem ser associados aos pontos de uma reta, onde se fixam dois pontos: Py, para corresponder

ao zero; e P1, para corresponder ao um, de modo que o segmento PoP) representa a unidade.

Dessa forma, “os nimeros racionais sao obtidos por subdivisdes adequadas do segmento

unidade”, conforme a FIGURA 19, onde n € N.

FIGURA 19 — Representagao dos nimeros racionais por subdivisdo da unidade na reta.

) A
1

|
1
n

n+1

FONTE: elaborada pelo autor.

Observe que o nimero racional 1/n ¢ maior do que 1/(n + 1), pois, pela Proposi¢ao 12,

temos: n <n+ 1 implica 1/n>1/(n+ 1), paratodo n € N.

Ainda, segundo o autor: “dado um ponto qualquer da reta, podemos obter racionais tdo
perto dele quanto se queria; basta tomar subdivisoes cada vez mais finas da unidade.”

(grifos nossos) Isto motiva definir densidade de um conjunto.

Definicdo 44 (Densidade). Um conjunto X chama-se denso quando, entre dois de seus

elementos quaisquer, existe uma infinidade de elementos de X.

Dessa forma, ¢ imediato que o conjunto dos niumeros naturais N e dos inteiros Z nao sao

densos. Para justificar isto, basta ver Proposic¢ao 2.

Proposicio 17. O conjunto dos nimeros racionais Q ¢ denso.

Demonstragdo: De fato, sejam os nlimeros racionais r e s, com r <s. Entdo, decorre do item

i) da propriedade de relacdo de ordem que: r<s = r+a<s+a.
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Fazendo a = r, temos:

r+r<s+r = 2r<r+s = r<(r+s)/2.
Analogamente, fazendo a = s, segue que:

rts<s+ts = r+s<2s = (r+s)/2<s.

Portanto, r < (r+s)/2 <s. Definindo x = (r + 5)/2, temos r < x <s. Assim, mostramos

que existe racional entre dois racionais.

Note que este racional foi obtido pela média aritmética entre os racionais » ¢ s. Para

demonstrar que existe uma infinidade desses racionais, basta proceder do mesmo modo, isto é:

r+s
X1 =
2
T+s
r+x; Tt~ 3r+s
x2 = = =
2 2 4
37T+s
r+x, Tt 7T+s
x3 = = =
2 2 8
7T+s
r+x; Tt 151+s
X4 = = = .
2 2 16

Isto pode ser ilustrado pela A FIGURA 20 a seguir.

FIGURA 20 — Uma infinidade de nimeros racionais entre » € s, com r < s.

| | |
P |
I | N
L | 1=—
! | | -
b | _
o v _IT% 3r+s
X, = -
p ! - 2 4
Co |
L
| . r+X,  Tr+s
I T
|
|
|

FONTE: elaborada pelo autor.
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Continuando  este  procedimento, obtemos uma sequéncia  decrescente
(xxn) = (x1, X2, X3, X4, +++), com uma infinidade de elementos, cujo temo geral é:

2"-1)r+s

o7 ,onde n > 1.

Xn =

De fato, por indugdo em n, temos: para n =1,

_ (21—1)-r+s _Tts
X| = S— =
2 2
Agora, suponha que, para algum n € N, seja verdade. Demonstraremos que vale também

para n + 1. Com efeito:

e L nyon n+1
r+x r n 2hr+(2"-1)r+s  @"+2"-1)r+s (2" -1)r+s
n: 2 = = =

2 2n o 2n+1 2n+1

Xn+1~=

(2"—1)T+s

Assim, pelo Principio de Inducao Finita, x, = on

, para todo n > 1 natural.

9.4 Um Obice em Q na Reta

Diante da propriedade de densidade dos numeros racionais, pensava-se que eles cobriam
(ou preenchiam completamente) a reta, pois, “as fragdes racionais sao tdo densas que entre duas
quaisquer delas, por mais proximas que estejam, ha sempre outra.” (BOYER, 1996, p. 393)
No entanto, Georg Cantor mostrou que isto ndo ¢ verdade. Por exemplo, é possivel estabelecer
uma correspondéncia bijetiva entre o conjunto dos niimeros naturais € o conjunto das fragdes

apresentadas na Proposicao 14.

A propriedade de densidade, segundo CARACA (1989, p. 57), “(...) depende apenas do

carater infinito do conjunto (...)".

Dessa forma, para cada niimero racional existe um ponto sobre uma reta. Em outras
palavras, existe uma fun¢do de Q em P, onde P ¢ o conjunto de pontos da reta, que € injetiva.
Com efeito, sabemos que dados dois nimeros racionais » <s, existe uma sequéncia decrescente

(xxn) = (x1, X2, X3, X4, --+), com uma infinidade de elementos, cujo temo geral ¢ o nimero racional:

_(2"-1)7r+s

g ,onden > 1.

Xn
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Assim, considere a funcdo a : Q — P, onde P ¢ o conjunto de pontos da reta, definida

por ox,) = Py, tal que P, € P, onde n € N. Entdo, para todo 7, j € N, temos:

(Zi—l)-r+s (Zj—l)-r+s
21 ” 2J

Xi#FXj =

p2 2l 52 2 2T 2 52T = (s—1)20 £ (s —1)2
Mas, por hipdtese, » <s, isto €, 0 <s—r, de modo que, pela Lei do Corte, segue:
(s—1)2/2(-r2 = 2722 = j#i = Pi#zP; = a(x)# ax).

Portanto, a funcdo o : Q — P ¢ injetiva.

Agora, resta saber se esta funcdo ¢ sobrejetiva. Em caso afirmativo, os nimeros
racionais preencherdo toda a reta. Mas, do contrario, existird pelo menos um ponto da reta que,
pela fung¢do o, nao corresponderd a nenhum niimero racional. Neste caso, surge a pergunta: a

que numero, entao, tal ponto estara associado pela funcao o?

Para responder esta indagacdo, sera necessario ampliar o conjunto Q, de modo a incluir
estes numeros “estranhos” ao conjunto dos racionais e, portanto, formar um “novo” conjunto

mais amplo do que o conjunto @, com a propriedade de ser um corpo ordenado completo.
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10 Conjunto dos Numeros Reais

10.1 Um Obice Aritmético-Geométrico: a incomensurabilidade na reta

O problema que abalou os pitagoricos?® foi a descoberta da incomensurabilidade —
atribuida por alguns a Hipasus de Metaponto (ou Crotona) durante o fim de 500 a.C. — na qual
a medida da diagonal um quadrado, com seu lado, ndo pode ser expresso por uma unidade de
medida comum, por menor que seja esta unidade. Em outras palavras, a divisdo entre a mediada

da diagonal e do lado de um quadrado ndo ¢ um numero racional. (BOYER, 1996, p. 49 ¢ 50)

Segundo CARACA (1989, p. 75):

o carater de seita da escola pitagdrica, em que os aspectos mistico e politico (...)
ombreavam com o aspecto cientifico, prestava-se a essa tentativa de segredo a volta de
questdo de tal maneira embaragosa, onde s6 havia a ganhar com o debate publico e
extenso; os pitagoricos instituiram como norma, pelo contrario, o segredo, o siléncio.

A demonstracdo mais antiga deste 6bice geométrico baseia-se em considerar, sem perda
de generalidade, um quadrado OABC de lado OA = 1, sobre uma reta, e a diagonal OB = r,
conforme a FIGURA 21 a seguir.

FIGURA 21 — Quadrado OABC de lado 1 e diagonal r.

0 N Reta

FONTE: elaborada pelo autor.

26 Os pitagoricos eram os discipulos de Pitdgoras (580 — 600 a.C. aproximadamente) — profeta e mistico que fundou
em Crotona (hoje, costa sudeste da Italia) uma sociedade secreta: a Escola Pitagorica. Nesta institui¢do de ensino
e conhecimentos, o lema era: “Tudo é numero”. (BOYER, 1996, p. 33)
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Dessa forma, r ¢ Q. Com efeito, P-¢é um ponto de intersecdo do arco de circunferéncia
de raio OP, com a reta. Assim, deve existir um nimero racional » = OB, tal que P, esteja

associado a r.
Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OAB, obtemos:

P?=1"+1” & =2,
. . L. L m .
Isto significa que existem m, n € I, irredutiveis, tais que r = > ouseja:

2
m

(—) =2 & m?=2-n

n

Agora, observe que m? é um niimero par, logo, m é par. De fato, suponha, por absurdo,

que m seja um numero impar, isto €, m =2-p + 1. Entdo:
m*=Q2p+1Y=4p*+2p+1=2-Q2p*+p)+1=2-g+1,0onde g =2p*+p.

Assim, m? é impar, mas isto é um absurdo! Pois, por hipdtese, m? é um nimero par.

Portanto, m € par e podemos escrever m = 2-k.

Como m?=2-n?, temos 2-n*=(2-k)* =4-k* implica n*=2-k*. Dai, pelo mesmo motivo,

n? sendo par implica n par.

Portanto, m e n sdo nimeros pares e, portanto, ambos divisiveis, o que ¢ um absurdo!
Pois, m, n € I sdo irredutiveis. Logo, ndo existe um namero racional r cujo quadrado seja

igual a 2.

Segundo CARACA (1989, p. 54), esta constatagdo mostra que os dois segmentos de
reta — o lado e a diagonal do quadrado — ndo tém medida comum. Sempre que isto acontecer,

diz-se que estes segmentos sdo incomensuraveis.

Ainda, segundo o autor, trata-se de uma “insuficiéncia geral do campo numérico

racional para traduzir as relagdes geométricas (...)".

Do ponto de vista de funcao, isto significa existe nimero racional que corresponde a um

ponto da reta, mas nem todo ponto da reta corresponde a um nimero racional. Em outras
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palavras, a fungdo a : Q — P, onde P ¢ o conjunto dos pontos de uma reta, € injetiva, mas nao

¢ sobrejetiva, ou seja, ndo ¢€ bijetiva.

Nesse sentido, a existéncia da incomensurabilidade revela a insuficiéncia dos nimeros

racionais.

10.2 A Natureza da Particio da Reta e a Incomensurabilidade

Desde a época de Hipasus e Pitdgoras da Magna Grécia, o problema da
incomensurabilidade perdurou héd séculos e muitos matematicos dedicaram esfor¢os na

tentativa de resolvé-lo, como por exemplo:

Galileu e Leibniz tinham julgado que a ‘continuidade’ de dois pontos sobre uma reta
era consequéncia de sua densidade — isto ¢, o fato que entre dois pontos quaisquer existe
sempre um terceiro. Porém, os nimeros racionais tém essa propriedade, no entanto ndo
formam um continuum. (BOYRE, 1996, p. 390)

Segundo FERREIRA (2013, p. 67), Georg Cantor, ja citado em outras contribui¢des a
matematica, e Dedekind?’ (1831 — 1916) construiram, a partir dos nimeros racionais e por
métodos distintos, o conceito de incomensurabilidade dando origem a um novo conjunto, isto

¢, uma extensao do conjunto dos nimeros racionais.

Ainda, segundo o autor, Georg Cantor baseou-se nas Classes de Equivaléncias de
Sequéncias de Cauchy e Dedekind inspirou-se na Teoria das Propor¢des de Eudoxo criando o

conceito de corte. Neste estudo, optaremos pelo método de Dedekind.

Em 1859, Dedekind perguntou:

“O que ha na grandeza geométrica continua que a distingue dos niimeros racionais.”
(BOYRE, 1996, p. 390)

Para resolver o problema da incompletude dos nimeros racionais em relagdo a reta, ele
percebeu que o conjunto dos numeros racionais “podia ser estendido de modo a formar um

continuum de nimeros reais”. Mais ainda, concluiu que:

27 Julius Wilhelm Richard Dedekind, um dos eminentes matematicos alemies do séc. XIX que formalizou o
conceito de nimero real com sua Teoria de Corte. (BOYER, 1996, p. 390)
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a esséncia da continuidade de um segmento de reta ndo se deve a uma vaga propriedade
de ligagdo mutua, mas a uma propriedade exatamente oposta — a natureza da divisdo do
segmento em duas partes por meio de um ponto sobre o segmento. Em qualquer divisdo
dos pontos de um segmento em duas classes, tais que cada ponto pertence a uma e
somente uma, ¢ tal que todo ponto numa classe esta a esquerda de todo ponto da outra,
existe um ¢ um s6 ponto que realiza a divisdo. (...) Por essa observacdo trivial o segredo
da continuidade sera revelado. (BOYER, 1996, p. 390).

10.3 Cota Inferior e infimo, Cota Superior e Supremo

Segundo AVILA (2006, p. 62 — 64), um subconjunto C de um corpo ordenado K
chama-se limitado inferiormente quando existe k € K, tal que k < ¢, para todo ¢ € C. Se isto

acontecer, cada k € K com esta propriedade chama-se cota inferior de C.

Definicao 45. Chama-se infimo (caso exista) de C a maior das cotas inferiores. Para que um
nimero s seja o infimo de um conjunto C ¢ necessario e suficiente que satisfaca as duas

condigdes a seguir:
i) s <c, paratodo c € C;

ii) dado qualquer € > 0, existe ¢ € C, tal que c — e <s (ou c <s + ¢).
Note que o infimo (quando existe) de um conjunto pode ou ndo pertencer a este conjunto.

A limitacdo inferior de um conjunto C contido no corpo ordenado K assim como as cotas

interiores e o infimo estdo ilustrados pela FIGURA 22 a seguir.

FIGURA 22 — Cotas inferiores e infimo de um conjunto C contido num corpo ordenado K.

I C
Hﬁlﬂﬂl‘k
/ S\\
c s+e

FONTE: elaborada pelo autor.

K

Cotas inferiores

Nesta figura, observe que as cotas inferiores formam um conjunto de aproximagoes, por

falta, do infimo s, de modo que satisfaga as propriedades i) e ii) do infimo de um conjunto.
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De modo semelhante, um subconjunto C de um corpo ordenado K chama-se limitado
superiormente quando existe k € K, tal que ¢ < k, para todo ¢ € C. Neste caso, cada k € K com

esta propriedade chama-se cota superior de C.

Definicao 46. Chama-se supremo (caso exista) de C a menor das cotas superiores. Para que um
numero s seja o supremo de um conjunto C € necessario e suficiente que satisfaga as duas

condigdes a seguir:
i) c <s,paratodo c € C;

ii) dado qualquer € > 0, existe c € C, tal que s —e <c (ous <c + ¢g).

Observe que o supremo (quando existe) de um conjunto pode ou ndo pertencer a este
conjunto. A limitagdo superior do conjunto C contido no corpo ordenado K assim como as cotas

superiores e o supremo estdo ilustrados pela FIGURA 23 a seguir.

FIGURA 23 — Cotas superiores e o supremo de um conjunto C contido num corpo ordenado K.

K C

|

s—8& Cotas superiores
c

FONTE: elaborada pelo autor.

Nesta ilustracdo, note que as cotas superiores formam um conjunto de aproximagoes,

por excesso, do supremo s, tal que satisfaga as propriedades i) e ii) do supremo de um conjunto.
Exemplo 55. Considere o corpo ordenado de niimeros racionais Q. Seja o conjunto X < Q,
tal que X = {x ; a <x < b}. Prove que o infimo de X é a e o supremo de X ¢ b.

Resolugdo: O infimo de X ¢ a. De fato: i) Como a <x, segue que a ¢ cota inferior de X.

ii) Seja c uma cota inferior X. Para que a seja o infimo de X, ndo pode ocorrer a < c. Com efeito,

caso isto aconteca, pela propriedade de densidade, existe d € X, tal que a < d < c. Basta tomar

d=(a+c)2.
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Assim, d < c. Logo, ¢ ndo € cota inferior de X, o que ¢ um absurdo! Entdo, ¢ < a e,

portanto, a € o infimo de X. Note que o infimo de X ndo pertence a X.
O supremo de X ¢ b. Com efeito: i) x < b implica b ¢ cota superior de X.

ii) Seja s uma cota superior de X. Para que b seja o supremo de X, ndo pode ocorrer s < b, pois,
caso isto aconteca, segue, pela propriedade de densidade, que existe d € X, tal que s <d <b. E

suficiente tomar d = (s + b)/2.

Dessa forma, d < b. Logo, d ndo ¢ cota superior de X, o que ¢ uma contradi¢ao. Assim,

b < s e, portanto, b € o supremo de X. Observe que o supremo de X é também elemento de X.

Exemplo 56. Considere o corpo ordenado de numeros racionais Q. Mostre que o subconjunto

n .
C= {m ; n € N} de Q tem supremo igual a 1.

Resolugdo: i) Temos: n € N implica n+ 1 € N. Como n <n + 1, segue que # <1, para

todo n € N. Logo, 1 ¢ cota superior de C. Observe que 1 ¢ C.

ii) Agora, precisamos mostrar que 1 ¢ a menor das cotas superiores do conjunto C. Inicialmente,

n 1 - . ,
note que, para n = 1, temos 1 11 1/2. Entdo, suponha que exista um numero € € Q,

tal que 1/2 <eg <1. Assim, 1 —g>0.

Como Q ¢ arquimediano, existe n € N tal que n-(1 — €) > € que ¢ equivalente a
g€ <n/(n+ 1) e, portanto, € <n/(n + 1) < 1, para todo n € N. Assim, nenhum numero racional

€ <1 ¢ cota superior de C. Portanto, 1 ¢ o supremo de C.

. . 1
Exemplo 57. Seja o conjunto D = o M€ N} < Q. Prove que o infimo de D ¢ zero.

1
Resolugdo: i) Observe que, paratodon € N, 0 < gl Logo, 0 ¢ cota inferior de D. Além disso,
note que 0 ¢ D.

ii) Agora, mostraremos que 0 ¢ a maior das cotas inferiores de D. Em outras palavras, nenhum

¢ > 0 ¢ cota inferior de D. De fato, sabemos que o conjunto dos numeros racionais
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Q ¢ arquimediano. Como D c Q, segue que o conjunto D ¢ também arquimediano, logo, para

todo ¢ > 0, existe n € N, tal que:
1 1 1
—<c & -<n&e —-<l+n
c

Pela desigualdade de Bernoulli, temos:
l+n<(1+1)"=2"
. 1 .1 1
Assim, - <1+n<(l+1)"=2" ou seja, Z < 2" e, portanto, o < ¢. Dessa forma,
nenhum ¢ > 0 ¢ cota inferior do conjunto D. Entdo, 0 ¢ o infimo de D.

Utilizaremos esta mesma ideia para resolver o exemplo a seguir.

1
Exemplo 58. Mostre que o infimo do conjunto X = { ine N} é zero.

1 ) , e Y
Resolugdo: i) Temos: 0 < > para todo n € N. Assim, 0 é cota inferior de X. Além disso, note

que 0 ¢ X.

ii) 0 ¢ a maior das cotas inferiores de X, ou seja, nenhum x > 0 ¢ cota inferior de X. De fato, o
conjunto dos nimeros racionais Q € arquimediano e, como X c Q, segue que X ¢ também

arquimediano. Assim, pela propriedade arquimediana, para todo x >0, existe »n € N, tal que:
1
nx>1 & O<;<x.

Dessa forma, nenhum x > 0 ¢ cota inferior do conjunto X. Entdo, o infimo de X ¢ zero.

Quando o infimo (resp. supremo) pertencer ao conjunto serd chamado de minimo

(resp. maximo).

Observacoes:

1) Em geral, o infimo ou o supremo de um conjunto pode ou ndo pertencer ao conjunto.

2) O infimo de um conjunto, quando existe, € inico. Da mesma forma para o supremo.

3) Se o conjunto ¢ &, entdo, ndo possui infimo nem supremo, pois, ndo existe menor elemento
nem maior.
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10.4 Corte de Dedekind

Para LIMA (2010, p. 78), a incompletude dos racionais para formar o continuum
deve-se ao fato de que “alguns conjuntos limitados de nimeros racionais nao possuem supremo
(ou infimo).” De fato, vimos que ndo existe um numero racional 7, tal que 7> = 2. Entdo,

considere os conjuntos £ e D limitados por nimeros racionais contidos num corpo ordenado K:
E={reQ;r*<2,comr>0} e D={reQ;r*>2 comr>0}.
Mostraremos que o conjunto £ ndo tem maximo e o conjunto D ndo tem minimo em Q.

De fato, no primeiro caso (£ nao tem maximo em Q), suponha que existe um nimero

racional positivo s, tal que s> 7. Vamos mostrar que, mesmo assim, teremos s> < 2.

Em outras palavras, o conjunto £ ndo tem maximo se, para todo » € Q, é possivel

encontrar ¢ € Q, de modo que (r + ¢)* < 2.

Como s>r,seja s =r+q. Sem perda de generalidade, pode-se considerar g = 1/n uma
quantidade bem pequena o quanto se queira, tomando » bem grande, onde n € N. Dessa forma,

s=r+ 1/n. Logo:
<2 © (r+1/m)P?<2 & P+2rm+1n*<2 & Qr+1/n)l/n<2-7.
Majorando o termo (27 + 1/n)1/n, obtemos:
2-r+1/n)l/n<2r+1)l/n.

Logo, 2r+ D)1/n <2 -1 & n>2r+ 1)/(2 — ). Portanto, tomando » nestas
condicdes, obtemos s* < 2. Desta forma, o conjunto £ ndo possui elemento maximo. Em outras

palavras, o conjunto £ ndo admite supremo em Q c XK.

Analogamente, no segundo caso (D ndo tem minimo em Q), suponha que existe um

numero racional positivo s, tal que »>s. Entdo, r=s+ 1/n ou s=r— 1/n. Assim:
2= —1/nP?=r-2rin+ 1/n’
Minorando o termo #? — 2-#/n + 1/n?, obtemos:

2 —2r/n+ 1/n*>>r—2-rn.
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Logo, #* —2-r/n>2 & n>2-r/(¥* —2). Assim, tomando n nessas condi¢des, tem-se
s%>2. Portanto, o conjunto D nio possui elemento minimo. Isto significa que o conjunto D ndo

possui infimo em Q — K.

Agora, considere o corpo ordenado Q — K. Seja um ponto P, sobre uma reta associado
a x € K, tal que x> = 2. Suponha que P, realize uma particdo {E, D} dessa reta, onde

E={reQ;r<2,comr>0} e D={r e Q;#*>2,comr>0}, sob as duas condi¢des:

e nenhum ponto est4 fora desta particao {E, D}; e
e todo elemento e € E estd a esquerda de todo elemento d € D e, reciprocamente, todo

elemento d € D esta a direita de todo elemento e € E.

Definindo x*>=2 se, e somente se, x =2, temos: x=v2 ¢ EeD.

Nesse contexto, AYRES (1973, p. 97) menciona que: se x associado ao ponto Py, que
corta a reta, ndo ¢ um nimero racional (ja& demonstramos isto), entdo, todo nimero racional esta
ou no conjunto £ ou no conjunto D, porém, nunca em ambos. Analogamente, se x ¢ um numero
racional, entdo, com excecdo dele, todo numero racional esta ou no conjunto £ ou no conjunto

D, mas nao em ambos, conforme ilustrado pela FIGURA 24 a seguir.

FIGURA 24 — Corte de uma reta pelo ponto P,, com separador x = /2.

E.
E ~~ D K
NG

x=12

FONTE: elaborada pelo autor.

Aqui, chegamos a insuficiéncia do corpo ordenado Q < K e, portanto, no dbice do

problema da continuidade da reta apresentado por Dedekind.

Segundo CARACA (1989, p. 59 — 60): Em 1872, Dedekind publicou uma obra que
tratava sobre a Continuidade e Numeros Irracionais. Neste escrito, ele conseguiu responder a
questao que propos em 1859, acima citada. Em suas palavras:

(...) nos atribuimos a reta a qualidade de ser completa, sem lacunas, ou seja, continua.
Mas esta continuidade, em que consiste? A resposta a esta pergunta deve compreender
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em si tudo, e somente ela permitird desenvolver em bases cientificas o estudo de todos
os campos continuos (...). Pensei nisso sem resultado por muito tempo, mas, finalmente
achei o que procurava. Consiste ela (...): todo ponto da reta determina uma
decomposig¢do da mesma em duas partes, de tal natureza que todo o ponto de uma delas
estd a esquerda de todo o ponto da outra. Ora, eu vejo a esséncia da continuidade na
inversdo desta propriedade e, portanto, no principio seguinte: ‘se uma reparticdo de
todos os pontos da reta em duas classes esta a esquerda de todo o ponto da outra, entdo
existe um e so um ponto pelo qual é produzida esta reparti¢do de todos os pontos em
duas classes, ou esta decomposi¢do da reta em duas partes’. (...) A propriedade da reta
expressa por este principio ndo é mais que um axioma, e é sob a forma deste axioma
que nos pensamos a continuidade da reta, que reconhecemos a reta a sua continuidade.

Ainda, conforme o autor, Dedekind resolve o problema da continuidade da reta a partir
do copo ordenado dos nimeros racionais e propde um postulado ou Axioma da Continuidade

da Reta.

Axioma de Dedekind. Todo corte da reta é produzido por um ponto dela, isto €, qualquer que

seja o corte (E, D) existe sempre um ponto da reta que separa as duas classes E e D.

Nesse sentido, com a propriedade da relagio de ordem, segundo AVILA (2006, p. 58),
todo corte (£, D) na reta possui elemento de separagdo, que pode pertencer a classe E, como
seu maximo (ou supremo, neste caso), ou pertencer a classe D, como seu infimo (ou minimo,
nesta situagdo). Assim, se » ¢ um elemento de separagdo do corte (£, D), podemos representar

por C, este corte, isto é: C, = (E, D).

Com esta notagdo de corte e o axioma de Dedekind, podemos definir corte em Q, de

acordo com AYRES (1973, p. 98).

Definiciao 47. (Corte em Q) Um conjunto de niumeros racionais C, € um corte, com elemento

separador r, quando cumpre as trés propriedades a seguir:
i) C, € um subconjunto proprio (ndo vazio) de Q;
ii)se aec Q,com a<r,entdoa € Cy,

iii) para todo ¢ € C,, existe b € C,, tal que ¢ <b.

Ainda, segundo o autor: “A esséncia destas propriedades ¢ que um corte ndo possui nem

um elemento minimo (primeiro) nem um elemento maximo (Altimo).”
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Observe que na propriedade i), temos que demonstrar duas coisas: C, € um subconjunto

proprio de Q e C; ndo ¢ vazio.

Na propriedade ii), devemos demonstrar que todo racional menor do que o elemento

separador pertence ao corte.

Finalmente, a propriedade iii) menciona que, em todo corte racional, nao existe

elemento maximo. Em outras palavras, ndo existe supremo que pertenga ao corte.

Proposicao 18. Sejam C, um corte, com elemento separador 7, e ¢ € Q. Entdo, ¢ € cota superior

de C; se, e somente se, ¢ € Q\C,.

Demonstragdo: (=) Suponha que ¢ seja cota superior do corte C,. Entdo, ¢ ¢ C,, pois, do
contrario, ¢ seria elemento maximo de C,, contrariando a condicao #ii) de defini¢dao de corte.

Logo, ¢ € Q\C..

(&) Reciprocamente, suponha que ¢ € Q\C,. Entdo, ¢ ¢ cota superior do corte C,, pois, caso
contrario, teriamos: ¢ € Q, com ¢ < r. Isto implicaria ¢ € C,, pela propriedade ii) da defini¢ao
de corte. Mas, isto ¢ uma contradicao.

i
Proposicao 19.Ser € Qe Cr={a;a € Q,coma <r}, entdo C, € um corte em Q e o elemento

separador » € a menor cora superior de C.

Demonstragdo: Parte i) da defini¢do de corte: o conjunto Q ¢ ilimitado inferior e superiormente.
Logo, ndo tem infimo nem supremo. Assim, existem p, g € Q, tais que:
e p<re,portanto, C,# J; e

o r<g,segueque Cr# Q.
Logo, C; € um subconjunto préprio nao vazio de Q.

Parte ii) da defini¢do de corte: seja s € C,. Entdo, s < r. Assim, para todo a € Q, tal que

a <s implica a <s<r. Logo, a € C..

Parte iii) da defini¢do de corte: paratodo s € C, temos: s <r. Dai, pela propriedade da densidade

em Q, existe d € Q, tal que s <d <r, basta tomar d= (s + r)/2.
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Sendo d < r implica d € C,. Isto significa que, para todo s € C, existe d € C,, tal que

s <d. Portanto, s ndo é elemento maximo de C,.

O fato que, para todo s € C,, existe d € C,, tal que s < d e, portanto, s ndo ¢ elemento
maximo de C,, justifica que r € a menor cota superior de C,.

i

Vimos que o conjunto dos nimeros racionais Q nao satisfaz o axioma da continuidade

de Dedekind, pois, os conjuntos E={r e Q;*<2}eD={r € Q;r*>2} de nimero racionais,

por exemplo, carecem (respectivamente) de elementos maximo e minimo. Logo, ha “lacunas”

no conjunto Q e, portanto, ndo forma um continuum, isto €, ndo completam a reta, embora seja

muito denso nela.

Com isso, Dedekind resolve o problema da continuidade (ou completude) da reta.

10.5 Numero Real

A definicdo de corte de Dedekind, a partir do conjunto do numero racionais, gera

nimeros que nao sao racionais.

Dessa forma, CARACA (1989, p. 62) menciona a necessidade de uma defini¢ao para

esses numeros de separagdo que ndo pertencem ao conjunto Q.

Definicao 48. Chama-se numero real ao elemento separador x do corte C, de Dedekind na reta,
tal que:

i) se x ¢ um namero racional, o corte chama-se racional; e

ii) se x ndo ¢ racional, o corte chama-se nlimero irracional e seu elemento separador sera um

numero irracional.

O conjunto constituido por todos os numeros que ndo sao racionais chama-se conjunto

dos numeros irracionais € denota-se por R\Q.

CARACA (1989, p. 63) destaca que para se definir um nimero racional a/b sdo
necessarios dois numeros inteiros a € b, com b # 0 e ndo ¢ necessario “percorrer” o infinito.
Mas, para definir um nimero real, de acordo com Dedekind, sdo necessarias duas classes

(conjuntos infinitos), ou seja, ha necessidade do conceito de infinito.
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Ao conjunto de todos os numeros racionais e irracionais, chama-se conjunto dos

numeros reais € indica-se por R = Q U (R\Q).

Com isso, obtemos o conjunto dos niimeros reais R que representa um “continuo
numérico”, de modo que os numeros irracionais vém preencher as “lacunas” de descontinuidade

existentes no conjunto dos nlimeros racionais Q.

Por ndo haver “lacunas” no conjunto R, a reta passa a ser o modelo geométrico que

exatamente o representa, conforme ilustrado pela FIGURA 25 a seguir.

FIGURA 25 — Modelo geométrico do conjunto dos niimeros reais R.

FONTE: elaborada pelo autor.
O zero ¢ um numero real que separa as classes (ou conjuntos) R™ = {a ; a <0} e
R"= {b; 0<b} do corte (R, R"), conforme representado na FIGURA 26 a seguir.

FIGURA 26 — Representago das classes R"= {a;a<0} e R"= {b; b> 0}
do corte (R~, R") na reta.

FONTE: elaborada pelo autor.

A classe (ou conjunto) R = {a ; a <0} chama-se semirreta negativa e os nimero reais
associados aos pontos que pertencem desta semirreta chamam-se nimero reais negativos. De
modo semelhante, a classe (ou conjunto) R" = {b ; b > 0} chama-se semirreta positiva € 0s
nimeros reais que correspondem aos pontos desta semirreta chamam-se numeros reais

PoOSitivos.

Em virtude da completeza da reta estruturada no axioma de Dedekind, o conjunto dos

numeros reais R chama-se corpo ordenado completo.
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No contexto de funcdo, o que faltava para a aplicagdo o : Q — P, onde P ¢ o conjunto
dos pontos de uma reta, ser sobrejetiva, agora, o conjunto R cumpre este papel e, desse modo,

existe uma fun¢do a : R — P bijetiva.

Ademais, segundo GUEDES (1996, p. 9), o axioma de Dedekind pode ser escrito em

termos de infimo e supremo, conforme descrito a seguir:

Postulado do Infimo (Dedekind). Todo subconjunto (ndo vazio) de R, limitado inferiormente,

possui um infimo em R.
De modo semelhante:

Postulado do Supremo (Dedekind). Todo subconjunto (ndo vazio) de R, limitado

superiormente, admite um supremo em R.

Segundo LIMA (2010, p. 80): “todo corpo ordenado completo é arquimediano.” Como

o conjunto dos niimeros reais ¢ um corpo ordenado completo, temos a proposi¢do a seguir.

Teorema 25. (Arquimediano) R ¢ aquimediano, ou seja, vale qualquer uma das propriedades
a seguir:
i) dados a, b € R, com 0 < a < b, existe pelo menos um n €N, tal que n-a > b;

ii) para todo a € R, com 0 < g, existe pelo menos um n €N, tal que 0 < 1/n < a.

Demonstragdo: i) Suponha, por absurdo, que n-a < b, para todo n € N. Considere o conjunto
dos multiplos de a:

M(a)={n-a; n € N}.

Este conjunto ndo € vazio, pois, sendo 0 < @, temos: 1-a € N. Além disso, M(a) ¢
limitado superiormente por b, logo, pelo Postulado de Dedekind, o conjunto M(a) admite

supremo.

Seja s o supremo de M(a). Como o conjunto N tem a propriedade » € N implica

n+1 € N, segue, para todo n € N, que:

na<s = (n+t1l)ya<s = nata<s = na<s—a.
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Mas, por hipotese, 0 < a. Logo, s — a é uma cota superior de M(a) menor do que o

supremo s, o que ¢ um absurdo! Assim, existe pelo menos um n €N, tal que n-a > b.

ii) Temos: 0 < a. Entdo, por i), existe pelo menos um n € N, tal que n-a > b, com b > 0. Fazendo

b =1, segue que: n-a>1.Como 0 < 1/n, temos: 0 < 1/n <a.

Teorema 26. (Densidade) Os conjuntos Q ¢ (R\Q) sao ambos densos em R.
Demonstracgao: i) Densidade de Q em R.

Sejam a, b € R, tais que a < b. Entdo, b — a > 0. Como R ¢ arquimediano, existe pelo

menosum n € N, tal que 0 <1/n<b—a e, portanto, 1 <n-b—n-a.
Como a diferenca n-b — n-a ¢ maior do que 1, existe pelo menos um m € Z, tal que:
na<m<nb .. a<m/n<b,comn e N.

Isto significa que existem infinitos nimeros racionais entre os niimeros reais a € b.

Portanto, Q ¢ denso em R.

ii) Densidade de (R\Q) em R.

Para obter um niimero irracional, considere 1/n < (b — a)/\/2, isto é, V2/n < (b — a).
Assim, os numeros da forma m-\/2/n, com m € Z\{0} sdo irracionais e dividem a reta com

espacamento de tamanho 2/, pois:
(m+ 1)-v2/n — m-\2/n=+2/n.

Como V2/n < (b — a), entdo, algum m-\2/n deve estar entre a e b, isto &,

a <m-2/n <b, para algum m € 7Z\{0}.

Agora, se mo € Z\{0} for o menor, tal que b < mo- V2/n, entdo o nimero irracional

(mo—1)-V2/n esta entre a e b, ou seja, a < (mo— 1)- V2/n < b. Dessa forma, hé infinitos nameros

irracionais entre dois numeros reais. Portanto, o conjunto (R\Q) ¢ denso em R.

Outra maneira de demonstrar a densidade de (R\Q) em R.
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Pelo item i), sabe-se que Q ¢ denso em R. Entdo, para todo a, b € R, tais que a < b,

existem 7,5 € Q, taisque: a <r<s<<b.

O conjunto Q ¢ denso e, portanto, existem (» +s)/2 € Q, tais que: r<(r+s)/2<s ou

r<r+(s—r)y2<s ouainda, r<r+(s—r)A<s, com r+(E—r) A eQ e 0<A<I.
Portanto, a <r+ (s —r)-A<b,com 0<A<I.

Agora, note que v2/n > +/2/(n + 1), para todo n € N. Entdo, pondo A =v2/(n + 1), com

n € N, tem-se infinitos nimeros irracionais A, tais que: a <+ (s — )- V/2/(n +1) < b.

Definindo d = r + (s — )- v/2/(n +1), obtém-se infinitos niimeros irracionais d, de modo
quea<d<b.

i

Exemplo 59. Sejam r, s € Q, com r < 5. Prove que o nimero » + (s — )/v/2 é irracional e

r<r+(s—r)\2<s.

Resolugdo: i) Suponha, por absurdo, que o niimero a = r + (s — 7)///2 seja racional. Entdo,
a—r=(s — r)A/2 é racional e, portanto, V2 = (s — r)/(a — r), com a # r é racional, o que é um

absurdo!
Portanto, o nimero r + (s — #)/v/2 é irracional.

ii) Dado que o niimero v/2 ¢ irracional, entfo, pela propriedade arquimediana de R=Q U (R\Q),

tem-se 1 € N, tal que 1- V2> 1e, portanto, 1 > 12 ou 0<1A2<1.Mas, r<s implica
s—r>0.

Multiplicando a desigualdade 0 < 1/+/2 <1 por s — r, obtemos:
0<(s—r)N2<(s—7).

Somando  nesta tltima desigualdade, tem-se: r <7+ (s —r)/N2 <s.
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Conclusao

Ao propor a tematica Conjuntos e Fungdes articulando conceitos, propriedades e
demonstragdes visando a formagdo continuada do professor da Educagdo Basica, abrem-se

possibilidades de abordar a relagdo professor, conteudo e aluno.

Nesse contexto, o ensino e¢ a aprendizagem da matematica ganham importancias
significativos. Assim, procuramos refletir sobre a no¢do de conjuntos e funcdes, fazendo uso
de conceitos, defini¢des, exemplos, observacdes, esquemas, teoremas e figuras para construir
uma perspectiva que possibilite o aprimoramento da linguagem técnica, a elaboracdo de
conceitos e estratégias, a pratica de enunciar e demonstrar teoremas, visando a atuagdo do
professor de matematica na sala de aula e a constru¢do dos conhecimentos matematicos, de
modo com prioridade ao pensar em detrimento ao calcular, contribuindo significativamente a

aprendizagem dos alunos.

Dessa forma, acreditamos ter contribuido para o aperfeigoamento do professor, a fim de
que ele conduza com mais seguranga suas praticas pedagdgicas e proporcione melhor qualidade

no ensino da matematica na Educagdo Bésica.
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