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RESUMO

Nesse trabalho estudaremos as rotacdes de vetores em R? e R* através da Algebra de
Quatérnios, uma extensao do conjunto dos nimeros complexos — C. As rotagbdes de
vetores no plano ( R? ) sao descritas pelo produto de nimeros complexos de médulo
unitéario. Uma vez que a composicio de rotacoes em R? ndo é comutativa, torna-se
necessario estabelecer um outro conjunto cujo produto nao seja comutativo, mas seja
associativo. Esse é o conjunto dos quatérnios. Tal conjunto é consistente com um espaco
de quatro dimensdes, motivo pelo qual descreve, também, rotacoes em R*. Nesse trabalho
estudaremos rotacdes no plano, o conjunto dos quatérnios e as rotacoes em R? e R*.
Utilizaremos um formalismo matricial, cuja manipulacao é acessivel aos estudantes do
Ensino Médio. Apresentaremos, também, exemplos visuais que podem ser utilizados em

sala de aula.

Palavras-chave: 1. Rotacdo. 2. Numeros complexos. 3. Quatérnios. 4. Vetor. 5.
Algebra.

ABSTRACT

In this work we will study the vector rotations in R? and R?* through the Algebra of
Quaternions, an extension of the set of complex numbers — C. The rotations of vectors in
the plane (IR? ) are described by the product of complex numbers of unitary module. Since
the composition of rotations in IR3 is not commutative, it is necessary to establish another
set whose product is not commutative, but be associative. This is the set of quaternions.
Such a set is consistent with a space four dimensions, reason why it also describes rotations
in R*. In this work we will study rotations in the plane, the set of quaternions and
rotations in R?® and R*. We will use a matrix formalism, whose manipulation is accessible
to students from highschool. We will also present visual examples that can be used in the
classroom.

Keywords: 1. Rotation. 2. Complex numbers. 3. Quaternions. 4. Vector. 5.
Algebra.
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INTRODUCAO

A Algebra de Quatérnios é uma extensio do conjunto dos nimeros complexos — C,
sendo assim, esse trabalho tem inicio com uma retomada do conjunto dos complexos,
seguido das rotacoes de vetores no plano ( R? ), que sdo descritas pelo produto de niimeros
complexos de modulo unitario. Uma abordagem do contetdo do 3° ano do Ensino Médio,
acompanhada de uma abordagem com uso de matrizes.

Na sequéncia temos o trabalho de Hamilton (1805-1865) que contribuiu significativa-
mente para o desenvolvimento da Algebra Moderna. Na tentativa de aplicar a ideia de
nimero complexo para trés dimensdes, Hamilton desenvolveu a Algebra dos Quatérnios.
Seu trabalho possibilitou realizar rotacoes em R3. Os quatérnios formam um conjunto
consistente com um espaco de quatro dimensoes portanto, descreve, também, rotacoes em
R%.

As rotacoes em R? e em R? sdo realizadas com produtos de matrizes e também com
produtos de quatérnios unitarios e, em trés dimensoes, esse produto nao é comutativo.

O objetivo é apresentar um texto com liguagem didatica, de facil leitura e contendo
alguns fatos histéricos. Um dos quais, estd representado na Figural[l], é o local onde Hamil-
ton passeava com sua esposa, no momento em que teve a inspiracao de usar quadruplas
para representar um quatérnio [I]. Na proposta didética estdo apresentados exemplos
de atividades de rotagoes que ilustram o contetido abordado, de forma a levar o aluno a
compreender a utilizacdo das rotacdes com matrizes no plano R? e no espaco R?, bem

como as rotacoes em R? com quatérnios, apresentadas neste trabalho.

Figura 1: Pedra na Brougham Bridge do Royal Canal ronte: Maths week treland.



O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS - C

Até o inicio do século XVI equagoes que tinham como solugoes raizes quadradas de nime-
ros negativos eram ditas, simplesmente, “nao resoliveis”[1]. Fato que ainda hoje pratica-
mos com nossos alunos dos anos finais do Ensino Fundamental e iniciais do Ensino Médio
quando sdo apresentados a resolucio de equacoes de segundo grau az? + bz + ¢ = 0 com
a # 0, usando a “férmula de Bhaskara”. Se A = b? — 4ac < 0 dizemos que a equacio nio
possui solucao em IR.

Em 1545, Girolamo Cardano (1501-1576) publica a Ars magna com solugoes caso a
caso de varias equagoes cubicas. Tal como al-Khowarismi, Cardano também pensava
geometricamente. Suas solugoes partiam da ideia de completar quadrados ou, nesse caso,
cubos. Estas solu¢oes levaram, inevitavelmente, as raizes quadradas de niimeros negativos,
uma nova espécie de nimeros que Cardano denominava-os de “numeri ficti (nimeros
ficticios)”.

Nos séculos que se sucederam, esse novo conjunto de niimeros impulsionou o estudo da
algebra e, matematicos como Wessel, Argand, Gauss, Cauchy e Hamilton com seus estudos
e suas publicagoes, deram ao conjunto dos ntimeros complexos a forma que conhecemos

hoje.

1.1 CARACTERIZAGCAO DOS NUMEROS COMPLEXOS

O conjunto dos niimeros complexos — C é apresentado aos alunos no 3° ano do Ensino
Médio. Avila[2] apresenta os nimeros complexos partindo da equacao de segundo grau
com A < 0, que no passado nao possuia solucao real e, a partir de agora, tera solugao que
pertence a esse novo conjunto numeérico.

Tomando como exemplo a funcao
2
x° —2x + 10

que, para qualquer valor de x € IR, assumira resultado sempre diferente de 0. Ao resolver
a equacao
2 —22+10=0

usando a féormula de Bhaskara, obtemos

2++v/—36

Tr = 9



1.1 CARACTERIZACAO DOS NUMEROS COMPLEXOS )

sendo —36 o produto de 36 por (-1) e utilizando as propriedades da radiciacdo temos

2+,/36(—1)
T
segue que
2+6v/—1
r=——"

2

que nos fornece como solugoes

o =143v—1

" =1-3y/-1 ou " =14 (=-3v-1)

tanto em 2’ como em z” as parcelas nao podem ser adicionadas por serem algebricamente
distintas devido a /—1.

O simbolo y/—1 por ndo possuir nenhum significado geométrico nem algébrico causava
estranheza e incomodava os matematicos. Euler (1707-1783) passa, entao, a utilizar a letra

i para designé-lo[I]. Sendo assim

temos entao
=143 e 2 =1-—30

Portanto, os nimeros que se apresentam na forma algébrica
z=a+bi (1)

sdo chamados de Nimeros Complezos, onde a é sua parte real designada por Re(z), b sua
parte imaginaria, Im(z) e, i é a unidade imagindria, com a e b € R. Se a = 0 temos o
nuimero complexo 0+ b7 ou simplesmente b7, denominado imaginario puro; se b = 0 temos
a + 07 ou apenas o nimero real a. Sendo assim, o conjunto dos niimeros reais passa a ser
um subconjunto do conjunto dos nimeros complexos, R C C.

Dados os nimeros complexos z1 = a + bi e zo = ¢+ di, temos as seguintes defini¢oes:
Definicao 1.1. Ilgualdade
Z1 = 29 & a=c e b=d
Definigao 1.2. Adicaio
21 + 22 = (a+c)+ (b+d)i

Definicao 1.3. Multiplicacio

21.22 = (ac —bd) + (ad + be)i
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aplica-se a propriedade distributiva e i> = —1;
Definicao 1.4. Oposto

z1=a+bi = —z1=—a—bi
Definicao 1.5. Subtracao

29 — 21 = 2o+ (—21)
(c+di)+ (—a—bi) = (c—a) + (d —b)i

Definicao 1.6. Modulo
21 =a+bi = |21 = Va2 + b2

Seque que

|z122] = |21].[22]

Definicao 1.7. Conjugado

z1=a+bi = Z1=a—bi
seque que

Nz =a>+b:  istoé 2.7 = |z1|2
O complexo conjugado permite calcular o quociente de dois niimeros complexos 21 e 29
Definicao 1.8. Divisao

21

z.29 = 21 = z=7Z, comz #0 [2]

multiplicando numerador e denomindor pelo conjugado do denominador

As operacgoes de Adicao e Multiplicagdo em C possuem as propriedades:

e Comutativa — para todos 21 e 29 € C,
21t 2z=24+21 € 21.29=22.21
e Associativa — para todos z1, 22 e z3 € C,
(21 + 22) +23=2z1+ (22 + 23) € (Zl.ZQ).Zg = Zl.(ZQ.Zg)
e Distributiva — para todos 21, 29 e 23 € C,
21.(22+ 23) = 21.20 + 21.23

e Elemento neutro — para todos z1, 290 e z3 € C, com z0 = 0+ 07 e z3 = 1 4 01,
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— na Adicao 21+ 290 = 21

— na Multiplicagao Z21.23 = 21

Segundo Hefez [3], “conjuntos munidos das operagoes de adi¢ao e multiplicagao e que
possuem as propriedades acima [...] estdo sujeitos as leis basicas da aritmética, ou, na
terminologia moderna, é o que se chama de anel”. Sao exemplos de anéis, os conjuntos dos
numeros inteiros, racionais, reais, os complexos e também os quatérnios como veremos

mais a frente.

1.2 REPRESENTACAO GRAFICA E A FORMA TRIGONOMETRICA

Os nimeros complexos foram representados graficamente em 1798 por Wessel (1745-1818)
e em 1806 por Argand (1768-1822), mas essas publicagbes nio receberam a devida im-
portancia. Trinta anos mais tarde, Gauss (1777-1855), também passa a representar um
nimero complexo como um par ordenado em um plano cartesiano, com a parte real no
eixo horizontal e a imaginaria no eixo vertical[I]. A representacdo de um ntmero com-
plexo z = a + bi por um ponto Z = (a,b) possibilitou que os mateméaticos aceitassem
com maior naturalidade os niimeros complexos.

Cada ponto no plano identifica um ntimero complexo de coordenadas (a,b) e cada
nimero complexo pode ser representado por um vetor Oz, onde |z| é a distancia do ponto
Z & origem, Figura [2

y A CIXO ln'l&lglntll’l()

Z = a+ bi

-
o

X

(a,o0) eixo Real

Figura 2: Representacao de z = a + bi no plano Argand-Gauss (Imagem obtida de [6]).

A representacao grafica permitiu escrever o nimero complexo na forma trigonométrica.
Na Figurao triangulo OZ X é retangulo em X, o vetor Ozéa hipotenusa desse triangulo
e mede |z|, os segmentos OX medindo | X| =a e XZ = OY medindo |Y'| =b sdo os catetos
e, @ é o argumento do niimero complexo z, definido somente quando z # 0. Usando as

relagbes métricas temos:

cos ) = a = |z|cosf

o
J
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senfl = % = b = |z|send

substituindo os valores de a e b na forma algébrica z = a 4 bi obtemos:
z = |z|(cos 0 + isenf) (2)

esta é a forma Trigonométrica do niimero complexo. Quando fazemos r = |z| e o argu-
mento 0 variando entre 0 < 6 < 27 temos a forma Polar.
A multiplicacao e a divisao de dois nimeros complexos na forma polar segue as defi-

nigdes (1.3.) e (1.8.) respectivamente. Assim, dados dois nimeros complexos na forma

polar
21 = r1(cosf + isend)
e
29 = ra(cos a + isena)
temos:
® Z1.29

z1.29 = r1.r2[(cos 8 + isenf)(cos o + isena)]
21.22 = r1.72[(cos 0 cos a — senfisena) + i(send cos o 4 cos fsenc)]

resultado da adigao de arcos trigonométricos[4], logo

z1.29 = r1.r2[cos(0 + a) + isen(0 + )] (3)

° % com zo # 0
21 ri(cosf + isent)

2o ro(cosa+ isena)

de (1.8.), segue
z1 711 (cosf 4 isend)(cos o — isena)

2o 79 (cosa+ isena)(cosa — isena)

o produto do denominador resulta em cos? a + sen?a = 1, temos entao
<1 ™ . .
— = —(cos @ + isenf)(cos a — isenc)
<2 T2
<1 1 .
— = —(cosf cosa+ senfsena)) + i(senb cos a — cos fsena)
<2 T2
resultando em
<1 ™

= —[COS(@ — ) +isen(f — a)] (4)

<2 T2
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O produto de ntimeros complexos pode apresentar uma quantidade n € IN de fatores,

dados z1, 29, ..., 2z, € C, temos:
21929 .. 2p =11-1T2 ... Tplcos(6h +0s+ -+ 6y) +isen(6y + 02+ - -+ 60,)].[5]
Quando 2z =29=---=2, com 0 =0y=---=46, temos:
2" = r"[cos(nf) + isen(nf)] (5)
e, se 0 modulo dos fatores for unitério, obtemos a férmula de De Moivre (1667-1754)[2]
2" = (cos O + isenf)™ = cos(nf) + isen(nd).

Esta ultima também ¢ valida para expoente negativo, como segue:

1
z (cos B + isent) (cos 0T isen)"

1
- — cos(nf) — isen(nf
cos(nf) + isen(nf) cos(nf) — isen(nf)

assim
27" = cos(nf) — isen(nf) = cos(—nb) + isen(—nb). (6)

De posse dos nuimeros complexos na forma trigonométrica podemos definir Raizes

n-ésimas e Exponencial.

As raizes n-ésimas sao as solucoes para a equacao 2" = 2/, em que 2’ é conhecido;

estamos a procura do numero z € C que ao ser multiplicado por ele mesmo n vezes tem
como produto o ntimero 2z’ # 0 também C, isto é, V/2/ = 2" = 2/ . Tomando 2’ e z na
forma trigonométrica

2" =r(cosf + isend)
z = p(cos ¢ + isend)

substituindo na equacao 2" = 2’ e, da equacao , temos:
p"[cos(nd) + isen(ng)] = r(cos 8 + isenf)
da definigao (1.1.) de igualdade segue
ptcos(ng) =rcos e p'sen(ng) = rsend.

As equagbes acima nos fornecem
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2
nb=0+2%r =  o="THT o kez

n

Substituindo os valores de p e ¢ em z obtemos

0+ 2kr . 04 2krw
z = {/r(cos ———— + isen——) (7)
n n
Como os possiveis restos da divisao de k£ por n sdo 0,1,...,n — 1, o nimero complexo
2! # 0 possui n raizes 29, 21, . . ., 2n—1, essas raizes possuem modulo p = /r e argumento

¢k:%+2kﬂ-7Comk:O;17"'7n_]‘[2]'

n

A equagao [7] pode ser reescrita como segue:

0 0 2k 2k
z = {/r(cos — + isen—)(cos =74 isen—ﬂ) (8)

n n n n
para 2z’ = 1 a equacao [8| se resume a

2km 2k

z = (cos — + isen—) = wy,
n n
denominada raizes n-ésimas da unidade e que fornece as raizes 1, w, wo,...,wWp—1
quando k assume os valores 0,1,2,...,n — 1. Substituindo wy em (8) obtemos
n 9 . 9
z = {/r(cos — + isen—).wy (9)
n n

e, para k = 0 na equagdo [J] temos a raiz zp de um nimero complexo

20 = /r(cos 0 + iseng).
n n

Desta forma todas as raizes n-ésimas de um nimero complexo podem ser obtidas através

do produto
Z = 20.Wk, com k=0,1,...,n—1 (10)

onde zy é uma raiz n-ésima de 2’ e wy, as raizes n-ésimas da unidade.

A Exponencial é representada pela letra e, simbolo que apareceu impresso pela pri-
meira vez na Mechanica de Euler de 1736, sendo usado para representar a base do sistema
de logaritmos naturais [1]. Este simbolo representa o ntimero irracional compreendido en-
tre 2 e 3 (e=2,71828...), sendo obtido pela série

2 1}3

s o=z x
e :7§E:1+x+2—!+§+... (11)
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quando x=1 [2], ou pelo limite
e = lim(l—l—n)l/n: lim (1—|—1)". (12)
n—0 n—00 n

Dados o nimero e e o nimero complexo z = a + bi¢, definimos exponencial de um

numero complexo como segue

& = ea—Hn — . 6bl.

Tomando x = bi e fazendo o desenvolvimento da série em temos

(bz)+(bz'3) (bi?) (bz’5)+(bi6)+(bz’7)+

bi __
e = bt TR TR 6! 71
oo owt ey T
B TR TR TR R TR

admitindo a possibilidade de reagrupar os termos dessa série de forma que os termos reais

fiquem separados dos termos imaginarios, obtemos

2 b4 b6

pi_ b (B P
BT TR A TR TR TR

Juntamente com as séries das fllIl(;OGS Seno € cosseno, a parte 1mag1nar1a 6 pode ser

escrita da forma
b1

e’ = cosb+ isenb
e a expressao para a exponencial de um nimero complexo é

e = ¢ (cosb+ isenb) (13)

Segue do desenvolvimento de e” que a forma polar do nimero complexo passa a ser

representada por
z=re (14)
e a fomula de De Moivre por
= () = 0, (15)

Na sequéncia estao definidas as propriedades da exponencial complexa:

1. 7. %2 = A1 22
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4. € #0, V =z
5. |€*| = efte(2)
6. € =1 seesomente se z=2%kmi, ke

cujas demonstragoes encontram-se em [2].

12



ROTACOES NO PLANO - R?

A expectativa do Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo é que o aluno seja capaz
de compreender o significado geométrico das operagdes com os niimeros complexos [6].
Interpretando-as como transformagoes no plano: translacoes, ampliagoes e rotagoes. O
documento destaca, ainda, que tais “transformacoes realizadas sobre regides do plano
complexo constituem terreno muito fértil para aplicagdes préaticas,|...] que poderdo ser
apreciadas pelos alunos em leituras futuras ou em trabalhos complementares”. As trans-
formagoes que resultam em rotagoes sao as que farao parte desse estudo.

Algebricamente, o plano complexo — C difere do plano euclidiano — R x IR por causa da
multiplicagdo dos nimeros complexos [2] ( Defini¢ao 1.3.), no plano euclidiano nao temos
tal operacdo com os pares ordenados (z,y). Sendo assim, geometricamente podemos
considerar os planos C e R? como espacos isomorfos.

Considerando uma regiao do plano complexo, cada ponto dessa regiao identifica um
numero complexo z = x + yi e sera objeto de uma transformacao resultante da multipli-

cacao por 2/ = 0+ 7 ou simplesmente 7. Ao efetuarmos o produto de z por 2/, obtemos:

2 =zi=xityit = —y+ i (1)
de [1] observamos que |z| = |z - i].
Sendo 6 o argumento de z e #' o argumento de z - i, segue que ¢ + (5 —0) = m,
isto 6, 0 —0 = 3 Assim os vetores Oz e Ozi sao ortogonais, ambos possuem o

mesmo moédulo, mas Ozi foi rotacionado de § radianos (90°) conforme Figura (3| Segue,

eixo Imaginario

A

Zl
X

2
0
- %
Y \ eixo Real

Figura 3: Produto de 2z por i (Imagem obtida de [6]).

sem maiores detalhes, que ao multiplicarmos todos os pontos de uma regiao pelo nimero

complexo 4 seu tamanho nao serd alterado e sofrerd uma rotagao de § radianos.

13
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Santos [7], em sua dissertacao, exemplifica a utilizagdo de rotagdo para resolver o
Problema do Tesouro Perdido (p. 44). Trata-se de um tesouro que foi escondido por um
pirata em uma ilha, a inica do arquipélago com duas rochas e uma palmeira, deixando um
mapa com as instrugoes para localiza-lo. O portador do mapa, ao localizar o arquipélago,
verifica que a palmeira ndo existe mais. Na Figura [4] as rochas estdo representadas pelas
letras R e Q e a palmeira pela letra P, a auxéncia da palmeira nao interfere na localizagao

do tesouro se o proprietario do mapa possuir os conceitos de rotacao.

R —90" S Q X

Tesouro (T

Figura 4: Tesouro perdido ( imagem obtida de [7])

Do que foi ilustrado acima, temos um conjunto de transformagoes lineares de C em
C que coincide com o préprio conjunto dos nimeros complexos [8]. Para definir uma

transformacao linear em C vamos tomar z e w € C, temos:

T : C—C

W — 2w
Sendo z=a+bi e w=x+yi, segue:
Tw = (a+bi)w = (a+ bi)(x+yi) = ax — by + i(bx + ay)

Do fato de C e IR? serem espacos isomorfos a transformacao 7' : C — C corresponde a

uma transformacio 7" : R? — R? dada por

T'(2,y) = (ax — by, bx + ay)
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que possui a matriz de base canonica

Segue de 2] Capitulo 1 que

0 —sent
T 7ﬂ.(cos sen ) 3)

send cos
= r-Ry (4)

temos, entao, um conjunto de rotacgoes definido por ® = {Ry | 6 € R}, onde cada Ry
representa uma matriz de rotacao no plano. O que nos leva a concluir que o produto do
numero complexo w por z, rotaciona w em # radianos em relagao a origem e o médulo de
w sera aumentado ou diminuido por r, que é o modulo de z.

Quando r =1 em temos

0 —send
T = Ry — ( cos sen ) (5)

senf  cosf

com Ry representando todas as matrizes ortogonais de rotagdo de dimensao 2, uma vez

que satisfaz as condicoes:
e matrizes ortogonais sdo tais que AA' = A'A =T e detA =1 I8];

Definicao 2.1. O conjunto das matrizes ortogonais com determinante igual a 1 é repre-

sentado por SO(Q) e denominado de grupo especial ortogonal de dimensdao 2.

Proposicao 2.2. 50(2) € o conjunto das matrizes de rotagdo no plano, [8]
SO(Q) :%:{Rg | QEIR}.
Demonstracao:

(:> ) R C 50(2)
Seja 0 € R, temos

( cosf —senb )
Ry =
senf cosf

detRy = cos® 0 + sen®0 = 1.

entao
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Temos, também, que

RORZ _ cos) —senf ) ( cosf senf )
senfl  cos6 —senfl cosf
B cos? 0 + sen?0 cos #sent — senf cos 6 )
senf cos 6 — senb cos 0 sen?d + cos® 0
(10 )
01
e mais
RZRG _ cosf  senf ) ( cosf —senb )
—senfl cosf senf)  cosf
B cos? 0 + sen®0 — cos fsent + senb cos 0 )
—senf cos 0 + senf cos 0 sen?6 + cos? 0

(10
~lo1

Assim Ry € SO(y) , logo R C SO 9y;
(<:)SO(2) cCR
Seja

(a)-(0))

seque que a = d e b = —c, assim

como A€ S50y, detA= a?+c2 =1,

entato 3 O €R tal que a=-cos e c=senf, logo

. ( cos 6 —sen@) _ R,

senf cosf

ou seja, SO(z) C R

16
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cqd.

As matrizes de rotagdo Ry € R sdo operadores ortogonais que preservam a norma e o
dngulo entre os vetores [§], e a rotagao resultante ndo depende da ordem de composigao

das rotagoes. A composicao de rotagoes é uma rotacao, e satisfaz:
R91 o R92 = (COS 61 + isen@l)(cos 0y + isenez) = COS(Ql + 92) + isen(@l + 92) = R91_|_92

Os nimeros complexos considerados acima pertencem, na geometria do plano, a circunfe-

réncia unitaria de centro na origem, esse conjunto de nimeros sera denominado de esfera

St



OS QUATERNIOS DE HAMILTON

O matematico irlandés Sir Willian Rowan Hamilton (1805-1865) apresentou a Acade-
mia Irlandesa, em 1833, um artigo no qual introduzia uma &algebra de pares de nimeros
complexos [I]. Nele continha, a importante regra da multiplicagdo de pares de ntimeros
complexos, que o autor interpretava como uma operacao envolvendo rotacao, conforme
foi descrito nos Capitulos anteriores.

Hamilton tentou aplicar a ideia de nimero complexo binario a + bi para trés dimensoes
usando os ternos a + bi + ¢j e trabalhou por dez anos na tentativa de resolver a multipli-
cagdo de nimeros com essa formagdo, sem sucesso. Até que, em 1843, teve a inspira¢ao
de usar quadruplas para representar esse conjunto de nimeros. Sua férmula fundamental
foi registrada em uma pedra na Brougham Bridge do Royal Canal [IIl] .

Em 1853 publica Lectures on Quaternions, uma obra volumosa na qual descrevia a
aplicacao dos quatérnios na Geometria, na Geometria Diferencial e na Fisica. Hamil-
ton apresentou uma teoria detalhada de um sistema algébrico nao comutativo, fato que

contribuiu significativamente para o desenvolvimento da Algebra moderna [I].

3.1 CARACTERIZACAO DOS QUATERNIOS

Definicdo 3.1. Um Quatérnio é um elemento de R*, sendo representado pela quddrupla:
q=a-+bi+cj+dk,

onde suas componentes a,b,c e d sao numeros reais e seu conjunto € representado pela
letra H.

Para desenvolver a algebra dos quatérnios, Hamilton estabeleceu que:

=72 =k=ik=-1
=k =—
y " [ (1)
jk=1=—kj
ki =j = —ik

Um quatérnio é um par de nimeros complexos. Dados z e w € C  escritos na forma

algébrica, temos:

q=z+wj (2)

I Figura [1| que aparece na introducéo desse trabalho.

18
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segue do exposto em [I| que

g = (a+0bi)+ (c+di)j
= a+bit+ci+dk |9 (3)

Assim, o conjunto de todos os quatérnios sera dado por:

H={¢=q+qi+qit+aegk | 0 qa,q90q93€cR}
e H* é o conjunto dos quatérnios nao nulos:
H* = H\{0}.
Representando o quatérnio ¢ com a forma

¢g=q+4q (4)

onde

q=qii+qj+qsk (5)

temos que:
qo ¢ a parte real do quatérnio, gy = R(q) e q é a parte imagindria do quatérnio, q = J(q)
também chamada de parte pura.

Quando ¢p = 0, o quatérnio ¢ = q = q17 + q2j + ¢3k é denominado de quatérnio puro

e pertence ao conjunto
IH={¢=q9+qai+q@j+g@akcH | ¢ =0}

e pode ser identificado com o espaco IR3.
Portanto um quatérnio ¢ € IH com ¢ = qp + q17 + q2j + ¢3k pode ser representado em

uma base de R* com
1= (1,0,0,0); 7= (0,1,0,0); j= (0,0,1,0); k= (0,0,0,1)

e um quatérnio q € IIH com q = q17 + ¢2j + g3k pode ser representado em uma base de
R3 com
i=(1,0,0); j=(0,1,0); k=(0,0,1)

segue que gp ¢ um escalar e q é um vetor de R3 [9].

As operagoes com quatérnios sao semelhantes as operacoes com os nimeros complexos.
Dados os quatérnios ¢ = qo + q17 4+ q27 + q3k e p = po + p1i+ p2j + p3k, temos as seguintes
definic¢oes:
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Definicao 3.2. Igualdade

q=7p < g0 =pPo, Q91 =PpP1, QG2=p2 € (G3=Dp3
Definicao 3.3. Adicdio

q+p = (90 +po) + (q1 +p1)i+ (g2 +p2)j + (g3 + p3)k
Definicao 3.4. Multiplicacio

e por um escalar c = co+ 0
cq = cqo + cqui + cqaj + cqzk

e por um quatérnio p

pg = (po+pii+p2j+p3k)(q+ qi+ g+ qzk)
= (pogo — 1q1 — P2g2 — P3g3) + (Poq1 + P1go + P2q3 — P3q2) i +
(Pog2 — p1g3 + p2qo + p3q1)j + (Pogs + P1a2 — P2q1 + P3qo) k

Seque que

Pq = podo — P-4+ pod+qP+P xq (6)
onde p.q € o produto interno e p X q € o produto vetorial ﬂ/ Seque que
R(pg) =pogo—p-9 ¢  I(pg) =poa+qpP+Ppxq
e entre dois quatérnios puros
p=pii+tpj+pik e a=qi+qitaek
resulta em
Pa = (—p1q1 — p2g2 — p3qs) + (p2gs — p3az)i + (p3sqr — p1g3)j + (P1g2 — p2q1)k

este resultado € a adicao do produto vetorial com o simétrico do produto interno dos

vetores p e q
Pg=Ppxd-—p.q (7)

Segundo a nota de Delgado [10], o produto interno apareceu formalmente na literatura
no livro Vector Analysis (1901) de Edwin B. Wilson, baseado nos semindrios ministrados
por Josiah Willard Gibbs (1839-1903) com o nome de produto direto, mas ja havia sido
empregado anteriormente por Lagrange (1736-1813) e por Hamilton.

2 Sobre produto interno e produto vetorial consulte Camargo [11]
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Definicao 3.5. Norma

|ﬂ=¢%+ﬁ+ﬁ+ﬁ

A expressio N(q) também é usada para representar a Norma de um quatérnio. Quando

lg| =1 o quatérnio é unitdrio. Seque da defini¢ao que

lpg| = |pl.lq|

Definicao 3.6. Conjugado
g=qt+qitaeqjtegak = G=q—qi—qj—qgk=qp—q

e, da definicao de conjugado temos
47 = g3 +4i + a3 + 45 = |qI

Definicao 3.7. Inverso Multiplicativo

q_lq = qq_1 =1 para qe H*

assim

- q
TP

Q9

Definicao 3.8. Divisao

Para d temos duas possibilidades:
p

(£),=r'¢ ¢ (§),=a'. com gqeH ¢ peH

devido ao fato da multiplicacao de quatérnios nao ser comutativa temos a divisao a es-

querda e a divisao a direita.

Dados os escalares ¢, ¢1 e co e 0s quatérnios p, ¢ e r € IH, as operacgoes de Adicao e

Multiplicacao possuem as propriedades:

e Comutativa em relacao a adigao
ptq=q+p
e Distributiva

(c1+c2)g = c1q + caq

ci(p+4q) =cap+cq
(p+q)r=pr+gqr a direita
plg+71)=pg+pr a esquerda
(cp)q = p(cq) = c(pq)
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e Associativa

e Flemento Neutro

q+0=gq

Como o produto vetorial p X q # q X p a multiplicagdo de quatérnios nao é comutativa.

3.2 QUATERNIOS REPRESENTADOS POR MATRIZES

Os quatérnios também podem ser representados na forma de matrizes complexas de or-
dem 2 ou matrizes reais de ordem 4, em que as operacoes de adi¢ao e multiplicacao de
quatérnios correspondem as respectivas operagoes de matrizes [9].

Dado o quatérnio ¢ = qo + q1i + q2j + @3k = z+wj, com z =qo+q1i e w =

Q2 + q31, sera associado a matriz

A= Zi lf _ QO+Q1Z" Q2+Q3Z: (8)
—W Z —q2+q3t qo—q1t

sendo assim, o conjunto H é isomorfo ao conjunto H

{2 0) 1 swec)

Temos, ainda, as identificagoes:

N HER CHES

A=ql+ql+ql+gaK.

e portanto

Segue que
o detA =|q|?

e se qo = q3 = 0 entdo a matriz A é diagonal

e g corresponde & (A)L.



3.3 QUATERNIO NAS FORMAS TRIGONOMETRICA E POLAR 23

A partir da representacao do quatérnio ¢ como a matriz complexa Asyo em [8] obtemos
sua representacao como uma matriz real de ordem 4, bastando substituir os nimeros

complexos pelas suas matrizes reais correspondentes:

q0 q1 q2 q3
—4q1 qo0 —43 92
—4q2 43 g —q1
—q3 —q2 q q0

e a base de H para essa representacao é:

1 0 00 0O 10
01 00 -1 0 0
1= 5 I = )

0010 0 0 —1
0001 01 O

0 0O 10 0O 0 0 1

0 0 01 0 0 -1 0

J= K= o]
-1 0 00 0O 1 0 0
0O -1 0 0 -1 0 0 O

3.3 QUATERNIO NAS FORMAS TRIGONOMETRICA E POLAR

Sendo um quatérnio ¢ = g9 + q € H* podemos obter sua representacao na forma trigo-

() + () -

segue que existe 0 € [0,27] tal que

nométrica a partir de:

cosf =9 o send=
4] ldl
entao
7
q = |g|lcosf+ glsen
1
= |q <C089 + ’q‘sen9> (9)
q

se #=0 ou 6 =m entdo o quatérnio sera real, ¢ € R. E, a adicao e a multi-
plicagdo de quatérnios representados na forma trigonometrica serao efetuadas conforme a

primeira defini¢gio de Hamilton [9].
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Dados z1 e zo € C escritos na forma polar 14| (Cap.1), o quatérnio ¢ = z1 + 22j sera

representado na forma polar como segue:

qg=r e 4 roe'®j [12] (10)



ROTACOES NO ESPACO - R?

Rotacoes em R? sdo usualmente realizadas com a utilizacio de angulos de Euler. Nesse
Capitulo, no entanto, trataremos de rotacoes com uso de matrizes, uma extensao do
Capitulo 2, e a énfase serda dada no uso de quatérnios como operadores de rotagao no

espago [9].

4.1 ROTAQOES POR MATRIZES

Ja sabemos que um quatérnio p € IH com p = p1i + p2j + psk, tal que |p| = 1, é um
vetor de R? [9]. Tomando um sistema de eixos OXY Z ortogonais entre si para representar
0 espaco R e um ponto P = (x,y, ) nessa representacio, conforme Figura , temos que:

o vetor OP = p, a projecao ortogonal do ponto P no plano XOY ¢ dada por P’, o vetor

A

Figura 5: Representacao do vetor OP em R5.

OP' 6 a projecao do vetor OP no plano XOY. Se realizarmos uma rotacao do ponto
P em torno do eixo Z de 27 radianos, sua projecao P’ descreve no plano XOY uma
circunferéncia de raio igual a |OjD/ |. Ao realizar uma rotac¢ao no plano XOY de maneira
que o semi-eixo OX coincida com o vetor opr' , isto é, rotacionar o referencial no sentido
anti-horario de um angulo 6 em torno do eixo Z, é o mesmo que rotacionar o vetor opr'
em sentido hordrio de um angulo —# até coincidir com o semi-eixo OX. Devido a este

fato, ao escrevermos as matrizes dessas rotacoes, uma sera a inversa da outra.

25
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Figura 6: Coordenadas da projegdo de P apds rotacao do referencial.

Rotacionando o referencial em torno do eixo Z a coordenada z do ponto nao se altera,
assim as alteragoes se darao no plano XOY. Apds a rotacgdo, as novas coordenadas do
ponto P serdo (2',y',2') com 2’ = z, obtidas por coordenadas polares, veja Figura [6]

Logo, as novas coordenadas sao:

¥ = zcosl+ysend+ 2.0
y = —xsenf +ycosf+ 2.0 (1)
2 = 2.04+y0+1.2

O sistema em [I| pode ser representado na forma de produto de matrizes conforme segue:

x! cos@ senf 0 x

" =1 —senf cosfh 0

2! 0 0 1 z
Sendo assim, a matriz que representa a rotacao do referencial em torno do eixo Z é

cosf senf 0
R,p=| —senf cosf 0 (2)
0 0 1

e, a matriz que representa a rotacao do ponto P em torno do eixo Z é dada por

cosf@ —senf 0

R,p=1| senf cost 0
0 0 1
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De maneira andloga, podemos representar a matriz de rotacao do referencial em torno do

eixo Y mediante um angulo « e a matriz de rotacao em torno do eixo X mediante um

angulo ¢, como segue:

rotacao do referencial em torno do eixo Y

cosae 0 sena
Ry o = 0 1 0

—sena 0 cosa

rotacao do ponto P em torno do eixo Y

cosae 0 —sena
R, = 0 1 0

senae 0 cosw

rotacao do referencial em torno do eixo X

1 0 0
Ry =1 0 cosp senp

0 —seny cosp

rotagao do ponto P em torno do eixo X

1 0 0

0 cosyp —senyp

/

T =

R

0 seny cose

Segue que R; p ¢ a matriz inversa e também a matriz transposta de R, g [9]

!

Rz,o = (RZ,G)t = (Rzﬁ)_l

da mesma forma que

e também

Do fato acima, segue que:
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cosf@ senf 0 cos —senf 0 1 00
—senf cosf 0 senf cosf 0O |=]01 0
0 0 1 0 0 1 001

para matriz de ordem dois, a demonstracao foi realizada na proposicao 0 processo é
analogo para as de ordem trés IR, g, Ry, € Ry .

E, do fato que:
detR, g = detRy; , = detRy o =1

podemos concluir que esse conjunto de matrizes de ordem 3 sao ortogonais e representam

o conjunto das matrizes de rotagao no espaco, a demonstragao completa encontra-se em

8]
50(3) = {RZ,07 Rx,cp, Ry,a | 9, Y, 0 € ]R}

Como as rotagoes preservam a norma dos vetores e os angulos, segue que o produto interno

também nao se altera com as rotacoes, visto que

q.p = |q||p| cos(q, p).

Dadas duas rotagoes de angulos # e § em torno do mesmo eixo, o resultado dessa

composi¢ao serd uma rotagao com a soma dos angulos:

Rz,@ o Rz,ﬁ = Rz,9+,3

cos(0+3) sen(0+p5) 0
R.pgyp= | —sen(@0+p3) cos(0+5) 0 [9]
0 0 1

Fazendo a representacao do vetor OP = p, Figura , usando coordenadas esféricas

temos:
x
cosf) = = x = senycost
seny
__Y _
senf) = = y = senpsend
seny
segue
seny cos 6
p = | senpsent (6)

CoS ¢
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que pode ser obtido pela composicdo das matrizes de rotacio em IR? conforme segue:

p=R,g0R,,(0,0,1)

cos) —senf 0 cosp 0 senp 0 senp cos 6
senfl cosf 0 0 1 0 0 | =| senpsenf | = OP = p
0 0 1 —senp 0 cosgp 1 coSs

recebendo o nome de eixo de rotagao [8].
Temos, também, que uma matriz de rotagao A, de ordem 3, com determinante igual
a 1, é um operador linear de R? — R3 tal que w serd a imagem do vetor v conforme a

equacao a seguir:

w = Av
w1 ail a2 a3 Uy
wy | =| a1 azx ass Vg (7)
w3 asr a32 ass U3

4.2 ROTACOES POR QUATERNIOS

Esta secao tem como referéncia o trabalho de Marinho [9]. Para rotacionarmos um vetor
em RR3 usando um quatérnio ¢ € H qualquer vamos precisar determinar um operador de
rotacao. Vimos no Capitulo 3 que, o produto de dois quatérnios também é um quatérnio,
pois o conjunto é fechado para a multiplicacdo. Vimos, também, que o produto de dois
quatérnios puros nao é um quatérnio puro.

Logo, para efetuarmos uma rotaciao de quatérnios em R? temos que garantir que, de
um quatérnio puro p chegaremos a outro quatérnio, também puro, w. Assim, tomando
trés quatérnios ¢, r € H quaisquer e p € IIH puro. E, sabendo que a multiplicacdo nao

é comutativa, os possiveis resultados sao:

bqgr, Pprq, gqrp, T49p, 4pr € TPpg.

As quatro primeiras possibilidades serdo descartadas pois o produto ¢r e rg nao nos
fornece quatérnios puros conforme @(Cap. 3). Vamos fazer a andlise das outras duas

possibilidades.
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Tomando g =qo+q, r=rg+r e = 0+ p, temos que o produto gqpr sera:

gpr = (@0 +a)(0+p)(ro+r)
= (qop+ap)(ro+r)
= [qop+ (axp)— (a.p)](ro +1)
= —ro(q.p) —q(pr)—(gxp)r+

escalar: wq
rogoP +70(q X P) — (@p)r +qo(p x 1) + (g x p) xr (8)

vetor: w

para garantir que o resultado em |8 seja um quatérnio puro wg = 0, segue

—ro(q.p) —qo(pr) —(@xp)r=20
nessa condicao ¢é necessario que rg=¢qy9p € T = —q, entao

r=ro+r=gqo—q=4g,

q=Tr.

Para o produto rpq o resultado é analogo.
Os produtos triplos dos quatérnios determinam, desta forma, dois operadores de rota-

¢ao:
qpq € qpq (9)

que produzirao um quatérnio puro w sempre que p também for um quatérnio puro, vale
ressaltar que |q| = 1.
Para representar esse operador de forma algébrica, tomamos ¢ = ¢y + q um quatérnio

tal que |¢| =1 e v = 04 v um quatérnio puro, segue:

W = qvq
= (90 +a)(0+v)(e0 —a)
= (qv)q+g@v+20p(gxv)—(qxv)xq

aqui serd utilizada a igualdade de Grassmman ( p.

(pxq)xr=(pr)q—(qr)p
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obtendo assim:

w = (¢ —la*)v+2(a.v)a+2q(q x v). (10)

A representacao do operador w = gvq é andloga. Agora, temos que verificar se esses
operadores sao operadores lineares, se eles preservam a norma do vetor e se eles realmente

representam uma rotacao.

Teorema 4.1. Sejam q = qo + q = cosf + usend um quatérnio unitario com u = %
@(Ca,p. 3)eveR3. A agio do operador
Wy(v) = qvg (11)

em v pode ser interpretada geometricamente como a rotacao do vetor v em torno de q
como eizo de rotacao e sequndo um angulo 26.

Demonstragdao: essa demonstragao foi dividida em trés lemas na publica¢io da autoraf9):

Lema 4.2. O operador Wq(v) = qvg € linear.
Demonstracio: dados dois vetores a e b € R3, k um ndmero real e ¢ um quatérnio

unitdrio, entao:

Wy(ka+b) = g(ka+b)g
= (qka+qb)g
= kqag + ¢bg
= kWq(a) + Wq(b)

cqd.

Lema 4.3. Seja ¢ um quatérnio unitdrio. A norma de um vetor de R® ndo se altera com
a aplicagio do operador Wq(v) = qvg.

Demonstracio: sejam v um vetor de R3 e ¢ um quatérnio unitdrio, entdo:
(Wa(v)| = lgval = lqllv[[g] = |v|

cqd.

Lema 4.4. O operador Wq(v) = qvq representa uma rotagao.
Demonstragcio: tomando q = qo + q = cosf 4+ usenf um quatérnio unitdario com
u= 3 evecR3 dividindo v em duas componentes ortogonais, sendo Vq a componente

lql
na direcao de q, i.e. vq = kq para algum escalar k e a componente vy normal ao vetor

q.
Seque a verificagio que o vetor vq = kq ndao sofre alteragoes pelo operador Wq. Da

equagao [10] temos
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Wq(ka) = q(ka)q
= (g5 —lal*)ka+2(q.kq)q
= kggq+klal’q
= k(g +lal*)a

cqd.

Assim, o vetor q poderd ser o eixo de rotagdo. Continuando, temos que vy ird rotacio-
nar em torno de q, agora eizo de rotacao, de um angulo igual a 20. Novamente, tomando

a equacao e efetuando a substituicao q = u|q| obtemos:

WQ(VH) - q(vn)q
= (g} —|d|*)va +2g0(q x vn)
= (g —|d)®)va + 200/q|(u x vn)

sendo (W X vyp) = vp L, seque
Wa(vn) = (a5 — lal*)vn + 2qo|a|vnL. (12)
Como vy e vp L tem a mesma norma
T
[Val| = |uxvy| = \uHVn\senE = |vp|

e, substituindo na equagdo a representacao trigonométrica @(C’ap. 3 ) do quatérnio q,

obtemos:
W (V) = (cos® 0 — sen®d) vy + (2 cos fsend)vy L
e das formulas de arco duplo [J)], temos:

W (vn) = cos(20)vy + sen(20)vyL; (13)
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Para concluir a demonstracio do teorema, vimos que:

w = qvq
= Wq(v)
= Wq(vq+ Vn)
= Wq(vq) + Wq(Vn)

= Vq+Vm
onde
Vm = Wq(vn) = cos(20)vy + sen(20) vy L;
Sendo fdcil verificar que a N(vm) € igual a N(vp) = N(vnl), como seque:
|Vm|2 = VmVm
= (cos(20)vyn + sen(20)vy L) (cos(20) vy + sen(20)vy L)

= (cos?(20) + sen?(20))|va|?

= |Vn|2 = ‘VnJ-|2

logo, |Vm| = |Vn| = |VnJ—|

cqd.

A demonstracao para o operador Wyqg segue os mesmos passos apresentados acima,

resultando em

Wq(v) = vq + cos(20) vy — sen(20) vy L

isto é,
Wq(v) = vq + cos(—20)vy + sen(—260)vy L.

Podemos ver na Figura[7]o resultado da rotacao apds aplicagdo do operador quaterniénico
Wy no vetor v:

V = Vq + Vn,
W = qvq e
W =Vq+ Vm

segue que os vetores v e w podem ser interpretados geometricamente como as geratrizes

de um cone que tem como eixo o vetor q e sua base circular contém os vetores vy, € vp,.
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Para finalizar, é possivel verificar que as rotagoes obtidas pelos operadores Wq e
Wgq representam rotagoes inversas. Sendo a rotagao do ponto obtida pelo operador

Wq(Vv) = ¢vq e a rotagao do referencial obtida pelo operador  Wg(v) = gvg.

Figura 7: Representagao geométrica da rotacao por um quatérnio ( Imagem obtida de [A).
E, que a composicao de dois operadores quaternionicos ¢ um operador quaternionico
WqoW, =W,

Teorema 4.5. Sejam p e q dois quatérnios unitdrios que definem dois operadores quater-

nionicos
Wp(u) =pup e Wgy(v) =qvg

entao o produto pq define o operador quaternionico Wypq que representa a composicao
dos opradores Wy, sequido de Wq, sendo o eizo e o angulo de rotacao representados pelo

produto pq.
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Demonstragao: seja w um quatérnio puro em 1R3, entao:

w = (WqoWp)(u)
= Wqy(pup)
= q(pup)g
= gpupq
= pqupq
= Wpq(u)

Sendo p e q quatérnios unitdrios, pq também ¢ unitdrio. Seque que Wpq € um operador

quaternionico de rotacao com eizo e angulo de rotacao representados pelo produto pq.
cqd.

E, para a composicao do operador Wg(v) = gvg, a demonstragdo ¢ andloga.
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Identidade de Grassmman

Dados p, q e r quatérnios puros, temos:

(pxq)xr=(pr)g—(qr)p

Demonstracao:

sendo  p=pii+pi+p3k, a=qi+qji+qgk e r=rii+ryj+rsk entao

(pr)a = (p1r1+pore 4+ p3rs)(qui+ q2j+ q3k)
= (p1r1 + par2 + p3r3)qui+ (p1r1 + para + p3rs)qel +
+(p171 + para + par3)gsk
= Pp1r1qui+ paraqii-+ parsqui+ pirige) + paraqej + paraqa) +
+p1r1g3k + peragsk + parsgsk

(§]
(ar)p = (@1 + qra + q3r3) (p1i+ p2j+ p3k)
= (qr1 + q@r2 + @r3)pii+ (a1 + gar2 + g3r3)p2j +
+(q1r1 + gara + q3r3)psk
= qrip1i+ qeropii+ q3rspii+ qurip2j + qarop2j + q3rap2j +
+q17m1p3k 4 qarapsk + q3rapsk
segue que

(pr)a—(qr)p = piriqui+ paraqui+ psr3qui+ pirigej+ paraqej + paraqe) +
p1r1gsk + paraqsk + psragsk — (qirip1i—+ gerapri+ gsrapri+
qripej + qarepej + q3r3p2j + qiripsk + qarapsk + q3rapsk)

= pareqit— q2r2p1t+ p3r3qii— q3rapii+
P1T1G2] — q1r1p2j + parsqej — q3rsp2j +
pir1gsk — quripsk + pareqsk — garopsk

= (p2q1 — @p1)r2i+ (p3q1 — q3p1)r3i+
(p1a2 — qip2)71i + (P3g2 — q3p2)T3j +
(p1g3 — qp3)rik+ (p2gs — q2p3)rak
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efetuando um pequeno ajuste nos sinais das parcelas, temos:

(pr)g—(qr)p = (p3q1 — q3p1)r3i— (q@2p1 — p2q1)rai+
(p1a2 — q1p2)7m17 — (g3p2 — P3q2) T3] +
(p2g3 — q2p3)rak — (q1ps — p1g3)rik

substituindo 4, j e k£ conforme estabelecido por Hamilton , Cap. 3), segue:

(pr)a—(qr)p = (p2gs — q2p3)rei X j+ (qsp2 — p3qa)rsi X k+

(
(q1p3 — p1g3)r1i X i+ (p3q1 — qap1)r3j X k+
(p1g2 — qip2)71k X i+ (qap1 — poq1)rok X j

[

(p243 — q2p3)i+ (q1p3 — p1g3)j + (qap1 — p2q1) k] x (r1i+roj+ 73k)
repetindo o procedimento acima, no primeiro fator da segunda parte da igualdade obtemos
(p X q) e o segundo fator é r, logo:

(pr)a—(qr)p=(pxq) xr

cqd.
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No Capitulo 3, vimos que um quatérnio ¢ € H com ¢ = qo + q17 + q2j + g3k pode ser

representado em uma base de R* com
1=(1,0,0,0); 4=(0,1,0,0); 7=1(0,0,1,0); k=1(0,0,0,1).

Os quatérnios unitérios em R* formam um conjunto de pontos $° = {¢eH:|q =1}
que estdo sobre a esfera 83 de raio 1 com centro na origem.

As rotagoes em quatro dimensoes formam um grupo denominado de SO(4), essas To-
tagoes podem ser de dois tipos, simples ou duplas [13].

Uma rotagdo simples S sobre um centro de rotagao O deixa um plano inteiro A fixo.
Plano fixo é o plano que contém os vetores que permaneceram inalterados apds uma
rotagdo. Cada plano B que é completamente ortogonal ao plano A intersecta A em um
ponto P. Cada um desses pontos P’s é o centro de uma rotagao em duas dimensoes (2D)
induzida por S no plano B. Todas essas rotacoes em 2D tem o mesmo angulo de rotagao
a.

Semi-eixos de O no plano A nao sao deslocados. Semi-eixos de O ortogonais ao plano
A sao deslocados de um angulo « e, os demais semi-eixos sdo deslocados de um angulo
menor que «.

Rotacdes duplas de S em R* ( fixando a origem ) produzem pelo menos um par de
planos ortogonais A e B invariantes, com angulo de rotacdo a no plano A e 8 no plano
B, ambos nao nulos e —7 < «, < w. Planos invariantes sdo planos que tiveram seus
vetores rotacionados mas estes permaneceram no mesmo plano.

Se os angulos de rotagao forem diferentes (« # ), S é denominada de Rotacao Dupla.
Nesse caso A e B sao o unico par de planos invariantes. Semi-eixos de origem em A e B
sao deslocados de um angulo a ou 3, respectivamente. Ja semi-eixos de origem fora de A
e B serao deslocados de angulos estritamente entre o e 3.

Quando os angulos de rotagao forem iguais ( @« = [ ), haverd uma infinidade de
pares de planos invariantes e os semi-eixos de O serao deslocados pelo mesmo angulo.
Nesse caso as rotagoes recebem o nome de Isoclinicas ou Equiangulares (  deslocamento
de Clifford ). Vale ressaltar que nem todos os planos através de O sdo invariantes sob
rotacoes isoclinicas.

Rotagoes isoclinicas com sinais semelhantes sao denotadas como isoclinicas a esquerda
e aquelas com sinais opostos, como isoclinicas a direita . As rotagoes isoclinicas a esquerda
e a direita sao representadas, respectivamente, pela multiplicacao a esquerda e a direita

por quatérnios unitarios.

38
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Uma rotacao em R* dada pela sua matriz A serd decomposta em uma rotacao isoclinica

a esquerda e a direita como segue. Sendo

ail a2 a13 a4
a21 a2 a23 0G24
a3zl a3z2 a3z a34
a41 Q42 @43 Q44

uma matriz de base ortogonal arbitraria. Se A for de fato uma matriz de rotacdo em R,

existirao ntmeros reais a, b, ¢, d e p, g, r, s, tais que

ap aq ar as

M= bp bg br bs
cp cq cr cs
dp dq dr ds

seja uma matriz de norma unitaria euclidiana e
(ap)® +--+ (ds)* = (P + P+ E+ ) (P* + ¢+ + %) =1
e, também, dois conjuntos opostos um do outro
CHVP+E+dP=1 e pPP+P+ri+s2=1
que possibilitarao escrever a matriz de rotacao como produto das matrizes

a —b —c¢ —d

p —q —r —s
b —d —
. a c q p s r
c d a —b r —s p q
d —c b a s r —q p

O primeiro fator nesta decomposicao representa uma rotacao isoclinica esquerda e o se-
gundo fator uma rotacao isoclinica direita.
Ao rotacionar um quatérnio v = vy + v17 + v9j + v3k no espaco R* vamos obter um

quatérnio w por meio de uma rotacao isoclinica esquerda:

wo a —b —c —d )
w1 b a —-d c VU1
= (1)
w9 c d a b V9
w3 d —c b a U3
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e vamos obter um quatérnio w por meio de uma rotacao isoclinica direita:

wo p —q —1r =S5 Vo
w1 _ q P S —-Tr U1 (2)
w2 r —s p 4q V2
w3 s r —q p v3

Efetuando a multiplicacdo com um operador quaternionico, temos:
W = WLUWR

onde

wi, = a+ bi+cj+ dk

WR =p+qi+rj+ sk

sao quatérnios unitarios, conforme exposto acima.
Podemos observar comparando [1] e [2 que a multiplicacdo de quatérnios em R* é asso-
ciativa, assim

w = (WLv)wr = wr,(vWR)

que possibilita concluir que as rotagoes isoclinica esquerda e isoclinica direita comutam.

Rotacoes em R* néo serdo contempladas na proposta didatica devido & complexidade
de representacao em trés dimensoes e da necessidade de computacao grafica para repre-
sentar figuras como o tesserato ou o tordide.

Uma das vantagens de se usar quatérnios é que estes descrevem a rotacao com um
tnico movimento [9]. A utilizacao de quatérnios tem ganhado forga na area de computagao
grafica, na robodtica, rotagoes de objetos em trés dimensodes e movimentagdo de cameras
para filmagens levando qualidade para as telas de cinema nas animacoes em 3D.

Os quatérnios eliminaram o problema do Gimbal Lock, que é a sobreposicao dos eixos
X e Z do instrumento Gimbal utilizado na aviacao, causando a perda de um grau de
liberdade e o bloqueio do sistema.

Seu uso na medicina vem sendo amplamente empregado, a robotica tem possibilitado
o uso de robds nas cirurgias, inclusive nas cirurgias a distancia. Tem sido empregado,
também, em dinamica molecular, navegacao, dinamica de v6o e mecanica orbital de saté-
lites.

Quatérnios é um leque de conhecimento que deve ser descortinado para os professores
do Ensino Médio fazendo com que percebam a abrangéncia dos niimeros complexos e

possibilitando relacionar em suas aulas o uso da Matematica com a vida contemporanea.
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Como vimos no inicio do Capitulo 2, o Curriculo Oficial do Estado de Sao Paulo des-
taca que “transformacoes realizadas sobre regides do plano complexo constituem terreno
muito fértil para aplicagoes praticas,|...] que poderao ser apreciadas pelos alunos em lei-
turas futuras ou em trabalhos complementares” [6]. Indo ao encontro dessa expectativa,
apresentamos, neste Capitulo, uma sequéncia didatica contendo exercicios exemplares de
rotacoes de forma a levar o aluno a compreender a utilizacdo das rotacdes com matrizes
no plano IR? e no espaco R3, bem como as rotacoes em IR? com quatérnios, apresentadas

neste trabalho.

6.1 SEQUENCIA DIDATICA

1. Contetido

e Rotacoes em R?;
e Rotacoes em R? com uso de material concreto:
e Aplicando Matrizes de Rotacao no cubo;

e Aplicando Quatérnios para rotacionar o cubo;
2. Objetivos

e levar o aluno a compreender as rotacoes em R? como resultado do produto de
matrizes, comparando-as com os resultados de produtos de niumeros complexos

e que esse resultado é comutativo;

e [evar o aluno a compreender, por meio de visualizacao de figuras e manipulacao

de objetos (cubo), que as rotagoes no espago R3 ndo sdo comutativas;

e levar o aluno a associar o produto de matrizes com as rotacoes em R? realizadas

no cubo e constatar, por meio da algebra, que o resultado nao é comutativo;
e levar o aluno a compreender a aplicacdo do operador quaternionico na rotacdo
do cubo em R3, por meio da dlgebra e da visualizacdo de figuras;
3. Publico alvo

Alunos do 3° ano do Ensino Médio apds terem aprendido o contetido dos Ntmeros

Complexos.
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4. Tempo estimado

De 4 aulas; sendo as aulas 1, 3 e 4 com duracao de 100 minutos cada e a aula 2 com,

50 minutos.

6.1.1 Aula 1 - Rotacoes em R?

Objetivo: levar o aluno a compreender as rotacoes em R? como resultado do produto de
matrizes, comparando-as com os resultados de produtos de numeros complexos e que esse
resultado € comutativo.

A partir do conhecimento de rotagoes no plano, obtidas pelo produto de nimeros com-
plexos de norma unitaria, o aluno sera levado a experimentar matrizes como ferramentas
de rotacao no plano. Como o conceito de matrizes foi apresentado no 2° ano, sera solici-
tado aos alunos que fagam uma revisao prévia do contetido de multiplicagao de matrizes.
Utilizando as figuras dos exercicios de rotagdo no plano com nimeros complexos, propor
aos alunos a atividade de rotacionar a figura usando matrizes. Na sequéncia temos um

exemplo para ilustrar a atividade.

Exemplo 6.1. Tomando como ponto de partida o desenho na Figura[§ de formato re-
tangular, com os vértices identificados pelas letras A, B, C e D. Considerando, também,
que o sequimento AB tenha 4 unidades de medida e o sequimento AD com 5 unidades de
medida. Nestas condigoes as coordenadas dos vértices do desenho sio: A=(0,0); B=(4,0);
C=(4,-5) e D=(0,-5). Aplicando no desenho da Figura[§ uma rotagio de = 90° e, sendo

Re

Figura 8: Figura original - ndo recebeu rotagao.
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sen90° =1 e cos90° = 0, a matriz de rotacio Ry, /E Cap. 2 ] serd:

0 -1
Ry =

Ao multiplicarmos a matriz Ry, pelas coordenadas dos vértices do desenho obtemos as

coordenadas dos vértices da Figura[9 rotacionada em 90°, como segue:
(o -1)‘(0) _ (0.0+(—1)-0) _ (0);»A’:(0,0)
1 0 0 1.040.0 0
(0 _1).(4) _ (0.4+<—1)-0> _ (0) = B' = (0,4)
1 0 0 1.4+0.0 4
0 —1 A\ _ (04 (D)) (5 L (5,4)
10 ) \=5) \ 14405 | |4 o
(0 —1)'( 0 ) _ (0.0+(—1)-(—5) ) _ <5> = D' = (5,0)
10 5 1.0+ 0.(=5) 0

Re

Figura 9: Figura rotacionada em 90°.
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Na sequéncia serd aplicada na Figura [§ uwma rotagio de 180°, como senl80° = 0 e

cos 180° = —1, a matriz de rotacio Ry, serd:

~1 0

Multiplicando a matriz Ry, pelas coordenadas dos vértices da Figura E obtemos:

1 0 0\ ((=1).0400)\ [0 = A" = (0,0)
o -1/ \o/) \oo+(-n0o/) \o o
~1 0 0) (=1).04+0.4 B 0 "mo_

(0 _1>.<4)_(O'O+(_1)‘4)_(_4):>B = (0,—4)
(—1 0 ) (5)_((—1).5+0.4)_(—5>:>C///_(_5_4)
0 1) \4) \os+(-1)4) \ -4 o
—-1 0 5 _ (—1).54-0.0 _ ) Ny Y/ (_5 O)

0 -1/ \o 0.5+ (—=1).0 0 |

E o resultado estd apresentado na Figura[10

DJFJ

Aur Re

B.F rr

CJ "

Figura 10: Rotacao de 180° na Figura 8.
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Rotagdo com nimeros complexos: temos que os pontos A=(0,0); B=(4,0); C=(4,-5)
e D=(0,-5) no plano Argand-Gauss, representando os vértices da Figum@ $a0 08 nUMeEros
complexos zp = 0+ 04, zp = 4+ 014, zo = 4—5i e zp = 0 — 5i respectivamente. Uma
rotagdo de 90° € obtida efetuando a multiplicacao pelo niimero complexo z1 = 0+ i e uma
rotacao de 180° é obtida através da multiplicagao por zo = —1 4 01 ou simplismente z1 = i
e zo = —1. Assim, ao multiplicarmos os niumeros complexos da 1% coluna por z1 obtemos
os numeros da 2% coluna, ao multiplicarmos os numeros da 2* coluna por zs obtemos os

numeros da 3* coluna, esses estao representados na forma de ponto na 4* coluna, como

seque:
2oz =2 2z =2"
cA=040i 2 =040i 2 =0-0i A" = (0,0)
zp =440 2y =0+4i 2 =0—4i B" = (0,-4)
20 =4—"5i ze =5+41 2 = —b—4i C" = (-5,—4)
p=0-5i  Zh=5+0i  M=-5-0i  D"=/(-50)

o aluno serd levado a constatar que esse resultado é exatamente igual ao obtido anterior-
mente pelo produto de matrizes.

Para finalizar esta atividade serd aplicada na Figura [§ uma rotagio de 180° e, em
sequida, uma rotagdo de 90°.

Aplicando a rotagdo para 8 = 180°, seque:
-1 0 0y [ (=1.0+00) (o0 AT = (0.0)
0o -1/ \o) \oo+(-no/) \o Y
(-1)4+00\ [ —4 p
(0.4+(—1).0) - ( 0 ) =B =(=4,0)
-1 0 4\ [ (-1D4a+0.(-5) )\ [ -4 ,
( 0 -1 )'(—5 ) B (0.4+(—1).(—5) ) B ( 5 ) = =45
-1 0 0\ [ (=1).0+0.(-5) )\ (0 ,
( 0 —1)'(—5)_(0.0+(—1).(—5))_(5);%)_(0’5)

O resultado da rotagio de 180° na Figura[§ estd apresentado na Figura[11]:

—
=
—_
=
—_
~—
/
[es TN
~
Il

Aplicando sobre este resultado, Figura uma rotacao de § = 90° obtemos:

0 —1 0\ [00+(-1)0) [0 A= (0.0)
1t o) \o/) \ 10+00 / \o S
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CH

B.H

Figura 11: Rotacao de 180° na Figura

()= (i = (4 ==
1 o/ Lo 1.(=4) +0.0 - |
SIORC=IREIRS
1 0 5 L(=4) +0.5 —4 |
(0 —1).(()) _ (0.0+(—1)-5) :(_5):,17’”:(—5,0)
10 5 1L.0+0.5 0

A Figura[19 a seguir representa o resultado de uma rotagao de 90° sobre a Figura [11]:

Rotacdo com numeros complexos: tomando, novamente, 0s numeros compleros que
representam os vértices da Figura [§ vamos multiplici-los por zo = —1 para obter uma
rotagdo de 180° e, em sequida, efetuar a multiplicagdo por z1 = i para obter uma rotagdo
de 90°. A 2% coluna representa o resultado da multiplicacio da 1* coluna por z3 e a 3%

coluna, o resultado da multiplicacao da 2% coluna por z1, como Seque:

2oz =2 ="

oa=040i 24 =0-0i M =0+ 0 A" = (0,0)
zp =44 01 2 =—4—-0i 2 =0—4i B" = (0,—4)
zo=4->5i 2l = —4+5i zh = —b—4i C" = (-5,—4)
zp =0—>5i 2 =045i 2 = —=5+0i D" = (-5,0)
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DJFJ

Aur Re

B! "
CJ n

Figura 12: Rotacao de 90° sobre a Figura [11]

A 4% coluna representa os pontos no plano da Figura[13

Fica facil para o aluno perceber que as Figuras[10|e|12|sao iguais, resultado do produto
de matrizes e também do produto por nimeros complexos, podendo concluir que esse

resultado é comutativo. A atividade em questao é, também, uma composicao de rotacoes:
R91 o R92 - R91+92

onde #; = 90° e #o = 180°. O aluno podera fazer o exercicio de rotacionar a figura de

0 = 270° e constatar a igualdade dos resultados.

6.1.2 Aula 2 - Rotacées em R? com uso de material concreto

Objetivo: levar o aluno a compreender, por meio de visualizacao de figuras e manipulacao
de objetos (cubo), que as rotagoes no espago R3 ndo sdo comutativas.

Os alunos que possuem um cubo magico serdao incentivados a trazé-lo para a sala
de aula. O objeto pode ser outro, a opg¢ao pelo cubo foi por possuir faces coloridas
que facilitam a visualizacdo e a identificacdo de mudanca de posicao. Dependendo do
numero de cubos obtidos a atividade podera ser realizada em duplas ou trios. O professor
devera solicitar ao aluno que faga rotagoes no cubo e que associe o cubo a um sistema de
coordenadas R?, lembrando que esse sistema é novidade para o aluno.

Para ilustrar as rotagoes no espago seguem duas sequéncias de ﬁgurasﬂ.

Exemplo 6.2. Na primeira sequéncia, o cubo girou de 90° em torno do eizo X, isto é,

firado o eizo X o cubo desloca-se sobre o plano YOZ, no sentido hordrio. Em sequida o

! Sequéncias criadas com base no trabalho de Vaz citado em [I4], com acesso aos originais em [I5]
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giro é de 180° em torno do eizo Y, no sentido trigonométrico. O resultado é a ultima

imagem da Figura [13

Z

z
Fd
¥
*x Y
N~ g
J
Giro de 180°

Giro de 20°

Figura 13: Sequéncia 1: Rotacdes em 3D ( Imagens obtidas em [16])

Na sequnda sequéncia trocamos a ordem em que os giros ocorreram. O primeiro foi
de 180° em torno do eizo Y no sentido trigonométrico; em sequida, o cubo girou de 90°
em torno do eixo X no sentido horario. Novamente, o resultado é a ultima imagem da
figura, agora Figura[Ij. Nota-se que o resultado final em cada sequéncia é diferente, este

fato ocorre porque as rotagoes no espagco nao sao comutativas.

z

m\)

Giro de 1807 Giro de 80°

Figura 14: Sequéncia 2: Rotac¢des em 3D ( Imagens obtidas em [16])

6.1.3 Aula 3 - Aplicando Matrizes de Rota¢do no cubo

Objetivo: levar o aluno a associar o produto de matrizes com as rotagoes em R> rea-
lizadas no cubo nas sequéncias 1 e 2 da aula 2 e constatar, por meio da dlgebra, que o

resultado nao é comutativo.
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Para essa atividade foi selecionado o cubo que aparece na primeira imagem das sequén-
cias 1 e 2, seus vértices foram identificados com letras de A a H, Figura Dessa forma
podemos associar a cada vértice as coordenadas (x,y, z) em um sistema de eixos ortogo-
nais em 3 dimensoes. Utilizando as pecas do cubo como unidade de medida, suas arestas
terdao trés unidades de medida e seus vértices terao as coordenadas: A=(0, 0,3); B=(0, 3,
3); C=(3, 3, 3); D=(3, 0, 3); E=(0, 0, 0); F=(0, 3, 0); G=(3, 3, 0) e H=(3, 0, 0).

Figura 15: Identificacao dos vértices do cubo

Para o exemplo a seguir, foi escolhido o vértice do cubo identificado pela letra C.
Exemplo 6.3. Aplicaremos as rotagées no vértice C=(3, 3, 3):

e Na sequéncia 1, usando a matriz Ry , ( Cap. 4 ) com ¢ = 90° e em sequida a
matriz Ry o (@ Cap. 4 ) com a = 180°, temos:

Rotagao em torno do eixo X

. = 3 = C' = (3,3,-3)
~1 0 3 -3

Rotagdo em torno do eizo Y aplicada no vértice C' = (3,3, —3)
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e Na sequéncia 2, usando a matriz Ry, com o = 180° e em sequida a matriz Ry ,
com ¢ = 90°, seque:

Rotacao em torno do eizo Y

-1.0 0 -3
3 1= 3 = C'=(-3,3,-3)
0 0 -1 -3

Rotagdo em torno do eizo X aplicada no vértice C' = (—3,3,—3)

1 0 0 -3 -3
o 11]|.] 3 |=]| -3 = " =(-3,-3,-3)
0 -1 0 -3 -3

Novamente o aluno é levado a concluir que o ponto C" na sequéncia 1 € diferente do

ponto C" na sequéncia 2 e que as rotacoes ndo sao comutativas.

Fica a critério do professor solicitar que a atividade seja realizada em todos os vértices
da figura ou que cada grupo faga a atividade tomando um dos vértices. E possivel fazer
uso das matrizes de rotagao apresentadas no Capitulo 4 mesmo nao tendo mensionado os

quatérnios.

6.1.4 Aula 4 - Aplicando quatérnios para rotacionar o cubo

Objetivo:

e apresentar ao aluno o conjunto dos Quatérnios como uma extengdo do conjunto dos

numeros complexos;

e levar o aluno a compreender a aplicacao do operador quaternionico na rotacao do

cubo em R3, por meio da dlgebra e da visualizacdo de figuras.

O conjunto dos Quatérnios sera apresentado aos alunos como a soma de dois nimeros
complexos, de acordo com a equacao [2| Capitulo 3. Para que o aluno compreenda a
atividade apresentada no exemplo a seguir, as defini¢oes de conjugado, quatérnio puro e
norma de um quatérnio deverao ser apresentadas aos alunos. Como essas defini¢oes sao
semelhantes as dos nimeros complexos a apropriacao desses conceitos nao tomara tempo
significativo da aula. Lembrando que quatérnios nao é contetido do Ensino Médio e que
o objetivo é de um trabalho complementar que amplie a visao do aluno sobre o uso dos

nimeros complexos e dos quatérnios.
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Exemplo 6.4. Para aplicar o operador Wq(p) = ¢qpg no cubo da Figura VamMOS
considerar sua aresta com uma unidade de medida e uma rotagdo 20 = 120° ou 27” radianos
em torno do eito EC = v =i+ j+ k, seque que |v| = /3.

Substituindo em ¢ = qo+ q = cos 6 + ﬁsen@ 0s dados acima temos:

3 V3 3
i+j+kvV3
V3 2

seque que

Nesse ponto € necessario explicar ao aluno o que é um operador e como ele funciona, ndao
precisando detalhar o processo de multiplicagdo entre quatérnios.

Aplicando o operador no quatérnio puro p = hi+ fj+ ak temos:

Wq(p) = qpq

Wa(hi+ fi+ak) = [0 +i+j+R)(hi+ fi+ab)5(1—i—jb)]

o resultado é
Wq(hi—i— fj+ak) = (ai—l— hji+ fk)

que esta representado na Figura E/

2Esta atividade foi adaptada do exemplo encontrado em [I7], a tltima imagem da Figura também
pertence a essa referéncia.
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Figura 16: Rotacdo com quatérnio
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