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Resumo

Este trabalho apresenta um breve estudo a respeito das Progressoes Aritméticas e Geomé-
tricas, focando especialmente as de ordem superior. O objetivo principal deste trabalho é
mostrar a relacao existente entre Progressoes Aritméticas e Geométricas de uma ordem k,
sendo & um numero natural qualquer. Mais especificamente, mostramos que a funcao do
tipo exponencial transforma Progressao Aritmética de ordem k em Progressao Geométrica
de ordem k. Reciprocamente, funcao logaritmica transforma Progressao Geométrica de
ordem k, de termos positivos, em Progressao Aritmética de ordem k, e por fim elaboramos
um software onde é possivel criar progressoes aritmética e geométrica de ordem 2 e 3, e
reciprocamente ao inserirmos nele uma sequéncia numeérica ele tem a capacidade de dizer
se tal sequéncia é uma progressao aritmética ou geométrica, e se positivo, dizer o primeiro

termo de suas sequéncias de diferencas ou quocientes respectivamente, além de sua ordem.

Palavras chave: Operador diferenca e quociente, termo geral, soma e produto.
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Abstract

This paper presents a brief study on Arithmetic and Geometrical Progressions, focusing
especially on higher order ones. The main objective of this work is to show the relation
between Arithmetic and Geometric Progressions of a k order, with k& being any natu-
ral number. More specifically, we show that the exponential-type function transforms
Arithmetic Progression of order k into Geometric Progression of order k. Conversely,
logarithmic function transforms Geometric Progression of order k, of positive terms, into
Arithmetic Progression of order k, and finally we elaborate a software where it is possible
to create arithmetic and geometric progressions of order 2 and 3, and vice versa when
inserting in it a numerical sequence it has the ability to tell whether such sequence is an
arithmetic or geometric progression, and if positive, say the first term of its sequence of

differences or quotients respectively, in addition to its order.

Keywords: Operator difference and quotient, general term, sum and product.

viil



Sumario

Agradecimentos
Resumo
Abstract
Introducao

1 Progressoes Aritméticas e Geométricas
1.1 Progressoes Aritméticas . . . . . . . .. ..o
1.2 Progressoes Geométricas . . . . . . . . . ...

1.3 Numeros Binomiais . . . . . . . . . .

2 Progressoes Aritméticas e Geométricas de segunda ordem
2.1 Progressoes Aritméticas de segunda ordem . . . . . ... ...

2.2 Progressoes Geométricas de segunda ordem . . . . . ... ...

3 Progressoes Aritméticas e Geométricas de terceira ordem
3.1 Progressoes Aritméticas de terceira ordem . . . . . ... ...

3.2 Progressoes Geométricas de terceira ordem . . . . . . ... ... ... ..

4 Progressoes Aritméticas e Geométricas de ordem superior
4.1 Progressoes Aritméticas de ordem k . . . . .. ...

4.2 Progressoes Geométricas deordem k . . . . . ..o
Consideracoes finais

Referéncias Bibliograficas

1X

vil

viii

12
12
15

20
20
23

28
28
33

38

40



Introducao

Os estudos das Progressoes Aritméticas e Geométricas contribuiram para o de-
senvolvimento da Matematica. Inclusive, possibilitaram diversas aplicacoes em outras
areas de conhecimento tais como Biologia, Contabilidade, Economia, entre outras. Mais
precisamente, apresentam aplicabilidades relacionadas ao mercado financeiro, ao calculo
de tributos, a analise economica e financeira das entidades. De modo geral, o juro simples,
montante, descontos simples e valor atual sao exemplos da aplicabilidade da progressao
aritmética, enquanto o juro composto, desconto composto, valor atual e rendas referem
a aplicabilidade da progressao geométrica. Em outras palavras, caracterizam-se como
um recurso alternativo para construcao de modelos tais como: calculos atuariais e previ-
denciarios, analise do poder aquisitivo do dinheiro no tempo, entre outros.

Tendo em vista a grande importancia do assunto é que este trabalho se propoe
a investigar algumas propriedades matemédticas com respeito a progressoes aritméticas
e geométricas de ordem superior. Este tema, é importante devido a riqueza de suas
propriedades, porém sao pouco exploradas didaticamente tanto no ensino médio quanto
na graduacao.

Podemos encontrar muitos trabalhos que, de alguma maneira, tem abordado
progressoes geométricas e aritméticas de ordem superior. Para citar algumas veja Nobre
(2018), Lopes (2017) e Morgado (2013).

Em Lopes (2017), o autor explora com bastante éxito as principais propriedades
das progressoes geométricas e aritméticas de segunda ordem, e mostra como elas se relaci-
onam por meio de funcoes logaritmicas e exponenciais. Mais especificamente é mostrado
que funcao do tipo exponencial transforma uma progressao aritmética de segunda ordem
em uma progressao geométrica de segunda ordem. No presente trabalho é feito uma
prova que o resultado acima, apresentado em Lima et al. (2001) , ainda é valido quando

consideramos progressoes aritméticas e geométricas de ordem k, sendo k um inteiro posi-



tivo qualquer. Além disso, é mostrado aqui férmulas explicitas do n-ésimo termo de tais
progressoes, e também soma e produto de seus n primeiros termos.

Para uma melhor exposicao do trabalho, o mesmo foi dividido em quatro capitulos.
O primeiro é dedicado ao estudo das principais propriedades das progressoes geométricas e
aritméticas. Além disso, ainda no primeiro capitulo, ha uma parte dedicada ao estudo de
algumas propriedades de niimeros binomiais que serao essenciais para o desenvolvimento
dos capitulos posteriores.

Nos capitulos 2 e 3 dedicamos aos estudos das progressoes aritméticas e geométricas
de ordens 2 e 3 respectivamente. Determinamos uma férmula para o n-ésimo termo, para
o produto e soma de seus n primeiros termos. Por fim, em cada um dos capitulos mos-
tramos que funcao do tipo exponencial transforma progressao aritmética de segunda e
terceira ordem em progressao aritmética de segunda e terceira ordem respectivamente.
Os trabalhos realizados nos capitulos 2 e 3 podem a primeira vista, parecer repetitivos,
no entanto entendemos que eles sao ilustracoes didaticas da generalizacao que ¢ feita no
capitulo 4.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo das progressoes aritméticas e geométricas de
ordem k. E mostrado a férmula que determina os seus n-ésimos termos e também da soma
e produto de seus n primeiros termos. Por fim, mostramos que uma progressao aritmética
de ordem k é transformada por meio de uma funcao tipo exponencial, em progressao
geométrica de ordem k. Reciprocamente, uma progressao geométrica de ordem k, com
com termos positivos é transformada numa progressao aritmética de ordem k.

Enfim finalizamos este trabalho propondo a construcao de um software onde
alunos do ensino médio podem usar para trabalhar progressoes aritméticas e geométricas

de ordem superior.



Capitulo 1

Progressoes Aritméticas e

Geométricas

Nessa secao faremos uma revisao das principais propriedades das progressoes
aritméticas e geométricas. Além disso, na ultima secao deste capitulo trabalharemos
algumas propriedades de niimeros binomiais, que serao utilizadas nos capitulos posteriores.

Este capitulo estd baseado nas referéncias lezzi e Hazzan (1977), Morgado (2013),

Benevides (2005).

1.1 Progressoes Aritméticas

Definigao 1. Uma sequéncia numérica (x1, T, - ,Tp, -+ ) € uma Progressao Aritmética,
quando podemos obter cada termo, a partir do sequndo, como soma do termo anterior com
uma constante r. Isto €, x; 1 = x; + 1, para todo i = 1, 2, ---. A constante r é chamada

de razao da Progressao Aritmética e ela pode ser um niumero positivo, negativo ou zero.
Exemplo 1. A sequéncia (3,5,7,9,11,---) € uma progressao aritmética de razio 2.

Uma progressao aritmética (z,) é um sequéncia crescente se m < n implica
Ty < T,. Em geral isso ocorre sempre que a constante r > 0. O (exemplo 1) é uma
progressao crescente. De modo anédlogo, uma progressao aritmética (z,) é uma sequéncia

decrescente se m < n implica x,, > x,, isso ocorre sempre quando r < 0.

5 3
Exemplo 2. A sequéncia (3, 5,2, 2 1,--+) € uma progressao aritmética decrescente de
o1
razao ——.
2



Obs. Se a razao for nula a progressao aritmética serd uma sequéncia constante,
isto é, (z1, 1,21, ,T1, ).

Afim de obter uma férmula para o termo geral podemos resolver a seguinte re-
correncia:

r1 = I

XTo=x1+7T

T3=x9t+r=x1+r+r=x1+2r

Ty=x3+r=x1+r+r+r=x+3r

Tp=Tp1t+r=m+r+r+..+r=z+Mn—-1)r
—_———
(n—1)vezes
Assim, segue que o n-ésimo termo de uma progressao aritmética (z,,) de razao r

¢ dado pela seguinte formula:

T, =21+ (n—1)r (1.1)

Propriedade: 1. A soma de duas progressoes aritméticas x,, e y, de razoes ri e o

respectivamente € uma progressao aritmética de razao (r1+ ).

Demonstracao: 1. Seja x, = x1 + (n — 1)1 e y, = y1 + (n — 1)ra, entdo:
Tn+Yn = [v1+ (0= 1))+ [y1 + (n — Dra] = (z1 +y1) + (n — 1) (r1 +72)
De forma andloga, essa afirmacdao também € valida para subtragao de progressoes

aritméticas, a razao da progressio resultante serd (ry — rs).

Observagao 1. A multiplicagdo de duas progressoes aritmética, nao € uma progressao

aritmética.

Demonstragao: 2. Seja x, =x1+ (n—1)ry ey, = y1 + (n — 1)ry, entao:
Tn-Yp = [21 4+ (0 — Dri).[yr + (n — 1)ro]
Tptp = 01.y1 + (0 — D) (@179 +y1.71) + (n — 1)2(r1.r)
Logo, por (1.1) nao é uma progressao aritmética. Note que, a expressao .y, €

uma polinomio de grau 2 em n.

Denota-se por S, a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética
(x1,x9, T3, -+ , Ty, -+ ) cuja razdo é r, ou seja, S, = x1 + o + 3+ - -+ + x,. Assim:
Sl =T

So=x1+xs =21+ (1 +7) =221 471

4



Ss=x1+xy+x3 =21+ (1 +7)+ (21 + 2r) =321 + 3r
Sy=x1+xy+a3+x4 =01+ (217 +7)+ (21 +2r) + (21 + 3r) = 4x1 + 61

Sp=m+as+-+ax, =1+ @ +r)+ (1 +2r)+---+(x1+ (n—1)r) =
n(n—1
Tt a+ ot a Ar2r 4 (n=1)r = nry+ (1424 -+ (n—1))r :n:c1+(—>r

2
n vezes
Assim, segue que a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética

(x,) de razao r, é dada pela seguinte férmula:

Sp =nxy + {@] r (1.2)

Exemplo 3. A soma dos termos da sequéncia (1,2,3,---,100) é 5050, pois

100(100 — 1)

Sioo = 100.(1) + { :

} .1 = 5050

1.2 Progressoes Geométricas

Defini¢ao 2. Uma sequéncia numérica (x1,xq, -+ , Xy, -+ ) € uma Progressao Geométrica,
quando podemos obter cada termo, a partir do sequndo, como produto do termo anterior
com uma constante q. Isto €, x;y1 = x;.q, para todo i = 1, 2, ---. A constante q €
chamada de razao da Progressao Geométrica e ela pode ser um numero positivo, negativo

ou zero.

11
Exemplo 4. A sequéncia (16,4, 1, T

-+) € uma progressao geométrica de razdo 1
Uma progressao geométrica (x,) é uma sequéncia crescente se m < n implica

Tm < T,, em geral isso ocorre sempre que a constante ¢ > 1. De modo andlogo, uma

progressao geométrica (z,) é uma sequéncia decrescente se m < n implica x,, > x,, isso

ocorre sempre quando 0 < g < 1. As progressoes geométricas que possuem ¢ < 0 sao

chamadas de alternadas, pois seus termos sao alternadamente negativos e positivos.

Exemplo 5. A sequéncia (1,—2,4,—8,16,—32,---) é uma progressio geométrica alter-

nada de razao —2.

Observagao 2. Se a razao q for igual a 1, a progressao geométrica serd uma sequéncia

constante, isto €, (1,21, Ty, ,T1, ).



Observacao 3. Se a razao q for igual a 0, a progressao geométrica serd composta do

primeiro termo e os demais serao zeros. ou seja, a sequéncia serd (x1,0,0,---,0,---).

Afim de encontrar uma férmula para o termo geral podemos resolver a seguinte

recorréncias:
1 = I
To = T1.4

T3 = T2.q = T1.4.q = l’l.q2
Ty =T3.0 = 21...9 = T1.q°

Ty = Tp1.q = T1.4.q. -+ .q = 21.q"""V
———

(n—1)vezes
Assim, segue que o n-ésimo termo de uma progressao geométrica (z,,) de razao ¢

¢ dada pela seguinte férmula:

Tp = x1.q"Y (1.3)

Exemplo 6. As progressoes geométricas sao muito utilizadas no mercado financeiro para

o cdlculo de juros compostos.

M = C.(1+i)"

FEssa € a formula para cdlculo do montante, onde M é o montante, C o capital inicial,
“7 a taxa de juros e “n” o tempo em que o capital serd aplicado, logo vemos que se trata

de uma progressao geométrica de razio (1 + 1i).

Denota-se por S,, a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

(x1, 2,23, , Xy, -+ ) cuja razao é ¢, ou seja:
Sp =21+ 2o+ T3+ + 10 (1.4)
Note que, se multiplicarmos a equacao acima por ¢, obtemos:
qSp=xs+ 3+ T4+ + X0y (1.5)
Subtraindo as equacoes 1.5 e 1.4 obtemos :

an - Sn =Tn4+1 — 21



Dai, sendo ¢ # 1, temos que,

Tpy1 — 21
Sp=——"""— 1.6
p— (16)
Reescrevendo, temos:
5 — z1.(¢" — 1)
q—1

Assim, segue que a soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (z,) é

dada pela seguinte férmula:
q"—1

Sp =1 ———
T q—l

(1.7)

Denota-se por P, o produto dos n primeiro termos de uma progressao geométrica

(x1,T9, T3, ,Tp, -+ ) de razao q, isto é, P, = z1.x9.23. -+ .T,. Desta forma temos:
Pl =T
Py=x1.00 =21.201.q = xf.q
Py =x1.20.205 = xl.xl.q.xl.q2 = xif.qu“)
P4 = 11.72.23.04 = Il.l‘l.q.$1.q2.$1.q3 = inl.q(1+2+3)
P, = 21.09.25. -+ - .Tp = T1.21..T1.G°. - - .T1.¢" L = x’f.q(1+2+3+"'+("_1)) =

Assim concluimos que o produto dos m primeiros termos de uma progressao

geométrica é dada pela seguinte férmula:

(1.8)

Com o intuito de relacionar uma progressao aritmética com uma progressao
geométrica, considere a e b nimeros reais positivos com a # 1 e b um numero real
positivo. Uma funcao f : R — R* definida por f(z) = b.a” é chamada tipo exponencial.
A relagao para qual falamos é mostrada em Lima (2013) em que uma fungao do tipo
exponencial transforma uma progressao aritmética em uma progressao geométrica, como

estabelecido no teorema abaixo.

Teorema 1. Sejam (x1, 22, T3, ,Tp_1,Tn, ) wma progressao aritmética de razao r e
f(z) = b.a® uma fun¢ao do tipo exponencial. Entao a sequéncia (f(z1), f(xa),- -, f(xn_1),

f(xy), ) € uma progressao geométrica de razao a”.

Demonstracao: 3. Como (x1, 2, %3, ,Ty_1,Tpn, ) € uma progressao aritmética de

7



razao r, podemos reescreve-la como (xy, X141, To+7, -  Typ_o+7T, Tp1+7,- ), aplicando

a fungao f(z) = b.a® na sequéncia temos como resultado:

(f(xl)a f(x2)7 f(ng), e ,f(&?n,l),f(ﬂfn), o )

Isto €,

(b.a™,b.a*,b.a*, -+ b.a™ 1 b.a™, - +)

Reescrevendo a sequéncia temos:

(b.a®™, b.a®™ " b.a™"" - b bt T )

Separando as poténcias a’ temos,

(b.a™,b.a" .a",b.a**.a",- -+ ,b.a*2.a", b.a* " .a", - +)
De modo que:
Typ+T
b.a™ e _
b.a®n-17tT

Que € uma constante.

Considere b um numero real positivo com b # 1. Uma funcao
f: R" — R definida por f(z) = log, z é chamada funcdo logaritmica. As fungoes lo-
garitmicas relacionam progressoes geométricas com aritméticas, como pode ser observado

no teorema a seguir.

Teorema 2. Se uma sequéncia (x1,Ta, X3, , Ty, - ) de termos positivos € uma pro-

gressao geométrica de razao q, entao log, x,, € uma progressao aritmética de razao log, q.

Demonstragao: 4. Como (x1, T2, %3, ,Ty_1,Tpn, ) € uma progressao geométrica de

razao q, podemos reescreve-la como (1, x1.q, 11.¢%, - - - 1.0 g ), aplicando

a fungao logaritmica f(x) =log, na sequéncia temos como resultado:

(f(:cl)v f('rQ)v f(l'g), e >f(xn71>7f<xn)7 o )

Isto €,

(1Ogb Xy, logb x1.9, logb xl‘q27 e 710gb Il‘q(n_2)) logb xl'q(n_l)u e )

8



Usando a propriedade de logaritmo log, x.y = log, x + log, y, temos:
(log, z1,log, z1 + log, q,1og, x1 + log, ¢2, - - - ,log, x1 + log, ¢, log, x1 + log, g™y, ... )
Usando a propriedade de logaritmo log, " = n.log, x
(logy, 21, log, x1+logy, q, log, x1+2.1logy q, - - - ,log, x1+(n—2).log, ¢,log, x1+(n—1).log, q, - - -
Concluisse que:

(logy 1 + (n — 1).1og, q) — (log, 1 + n.log, q) = [n — (n — 1)]log, g = log; q

Que é uma constante, portanto log, x,, € progressao aritmética de razao log, q.

1.3 Numeros Binomiais

Nesta secao vamos recordar algumas propriedades dos ntimeros binomiais que

serao 1teis nas secoes posteriores.

= . . L, m
Definicao 3. Um numero binomial é representado da forma ( ) e tem seu walor
r

numérico dado pela sequinte erpressao:

()=

para todo m,r € N* e com r < m. Lembramos que n! =n.(n —1).(n —2).--- .2.1 e que é
convencionalmente definido que 1! =1 e 0! = 1.

3!

= -3
(3—1)I1!

3
Exemplo 7. O valor numérico de <1> =

Lema 1. Sejam inteiros nao negativos n e p. A soma binomial € dada por:

n n+1 n+p n+p+1
+ +oe ot =
n n n n+1
Demonstracao: 5. Considerando a soma S, da progressio geométrica

(.213(1 + x)”,x(l + x)n—i—l’ 33(1 + x)n+2’ T ,.f(l + :L,)n-i-p)



de razao igual a (1 + x) e a formula (1.6), temos que:

r(1+z)" +z(1+z)" + - (1l +2)"P = "

=(1+z)"" - (1+az)"

Assim,

r(1+z)"+o(l+z)" ™+ (I +2)"P = (1 +2)"P — (1 +2)" (1.9)

+1

Temos que encontrar o coeficiente do termo """, usando o Binomio de Newton, o termo

2" do lado direito da equagdo (1.9) temos:

(1) Pt = <n TP 1) 1+ (n Tt 1)354_. : .+<n +f_+ 1) 2L _+(n +p+ 1)$n+p+1

0 1 n+1 n+p+1

Agora quando olhamos para a soma da parte esquerda de (1.9) observando qua cada uma
das p parcelas desta soma tem um termo "', dai temos que encontrar seus coeficientes.

O coeficiente de "™ na parcela x(1 + x)" é (n)} da parcela z(1 + )" €
n

1 2
(n—l— ), da parcela x(1 + )" serd (n + ), e por fim, da parcela x(1 + x)"™ serd
n n

n—+p
n

"1 do lado esquerdo de (1.9) serd:

(Z)+(”Zl)+...+<”zp)

. Assim, o coeficiente do termo x

Dai concluimos que:

(n) (n + 1) (n + p)
+ +o

n n n
Exemplo 8. O valor da soma [(g) + <§> + o+ <230>} é (241> = 5985.

Observacao 4. Note que, pela (Definicao 3) o valor do termo superior do binomial deve

n+p+1
n+1

n .
. . . . . . 1—1 .
Ser maior ou zgual ao termo mfemor, assitm as parcelas dO somatorio E ( ) SO 1ra

i=1

J
contemplar os numeros em que o termo superior for maior ou igual ao inferior. Isto
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significa que z”: (Z ; 1) = Zn: (Z ; 1).

i=1 i=j+1

Lema 2. Dados inteiros nao negativos n e i. A subtracao dos niumeros binomiais € dada

()-(")-(0)

Demonstracgao: 6. Segue que:

() -7 = =) - =3l

Reescrevendo temos,

por:

o =) i

Colocando em evidéncia os termos semelhante, temos:

(n—1)! [n _1]: (n—1)! {n—nJrz']: (n—1)! {@}

i'lm—1—=0)! [n—1 im=1—=9)! ] n—i im—1—=0)! [n—1

Assim,

(n—1)Li

it —Dln—19)(n—1—-1)!

Logo,

(n—1)!

(1 —1Dl(n —a)!

Portanto,

(n—1)! _(n—1
(i—Dn-1)—@GE-1)] (i—l)

10 9 9
E lo 9. — 3 = 84.
xemplo 9. O valor de {(4) (4)} é (3) 8
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Capitulo 2

Progressoes Aritméticas e

Geométricas de segunda ordem

Nesse capitulo trataremos do conceito de progressoes aritméticas e geométricas
de segunda ordem, destacando algumas propriedades como soma, produto e a formula do
n-ésimo termo. Além disso, mostraremos que uma funcao do tipo exponencial transforma
progressao aritmética de segunda ordem em progressao geométrica de segunda ordem.

Este capitulo estd baseado nas referéncias Nobre (2018), Lopes (2017).

2.1 Progressoes Aritméticas de segunda ordem

Defini¢ao 4. Dada uma sequéncia (x1,2a,- -+ ,&p, ) denotaremos por A\ o operador
diferenca, definido por:
Ny = Tpy1 — Ty (2.1)

Assim, seque da definicao de progressao aritmética que uma sequéncia x, € uma

progressao aritmética se, e somente se, Az, € constante.

Defini¢ao 5. Uma sequéncia numérica (x1,xe, - ,Tp, -+ ) € uma Progressao Aritmética
de sequnda ordem, quando a sequéncia de diferencas (Axy, Axo, -+ Axy,---), for uma

progressao aritmética.

Exemplo 10. A sequéncia (1, 3, 7, 13, 21, -+ ) € uma progressao aritmética de sequnda
ordem, pois a sequéncia de diferencas (2, 4, 6, 8, 10, ---) é uma progressao aritmética

de razao igual a 2.
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Para deduzir a férmula do n-ésimo termo de uma progressao aritmética de se-
gunda ordem, consideramos que a sequéncia (Azy, Axg, Az, -+, Axy, -+ ) seja uma pro-
gressao aritmética de razao r. Pela férmula 1.2, segue que a soma dos (n - 1) primeiros

termos de uma progressao aritmética (Axy, Axe, Axg, -, Axy, -+ ) é

(Dx1) + (Dxs) + (Axs) + -+ (Dwnt) = (n— 1) Az + (n = 1)2(" —2), (2.2)

Agora, note que:
(Azy)+(Axgy)+(Axg)+- -4+ (Axp_y) = (xo—x1)+ (23 —22) + (24— 23) +- -+ (Tp — Tpo1)

Veja que o primeiro termo de cada parenteses se cancela com o segundo termo do paren-

teses posterior. assim,
(Axy) + (Azo) + (Azs) + -+ (Azpy) =z, — 21 (2.3)

Dai, igualando as equagoes 2.2 e 2.3, temos:

(n-1(n-2)

Tp— 11 = (n—1)(Axy) + 5

Assim, o termo geral do n-ésimo termo de uma progressao aritmética de segunda ordem

Ty =21+ (n—1)(Axy) + (n = 1)2(n — 2)7" (2.4)

A expressao 2.4 pode ser escrita sob a forma binomial da seguinte maneira:

o = ("51)x1+ (";1)<m1>+ (”gl)r
Pois, 1 = (n61)7(”—1): <”11> o (N—1)2(n—2) _ <n;1>

Aplicando somatoério em ambos os lados, temos:

éxizzn:(igl)x1+zzn;(i—ll)(Axl)+zn:(i;1)r

i=1 i= i=1

Logo pela Observagao 4, temos mais especificamente que:
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Dai:

Assim, pelo Lema 1, temos:

ilx = (T)xl + (Z) (Azy) + (;L)r

Logo a soma dos n-primeiros termos de uma progressao aritmética de segunda ordem ¢é

obtida pela férmula:

Z:Bi =n.x1 + —n.(nQ— D (Axy) + n.(n — 1é(n — 2)7“ (2.5)

Definiremos o operador diferenca de ordem k, com k£ > 1 recursivamente por
Nz, = ANAzy) = (Apyr) — (Axy)

NPz, = AN(N’x,) = (AN’xpy1) — (A21y,)

N, = A(Ak_lxn) = (Ak_lan) — (Ak_lwn)

Pela férmula 2.4 vemos que o n-ésimo termo de uma progressao aritmética de
segunda ordem é um polinomio de grau 2 em n. O proximo teorema conta que a reciproca
também é verdadeira. Se x, é polinomio do segundo grau em n, entao a sequéncia

(x1,x9, -+ , Ty, -+ ) é uma progressao aritmética de segunda ordem.

Teorema 3. x, € uma progressao aritmética de sequnda ordem se, e somente se, x, =

an® +bn + c.

Demonstragao: 7. (=) Como x, € uma progressao aritmética de sequnda ordem, logo

pela Equacao 2.4, temos:

Ty =x1+ (n—1)(Axq) + (n = 1)2(n — 2)7‘
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Resolvendo as multiplicacoes obtemos:

rn®  3rn

:Enle—i-n(A{I)l)—(Awl)—FT—T—i—?“

Reescrevendo, temos:
T\ 9 3r
oy = (5" + (Bz1) = )+ (21 = (Bay) +7)

Logo x,, € um polinomio de grau 2 na varidavel n.

(<) Calculando Ax, temos,
Axy = 2py1 — 2, = la(n+1)> +b(n+1) +¢] — [an® + bn + (]

Dat,
Ax, =2an+a+b

Calculando N*x,,
A2='Ljn = Axn—l—l - Axn = [QCL(’R + 1) +a—+ b] — [QCL’R +a-+ b]

Assim,

N2z, = 2a

Que € uma constante, logo x, € uma progressao aritmética de sequnda ordem.

2.2 Progressoes Geométricas de segunda ordem

Defini¢ao 6. Seja (z1,x2, -+ ,Tp, -+ ) uma sequéncia, denotamos por 7 o operador quo-

ciente, definido por:

Tn+1
VTn = 2.6

Assim seque da defini¢ao de progressao geométrica que uma Sequéncia x, € uma

progressao geométrica se, e somente se, \Jx, € constante.

Observacao 5. Para utilizagao do operador quociente a sequéncias necessita que nenhum

de seus termos seja 0, pois assim gerariamos uma indefinicao.
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Defini¢ao 7. Uma sequéncia numérica (xy,xa,- - ,Tp, - ) € uma Progressao Geométrica

de seqgunda ordem, quando a sequéncia de quocientes (71, JTa, "+ , [ Tn,* " ), COM Ty =
xn—i—l

, for uma progressao geométrica.
n

Exemplo 11. A sequéncia (1, 3, 18, 216, 5184, ---) € uma progressio geométrica de
sequnda ordem, pois a sequéncias de quocientes (8, 6, 12, 24, ---) € uma progressao

geométrica de razao igual a 2.

Afim de formular uma expressao para o termo geral de uma progressao geométrica
de segunda ordem (z1, g, X3, - , Ty, - - - ) Observamos que a sequéncia de quocientes (V/z1,
< T2, VT3, , \JTn, -+ ) € uma progressdo geométrica, digamos de razao ¢, usando a

férmula (1.8) segue que:

n—1
1) (m(=2)
HV:& = (V21)-(Vr2).(Vr3). -+ (VToy) = (Vo))" Vg 2
i=1
Agora, note que:
T2 T3 Tn Ty
(V). (Vz2).(Vxs). - ,(vx(n_l)) = x_lx_z .. — — x_l

Assim,

n—1) %

— = (fol)(

€

-q

Logo a férmula do n-ésimo termo de uma progressao geométrica de segunda ordem ¢é dada

por:

_ (n—1)(n—2)
T, = xl.(vxl)(" U.q 2 (2.7)

Para obtermos a férmula do produto dos n-primeiros termos de uma progressao
geométrica de segunda ordem é conveniente reescrevermos a Equacao 2.7 em notagao
binomial.

=T () (7))

Dai fazendo o produto dos n primeiros termos, temos:

20 () =03



Pela Observacao 4, temos:

Pelo Lema 1, tem-se:

[T = o () @) g3

Assim,

n
n(n—1) n(n—1)(n—2)
Hl"i =af.(Vz) Z ¢ o

i=1

(2.8)

Teorema 4. Se uma sequéncia (1, xe, T3, , Ty, -+ ) de termos positivos € tal que log, x,,

€ uma progressao aritmética, entdo x, € uma progressao geométrica.

Demonstragao: 8. Como (log, x1,log, o, -+ ,log, z,, ) € uma progressao aritmética,
entao:

logy z,, = 21+ (n — 1)r

Aplicando a fungdo do tipo exponencial f(x) = d.b*, comd eb € R eb > 1, em ambos os
lados, temos:

d.x, = d.p=He-or

Dat,

T, = b:cl—l—(n—l)r

Calculando <y, temos:

anrl bwl —+nr

VIn = T, - pri+(n—1)r =b

que € uma constante, logo pela Definicao 0, log, x,, € wma progressao geométrica.

Teorema 5. Sejam (1,22, T3, , Xy, ) wma progressao aritmética de sequnda ordem e
f(z) = b.a® uma fungdao do tipo exponencial. Entao a sequéncia (f(x1), f(x2), f(x3), -,

f(zn),--+) € uma progressao geométrica de sequnda ordem.

Demonstracao: 9. Como x,, € uma progressao aritmética de sequnda ordem, seque de

(2.4) que :
Tp =21+ (n—1)(Axp) + (n 1)2(n - 2)7*
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Assim,
(f(xl), f($2), o 7f(xn)> o ) _ (b.a“, b'aCCI‘f‘AIl’ - b.ax1+(n—l)Ax1+(”*1)2(n—2)r)

Considerando a sequéncia de quocientes,

(Vf(wl)7Vf($2)7Vf($3)> T 7Vf<xn)7 ' ) = (

— (aAzl : aAaclJrr? aA$1+2T7 . aAaclJr(nfl)r

7)

Y

Que é uma progressio geométrica de razio a”. Logo pela Definicao 7, (f(x1), f(x2),

flzs), -+, f(xn),-+) € uma progressao geométrica de seqgunda ordem.

Definiremos o operador quociente de ordem k, com k > 1 recursivamente por

2 VZnt1
Vitn =V(Van) = "= —
Vn
3 2 VT
Vit = V(Vtn) = ~—;
Vi %n
e
k—1
k k—1 V7' " Tpgt
V' =V(V" %)==
V5" Tn
Teorema 6. Uma sequéncia (z1,xe, T3, ,Tpn, -+ ) de termos positivos € uma progressao

geomélrica de sequnda ordem se, e somente se, log," é uma progressao aritmética de

sequnda ordem.

Demonstracao: 10. (=) Como x, uma progressao geométrica de sequnda ordem, logo
pela Equacao 2.4, temos:

_ (n—1).(n—2)
Tn = x1.(va) Y3

Aplicando a func¢ao logaritmica f(x) = log, x, em ambos os lados temos:

n-1) , (1=1:(n=2)

logy 7, = logy z1.(7a1) " V.r

Usando a propriedade de logaritmo log, x.y = log, x + log, y, temos:

(n—1).(n—2)

logy 2, = log, 71 + logy (V1) "™V + log,r 2
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Usando a propriedade de logaritmo log, " = n.log, x

n—1).(n—2
logy x,, = log, 1 + (n — 1).log, (V1) + ( )2( ).logbr
Resolvendo os produtos, tem-se:
5 log,r —3log, r
log, x,, = log, 1 + n.log, (\Vx1) — log, (V1) + n-. 5 S + log, r
Reescrevendo:
logy . o —3logy, r
log, T, = | 5 |.n* + [log, (V1) + T]n + [~ logy, (V1) + log, 7 + logy, 1]

Logo logy, x,, € um polinomio de grau 2 na varidvel n. Portanto pelo Teorema 3, log, x, é
uma progressao aritmética de sequnda ordem.

(<) Demonstracao realizada no teorema anterior.
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Capitulo 3

Progressoes Aritméticas e

Geométricas de terceira ordem

Nesse capitulo trataremos o conceito de progressoes aritméticas e geométricas
de terceira ordem. De forma analoga ao que foi feita no capitulo anterior, mostraremos
que a funcao do tipo exponencial transforma progressao aritmética de terceira ordem em
progressao geométrica de terceira ordem. Reciprocamente, funcao logaritmica transforma
progressao geométrica de terceira ordem, de termos positivos, em progressao aritmética

de terceira ordem.

3.1 Progressoes Aritméticas de terceira ordem

Defini¢ao 8. Uma sequéncia numérica (x1,xe, -+ , Ty, -+ ) € uma Progressao Aritmética
de terceira ordem, quando a sequéncia de diferencas (Axy, Axg, -+, Axy, -+ ), com Az, =

Tni1 — Ty, for uma progressao aritmética de sequnda ordem.

Exemplo 12. A sequéncia (4, 5, 8, 15, 28, 49, ---) € uma progressio aritmética de
terceira ordem, pois a sequéncias de diferencas (1, 3, 7, 13, 21, ---) é uma progressao

aritmética de sequnda ordem.

Para deduzir a formula do n-ésimo termo de uma progressao aritmética de terceira

ordem, notemos primeiramente que a sequéncia de diferencas (Azy, Axg, -+, Az, -+ ) é
uma progressao aritmética de segunda ordem, e a sequéncia (A%xy, A%xy, -+, A2, -+ ) é
uma progressao aritmética de razao r. Como (Axy, Axg, -+, Axy,, -+ ) é uma progressao
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aritmética de segunda ordem, entao segue da Equacao 2.4 que:

Az, = (Axy) + (n— 1) (A%y) + (n— 1)2(n — 2)7"

Além disso, pela Férmula 2.5, a soma dos (n - 1) primeiros termos de uma progressao
aritmética de segunda ordem (Axy, Axg, -+, Axy,, ) é
(n—1).(n—2) n—1).(n—2).(n—3)

ZA:Q_ (n—1).(Azy) + 2 (AZ:zzl)—i-( : 5 - r

Por outro lado,
Z Ax; = (Axy)+(Axg)+ -+ (Axp_1) = (xg—x1)+ (23— 22)+ -+ (T —Tp_1) = Tp—11

Dali,

(n—1).(n—2)
2

(M%) + (n—1).(n g 2).(n — 3>7"

T, — o1 = (n—1).(Azy) +

Assim, o m-ésimo termo de uma progressao aritmética de terceira ordem é:

(n—1).(n—2)
2

(A%, + (n—1).(n—2).(n— 3)7‘ (3.1)

Ty =x1+ (n—1).(Azy) + 5

Usando a notagao binomial podemos reescrever a Equacao 3.1 como:

2, = (ngl)fl*‘(nzl)(AﬂUl)ﬂL(n;1>(ﬂ2$1)+(ngl)T

Somando os n primeiros termos da progressao arimética de terceira ordem, temos:

(o £ Yo £ (5

i=1 i=1 i=1

Pela Observacao 4, temos que:

=3 () o (e 2 (G e (15
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Dai, levando em consideracao o Lema 1 ,temos:

Y= (1)ere (e (3 ()

Assim, a soma dos n primeiros termos de uma progressao arimética de terceira ordem é

dada pela seguinte férmula:

ixi = nxﬁ-@(&xl)%—n(n — 162(71 —2) (A22p)+

n(n—1)(n —2)(n — 3)

o r (3.2)

Teorema 7. x, € uma progressao aritmética de terceira ordem se, e somente se, T, =

an® +bn? + en + d.

Demonstragao: 11. (=) Como x,, é uma progressao aritmética de terceira ordem, logo

pela Equacao 3.1, temos:

—1).(n—2 —1).(n—2).(n—
Tp =11+ (n—1).(Axy) + (n )2(n >(A2$1) + (n=1)-(n 5 )-(n 3)7“
Resolvendo os produtos, temos:
n?  3n 9 n’ o on 1
T, =21 +n(Ax) — (Axy) + (5 — — +D)(A%0) + (——n"+ 5 — 2)r
2 2 6 3 2
Reescrevendo obtemos:
N? 3(A\2 5
Ty = (%).ns (L ;ﬁ —r)n?+ (Axy) — % + %).n F(A%) + 21 — (D) — g)

Assim concluimos que x,, € um polinomio de grau 3 na varidvel n.

(<) Calculando Ax, temos,
Aty = Tni1 — xn = [a(n+1)° +b(n + 1) + cn + d] — [an® 4+ bn® 4 cn + d]

Az, =3an®>+3an +a+2bn+b

Calculando Nz,

Nz, = Ny — Az, = [Ba(n+1)°+3a(n+1)+a+2b(n+1)+b] — [3an®+3an+a+2bn+b]
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A2z, = 6an + 6a + 2b

Calculando N3z,
NPz, = N2y — NP, = [6a(n + 1) + 6a + 2b] — [6an + 6a + 2b] = 6a

Que ¢ uma constante, logo x,, € uma progressao de terceira ordem.

3.2 Progressoes Geométricas de terceira ordem

Defini¢ao 9. Uma sequéncia numérica (xq,xs, - , Ty, - ) € uma Progressao Geométrica
de terceira ordem, quando a sequéncia de quocientes (\Jx1, /T, , [ Tn,* "), COM JTy =
Tn+1

, for uma progressao geométrica de sequnda ordem.
n

Exemplo 13. A sequéncia (1, 3, 54, 11664, 60466170, - -- ) € uma progressao geométrica
de terceira ordem, pois a sequéncias de quocientes (3, 18, 216, 5184, - -+ ) é uma progressao

geométrica de sequnda ordem.

De forma analoga a que fizemos no caso da segunda ordem, vamos determinar a
férmula do termo geral de uma progressao geométrica de terceira ordem, (1, x9, 3, - , Tp,
-+ ) cuja sequéncia de quocientes (\/x1, \/Ta, VT3, , /T, - ), € UMAa Progressao geome-
trica de segunda ordem e (21, V2w, V223, - -+, V2, - - - ) 6 uma progressao geométrica
de razao q. Pela formula do produto de uma progressao geométrica de segunda ordem

estabelecido na Equagao 2.8, segue que:

n
n(n—1) n(n—1)(n—2)
2

[ v = (va) (22) "7 g

i=1

Por outro lado,

n—1
_ _ P2 s 0 En _Tn
gvxz = (Va1)(Va2) (V). (Vo) = Tm 2 =
Assim,
Tn _ (vzl)(n—n‘(vgzl)<n71>2(n72). (n=)(n=2)(n=3)
gl
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Logo a férmula do n-ésimo termo de uma progressao geométrica de terceira ordem é:

(n-1(n=2) (n=1)(n—2)(n—3)

Tn = 2. (V)" V() 2 g 6 (3.3)

Afim de obter uma férmula para o produto dos n primeiros termos da progressao geométrica

de terceira ordem, reescreveremos a Equagao 3.3 em forma binomial, assim temos que:

. ("61 n—1 n—1

Ty =T, )—i— (vxl)( 1 )-(V2371)( 2 )q( 5)

Aplicando o produto, temos:

ﬁxi;(nol)ﬂmé("f) () (%)
Pela Observagio 4, temos:
ﬁxi = xfi (n g 1) + (Vfﬁl)g (n I 1> .<V2$1)§ (n ; 1> .qg (n ; 1>

i=1

Considerando o Lema 1 e resolvendo os somatérios obtemos:
HSCz' = xgl) + (vxl)(g)-(v%l)@-q@)
i=1

Assim, o produto dos n primeiros termos da progressao geométrica de terceira ordem é

dado pela seguinte férmula:

n
n(n—1) n(n—1)(n—2) n(n—1)(n—2)(n—3)
[[zi=at(Az) 7 (&%) o . a1 (3.4)
i=1
Teorema 8. Sejam (1, x9, T3, - , Ty, -+ ) uma progressao aritmética de terceira ordem e

f(z) = b.a® uma fungdo do tipo exponencial. Entdo a sequéncia (f(x1), f(x2), f(x3),- -,

f(zn), ) € uma progressao geométrica de terceira ordem.

Demonstracao: 12. Como x, ¢ uma progressao aritmética de terceira ordem, seque da
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Equacao 2.4 que :

r, =21+ (n—1).(Azy) + (n—1).(n—2)

Assim,

(f(xl)’ f($2>, f(.T;g), e 7f<xn)7 .. ) — (b.az1’b.az1+(ﬂw1)’ b.ax1+2(A$1)+(A2xl), oo
b.a/itl“l‘(n_l)-(Al'l)‘i‘("_l)i(n_Q) (A2:171)+ (n—l).(nEZ)A(n—S)T>

Por outro lado,

) N f(anrl)

x4 . .
xg) 7 flan)

O f(@) ) = rs) S )=
(Vf(x1)7Vf(x2>7 va( N)> ) ( $2)’f< )

- Q(Bm) =B CHn=Ey

(a2, g3 +B21) (A +(datr

Calculando a sequéncia (7° f(x,,)), temos:
(V2f($1)7 v2f<x2)7 - v2f(xn>7 . ) _ (G(A2x1)7 a(A%cl)—i-r7 a(A2m1)+2r7 . 7a(A2:p1)+(n—1)r7
Que é uma progressao geométrica de razio a”. Logo pela Definicao 9 (f(z1),

f(x2), f(xs), -+, f(zn), ) € uma progressao geométrica de terceira ordem.

Teorema 9. Uma sequéncia (z1,xe, T3, -+ ,Tp, -+ ) de termos positivos € uma progressao
geométrica de terceira ordem se, e somente se, log, x, € uma progressao aritmética de

terceira ordem.

Demonstragao: 13. (=) Como x, uma progressao geométrica de terceira ordem, logo

pela Equagao 3.3, temos:

(n—1)(n—2) ('nfl)(nEQ)(nf?))

Ty = 21. (V) ") 2

Aplicando a funcao logaritmica f(x) = log, x, em ambos os lados temos:

(-1)=2)  (n-1)n-2)(n=3)

logy, ., = log, 1. (V)" V. (VP01) " 2

Usando a propriedade de logaritmo log, x.y = log, x + log, y, temos:

(n-1)(n-2) (n=1)(n—2)(n-3)

log, T, = logy 1 + log, (V)" +log, (V?21)" 2 +logyq
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Usando a propriedade de logaritmo log, " = n.log, x

(n—1)(n—2)
2

log, , = log, x1 + (n — 1).log, (V1) + Jogy (V221)+
—1 -2 -3
(=)= -3)

6

.logy q

Resolvendo as multiplicagoes, temos:
2
n 9 3n N
logy, z, = log, ¥1 + n.log, (V1) — logy, (V1) + o logy, (V7z1) — o logy, (V7z1)+

9 n? ) 5n 1
+ log, (V721) + E-l‘)gbq —n”.log,q + ?-IOgbq - §~1Ogbq

Reescrevendo temos:

log;, ¢

1 )
logy oy, = (—2=)n" + (5. log, (V*21) — logy q).n° + (log, (V1) + 5. logy ¢—

3 1
Y log, (VV?21))-n + (logy, 71 — logy (V1) + logy, (Va1) — 3 logy, q)
Logo logy x,, € um polinomio de grau 3 na varidvel n. Portanto pelo Teorema 7,

log, x,, € uma progressao aritmética de terceira ordem.

(<) Seja y, uma progressao aritmética de terceira ordem, logo pelo Teorema 7:
3 2
Yn = a1n° + aon” + azn + ay, com ay, as, a3, ay € R

E seja x, tal que,

log, x, = yn,

Aplicando a fungdo do tipo exponencial f(x) = d.b*, comd eb € R eb > 1, em ambos os

lados, temos:

d.x, = d.b"
Assim,
T, = b
Dat,
T, = ba1n3+a2n2+a3n+a4
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Tpy1 = bal(n+1)3+a2(n+1)2+a3(n+1)+a4
el =

Calculando <y, temos:

Tt ba1(n+1)3+a2(n+1)2+a3(n+1)+a4

Vin = Tn - ba1n3+a2n2+a3n+a4

— b3a1n2 +3ai1n+ai+2a2n+az+as

Calculando </*x,,, temos:

) \VZ pia1 (n+1)2+3a1 (n+1)+a1+2a2(n+1)+az+as

V' Tn

— b6a1 n+6a1+2as

VA - b3a1n2+3a1n+a1+2a2n+a2+a3

Calculando </°x,,, temos:

5 B vgxn—l—l B bﬁal(n+1)+6a1+2a2
VT, =

— b6a1

V2$n - b6a1n+6a1+2a2

Que € uma constante, logo x,, € uma progressio geométrica de terceira ordem com razao

b6a1
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Capitulo 4

Progressoes Aritméticas e

Geométricas de ordem superior

Este capitulo sera dedicado ao estudo de progressao aritmética e geométrica de
ordem k£ > 1, como foi feito nos capitulos anteriores, mostraremos que funcoes do tipo
exponencial transforma progressoes aritméticas de ordem k em progressoes geométricas
de ordem k. Mutuamente, funcao logaritmica transforma progressao geométrica de ordem

k, de termos positivos, em progressao aritmética de ordem k.

4.1 Progressoes Aritméticas de ordem k

Defini¢ao 10. Uma sequéncia numérica (xy,Ta, -+ ,Tp, -+ ) € uma Progressio Aritmética
de ordem k, comk € N e k> 1, quando a sequéncia de diferencas (Axy, Axg, -+, ANxy, -+ -),

com Ax, = Tpy1 — Tp, for uma progressao aritmética de ordem (k - 1).

Teorema 10. Seja (xr1,x9,+ ,Tp, - ) € uma Progressio Arimética de ordem k > 1.

entao o n-ésimo termo, isto €, o x, € determinado pela sequinte formula:

Ty = (” ) 1)931 n (” | 1)(Ax1) P (Z: D (A1) + (n; 1)7« (4.1)

Sendo r a razdo da progressao aritmética de primeira ordem calculada a partir de x,.

Demonstracao: 14. A demonstracao serd feita através de indugcao matemdtica.
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i) Se k = 2, entdo:

Que € a formula do m-ésimo termo de uma progressao aritmética de sequnda ordem,
conforme Equacao 2.4.

i) Suponhamos por hipdtese que a formula seja vilida para a ordem (k -1). Assim, sendo
(x1,x9,+++ , Ty, -+ ) uma Progressao Aritmética de ordem k , seque que a sequéncia de
diferencas (Axy, Axg, -+, Axy,,--+) é uma progressao aritmética de ordem (k- 1). Logo,

pela hipotese de inducao temos que:

Az, = (n 0 1) (D) + (” . 1) (D22)) 4 + <Z B ;) (A1) + (Z B Dr

Note que [A*'a1] é a (k - 1)-ésima diferenca de termos em relagdo a sequéncia x,,, mas
em relagdo a sequéncia Ax, ele é a (k - 2)-ésima diferenga.

Fazendo o somatdrio dos (n- 1) primeiros termos da sequéncia Ax,, temos:

n—1

Z Ax; = (Axy)+(Dxe)+- -+ (Axyy) = (xo—x1)+(x3—22)++ - -+ (T)— (1) = T — 11
i=1

Por outro lado,

ZA RS () DS () +Z () (B 1)+ S ()

=1 =1 =1

Assim, levando em consideracao o Lema 1 e a Observacao 4, temos:

gﬁxi_ (nzl)(Am)Jr <n;1>(Ale)+...+ (Z:i)(ﬁkﬂm” (n;l)r

Logo,
n—1 n—1 n—1 n—1
- — A A2 . Ak_l
X I ( 1 )( .2131)4-( 9 )( .T1)+ +<l€—1>( .CE1)+ L r
n—1 . )
Note que x1 = ( 0 )xl, logo reescrevendo a equagao anterior, temos:
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Como queriamos demonstrar.

Por meio da Equacao 4.1, podemos obter a féormula da soma dos n primeiros

termos de uma progressao aritmética de ordem k. Pois,

Dai, aplicando somatorio em ambos os lados, temos:

n

gxi:icgl)“*i(i_ll)(ﬁxlwz(igl)(ﬁ2x1)+...+

=1 i=1 i=1

5 (;:11) (A5 ) + 3 (Z . 1)7“

i=1 i=1

Assim, levando em consideragao o Lema 1 e a Observacao 4, temos que a soma
dos n primeiros termos de uma progressao aritmética de ordem k é dada pela seguinte

equacao:

ix = (T)xl + (Z) (Azy) + <Z) (A2) + - + (Z) (AR 1ay) + (kil)r (4.2)

Lema 3. Se (x,) é uma progressao aritmética de ordem k e cujo termo de ordem n é

Sp =21+ x4+ -+ x,, entdo S, € uma progressao aritmética de ordem (k + 1).

Demonstracao: 15. Como S, 1 =x1 + 29+ -+ + Ty + Tpy1, logo:
NS, =Spi1—Sp=[x1+ 22+ F T+ Tpp1] — [x1 F 22+ F 2] = Tpg
que por hipotese € uma progressao aritmética de ordem k, portanto pela Definicao 10, S,
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¢ uma progressao aritmética de ordem (k + 1).

xT

Lema 4. Seja p(n) = n' um polinémio de grau t, entdo Znt ¢ polinémio de grau (t +

n=1
1),

Demonstracao: 16. Provaremos por inducao matemdtica.

i) Para t = 1, temos:

Zn =14+2+---+x, que € a soma dos termos de uma progressao aritmética de razao
1, que pelo Lema 3 € um polinomio de grau 2.

it) Suponhamos que essa afirmacdo seja verdadeira para todot € {1,2,--- , k} provaremos

para (k + 1), observe que:

1 1
(n 4+ 1)k = (kj)— )nkH + (ki_ )nk + f(n), onde f(n) é um polinémio de

grau (k - 1) em n. Aplicando somatdrio em ambos os lados, temos:
Zx: n+ 1)F1 anH (k—l—l)zx:nk—i—F(n)
n=1 n=1
Note que pela hipdtese de indugao F(n) é um polinémio de grau k. Dad,
[2k+1+3k+1+_“+xk+l+<w+1)k+1] _ [1k+1+2k+1_|_ . k+1} (k1) Zn 1 F(n)
n=1

Simplificando os termos comuns aos dois somatorios, temos:

(z+ 1) = 1+(k+1)i:n’“+F(n)

n=1

Assim,

—~ ,_ (z+ DM -1+ F(n)
Zn N (k+1)

Logo an é um polinémio de grau (k + 1).

n=1
Lema 5. x,, é uma progressao aritmética de ordem k se, e somente se, x,, € uma polinomio

de grau k em n.
Demonstracao: 17. (=) A demonstragao serd feita através de indug¢ao matemdtica.

i) Para k = 1, basta observar a Equagao 1.1, que é um polindmio de grau 1 em n.
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Ty = (r)n+ (x; — 1)

i1) Suponhamos por hipdtese que seja verdadeira para todo k € {1,2,--- |k}, mostraremos
que essa afirmacdo € verdadeira para (k + 1).

Se x, € uma progressao arimética de ordem (k + 1), entao Ax, = Tpyq — T, €
uma progressao aritmética de ordem k, e por hipdtese de inducdo, Nz, € uma polinomio
de grau k em n. .

Assim pelo Lema 4, temos que Z Az = (xo—x1)+ (23— 22)+ -+ (Tpi1—x,) =
Tpi1 — X1 € como X1 € uma constante, Zszelgue que, T, € um polinémio de grau (k+1).

(<) A demonstracao também serd feita através de indugdo matemdtica.
i) Para k = 1, basta observar que z,, = an + b, entdo:
ATy =Tpi1 — 2y =la(n+1)+b] —[an+ b =a

que € uma constante, logo x, € uma progressao aritmética.
i) Suponhamos por hipdtese que seja verdadeira para todo k € {1,2,--- |k}, mostraremos
que essa afirmagao € verdadeira para (k+ 1).

Se x,, é um polinomio de grau (k+ 1) em n, entdo:
k+1 k k-1
Ty = an™ T +agn” + agn” Tt 4+ o 4 apge

Logo,

k

Az, = [a'l(n + 1)k+1 + Clz(n + 1)k + -+ ak+2] — [alnkH + asn” + - -+ ak+2]

Assim,

Az, = ay(n+ 1" —anf 4+ f(n)

Observe que f(n) € um polinomio de grau (k —1). Dai,

k+1 kE+1 k41
Az, = a [( —(i]_ )nk+1+( —; )nk+---+<kil>no]—a1nk+l+f(n)

De modo que,

k1 k1
A$n=a1nk+l+a1 |i( 1 )nk_|_+ (k+1)n0:| _alnk+1_|_f(n)
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Portanto,

Az, = a1 {(k—i_l)nk—i—..._F (Zii)no} +f(n)

Logo (Ax,) é uma polinomio de grau k, logo por hipdtese de indugdo Ax, € uma pro-
gressao aritmética de grau k, e pela Definicao 10, (x,) é uma progressao aritmética de

ordem (k +1).

4.2 Progressoes Geométricas de ordem k

Defini¢ao 11. Uma sequéncia numérica (x1,Ta, -+ ,Tp, -+ ) € uma Progressio Geométrica
de ordem k, com k > 1, quando a sequéncia de quocientes (71, /T, "+ ,/Tn,* "), COM
o Tn+1

VTn = , for uma progressao geométrica de ordem (k - 1).

n
A férmula do n-ésimo termo de uma progressao geométrica de ordem k é estabe-

lecida no seguinte teorema.

Teorema 11. Seja (v1,x9, -+ , Xy, -+ ) € uma Progressio geométrica de ordem k, com
k > 2. entdo o n-ésimo termo, isto €, o x, € determinado pela sequinte formula:

tn =20 () (T () () () (D) g5 (43)

Sendo q a razao da progressao geométrica de primeira ordem calculada a partir de x,,.

Demonstracao: 18. A demonstracao deste teorema serd feita pro inducdo matemdtica.
i) Se k =2, entao:
2= 2\ () () ()

que € a formula do n-ésimo termo de uma progressao geométrica de sequnda ordem, con-
forme Equagao 2.4.

i1) Suponhamos que a afirmac¢ao seja vdalida para a ordem (k—1). Assim, sendo (x1,xq,- - - ,
T, -+ ) uma progressio geométrica de ordem k, seque que a sequéncias de quocientes
(Vx1, VT2, s [T, -+ ) € uma progressao aritmética de ordem (k — 1). Assim, pela

hipdtese de inducao, seque que:

n—1

VIp = (Vxl)( 0 )(VQ;L'I)(”Il) .. .(Vk—lxl)(Zii),q(Zj)
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Note que " a1] é o (k - 1)-ésimo quociente de termos em relagdo a sequéncia x,, mas

em relagdo a sequéncia \Jx, ele € o (k- 2)-ésimo quociente

Fazendo o produto dos (n - 1) primeiros termos da progressao N/, temos

ﬁvl’i = (Vl‘l)jzll (Z 6 1) .(V2x1)j211 (Z I 1> e nz_l (;:12) .q:‘lzll (Z ) 1)

k—1
. -(vk_1x1> i=1
i=1
Assim, levando em consideracdo o Lema 1 e a Observagao 4, temos

H WA= v;pl ( 1 )‘(vle)(ngl), . ‘(Vk_lxl)(;:}).q(nil)

Por outro lado,

T 1172.

To T T T
HV%f Vxl (va) '(Vx(n—l)): 22

'xnfl T
Desta forma,
I_ = (vxl)(n 1> (v 1’1)(71;1) s .(Vkilxl)(zjb,q(zii)

Finalmente,

T, = xl.(vx1)<n Y (v 3;1)("51), . _(kalxl)(ﬁii)_q("zl)

Como queriamos demonstrar.

Em busca de obter uma férmula para expressar o produto dos n primeiros termos

de uma progressao geométrica de ordem k, considerasse a Equagao 4.3, logo

Ty = xgnal).(vxl)(n ) (v xl)(ngl)_ e ,q(ngl)

Entéao, fazendo o produto dos (n - 1) primeiros termos da sequéncia z,,, temos

n—1

HﬂfﬂElZ( " )-(wrl);(Zl >( 2 -1(Z; )q;(@; )

(V)=

34



Assim, obtém-se que o produtos dos n primeiros termos de uma progressao geométrica de

ordem k é:

Teorema 12. Sejam (331,1'2,3:3,~~ T, -+ ) uma progressao aritmética de ordem k e
f(z) = b.a® uma fungdo do tipo exponencial. Entao a sequéncia (f(x1), f(x2), f(x3), -,

f(x,),--+) € uma progressao geométrica de ordem k.

Demonstragao: 19. Como x, ¢ uma progressao aritmética de ordem k, entao pela

Equacao 4.1 temos:

Ty = (ngl)xﬁ(nz 1)(A:v1)+(";1)(A2x1)+---+(k_ 1)(N ! )+(n;1)r

Aplicando a funcdao do tipo exponencial temos que:

F2) = bl ()@ ()@ ()@ s (]

ro e (B o2) o)
C fra balo)r q(1) @z oo )
Vf(ffn) = f(ffn) - bCL(nO_l)xl.a(nIl)(Axl). o .a(n;)r

Note que os dois primeiros termos do quociente se cancelam, e para as outras poténcias,

usaremos o Lema 2. Assim,
Vf(ffn) _ a(ngl)(Am)'a(nzl)(gle)' L 'a(zj)r

Agora,
() al®Em (et L ()

V(@) L@ (@) G

Veja que os dois primeiros termos do quociente se cancelam, e para as outras poténcias,

V2f(xn) =

novamente usaremos o Lema 2. Assim,
V2 f(xn) = 2N @) (T @) ()

De uma forma geral, note que o n-ésimo termo da </' f(x,) nao terd as poténcias
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S . . 7
de avV' com s < i. Assim, concluimos que:

n—1

Vi) =aln ) = o
Como r € uma constante, seque que:

(ka(xl)>ka($2)> T 7ka(xn)a o ) = (&T>ara e >ara o )

¢ uma sequéncia constante, o que significa que (7" f(x1), V" f (22), - -+, VT (),
.)€ uma progressio geométrica, e que (V" 2f(x1), VT2 f (22), -, A (my), 00 ) €
uma progressao geométrica de sequnda ordem, e sucessivamente, que (7 f(x1),~/ f(x2),
o 2 f(xn), 0 ) € uma progressao geométrica de ordem (k - 1) e, enfim, (f(x1), f(x2),

<+ f(zn), - +) € uma progressao geométrica de ordem k.

Teorema 13. Uma sequéncia (xq1,%2, T3, ,&pn,--+) de termos positivos é uma pro-
gressao geométrica de ordem k se, e somente se, log,x, € uma progressao aritmética

de ordem k.

Demonstracao: 20. (=) Como x, uma progressio geométrica de ordem k, logo pela

Equacao 4.3, temos:

tn = 20 (e (1) (225 - () () )

Aplicando a funcao logaritmica f(x) = log, x, em ambos os lados temos:

log, z,, = log,, xgngl)(vfﬁ)(nzl)'(V%l)(n;l)- T .(vk—%l)(zj).q(";l)

Usando a propriedade de logaritmo log, x.y = log, x + log, y, temos:

(nal) n—1 n—1

log, z,, = log, z; ° 7 + log, (Vxl)(nfl) + log, (V2x1)( ) p g log, (vk_lxl)(k—1)+

+ log, q(ngl)
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Usando a propriedade de logaritmo log, " = n.log, x, temos que:

n—1 n—1 n—1
log, x,, = ( ).logbxl—l—( . ).logb (vx1)~|—< ).logb(v2x1)+---+

0 2
n—1 _ n—1
++<k_1>-logb(v’“ 1$1)+( 1 )-bgbq
Considerando log, v1 = x7,log, \Jx1 = vy, - ,log,q =, temos:

n—1Y\ , n—1 , n—1 , n—1 1 g
logbxnz( 0 >-$1+< . >-(vx1)+< 5 >-(v2w1)+~--+<k_1>-(v’“ )+

+(”;1).r

Note que,
<n—1>: -1 -De-2 m—1-(h-D)n—1-Fk)
P R BTN (=1 — k)l

Logo, como temos k parcelas de n se multiplicando, isso resultara em polinomio
de grau k em n. Portanto, log, x,, é uma polinomio de grau k em n.

Logo, pelo Lema 5, (logy, x1,1ogy, xa, - -+ ,log, xn, -+ ) € uma progressio aritmética
de ordem k.

(<) Demonstracao realizada no Teorema 12.
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Consideracoes finais

No ensino regular o tema de Progressoes Aritméticas e Geométricas é abordado no
ensino médio. No entanto, percebemos que em muitos casos este tema é subaproveitado,
no sentido de que apenas alguns topicos de progressoes de primeira ordem sao abordados.

As progressoes de ordem superior nao sao consideradas no Ensino Bésico. Pen-
sando nisso, que este trabalho se propoe a contribuir com ideias formais sobre progressoes
aritméticas e geométricas de ordem superior.

Caso algum professor tenha interesse em trabalhar este tema com seus alunos,
nos elaboramos neste trabalho um software que ajuda construir Progressoes Aritméticas
e Geométricas de ordem 2 e 3. O leitor pode encontrar o software acessando:
https://mega.nz/#!WuhmglaR!q4n-058z0EUNnaBIrnsrv8HbH8okyyFH Yann X LlreQY
o software tem tamanho de (68 KB) e é desenvolvido utilizando linguagem java, por isso
necessita que o pacote java esteja instalado em seu sistema operacional.

Neste software é possivel encontrar os termos de uma progressao aritmética e
geométrica de ordem 2 e 3 e reciprocamente ao inserirmos nele uma sequéncia numérica
ele terd capacidade de dizer se tal sequéncia é uma progressao aritmética ou geométrica,
apresentando também os primeiros termos de suas sequéncia de diferencas no caso de
progressao aritmética ou quocientes no caso de progressao geométrica, além sua ordem.

Para construirmos uma Progressao Aritmética de ordem 2 ou 3 usando o software
precisaremos informar qual sera o primeiro termo da sequéncia, no caso de ordem 2
precisaremos ainda informar o primeiro termo da sequéncia de diferengas e a sua razao.
Caso seja de ordem 3, além do primeiro termo, deveremos informar o primeiro termo da
primeira sequéncia de diferencas, o primeiro termo da segunda sequéncia de diferencas, e
também a razao desta ultima.

Para construirmos progressoes geométricas de ordem 2 e 3 usando o software o

procedimento serd analogo como foi feito para as progressoes aritméticas, porém, tomamos
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os quocientes ao invés das diferencgas.
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