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O insucesso é apenas uma oportunidade para recomecar com
mais inteligéncia.

Henry Ford
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Resumo

O obijetivo principal desta dissertacédo é demonstrar o Teorema de Sarkovskii e seu
reciproco. Este estudo apresenta conceitos de composicao de fungdes e grafos além de definir
elementos bésicos da teoria de Sistemas Dinamicos. O Teorema do Valor Intermediario é uma
ferramenta importante na prova do Teorema de Sarkovskii.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos; Teorema de Sarkovskii; Reciproco do Teorema de Sar-
kovskKii .



Abstract

The main goal of this dissertation is to demonstrate Sarkovskii’'s Theorem and its
converse. This study presents concepts of composition of functions and graphs besides defi-
ning basic elements of the theory of Dynamic Systems. The Intermediate Value Theorem is an
important tool in proving the Sarkovskii’s Theorem.

Keywords: Dynamical systems; Sarkovskii’s theorem; Converse of Sarkovskii’'s Theorem.
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1 Introducao

O objetivo deste trabalho é demonstrar o Teorema de Sarkovskii € seu reciproco,
bem como melhorar os conhecimentos adquiridos no decorrer do curso de Mestrado Profis-
sional em Matemética da Universidade Federal de Ouro Preto - PROFMAT UFOP. Também
gostariamos de abordar um contedido que seja Util e interessante para professores, estudantes
e entusiastas na area de matematica visto que os conceitos prévios para o entendimento deste
trabalho basicamente sdo os de fungdes, composicao de fungdes e alguns teoremas abordados
no conteudo dos cursos de Calculo.

O principal assunto abordado é o Teorema de Sarkovskii que, segundo (3), foi publi-
cado em Russo no ano de 1964 pelo matematico A. N. Sarkovskii. Curiosamente a publicacao
ficou desconhecida pelo ocidente por aproximadamente dez anos até que os matematicos Li
e Yorke publicaram um resultado que, mais tarde, foi descoberto que € um caso particular do
Teorema de Sarkovskii. Atualmente Sarkovskii trabalha como professor no Instituto de Mate-
mética em Kiev, na Ucrania e é um dos principais matematicos da area de sistemas dinamicos

unidimensionais.

Como requisitos necessarios para alcangar os objetivos, no Capitulo 2, os conceitos
de fungdes e composicoes de fungdes serdo usados para definir alguns elementos basicos
dos sistemas dindmicos. Tais elementos sdo propriedades sobre as fun¢des compostas e as
iteradas de suas composicoes.

No Capitulo 3 serao definidas propriedades sobre os pontos periddicos, 6rbitas e a
demonstragdo do Teorema de Tien-Yien Li e James A. Yorke. Tal teorema originalmente afirma
que "Periodo trés implica caos" ou seja, se uma fungao real continua possui ponto periédico de
periodo trés entdo possui pontos periddicos de todos os periodos. A demonstracdo que sera
apresentada no usara uma aplicagao dos conceitos do Capitulo 2 o que torna seu entendimento
mais simples. Um leitor que tenha interesse pode consultar o artigo (5), que foi publicado em
1975, para ver a prova original.

A partir dai, no Capitulo 4, serdo abordados alguns conceitos de Grafos orientados
juntamente com as nogdes de cobertura de intervalos para definir propriedades que garantirdo
a existéncia de pontos periédicos em determinadas condicoes.
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No Capitulo 5, apos breve contextualizagao histérica, sera definida a relagao de or-
dem dos numeros naturais conhecida como ordem de Sarkovskii € a partir dai demonstraremos
o Teorema de Sarkovskii que afirma:

Teorema (Teorema de Sarkovskii). Seja f : I C R — I uma fungao continua definida no Intervalo
I. Se f possui um ponto l-periddico e [>m na ordem de Sarkovskii entdo f possui ponto m-
periddico.

No Capitulo 6, sera apresentado e demonstrado um teorema que é conhecido como
inverso ou reciproco do Teorema de Sarkovskii. Baseado no estudo sobre o teorema de Sar-
kovskii iremos mostrar que:

Teorema (O inverso do Teorema de Sarkovskii). Dado r € N existe uma fungdo continua defi-
nida em um intervalo I, f : I, — I, tal que f possui ponto r-periédico mas ndo possui ponto
s-periddico em I,., para todo s que precede r na ordem de Sarkovskii isto é s> -->r.
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2 Conceitos Basicos e Definicoes

Segundo Devaney (3)), a teoria de sistemas dinamicos procura entender o compor-
tamento de processos iterativos. Por exemplo, se tal processo for modelado por uma equacéao
diferencial com o tempo como variavel independente entdo tentamos prever o que acontece no
futuro ou aconteceu no passado. Se o processo for discreto, como a iteragao da composi¢ao
de uma fungéo real consigo mesma, entdo tentamos entender o comportamento dos pontos x,

f(x), f3(x), -+, f"(x) quando n é suficientemente grande.

Neste trabalho, estudaremos e abordaremos uma das classes mais simples de sis-
temas dindmicos determinados pelas fungdes de uma Unica variavel real. As fungdes que de-
terminam sistemas dindmicos também sdo chamadas de mapeamento ou mapas. Em resumo,
essa terminologia conota o processo geométrico de levar um ponto a outro e para fazer o ma-
peamento usando a composicao de fungdes.

Sabe-se que a composta de uma fungéo f : I — I com ela mesma normalmente é
representada por f o f(x) = f(f(x)). Estudaremos as iteragcdes que compdem f com f em um
namero n de vezes que, nesse texto, sera tratado como a n-ésima composicao de f e definida
da seguinte maneira.

Definigdo 2.1. A n-ésima iterada de f, desde que exista, sera representada pela fungdo f"(x)
tal que

i) — { FF ') L sene N,
X ,sen=0.

Apesar de ser um conceito simples, as fungdes obtidas apds apenas algumas ite-
radas podem ser extremamente dificeis de terem sua lei de formagao explicitada. A exemplo
disto uma fungéo do segundo grau f(x) = ax®> +bx+c apés ser iterada quatro vezes passa a
ter grau 16.
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2.1 Pontos periodicos

Alguns pontos de uma fungéo, ao serem iterados sucessivas vezes, apresentam
algumas caracteristicas peculiares como a producao de ciclos. Nesta subsecao vamos destacar
o ponto fixo e o ponto periddico.

Definicédo 2.2. Dizemos que x é um ponto fixo de f quando f(x) = x.

Observacao 2.1. Geometricamente o ponto fixo é dado pela interseccdo do grafico da fungéo
fcomaretay = x.

Exemplo 2.1. Seja f(x) = x> — 3x vamos encontrar 0s pontos fixos dessa fungdo

¥ —3x=ux

¥ —4x=0
x-(x*—4)=0
x-(x=2)-(x4+2)=0
xe{-2,0,2}

flx) =x

te o0

Deste modo temos que —2, 0, 2 sdo os pontos fixos da fungdo f. A reta y=x intercepta o grafico
de femA=(-2,-2),B=(0,0) eC = (2,2). Observe a representagdo gréfica

|

Figura 2.1: Gréfico de f(x) = X —3xe y = x no qual podemos identificar os pontos fixos de f.

Definicao 2.3. Dizemos que xy é um ponto de periodo n ou n-periédico de f se xo for um ponto
fixo de f* mas nao for um ponto fixo de fi paratodoi€ {1,2,--- ,n—1}, ou seja,

f'(x0) = xo,
fi(XQ) # xo, Vie{l,2,---,n—1}.
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Consequentemente, se n = 1, entdo f(xo) = xo, ou seja xo € um ponto fixo de f.

3 11
Exemplo 2.2. Sgja f(x) = —§x2+ 7x—2. Temos que f(1) =2, f(2) =3 e f(3) =1. Observe
os pontos H, I e J no gréafico

3 11
Figura 2.2: Gréfico de f(x) = —Exz + S 2

Neste exemplo, 1 é ponto 3-periddico de f uma vez que

De forma analoga os pontos 2 e 3 sdo pontos 3-periddicos de f.

2.2 Orbitas

Definicdo 2.4. Seja xo € R. Definimos a érbita de xo por f como o conjunto O (xy) formado
pelos elementos resultantes de todas as iteragées de x( pela funcao f, ou seja,

O¢(x0) = {xo, f(x0), f*(x0), =+, f"(x0), -}
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Exemplo 2.3. Sejam f(x) = x>+ 1 e xo = 0 temos que

f0) = 1,

£f0) = f(1) = 17+1 = 2
£0) = f(fX0) = f2)=22+1 = 5,
o) = f(f0) = f5)=5+1 = 26,
£0) = f(H0) = f(26)=26"+1 = 677.

Portanto a orbita de xo em f é dada por

07(0)=A0, 1, 2, 5,26, 677, ---, f'(0), ---}.

2.3 Tipos de Orbita

Ao analisarmos as possiveis Orbitas dos pontos de uma fungao podemos encontrar
conjuntos que séo finitos ou infinitos. Estaremos mais interessados em estudar um subconjunto
de orbitas que sao finitas. Vejamos as definicbes e exemplos, sempre considerando f com
sendo uma fungao real continua.

Definicdo 2.5 (Orbita ciclica ou periédica). Uma drbita ciclica ou periédica é um conjunto finito
formado por todas as iteragdes de um ponto periodico. Desta maneira se xq for ponto n-periédico
de f entéao temos a orbita

O¢(x0) = { x0, f(x0), f*(x0), -+, " '(x0)}-

Podemos representar a Or(xo) por um conjunto formado por uma sequéncia em
que

Of(x0) = {x0, x1, X2, -, Xp—1}, com x; = f*(x0).

Desta maneira, qualquer elemento desse conjunto possui a mesma 6rbita de xgp, ou seja,
Oy(x;) = Oy(xo) para todo i < n.

Exemplo 2.4. Pelo exemplo[2.4temos que O¢(1) = {1, 2, 3} eainda Oy (1) = O4(2) = 04(3).

Observacao 2.2 (Orbita do ponto fixo). A drbita de um ponto fixo é um conjunto unitdrio cujo
elemento é o ponto fixo em questao.

Exemplo 2.5. No exemplo|2.1] vimos que os pontos —2 e 2 s&o fixos logo

07(=2) ={-2} e 0s(2) = {2}.
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Observacio 2.3 (Orbita eventualmente fixa). Um ponto xo € dito eventualmente fixo se xo ndo
€ um ponto fixo, mas algum ponto da orbita de xo é ponto fixo.

Exemplo 2.6. Seja f(x) =x>—2 e xo = 0. A drbita de xy é eventualmente fixa e dada por
07 _27 27 27 27 27

Observacio 2.4 (Orbita eventualmente periédica). Um ponto xq é dito eventualmente periddico
se xo ndo é um ponto periodico, mas algum ponto da orbita de xq € periédico.

Exemplo 2.7. Seja f(x) =x*>—1 exo = 1. A a drbita de x é eventualmente periédica e dada
por
17 07 _17 07 _17

2.4 Analise Grafica

Nesta se¢ao vamos descrever um processo chamado analise grafica, descrito por
Devaney (3), como uma importante ferramenta usada para a compreensao da dinamica unidi-
mensional e que permite utilizar o grafico de uma fungéo para visualizar o comportamento das
orbitas de seus pontos.

Inicialmente considere o grafico de uma fungao continua f e a reta diagonal y = x
como mostrado na figura[2.3].

Py

(x4,x4)

P3

(23,x3)

P,

X2,%2)

Py

— ('rl!x])

(X() ) X())

X0 flxo)  f2(x0)  fxo) FHx0)

Figura 2.3: Analise gréafica da érbita de xo quando iterada usando a fungao f.
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Para tragar graficamente a 6rbita de x( iniciaremos com o ponto (xp, xp) que per-
tence a reta diagonal. Em seguida, a partir desse ponto, tracamos uma reta vertical até tocar
o gréfico de f no ponto P; = (xg, f(x0)). Prosseguindo, tragamos uma reta horizontal de P;
até a reta diagonal no ponto (f(xo); f(xo0)). Como foi feito anteriormente, a partir desse ponto,
tragamos uma reta vertical até tocar o grafico de f no ponto P> = (f(xo), f*(x0)) em seguida
tragcamos a reta horizontal de P até o ponto (f2 (x0), f*(x0)) da reta diagonal. Assim, repetindo
este processo sucessivas vezes, iremos obter a representacao gréfica da érbita de x.

Em resumo, para tracar o grafico da érbita de xo pela fungédo f, primeiramente
tragamos uma linha vertical da reta diagonal até o gréafico de f. Em seguida tragamos uma linha
horizontal do gréfico de f até reta diagonal. Observe a construgéo feita na figura [2.3] na qual

Of(X()) :{X(), X1y =0y Xny "’}efi(XO) = X;.

O gréfico resultante é conhecido como grafico de Lamerey e pode ter formato de
"escada" como na figura do exemplo [2.9ou de "teia de aranha", como no exemplo a seguir.

Exemplo 2.8. O gréfico da fungdo f(x) = ¥—leo grafico formado pelas iteragbes do ponto
xo = 0,7. O formato deste grafico de Lamerey é de uma "teia de aranha".

[y

0.5

—1.4 — —0.6 —0.2, 0.2 0.6 1 1.4

Figura 2.4: Gréfico de Lamerey em forma de teia de aranha para a fungéo f(x) = ¥—1le
xo=0,7.

Exemplo 2.9. Usando a mesma fungdo do exemplo anterior mas iterando o ponto xo = —1,7
obtemos um gréfico de Lamerey que tem formato de escada.

73727/2345

/. =2

Figura 2.5: Gréafico de Lamerey em forma de escada para a fungdo f(x) = ¥—1le xo=—1,7.
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Anteriormente vimos que um ponto periédico satisfaz f"(xo) = xo para algum n. As-
sim, graficamente, podemos perceber que um ponto periddico, ao ser iterado um certo nimero

de vezes, retorna ao estado inicial (xo,xo) e isto gera um "circuito fechado".

1 1 1
Exemplo 2.10. Seja f(x) = 3, comx > 0. Sexo=1entdo f(1) = 3 ef(g) =1 e desta forma
x

f*(x0) = x0. Graficamente temos

1.5

0.5

0.5 1 1.5

1
Figura 2.6: Gréfico de Lamerey para a fungao f(x) = 3— exo=1.
X

Apesar de ser uma ferramenta didatica importante, esse estudo grafico ndo cobre
todos 0s casos possiveis e também se mostra ineficiente em casos de pontos periddicos de
periodos muito grandes ou até mesmo para analisar um ndmero grande de pontos. Temos
ainda que ela se mostra eficiente em diagramar e tem forte apelo visual contudo n&o se destina
a demonstragdes formais.
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3 Orbitas Periodicas e Intervalos

A busca por pontos fixos ou periédicos de fungdes continuas é de extrema impor-
tAncia para o entendimento de sistemas dinamicos mas, por diversas vezes, encontra-los pode
ser arduo e complicado. Os conceitos apresentados ao longo deste capitulo nos darao diretri-
zes para garantir a existéncia de pontos fixos ou periédicos em um determinado intervalo sem
determina-los.

3.1 Desenvolvimento

A proposicao a seguir € uma ferramenta que sera usada exaustivamente nos teore-
mas seguintes uma vez que, sob certas condi¢des, garante a existéncia de um ponto fixo em
um intervalo.

Primeiramente vamos enunciar o Teorema do Valor Intermediario (TVI) que sera
fundamental para as demonstracoes deste capitulo. Sua demonstracdo pode ser encontrada
em (10).

Teorema 3.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R uma fungéo continua e seja
d um ndmero entre f(a) e f(b). Entdo existe um ¢ € (a,b) tal que

fle)=d.

Proposicao 3.1. Considere a fungdo continua f e sejam I e J intervalos reais compactos tais
quel C J. Se f(I) D J entdo f possui ponto fixo emI.

Demonstragdo. Sejam I = [a,b|,J =[c,d] e c<a <b <d. Porhipétese J C f(I) ecomol C J,
temos que I C f(I). Sendo assim existem x, € x;, € I tais que f(x,) =ae f(xp) = b.

Se x, = a ou x, = b nada temos a fazer pois um deles ja seria ponto fixo de f.
Sejam x, # a e x; # b entdo, como x, e x;, € I, temos a < x, < b e a < x;, < b. A figura 3.1
esboca a situacao descrita.
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Ponto fixo em [a, b]

F(I)

bd

o
[ Y P,
~

Figura 3.1: Grafico exemplo e imagens dos intervalos I e J
Considere a fungéo continua i(x) = f(x) — x. Desta forma,
h(xg) = f(x4) —xq = a— x4, € cOMO a < x, temos h(x,) <0,

h(xp) = f(xp) — xp = b —xp, € cOMO X, < b temos h(x,) > 0.

Como A(x) é uma fungéo continua, (x,) < 0 e h(xp) > 0 temos que, pelo Teorema
do Valor Intermediario, existe ¢ € I tal que i(c) =0 e assim

h(c)=0= f(c)—c=0= f(c)=c¢

Por definicdo, temos que ¢ € um ponto fixo de f em I. O

Notacéo: Quando f(I) D J diremos que f(I) cobre J e usaremos a seguinte notagao:
I—J.

No Capitulo 4 ampliaremos 0 uso dessa notacdo bem como os conceitos envolvidos. Por hora
precisaremos apenas desta notacao para a cobertura de intervalos.

Nas condigcbes da Proposigéo em que f(I) D J, seré que existe algum intervalo
contido em [ tal que sua imagem é justamente o intervalo J? A proposicao a seguir responde
a esta pergunta e estabelece uma maneira de escolher-lo caso haja mais de um intervalo que
satisfaga a condigéo.
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Proposicao 3.2. Sejam | e J intervalos reais compactos e f(I) D J. Entdo ha um subintervalo
compacto I C I tal que f(I) =J .

Demonstragado. Seja J = [a,b] assim {a,b} C J C f(I) entdo existem dois pontos distintos p,
g em [ tais que f(p) = a e f(gq) = b. Temos duas possibilidades para p e g:

Sep<qgtomec=max{p<x<q:f(x)=aled=min{c<x<gq: f(x)=>b}.
Sep>qtomec=max{g<x<p:f(x)=b}ed=min{c<x<p:f(x)=a}.

A figura[3.2]ilustra a situagdo descrita pelo teorema.

Figura 3.2: Grafico exemplo e imagens dos intervalos I, J e I.

Em ambos casos, basta tomarmos [ = [c,d] logo, pela continuidade de f, temos
f)=la,b] =J.

Observe que ndo existe elemento pertencente ao intervalo (¢, d) que possui imagem
a ou imagem b.

De fato, sem perda de generalidade, suponha p < g e K = [c,d] com ¢ e d nas
condigdes anteriores. Suponha por absurdo que exista i com ¢ < i < d tal que f(i) = a. Observe
que p<c<i<d< qimplicando p < i< g, com f(i) =aei>c. Mas c, por construgédo, é
elemento maximo cuja imagem por f é a. Logo temos uma contradicao. O



21

Notacao: Se f(I) = J usaremos a seguinte notagéo

I1—J.

De posse das duas proposi¢coes anteriores e de mais algumas afirmagdes podere-
mos estabelecer condigbes para garantir a existéncia de pontos periddicos de uma fungdo em
um determinado intervalo.

Proposicédo 3.3. Seja f uma fungdo continua no intervalo I = |a,b] e sejam Iy, Iy, ..., I,—
subintervalos compactos de I = [a,b]. Se

10—>11—>12—>~-~—>In_1—>10

entdo a equagdo f"(x) = x tem pelo menos uma solugdo xy € Iy tal que f*(xo) € Iy para
k=0,1,....,n—1.

Demonstragdo. O caso em que n = 1 foi demonstrado na Proposicao provemos entao a
proposicao para os casosemquen > 1.

Por hipotese 1,1 — Iy. Entdo, pela Proposicao existe I,_; C I,_; tal que
f(in—l) - IO-

Procedendo de forma andloga temos que f(1,—2) D I,—1 D I,_1 portanto existe
I,>Cl, »talque f(I, ) =1, 1,0usejal, » — I, 1. Analogamente f(I,_3) DI, 2> DI, »
logo existe I,_3C I, 5 tal que f(fn,3): I_». Prosseguindo sucessivamente desta maneira
teremos que existe

I; CIjtalque f(I;) =1, paratodo j € {0,1,...,n—2} e
f(infl) =1IyD i()

Generalizando temos que
Iy—h—h—- =l o—I—1

Desta forma teremos
f*lo) =T comk e {0,1,...,n—1}

') = f(f* (o)) = fla—1) =1 D k.
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Assim, pela Proposicéo a funcdo f" possui ponto fixo em I ou seja, existe
xo € Io C Ip tal que f"(xo) = xo. Portanto a equagéo f"(x) = x possui solugdo em Iy e como
xo €y e f*(lo) =T comk € {0,1,...,n—1} temos que f*(x) € . O

Na busca por pontos fixos de uma fungéao apresentaremos um teorema que garante
a sua existéncia desde que haja algum ponto periddico.

Teorema 3.2. Seja uma fungao continua f : I — 1 com I C R. Se f possui ponto n-periédico
tal que n > 1 entdo f possui ponto fixo.

Demonstracdo. Seja X um ponto n-periédico de f e considere o conjunto O¢(X) que representa
sua orbita. Podemos ordenar seus elementos da seguinte maneira

Of()z) — {x17x27' o 7xn}
emquex; <x; <..<x,eX=x;paraalgumie€ {2,3,....,n}.

Temos ainda que f(x;) = x; para algum i € {2,3,...,n} e x; < x; sempre que i €
{2,3,...,n}. Sendo assim,
xi—x1>0= f(x;)—x; >0.

Por outro lado f(x,) = x; para algum j € {1,2,....n—1} e x, > x; sempre que
je{1,2,....,n—1}. Logo,
Xj—Xp <0= f(x) —x, <O.

Considere a fungéo continua H(x) = f(x) —x temos que H(x;) < 0e H(x,) > 0.
Portanto, pelo Teorema do Valor Intermediario, temos que existe xo € I tal que H(xp) =0, ou
seja, f(xo) —xo = 0 o que implica em f(xo) = xo € concluimos que f possui ponto fixo. O

3.2 O Teorema de Li e Yorke

A demonstracao do teorema de Li York foi publicada em 1975, no The American
Mathematical Monthly, pelos matematicos Tien-Yien Li e James A. Yorke (5). A demonstracédo
intitulada “Period Three Implies Chaos” foi de grande importancia na época mas curiosamente
ela & apenas um caso particular do Teorema de Sarkovskii. A seguir enunciaremos o teorema
de forma diferente, uma vez que o conceito de caos nao é abordado neste texto.
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Teorema 3.3 (Teorema de Li e Yorke). Seja f uma fungao real continua em um intervalo com-
pacto I tal que I — 1. Se f possui ponto periédico de periodo 3 entéao f tem pontos periédicos
de todos os outros periodos.

Demonstragao. Sejam x| € I, um ponto periédico de periodo 3 de f, x; e x3 € I tais que x; #
x3 # x1 com f(x;) = x2, f(x2) =x3 e f(x3) = x1 e, sem perda de generalidade, suponha
X1 < X2 < X3.

Considere os conjuntos Iy = [x1,x2] e I} = [x2,x3]. Pela continuidade de f e pelo
Teorema do Valor Intermediario temos que f(lp) D I e f(I1) D {lp U1} consequentemente
f(h)Dlye f(I;) DI assim

Io—0,I - Ihel — I.

A figura[3.3|representa tal situag&o.

Figura 3.3: Cobertura dos Intervalos
Considerando os conjuntos Jo, J1, - - - ,J,—2 tais que J; =I; paratodo i € {0, 1,--- ,n—
2} e J,—1 = Iy, temos que
Jo—-I— = Jyr—=> I — Jo.

Portanto, pelo Teorema existe xo € Jo = I; tal que f"(xp) = xo, fk(xo) € Jy = I, para
kel0,1,---.n—2e f" Nxo) € Jy_z = I.

Vamos mostrar que xp € um ponto n-periddico. Suponha por absurdo que xp nao
seja um ponto n-periddico. Entao existe r € {0,1,--- ,n—2} tal que f™ (x0) = f"(xo).

Sabemos que f”_l(xo) €lye f(x) €. Além disso, IyN I} = {x2} e assim
" Yx0) = f"(x0) = x2. Por outro lado temos que f"(xo) = xo logo

xo = f"(x0) = f(f* ' (x0)) = f(x2) =3
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Desta maneira f(xo) = f(x3) =x; ¢ I, e isto € um absurdo pois f(xp) € I;. Logo xp € um ponto
n-periddico de f. O
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4 Fundamentacao para o Teorema de SarkovskKii

Neste capitulo usaremos conceitos da teoria de grafos para estudar as relagdes
entre a cobertura de intervalos e a existéncia de pontos fixos e periédicos em uma fungéo. Tal
uso traz dois beneficios imediatos na parte visual e na notagao para o tratamento de coberturas
de intervalos.

As definicbes e demonstragdes aqui apresentadas sdo baseadas nos artigos de
Jean-lves (2), Moitinho e Barros (8) e Nascimento (11) .

4.1 Grafos

Em sintese um grafo € uma estrutura utilizada para representar relagées entre ele-
mentos de um determinado conjunto, é formado por vértices (ou nds) e arestas que 0s unem
através de uma determinada relagao.

Os vértices normalmente sao representados graficamente por pontos e as arestas
por segmentos (ou arcos) orientados que tém origem e término em algum vértice, vejamos uma
definicao mais formal.

Definicao 4.1. Um grafo orientado, que sera tratado apenas como grafo, é uma estrutura G =
(V,E) emqueV ={vi,va, -+, vy, }, V # &, cujos elementos sdo chamados nds ou vértices
de GeE = {e;j = (vi,v;) | vi,v; € V} é o conjunto das arestas de G.

Definicdo 4.2. Um caminho entre os vértices v; e v; é qualquer sequéncia de nés C = [v; =
Ui, U, Uy = v;j| de modo que (ux,ur41) € E. Dizemos que m é o comprimento ou tamanho
do caminho.

Exemplo 4.1. SejamV = {vi,vy,v3,v4,vs} e E ={ay,a2,a3,a4,as,a¢,a7} emquea; = (vi,v2),
a = (v2,v1), a3 = (v3,v3), as = (v3,vs), as = (vs,v4), as = (v1,vs) e a7 = (v2,v4) podemos
representar o grafo de G = (V,E) por
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P oS —0
Vi V2 V4

V3 —>V;5
Figura 4.1: Grafo G
Perceba que existem varios caminhos possiveis entre vi e v4 dentre eles:
C| = [v1,v2,v4] com comprimento 3,
C, = [v1,Vvs,v4] com comprimento 3,
C3 = [v1,v2,V1,Vs,v4] com comprimento 5 e
Cy4 = [v1,v2,V1,V2,V1,V2, V5, V4] cOm comprimento 8.
O Grafo é uma representacao grafica pratica para a cobertura de intervalos. Defi-

nimos anteriormente que se um intervalo A, através de uma fungéo f, cobre um intervalo B ou

seja f(A) D B entdo podemos representar tal situagao por
A — B.

Associando essa notacao a definicdo de grafos observe que A e B sdo os vértices e temos a
formacgao de um caminho de A para B onde A e B sédo os vértices de um grafo.

Para as demonstracdes que virdo na segao considere uma fungao continua
f:I—TIeointervalo I = p1,p,], particionado pelos elementos da O¢(p1) = {p1, p2, .- s Pn}
com p1 sendo um ponto n-periédico de f de forma que

n—1

n—1
li=lpipin), 1=k e ()(pipic1)=0.
i=1 i=1

O grafo associado a fungao f e aos intervalos Iy,1...,1, é o grafo orientado G =
(V,E) tal que
V=A{L,..I,}

E={(I,lx) | Ij — Ik e f(I) 2 I}
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Exemplo 4.2. Seja f: [1,5] — [1,5] uma fungdo continua tal que

2x+1, sexe]l,2]

—x+7, sexe|2,3

£ = 23
—2x+10, sex € [3,4]

—x+6, sexc[4,5]

A fungdo f pode ser representada pelo grafico:

Figura 4.2: Grafico da funcao f.

Note que f(1) =3, f(2) =5, f(3) =4, f(4) =2 e f(5) = 1. Entdo temos que
Os(1) ={1,2,3,4,5}. Podemos particionar I = [1,5] pelos elementos de Oy(1) em que I, =
[1,2], b =1[2,3], k = [3,4] e s = [4,5]. Assim temos

fh) 2 [3,5 2 LUl,
fh) 2 45 2 I
f() 2 [2,4 2 hLUL,
flly) > [1,2] 2 .

LOQO temos queV = {11 ,12,13714} Ss&o os vértices, E = {(I] ,13), (I] ,14), (12,14), (13,12), (13,13), (14711)}
sdo as arestas e podemos representar as coberturas através do grafo G = (V,E) da seguinte

maneira

Figura 4.3: Grafo G.
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4.2 Preparacao para o Teorema de Sarkovskii

Os lemas e teoremas nesta secao se baseiam na analise das propriedades de grafo
G associado a fungao f : I — I e aos n— 1 intervalos I;, i € {1,...,n — 1}, juntamente com as
propriedades estudadas nos capitulos anteriores e na secao 4.1.

O lema a seguir garante a existéncia de um intervalo, nomeado /1, que possui pro-

priedades fundamentais para as préximas demonstragdes desta secao.

Lema 4.1. Existe um intervalo [p,,pa+1] em I = [p1, pn|, @o qual chamaremos de I, para o
qual a arestal; — I esta em G.

Demonstracdo. Consideremos o conjunto ordenado crescentemente Of(p1) = {p1,--- ,pn}
que descreve a Orbita de p; em f. Entdo temos que

f(p1) > p1e f(pa) < pa-

Sejam p, = max{p; | f(pi) > pi} € i = [pa, Pa+1] deste modo f(pa) > pa € como
Pa pertence a orbita temos f(py) > pa+1. Ainda, por p, ser maximo, temos f(pa+1) < pat1 OU

seja f(pa+1) < pa-

Finalmente, usando o fato que f é uma fungéo continua, f(ps) > pa+1 € f(Pat1) <
O

Pa, concluimos que f(I;) D I} consequentemente a aresta I} — I} estd em G.

Em seguida demonstraremos uma propriedade interessante de uma particdo de 7
formada pelos elementos do conjunto Of(pl). Tal propriedade garante a existéncia de pelo
menos um caminho de I; até I; = [p;, pj+1] para qualquer j € {1,2,....n—1}.

Nos proximos lemas consideremos /; como definido no Lema[4.1]

Lema 4.2. Partindo de I, é possivel chegar a qualquer vértice de G.
Em outras palavras:
Partindo de I, sempre existe um caminho de I, até I; para todo j € {1,2,---,n}.

Demonstragdo. Seja I1 conforme visto no lema4.1]e V; o conjunto de intervalos 11, ...,I,—1 que
sdo extremidades de algum caminho de tamanho i partindo de /;. Mostremos que @ # V; C
Vit1.
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Pelo Lema 4.1} I; — I; entdo V; # & pois podemos construir um caminho com i
vértices I da seguinte maneira
!j —h — ... — IL

i vezes
Temos ainda que se Ix € V; existe um caminho C de tamanho i ligando I; a I, ou

seja
L — g, — Iy — .. — Ix,, — Ik, com I, € {,...L—1},

€ possivel adjuntar o lago I1 — I1 no inicio do caminho C formando um novo caminho
L — 5L — IKQ — IKB —_— ... — IK371 — Ix

que possui tamanho i+ 1, que se inicia com I e tem Ix na outra extremidade, logo Ix € V1
paratodo Ix € V;eassimV; C V.

Seja U; o conjunto formado pela unido de todos os pontos dos intervalos Iy, ...,1,_{
que pertencam a V;. Observe que V; e U; sdo conjuntos de natureza de formacao distinta pois
V; € uma colecao de intervalos de I e U; € uma colecao de todos os pontos pertencentes a cada
uma dos intervalos contidos em V.

Como V; # @ temos U; # & e podemos observar que U; = U{x € [y | Iy € V;}. Além
disso, como para todo I € V;, temos que I € Vi1 assim U; C U4 .

Seja #V; a cadinalidade conjunto V;. Como V; C V; | temos 1 < #V; <n —1 para
todo i > 1 pois V| # @ e 0 nimero maximo de particdes que podemos obter é n — 1.

Afirmacao: Existe ng € N tal que que, para todo i > ng, temos V; = V.

De fato. Suponha, por absurdo, que para todo n existe i > n tal que V; # V4.
Portanto, como V; C Vi1, obtemos #V; < #V; . Deste modo, fixado iy:

Tome ny > iy, por hipétese existe, i1 > ny tal que #V;, <#V; 1, com iy <ny < ij.
Analogamente:

Tome ny > iy entéo existe ir > ny tal que #V;, < #V, 1, com iy < ny <ip.

E prosseguindo sucessivamente da mesma maneira:

Tome ny > ix—1 entdo existe iy > ny tal que #V;, <#V; 11, com i1 < ny < .
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Assim concluimos que:

#Viy < #Vi) <H#Vi, <. <HV;, < ...

Se j = n teremos #V;; > n pois em cada etapa da desigualdade obtemos #V;, , >
#Vi; + 1 ou seja a cada iteragdo da desigualdade aumentamos pelo menos um elemento. Assim
temos um absurdo pois 1 < #V; <n—1.

De posse da validade da afirmagédo anterior podemos prosseguir e mostrar a se-
guinte afirmagéo.

Afirmacao: Se existe ng tal que para todo i > ng temos V; = V| entdo temos que
Ui=Ui-

Em quais condigdes V; # V;. 1, isto € , em quais condicdes existe Iy € V; # V1 ?
Se existir I; € V; tal que f(dI;) ¢ Ui, isso ocorre.

De fato, se f(z) ¢ U; para algum z € dI; entdo f(I;) contém um vértice, digamos
Vi+1, que tem f(z) como extremidade e este vértice ndo esta contido em V;, ou seja,Vi 1 ¢ V; .
Portanto, Vi1 #V;

Afirmacéo: Se, a partir de um certo i, f(UiNOs(p1)) C U;entdo f(U;NOs(p1)) =
O (p1)

Observe que p, € U;NOf(p1) logo pela hipétese temos que f(p,) € U;. Aplicando
novamente a hipétese teremos f(f(pa)) = f*(pa) € U; . Repetindo o procedimento temos que
Par F(a)s F2(Pa)s s 72(pa), 1 1 (pa) € U;. Assim todos os elementos da 6rbita pertencem
a U, ouseja {p1,p2,...,pn} C U; portanto

fUiNO0¢(p1)) = f{p1,p2,--,Pn}) = {P1,P2,---,Pu} = Of(p1).

Usando o que vimos até agora vamos mostrar que, a partir de um certo i, teremos

Ui = [p1,Dnl.

De fato, vimos que a partir de um certo i teremos

UiNOs(pi) = Of(p1) ={p1,p2,---,pn} = F(U;NOf(pi))
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deste modo, para algum i teremos fi(ll) D {p1,...,pn} € pela continuidade de f obtemos
fi(I1) D [p1, pa] @ssim U; O [p1, pa] e, por construgdo, U; C [p1, p,] portanto U; = [p1, pal.

Observe ainda f'(I;) chega em todos os pontos de cada intervalo assim é possivel
chegar a qualquer vértice de G partindo de I;. O

O Lemal4.3|sera de grande valia, principalmente se considerando sua forma contra
positiva, que garantirg a existéncia de uma parti¢éo /;, com j > 2, tal que I; — 1.

Lema 4.3. Suponha que, para todo j > 1, ndo exista um caminho em G ligando I; a I, ent&o as
afirmagébes abaixo ocorrem:

i. népar
ii. f possui ponto 2-periédico
iii. f leva elementos da drbita a esquerda de I} em elementos da orbita a direita de I, e
vice-versa.

Demonstragdo. Seja Iy como no Lemaf.i|e Of(p1) = {p1,p2,..., pn} assim

L= [Paapa+1]’ f(Pa) 2 Pa+1; f(Pa+1) < Pa ef(ll) D1.

Suponha, por absurdo, a existéncia de p; < p, tal que f(p;) < pacom 1 < j <a.
Tome i 0 maior indice que isso ocorre logo, f(pi+1) > pa €, consequentemente, f(pit1) > Pati-
Deste modo teriamos f([pi,pi+1]) D I1 o que formaria uma aresta [p;, pi+1] — I1 e por hi-
pétese isto ndo pode ocorrer. Logo, para todo 1 < j < a, temos que f(pj) > p, ou seja
f(pj) = pas1 -

Analogamente vamos supor, por absurdo, a existéncia de p; > p, tal que f(pj) > Pa
com a < j < n. Tome i 0 menor indice tal que isso ocorra. Logo f(pi—1) < p,. Deste modo
teriamos f([pi—1,pi]) D I1 o0 que formaria uma aresta [p;—1, p;] — I e por hipétese isto ndo
pode ocorrer. Portanto, para todo a < j < n, temos que f(p;) < pa+1 ou seja f(p;) < pa.

Em resumo, se p; < p, temos que f(p;) > pat1 € s€ pj > pat1 temos f(p;) < pa.
Desta forma f leva elementos da 6rbita a esquerda de I; em elementos da érbita a direita de [;
e vice-versa o que prova o item iii.
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Observando que #{p1,..., pa} = a e também que f é uma fungao injetora quando
aplicada nos elementos da 6rbita concluimos que #f({p1,...,pa}) = a. Pelo que foi mostrado

temos que f({p1,---,Pa}) C {Pa+1;---,Pn} € cOMO #{pyi1,...,pn} =n—(a+1)+ 1 obtemos:

a<n—(a+1)+1 = a<n—a = 2a<n = n>2a.

Por outro Iado f({pa+17'~'7pi’l}> - {pl I "'7pa} entéo #{f({pa+177pl’l}>} S #{p] ) "'7p(1}
n—(a+1)+1<a = n—-a<a = n<2a.
Logo concluimos que n = 2a, ou seja n, é par e portanto o item i. esta provado.

Nos resta provar o item ii.. Para tal, sejam J; = [p1,pa| € J» = [pa+1,Pn] €ntdo
f(J1) D e f(Jr) DJy comisso f2(J;) D Ji logo existe p € J tal que f(p) =p.
Como f(p) € J» e J1NJ, = & segue-se que p nédo é ponto fixo de f e, portanto, p é ponto
2-periodico em f. O

O proximo lema juntamente com o seu corolario nos darao suporte direto para de-
monstracdo do Teorema de Sarkovskii pois poderemos prever o que ocorre com oS pontos
quando a funcdo possui ponto periédico de periodo impar.

Lema 4.4. Suponha que a fungao continua f possua um ponto de periodo impar. Sejamn > 3 o
menor desses valores, p um ponto n-periédico de f e O¢(p) = {p1,p2, -+ ,Pn} COM p = p; para
algumi em{1,2,--- ,n}. O Grafo G associado a esta drbita contém n — 1 vértices e satisfaz
simultaneamente as seguintes afirmacgées:

i. Existe um ciclo de tamanhon—1:1) — I — ... — I, 1 — 11,
ii. Nenhuma arestal; — 1, j>1ek>1, estaemG,
ii. Todaarestal, | —1;,j<n, jimpar, estaem G.

Demonstragéo. i. Considere o ciclo C de menor tamanho contendo /; e pelo menos outro vér-
tice diferente dele, suponha que C é da forma

Il—>1j2—>...—>1jk—>ll ,com2§k§n—1.

Tal ciclo existe: basta observar que como n é impar o Lema garante a existéncia de pelo
menos um vértice /;, que se liga em I; e pelo Lematemos que I; também se liga a /.

Para mostrar que o0 k = n— 1. Suponha, por absurdo, que kK < n— 1 assim, se
k for impar havera um ponto k-periédico impar de f que é menor do que n 0 que contraria
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a minimalidade de n. Se k for par poderemos adjuntar uma aresta I; ao ciclo C formando o
seguinte ciclo
L —hL—1,—..—1, —1

que possui ponto periédico com periodo impar k+ 1 tal que k+ 1 < n, 0 que novamente contraria
a minimalidade de n. Logo k = n — 1 e garantimos a existéncia de um ciclo de tamanho n — 1:

L —1,—...—1I,  —1.
Para fins didaticos, vamos renomear os elementos do ciclo da seguinte maneira:
I;, =1I,paratodom e {2,3,...,n— 1} entdo temos
L—bL—..—I,1—1.
Mais adiante, no item iii., definiremos cada um dos intervalos: I, Iz, ... ,I,—1.

ii. Suponha que exista uma aresta /; em G talque I; — Ij;, com j > 1ek>1
desta maneira teriamos

h—..—1li—Iljy— ... — L1 —1

que é um caminho de tamanho n — 1 — k que por sua vez é menor que n — 1 e no item anterior
mostramos que tal suposigéo recai em absurdo. Portanto nenhuma aresta I; — 1, j>1e
k> 1, estaemG.

iii. Pelo item ii. temos que de I; partem somente duas arestas Iy — 1 el — .
Observe que I} = [pa, pat1] com f(pa) > pat+i1, f(Pat+1) < pa € suponha, por absurdo que,
f(Pa) = pat1 € f(Pat1) = pa entéo

F2(Pa) = F(f(Pa)) = f(Pa+1) = Pa

desta maneira p, seria um ponto 2-periédico, contrariando o fato de p, ser n-periédico com n
impar. Portanto f(pa) # Pa+1 0U f(Pa+1) # Pa € @ssim f(pa) > pa+1 0U f(Pa+1) < Pa-

Sem perda de generalidade, demonstraremos o caso em que f(pg+1) 7 Pa, O CASO
em que f(pa) # pa+1 se da de forma andloga.

Seja f(Pa+1) # Pa €nté0 f(pa) > Pa+1, f(Pa+1) < pa © cONsequentemente f(pat1) <
Pa—1- Assim, suponha por absurdo que f(ps+1) < pa—1- Entéo

f(ll) ) [pa—Zypa—l] U [pa—lapa] Ul
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ou seja
I — [pa=2:Pa-1), T — [pa—1,pPd) €T — 11

0 que contraria o item ii., 1090 f(pa+1) = Pa—1-

Por outro lado temos que f(p,) = pa+1 POIs, caso contrario, se f(ps) > pa+1 tere-
mos f(11) D [Pa—1,Pa] Ul U[pa+1, Pat2) OU s€ja

Iy — [pa—1,pa), T — Iy € Iy — [pat1, Pa+2]
0 que novamente contraria o item ii.

Tome I, = [p,s—1, pa] € dessa maneira temos, como era esperado, que I} — I} e
L — b.

Pelo item anterior, item ii., I, — I3 entdo vamos definir I3 com base em f(I,).

Observe que f(pa—1) > Pa+2 POis 8€ f(Pa—1) < Pat2, €OMO f(Pa—1) # Pa+1, CONClUiMos que
f(pa—1) < pa- Nesse caso teriamos f(l>) D I} e I, — I} 0 que novamente contraria o item ii.

Por outro lado se f(ps—1) > pa+2, ou melhor f(ps—1) > pa+3, teremos

12 — [pa+lapa+2] € 12 — [pa+27pa+3]

o que é absurdo. Entdo f(py—1) = pa+2 € vamos tomar I3 = [p,+1, Pa+2) pois desta maneira
temos I, — 1.

Assim temos que I, é o primeiro intervalo da particao a esquerda de I; e I3 como o
primeiro intervalo da particao a direita de /1. Prosseguindo desta maneira teremos a esquerda
de Iy osintervalos I, Iy, ..., I,—1 e asuadireita I3, Is, ..., I,—>. Formando a seguinte configuragédo
para os intervalos:

ONRPEERRY IR O [PV CT9 SRRy SO R

Vamos mostrar que o comportamento dos intervalos, visto anteriormente, é valido
para todo numero natural jtalque 1 < j < % sendo assim considere as seguintes afirmagoes:

Lj = [pa—j;Pa—j+1],
hjt1 = [Patj>Patjr1);
f(pa—i-j) = Pa—j,
f(pa-j) = Patjt1-
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Suponha a validade de tal afirmagéo para todo i < j. Vamos mostrar sua validade parai= j+1.

Matematicamente veremos que

by = [paf(j+1)7paf(j+l)+1] hjy2 = [Pa—j-1;Paj]
12(j+1)+1 = [pa+(j+1)vpa+(j+l)+l] — bjyz = [pa+j+lapa+j+2]
f(pa+(j+l)) = Pa—(j+1) f(Patj+1) = Pa—j-1
f(Pa—(j+1)) = Pat(j+1)+1 f(Pa—j-1) = Patj2

Vamos iniciar verificando o que ocorre com f(p.+j+1). Para tal observe que como
a afirmacao é valida para todo i < j teremos duas possibilidades:

a) f(patj+1) > Patj+2
b) f(Patj+1) < Pa—j-1

Se o item a) ocorre entdo temos f([pPatj, Patj+1]) D [Pa—js Patj+1) O 11 0 que é
absurdo. Para o item b), suponha por absurdo que f(patj+1) < Pa—j—1- Entdo

f([patjsPa+j+1]) D [Pa—j—25 Pa—j—1]U[Pa—j—1;Paj]-
Sendo assim
[Pa+js Patj+1] — [Pa—j—2,Pa—j-1] € [Patj> Pat j+1] — [Pa—j—1,Pa—j]
o que contraria o item ii. Logo f(patj+1) = Pa—j—1- Tome Lji2 = [Pa—j—1, Pa—j]-

De forma semelhante aos argumentos anteriores, verifica-se que f(pa.—;—1) tem
duas possibilidades: f(pa—j—1) < pa—j—10U f(Pa—j—1) > Pa+j+2-

Caso f(pa-j-1) < pa—j-1 teremos um absurdo pois f([pa—j-1;Pa—j]) D [Pa—j-1, Pa+j+1] D
I e assim f(pa—j-1) > pa+j+2- Suponha que f(pa—j-1) > pa+j+2 OU seja f(pa—j-1) >
Pa+j+3- Teremos entao que

f([pa—j—lupa—j]) — [pa+j+lupa+j+2] e f([pa—j—hpa—j]) — [pa+j+lapa+j+2]
o que recai em absurdo. Logo f(pa—j—1) = Pa+j+2-

Tome bj+3 = [Patj+1,Pa+j+2] assimtemos Lj — bj1 — L jyo — Lj3. Dai,
. . . . n—
pelo que foi visto anteriormente: para todo j tal que 1 < j < 5 temos L; — hj1 €
L1 — Lo onde os intervalos I,; estdo a esquerda de I; e os intervalos I,;,1 estdo a
J+ J+ J J+
direita.
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Nos resta mostrar o que ocorre com a primeira e a Gltima partigéo de [p1, p,]. Como
o grafo em questdo possui n — 1 vértices e Of(p1) = {p1,p2,...,Pn—1,Pn} temos que I,_» é a
dltima particdo de indice impar no intervalo [p1, p,] logo I,_» = [pn—1,pn|. Para I,_; resta
apenas o intervalo [p1, p2] logo I,—1 = [p1, p2] e como I,_» — I, temos que f(pn,—1) = p2
e f(pn) = p1.

Vamos concluir usando o fato que I,-; — I; o que implica em f([p1,p2]) D

[Pas Pa+1]- Agora observe que f(p2) = pn pois 1,3 —> I,_» € f(p1) = pa pois p, € o Ul-
timo elemento da orbita que ainda n&o foi coberto. Assim f(l,—1) D [Pa, Pn] = [PasPa+1] U
[Pa+1,Pat2]U...U[pn—1,pn] e consequentemente f(I,—1) D1 ULUIsU...Ul, ;.

Concluimos que todas arestas [, | — I; , com j < n e j impar estdo em G. O]

Ressaltamos que no lema que acabamos de demonstrar n dever ser o menor de

todos os periodos impares da fungéo.

Corolario 4.0.1. Se f possui um ponto n-periédico, com n impar e n # 1 entao f possui pontos
periodicos de todos os periodos maiores que n e todos 0s periodos pares menores que n.

Demonstracdo. Seja m um numero inteiro tal que m > n. Pelo lema anterior temos a existéncia
de um caminho C; do comprimento # tal que

Lh—b—..—1,_1—1.

-~

C|: n vértices

Como I1 — I construimos um caminho C, de tamanho m — n da seguinte maneira

L — 1 H...—>Ill

-~

Cy: m—n vértices

Em seguida basta adjuntar ; a C; obtendo um caminho de tamanho m:

hHh—..—LH—LH1 —bL—..—1,_1—1

Cy: m—n vértices Ci: n vértices

Desta maneira podemos encontrar ponto m-periédico para todo m > n.
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Seja m < n e m=2i. Assim n—2i é impar e pelo item iii. do Lema [4.4] temos
1,1 — I,,_»; entdo podemos construir 0 seguinte caminho de tamanho 2i:

Ly —hhoi— by2iv1 — .. — L2 —> I

Deste modo concluimos que existe um ponto periddico de periodo m = 2i. Portanto f possui
pontos periddicos de todos os periodos pares menores que n. O]

Proposicao 4.1. Se f possui ponto periddico de periodo par entao f possui ponto 2-periédico

Demonstragdo. Seja n > 2 o menor inteiro tal que f tenha um ponto n-periédico.

Suponhamos, por contradicdo, que n > 2. Temos que n é par pois se fosse impar,
pelo Corolario|4.0.1} f teria ponto de periodo 2.

Pelo Lema[4.3] como f nao possui ponto 2-periédico, existe um vértice I diferente
de I, tal que I, — I;. Seja k > 1 o menor inteiro tal que o exista o caminho:

L—bL—..— L —1.

Como f nao tem pontos periddicos de periodo menor que n, procedemos como na prova do
Lema e concluimos que k = n— 1 e n&o existe aresta do tipo /; — I;;j se j > 1. Ainda
usando os mesmos argumentos da demonstracdo do Lema [4.4] temos que a aresta 1,1 se
conecta a todos os vértices de indice par.

Em particular, comon—2 é par, I,y — I,_». Mas I, , — I,_1, logo temos o
caminho I,y — I,_» — I,_1. Sendo assim f possui ponto periédico de periodo 2 o que
contraria 0 a suposicao de que n > 2 é o0 menor inteiro tal que f possua ponto n periédico
portanto f possui ponto 2-periddico. O]

Lema 4.5. Se xo € um ponto n-periddico de f e h um numero inteiro positivo qualquer. Entdo
X0 é um ponto de periodo n/mdc(n,h) de f", sendo mdc(n,h) o maximo divisor comum entre n
eh.

Reciprocamente se xy é um ponto m-periddico de fh entdo xo € um ponto de periodo mh/d de
f, em que d divide h mas é primo com m.

Demonstragdo. Por hip6tese xg € um ponto n-periddico de f. Logo

f"(x0) =x0 @ f/(x0) # x0, {1 < j<n—1}.
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Temos (f")*(xo) = f™(xo) e que se f™(xo) = xo entdo n|hk e portanto hk = an. Queremos o
menor k tal que fhk(xo) = X(, OU Seja, precisamos encontrar o0 menor k tal que

hk = an.

Em outras palavras, queremos que hk seja o menor multiplo de n, o que implica em

hk = mmc(h,n).
h-n _
Como mmc(h,n) -mdc(h,n) = h-n, obtemos mmc(h,n) = mde(hn) e assim
mdc(h,
h-n h-n n
hk = hon)=——— = hk=——7— — k=———
mime(h,n) mdc(h,n) mdc(h,n) mdc(h,n)

Desta maneira concluimos que xo & um ponto de periodo n/mdc(n,h) em f" .

Reciprocamente xy € um ponto m-peridédico em fh, logo
(f")™(x0) =x0 € (f")/(x0) #£x0, 1 < j<n—1.

Seja n o periodo de xp em f entdo n|hm. Sendo assim existe d tal que nd = hm. Pela demons-
n

tracao anterior temosque m = ————
¢ a mdc(h,n)

portanto

nd — hn

— " h=d-mdc(h h.
e () — d-mdc(h,n) = d|

Até aqui temos que h = d -mdc(h,n) e m = ou sejan =m-mdc(h,n) logo

"
mdc(h,n)

mdc(h,n) =mdc (d -mdc(h,n),m.mdc(h,n)) = mdc(h,n) =mdc(d,m)-mdc(h,n) = (d,m)=1.
Assim xy € um ponto de periodo mh/d em f, d|h e mdc(d,m) =1 O
No capitulo seguinte apresentaremos uma reordenagao dos numeros naturais e

usaremos os conceitos aqui estabelecidos para realizar a demonstracao do Teorema de Sar-
kovskKii.
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5 O Teorema de Sarkovskii

Neste capitulo discorremos de forma resumida sobre alguns dos feitos do matema-
tico Sarkovskii. Em seguida enunciaremos e provaremos seu teorema. Os principais artigos
usados para as demonstragdes aqui contidas foram: Briend (2), Moitinho (8), Nascimento (11),
Lima (6) e Benoist (1).

5.1 Um pouco da historia de Sarkovskii

Segundo o site MacTutor History of Mathematics archive (12), o matematico Olek-
sandr Mikolaiovich Sharkovsky tem seu nome citado de varias maneiras. As vezes seu primeiro
nome aparece como Aleksandr ou Alexander, enquanto seu sobrenome aparece como Shar-

kovskii ou Sarkovskii. Neste texto vamos nos referir a ele, preferencialmente, como Sarkovskii.

i

Figura 5.1: Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky Fonte: MacTutor (12)

Nascido 7 de dezembro de 1936 em Kiev na Ucrania, o matematico Sarkovskii ven-
ceu a competicao de Olimpiadas de Matematica de Kiev em 1952 e logo em seu primeiro ano de
graduagao produziu seus primeiros resultados originais de matematica, escrevendo sobre as as-
sintotas de curvas algébricas. Em 1958 concluiu seu mestrado no Departamento de Mecénica
e Matematica da Universidade Estadual de Kiev (Department of Mechanics and Mathematics of



40

Kiev State University) e trabalhou em sua tese no Instituto de Matematica (Institute of Mathema-
tics at the Ukrainian) uma filial ucraniana da Academia de Ciéncias da URSS (USSR Academy
of Sciences). Em 1961 foi premiado com um titulo equivalente ao Ph.D e ja havia publicado uma
série de artigos de alta qualidade (todos em russo), tais como :

- Necessary and sufficient conditions for convergence of one-dimensional iterative pro-
cesses (1960)

- Rapidly converging iterative processes (1961), Solutions of a class of functional equa-
tions (1961)

- The reducibility of a continuous function of a real variable and the structure of the
stationary points of the corresponding iteration process (1961).

Em 1967 defendeu sua tese de doutorado e em 1974 foi nomeado chefe do Departamento de
Equacdes Diferenciais no Instituto de Matematica da filial ucraniana da Academia de Ciéncias da
URSS. Ajudou na criagao de um Departamento da Teoria dos Sistemas Dinamicos na Academia
e tornou-se chefe do departamento em 1986. As principais areas de interesse de Sarkovskii
sao a teoria dos sistemas din&micos, da estabilidade e das oscilagcdes. Ele também trabalha
na teoria de equacoes diferenciais funcionais e no estudo de equacdes de diferengas e suas
aplicacoes. Para mais informagdes sobre premiacoes consulte seu perfil académico em (14).

5.2 A ordem de SarkovskKii

Para a demonstracdo de seu teorema, Sarkovskii reordenou os nimeros naturais
como definido a seguir:

Definicao 5.1 (Ordem de Sarkovskii). Definimos a ordenagéo de Sarkovskii dos nimeros natu-
rais positivos da seguinte maneira

3 > 5> T > 0> 2n+1 b

> 23> 250> 271> - > 2-2n+1) >

22.3 b 225 » 227 > 22.(2n+1) o

> 2".3 > 2".5 » 2".7 > 2" (2n4+1) >
> 2" 2ml o o2m 2 P22 2 1

Se a precede b na ordem de Sarkovskii denotamos por a > b . Por outro lado se a
sucede b na ordem de Sarkovskiia < b.
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Tal reordenacdo dos numeros naturais servira de base para a aplicacdo do seu
teorema, como veremos a seguir.

5.3 O Teorema de Sarkovskii

Teorema 5.1 (O Teorema de Sarkovskii). Seja f : I C R — I uma fungao continua definida no
Intervalo I. Se f possui um ponto n-periddico e nt>m na ordem de Sarkovskii entao f possui
ponto m-periddico.

Inicialmente vejamos a demonstragao para n = 2K em seguida veremos 0s casos
que cobrem os demais numeros naturais.

Proposicao 5.1. Se f possui ponto n-periddico com n = 2K entéo f possui ponto m-periédico
comm = 2! eparatodo0 <[ <k

Demonstragdo. Como f possui ponto 2k-peric'>dico pelo Teorematemos que f possui ponto
de periodo 1. Logo o teorema ¢é valido para [ = 0. Mostremos a validade para 0 < [ < k. Por
hip6tese temos que

f'(c)=cefl(c)#c,1<j<n—1.

m/2

Pelo Lematemos que ¢ € um ponto de periodo k em "< emque

mdc(n,m/2)  mdc(2k,2!-1)  20-1

Dessa maneira ¢ é ponto de periodo par de f’”/z. Logo, pela Proposigéo existe ztalque z é
ponto 2-periddico de f’"/2 e portando, pelo Lema Z € um ponto periédico de f com periodo

2.(mf2) _

m
d d’

emque d|(m/2) e mdc(d,2) = 1.

Temos que d|(m/2) portanto d = 2 0<i<2"'oramas mdc(d,2)=1logod = 1.
Temos entéao que z € um ponto periédico de f com periodo % —m=2! paratodo 0 <[/ <k. O

Proposicao 5.2. Se f possui ponto n-periodico com n = pzk, p impar e k > 0 entdo f possui
ponto m periédico em que :

i m= q.zk, para todo inteiro g par e positivo



42

ii. m=q.2%, para todo q > p e q impar
jii. m=2! ,paratodo! <k

Demonstraggo. i. Pela hipétese f possui ponto n-periédico com n = p.zk, p impar entao fzk
possui ponto p-periddico e, pelo Corolario fzk possui a0 menos um ponto g-periddico
com g > 0 e g par. Assim, usando o Lema temos que este ponto possui periodo k em fem
que

q.2k

k= — d|2" e mdce(d,q) = 1.

Temos d|(2¥) portanto d =2°,0 < i <[ —1 ora mas mdc(d,q) = 1 e q é par logo d = 1.
Portanto temos a existéncia de um ponto k-periédico de f em que k = q.Zk, q par.

ii. Pela hipétese f possui ponto n-periédico com n = p.2k entao fzk possui ponto
p-periodico. Como p é impar, pelo Lema fzk possui ponto g-periddico com g > p e g impar.
Assim, usando o Lema temos este ponto possui periodo k em f onde:

- g2k
k= "7, d)2% e mde(d,q) = 1

Temos que d|(2k) portanto d =2', 0 < i < k. Seja [ = k — i assim temos:

. g2k g2k .
=22 _ qT =g2ki=¢42

Se | = k teremos k = q.2k por outro lado se [ < k existe ponto de periodo q.Zl em f.
Pelo item i desta demonstragao podemos encontrar qualquer ponto de periodo par em f. Em
particular, f possui ponto de periodo par (¢.2¢71).2! = ¢.2%,

iii. Pelo item i. temo que f possui pontos periédicos de periodo m = q.2k, qg>0e
g par. Se g =2 temos m = 2k+1 g pelo que vimos no item i. concluimos que f possui periodo
2! paratodo 0 <1< k+1. O

Assim pelo Corolario e as Proposigdes 5.1 e 5.2 cobrimos todas as possibili-
dades da ordenacao de Sarkovskii portanto esta demonstrado o Teorema de Sarkovskii.
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6 O Reciproco do Teorema de SarkovskKii

Neste capitulo provaremos um teorema que é conhecido como inverso ou reciproco
do Teorema de Sarkovskii no qual estaremos interessados em responder ao seguinte questiona-
mento: Dados r,s € N, com s<r na ordem de Sarkovskii, existe uma fungédo continua, definida
num certo intervalo, que possui pontos r-periddicos, mas nao tem possui pontos s-periddicos?

As demonstragdes que faremos neste capitulo se baseiam nas publicacées de
Elaydi (4), Moitinho (9), Ochoa (13) e McKinney (7).

6.1 Conceitos prévios

Nessa secao faremos algumas demonstracdes que serao fundamentais para enten-
dimento e demonstragédo do reciproco.

Lema 6.1. Separaalgumm €N, f"(|a,b]) = [c,d] e f ndo possui ponto k-periédico no intervalo
[c,d] entdo f ndo possui ponto k-periédico no intervalo [a, D).

Demonstracdo. Usando o algoritimo da divisdo de Euclides temos que existem d, s € N tais
que m =dk+s,com 0 < s < k. Suponha, por absurdo, que f possua ponto k periddico em [a,b]
ou seja, existe xg € [a,b] tal que f¥(xo) = xo e f'(x0) # xo paratodo s € {1,2,....k—1}. Assim
temos que

F(x0) = f55 (x0) = £ (f™(x0)) = £* (x0).

Pela hipétese temos " (xo) = f*(xo) € [c,d] e [c,d] ndo possui ponto k-periddico
de f. Temos que pode ocorrer apenas uma das duas situagdes possiveis:

. Ou f*(f*(x0)) # f*(x0),
ii. Ouexiste 0 <t < ktal que f'(f*(x0)) = f*(x0) ou seja f*(xo) = f " (x0)).

Vamos mostrar que nos dois casos ocorrem contradigoes.
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Primeiramente observe que:

PO (x0)) = £ (x0) = £+ (x0)-

como fk(xo) = xo temos que

FHF (x0)) = f5(x0).

Logo a situacgao i. ndo pode ocorrer.

Vamos supor que a situagao ii. ocorra. Observe que

xo = fXxo)
(P (xo)).

Como, por ii., f*(xo) = f*(x0) temos

X = [ ()

. fk—s+t+s (XO)

— fk+t (XO)

Chegamos entdo em uma contradicao pois f*(xo) # xo portanto f n&o possui ponto k-periédico
no intervalo [a, b]. O

O lema demonstrado nos auxiliard em demonstragdes futuras, uma vez que primei-
ramente encontraremos um intervalo I; C I que ndo possui pontos de determinado periodo de
uma funcdo f e, em seguida, podemos iterar por f os demais intervalos de I de modo que suas
imagens recaiam sobre [;. Por fim aplicar o Lema para concluir a inexisténcia de pontos de
determinado periodo em f para todo intervalo 1.

a—1

1 ) parak € N*.

Lema 6.2. Seja f: R — R com f(x) = ax+b entdo f*(x) = a*x+b (

Demonstragcdo. Vamos provar o teorema usando o Principio de Inducéo Finita.

k
a“—1 , - .
1 ) mostremos por inducao sua vali-

a—

Considere a hipétese de indugao: f*(x) = a*x+b (

dade para todo k € N* .
Temos que a hipétese de inducao é valida para k = 1 pois

Fl)=f(x)=ax+b=a'x+b (al —1)‘

a—1
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Suponha que seja vélida a hipétese de indugéo para k. Vamos provar sua validade para k + 1

ak+1 -1
ou seja 1 (x) =d x4+ b (

). Temos que
a—1

@) = )

k1
a 1) para todo k € N*. O

Logo f*(x) = d*x+b (

Lema 6.3. Sejam f: R — R com f(x) =ax+b, |a| > 1 e p=—-; o0 ponto fixo de f.
Se existem um intervalo I = [c,d] e x € I tais que para todo k € N temos f*(x) € I entdo
lim f*(x) = p.

k—ro0

Demonstragdo. Temos que |a| > 1, sem perda de generalidade vamos supor a > 1. Por hip6-
tese temos que para todo k € N temos f*(x) € I assim

k_1
cgfk(x)gd — ¢ < akx+b(a ) < d

a—1 -
— £~ @ E a‘—1 < =
ak — ab  ak\a-1 — gk
O TNy ST
ak — a—1 ak — gk

Desta maneira quando quando k — oo temos

b 1 d
lim < < lim {x+ (1——)] < lim £

k—+o0 ak k—>—+o0 a—1

ou seja
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Assim, pelo Teorema do Confronto, temos que

X+

Logo lim f*(x) = p. O

koo

O lema demonstrado sera amplamente utilizado nas condi¢cbes dadas, 0 mesmo

garante que nao existem pontos k-periédicos no intervalo /.

6.2 Inverso do Teorema de SarkovskKii

No capitulo anterior apresentamos a seguinte ordem de Sarkovskii

3 > 5 > 7> - > 2n+1 b

> 23 > 250> 270> -0 D> 2-2n+1) >

22.3 » 225 b 227 b 22.(2n+1) o

> 2".3 » 2".5 » 2".7 > > 2" (2n+1)
2m o oomehop oM oy oy 22 s 222 > ]

E provamos que se uma fungao possui ponto periédico de periodo /, em que [ precede k na
ordem de Sarkovskii, ou seja [ >k, entdo essa fungdo também possuira ponto de periodo k.

Por outro lado, dados quaisquer inteiros positivos r e s, com s> r, € possivel definir
uma funcédo continua que possui ponto de periodo r e ndo possui ponto do periodo s?

Para responder a tal pergunta vamos enunciar e demonstrar um teorema conhecido
como O inverso do Teorema de Sarkovskii.

Teorema 6.1 (O inverso do Teorema de Sarkovskii). Dado r € N existe uma fungdo continua
definida em um intervalo I,., f : I, — I, tal que f possui ponto r-periodico mas ndo possui ponto
s-periddico em I, para todo s que precede r na ordem de Sarkovskii isto é st>- - ->r.

Para demonstrar este teorema iremos particionar os periodos em trés conjuntos:

1. Periodos impares
2. Periodos da forma 2" - p, com p impar
3. Periodos que sao poténcias de 2.
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Como fizemos para o Teorema de Sarkovskii, cobriremos todas as possibilidades de
periodos, que sdo numeros naturais maiores que zero. Em cada um dos casos vamos criar fun-
¢oes lineares definidas por partes que atendem ao teorema e como estratégia, subdividiremos
cada caso em duas partes: inicialmente mostraremos um caso base em seguida generalizamos
e, caso necessario, demonstramos usando o Principio de Indugéo Finita (PIF).

As demonstracdes usando o PIF sdo extensdes dos casos anteriores € usam 0s
mesmos conceitos e definicdes que, apesar de parecerem repetitivos, se fazem necessarias
para manter o rigor matematico.

6.3 Periodos impares

Inicialmente vamos construir uma fungéo f que possui pontos 5-periédicos mas
nao possui pontos 3-periddicos. Em seguida a usaremos para construir uma fungao que possui
ponto de periodo r = 2n+ 1 e ndo possui ponto de periodo s = 2n — 1. E por fim concluir que
tal propriedade é valida para todo s impar que precede r na ordenacao de Sarkovskii.

Seja f : [1,5] — [1,5] uma fungéo continua tal que

2x+1, sexe(l,2]
—x+7, sex¢€|[2,3]
fx) =
—2x+10, sex € [3,4]
—x+6, sexc[4,5]

Observe que f(1) =3, f(2) =35, f(3) =4, f(4)=2e f(5) =1 etemos a seguinte
orbita 5-periédica:
]l —3—4—2—5—1

assim os pontos 1, 2, 3, 4 e 5 nao sao 3-periddicos
A fungéo f pode ser representada pelo gréfico da figura[6.1].

Dessa maneira observe, por exemplo, que o intervalo intervalo [1,2] possui o se-
guinte caminho

[1,2] — [3,5] — [1,4] — [2,5] — [4,5] — [1,2].
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Figura 6.1: Grafico da funcao f.

Iniciaremos um estudo sobre o que ocorre com os pontos de periodo 3 em cada
uma das particbes formadas pelos elementos 1, 2, 3, 4 e 5 ou seja: [1,2], [2,3], [3,4] e [4,5].

Iniciemos pelo intervalo [1,2] no qual a fungdo f ndo possui pontos 3-periddicos.
Basta notar que f>([1,2]) = [2,5] logo f3([1,2]) 7 [1,2]. Além disso [1,2]N[2,5]=2¢e ja
vimos que 2 é 5-periédico em f.

Obtemos o intervalo [1,2] que nédo possui ponto 3-periddico em f assim podemos
usa-lo como sendo o intervalo [c,d]| na demonstragéo do lema|6.1

Ao iterarmos os intervalos [2,3] e [4,5] temos f2([2,3]) = [1,2], £([4,5]) = [1,2]
e como [1,2] ndo possui ponto 3-periédico o Lema nos garante que f nao possui ponto
3-periédico nestes intervalos.

Resta verificarmos o intervalo [3,4], observe as suas iteragdes até f°[3,4]

3,4] — [2,4] — [2,5] — [1,5]

Até a terceira iteragdo, todos os vértices do Grafo cobrem o intervalo [3,4] e ainda
ndo podemos concluir nada sobre a periodicidade dos pontos. Ora mas, f[3,4] = [2,4] assim
se x € [3,4] entdo f(x) € [2,3] ou f(x) € [3,4].

Caso f(x) € [2,3], como f ndo possui ponto 3-periddico em [2,3], basta aplicar o
Lemal6.1]que concluimos que x n&o é 3-periodico em f. Por outro lado se f(x) € [3,4] teremos
f*(x) € [2,3] ou f2(x) € [3,4]. Novamente se f*(x) € [2,3] entdo x nao é 3-periddico em f
no intervalo [3,4]. Se f%(x) € [3,4] teremos as mesmas possibilidades vistas anteriormente.
Podemos entéo fazer uma pequena generaliza¢éo.
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Seja x € [3,4] se, para algum k € N, f*(x) € [2,3] temos que alguma iterada de x
estd em [1,2] e assim x ndo pode ser ponto 3-periddico de f. Por outro lado, se para todo k € N
temos que x € [3,4] tal que rx) e [3,4] entéo pelo Lematemos que f*(x) converge para
o ponto fixo de f portanto ndo existe ponto 3-periddico de f no intervalo [3,4].

Portanto concluimos que f ndo possui pontos 3-periédicos para todo x € [1,5].

Lema 6.4. Sejam r, s naturais impares maiores que 1, em que s>r na ordem de Sarkovskii
entdo existe uma fungdo que possui pontos de periodo r mas ndo possui pontos de periodo s
para todo st r.

Demonstracdo. Sejar =2n+1e s =2n—1 com m,n € N vamos construir uma fungcao que
possui pontos de periodo 2n + 1 mas nao possui pontos de periodo 2n — 1. Para tal seja a
fungdo f: [1,2n+ 1] — [1,2n+ 1], definida linearmente em cada intervalo [, j + 1], tal que

) = n+l fnt2) = n
f2) = 2n+1 f(n+3) = n-1
f3) = 2n f(n+4) = n-2
f4) = 2n-1 f(n+5) = n-3
fi) = 2n+3—i fln+k) = n+2—k
fln) = n+3 f@n) =2
f(n+1) = n+42 f@2n+1) =
com2<i<n+le2<k<n+l.
A figura[6.2] que representa a 6rbita desses inteiros
1 1 1 1 l/ﬂ—;\\\l 1 1 1 1
1 2 3 o+ a1 n oatl nd2 n43 e+ 201 2 204l
AN A S—aa

Figura 6.2: Orbita dos inteiros em f
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Pela construgao feita, todos os inteiros pertencentes ao intervalo [1,2n+ 1] sé&o
(2n+ 1)-periédicos em f portanto ndo podem ser (2n — 1)-periddicos.

Assim podemos construir uma funcdo f que atende a todos os parametros esta-
belecidos anteriormente da seguinte maneira de tal forma que ela seja definida por partes e
construida apenas por fungoes lineares logo

nx+1, se xe€ll,2],
—x+2n+3, se x€2,n+1],
fx) =
—2x+3n+4, se x€n+1,n+2],
—x+2n+2, se x€n+2,2n+1].

Considerando f(x) anteriormente definida, vale observar que f(x) = x ocorre ape-

4
nas quando x =n-+ 3 € [n+1,n+2]. Em outras palavras apenas quando f(x) = —2x+3n+4,
x € [n+ 1,n+ 2] poderiamos encontrar um ponto fixo de f.

Apos iterar 2n — 1 vezes o intervalo [1,2] obtemos o seguinte caminho

[1,2] —[n+1,2n+1] — [I,n+2] — [n,2n+ 1] — [1,n+ 3]
—[n—-1,2n+1] — ... — [1,2n] — [2,2n+1]

Desta maneira obtemos /2"~ !([1,2]) = [2,2n+ 1], como [1,2] N [2,2n+ 1] =2 e 2 ndo & ponto
(2n — 1)-periédico em f concluimos que o intervalo [1,2] ndo possui pontos (2n — 1)-periédicos
em f. Prosseguindo, observe que

A (n+1,2n+1]) = [1,2]
£ n+2]) = (1,2

£2(2,3) = [1,2]
f([2n,2n+1]) = [1,2]

Como f ndo possui pontos (2n — 1)-periédicos em [1,2] pelo Lema [6.1]temos que
f também nao possui pontos (2n — 1)-periédicos [2,n+ 1|U[n+2,2n+1] .

Resta mostrarmos o que ocorre no intervalo [n+ 1,n + 2| para tal observe que
f(n+1,n+2])=[n,n+2],logosex € [n+1,n+2] entdo f(x) € [n,n+1]ou f(x) € [n+ 1,n+2].
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Primeiramente, se f(x) € [n,n+ 1], como f n&o possui ponto (2n — 1)-periddico de
[n,n+ 1], basta aplicar o Lemaque concluimos que x n&o é ponto 2n — 1-periédico em f no
intervalo [n+ 1,n+2].

Por outro lado se f(x) € [n+1,n+2] teremos f%(x) € [n,n+ 1] ou f>(x) € [n+
1,n42]. Novamente se f*(x) € [n,n+ 1] entdo x nao possui ponto (21 — 1)-periddico em f
no intervalo [n+ 1,n42]. Se f*(x) € [n+ 1,n+ 2] teremos as mesmas possibilidades vistas
anteriormente.

Generalizando, se para algum k € N, f*(x) € [n,n+ 1] temos que alguma iterada
de x estd em [1,2] entdo x ndo pode ser ponto (2n — 1)-periddico de f em [n+ 1,n+2]. Por
outro lado, se para todo k € N temos x € [n+ 1,n+2] e f*(x) € [n+ 1,n+ 2] entdo, como
f(x) = —2x+3n+4 nointervalo [n+ 1,n+ 2], temos, pelo Lema que f nao possui ponto
2n — 1 periédico nesse intervalo.

Finalmente, por tudo que foi mostrado, concluimos que f n&o possui pontos (2n —
1)-periédicos no intervalo [1,2n+ 1]. Isto é o suficiente para mostrar que f nao possui ponto
de periodo 2m — 1, para 1 < m < n, pois, pelo Teorema de Sarkovskii, a existéncia um desses
pontos implicaria que f possui pontos (2n — 1)-periédicos. O

6.4 Periodo da forma 2" - p, com p impar

Iniciaremos uma fung@o que possui ponto (2 -5)-periédico mas n&do tenha ponto
(2 - 3)-periédico. Considere a fungdo f : [1,5] — [1,5] como visto anteriormente no inicio da
secao anterior em que

2x+1, sexe(l,2]

—x+7, sexec|2,3

()= >3
—2x+10, sex € [3,4]

—x+6, sexc[4,5]

Vamos definir a fungéo g : [1, 13] — [1, 13] da seguinte maneira

f(x)+8 se xe]ll,5]
gx)=4¢ —2x+19 se xel5,9]
x—8 se x€[9,13]

Observe representagédo de g na figura[.3.
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) w IS () o N o ©

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 6.3: Grafico de g.

De um modo geral a fungao g dobra o periodo de cada um dos pontos da fungao f.
Como os pontos 1, 2, 3, 4 e 5 tinham periodo 5 em f, em g passarao a ter periodo 10 ja que
a oOrbita de cada um desses pontos em g corresponde a érbita f com acréscimo de um ponto
entre cada dois de seus pontos. Por outro lado, em x € [5,9] pode estar o Unico ponto fixo de g.

Assim temos que os inteiros 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 12, 13 sao pontos de 10-
periddicos em g logo néo pode ser 6-periddicos em g. Observe o caminho 6rbita desses pontos
emg

l—11—3—12—4—10—2—13—5—9—1

Agora considere x € [1,5] assim f(x) € [1,5] e como g(x) = f(x) + 8 temos g(x) €
[9, 13] portanto
g (x) = g(g(x) = g(f(x) +8) = f(x) +8 —8 = f(x)

Dessa maneira g*(x) = f(x) e como f no possui pontos 3-periddicos em [1,5]
temos que g nédo possui pontos 2.3-periédicos em [1,5].]

Para o intervalo [9,13] note que g([9,13]) = [1,5] assim, aplicando o lema
concluimos que g ndo possui pontos 6-periddicos em [9,13].

Como fizemos anteriormente na fungéo f, se x € [5,9] e para algum natural k ti-
vermos f*(x) ¢ [5,9] entéo, pelo Iema X ndo é ponto 6-periddico de f. Por outro lado se
para todo k fk(x) € [5,9] entao pelo lema temos x nao é ponto 6-periédico de f. Como
consequéncia a fungédo f nao possui ponto 6-periédico no intervalo [5,9].
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Finalmente, por tudo que foi visto, concluimos que g ndo possui pontos 6-periddicos
no intervalo [1, 13].

Agora vamos usar um procedimento para construir uma fungéo que possui pontos
de periodo 2 - (2n+ 1) e que néo possui pontos 2 - (2n — 1)-periddicos. Para tal seja f: [1,1+
h] — [1,1+ h] uma fungdo que possui ponto (2n + 1)-periédico e ndo possui ponto (2n — 1)-
peri6dico como no Lemal6.4]e seja g : [1,1+ 3h] — [1,1+ 3h] tal que

f(x)+2h se xe[l,1+h]
g(x) =4 —2x+4h+3 se xe[l+h1+2h]
x—2h se x&[l+42h,1+43h]

Sejax € [1,14 k] temos que f(x) € [1,1+A] logo g(x) € [1+2h,1+3h] e g*(x) =
f(x) pois
g (x) = g(g(x)) = g(f(x) +2h) = f(x) +2h —2h = f(x).

Assim, como f n&o possui pontos (2n — 1)-periédicos em [1,1 + A], temos que g ndo possui
pontos 2.(2n — 1)-periédicos em [1,1+ h]. Temos ainda que se p € ponto (2n + 1)-periédico
em f entdo pela forma que g foi definida, temos que p é ponto 2 - (2n + 1)-periddico em g.

Para o verificarmos o intervalo [1 + 2k, 1 + 3] notamos que g([1 + 2k, 1+ 3h]) =
[1, 14 K] entéo aplicamos o Iemae concluimos que g ndo possui pontos 2.(2n — 1)-periédicos
em [1+2h,1+3h].

Resta verificarmos o intervalo [1 + &, 1+ 2k no qual f possui ponto fixo. Seja
x € [14h,142h] se, para algum natural k, tivermos f*(x) ¢ [1 +h, 1 +2h] entao, pelo Lema
Xx n&o é ponto 2.(2n — 1)-periédico de f. Por outro lado, se para todo k tivermos f*(x) € [1 +
h, 1+ 2h] ent&o pelo Lema [6.3temos x também nao & ponto 2.(2n — 1)-periodico de f. Como
consequéncia a fungdo f nao possui ponto 2.(2n — 1)-periédico no intervalo [1 + &, 1 + 2h].

Por fim, concluimos que g ndo possui pontos 2.(2n — 1)-periddicos no intervalo
[1,1+3h)].

No lema a seguir mostraremos a existéncia de fungdes que possuem pontos de
periodo 2™ - (2n+ 1) mas néo possuem pontos de periodo 2" - (2n—1) .

Lema 6.5. Sejam r, s, m e n naturais, em que s>r na ordem de Sarkovskii. Entdo existe
uma fungdo que possui pontos de periodo r = 2™ - (2n+ 1) mas n&o possui pontos de periodo
s=2".(2n—1) para todo s>r.
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Demonstracdo. Usaremos o Principio de Indugao Finita para provar a existéncia de funcées que
possuam pontos 2™ - (2n+ 1)-periédicos mas que ndo possuam pontos 2™ - (2n — 1)-periédicos.
Para tal considere go = f e f: [1,1+h] — [1, 1+ h] como definida anteriormente no Lema 6.4
Defina g, : [1,1+ (2" — 1)h] — [1,1+ (2™ — 1)A] da seguinte maneira:

gm—1(x)+2"h se xe[l,1+ (2" —1)h]
gn(x) =< —2"x+22"h4+2"4+1 se xe[l4+(2"—1)h, 142"}
x—2"h se x€[l+2"h1+ (2" —1)h)

A fungao g, € conhecida como Func¢ao Double pois uma vez que um ponto possui
periodo 2”1 . (2" + 1) em g,,_ teremos que esse ponto terd periodo 2-2" 1. (2" + 1) em g,
pela forma com que esta fungao foi construida.

Se m = 1 temos a validade da afirmagao pois como go = g recaimos na situacao
provada anteriormente. Observe

go(x)+2'n se xe[l,1+ (2" —1)A]
gi(x)=¢ 2 +22"h42' 41 se xe 1+ —1)h 1420
x—2'n se xe[1+2'n 14+ (2" —1)h

Ou seja
go(x)+2h se xe€[l,1+h]

gi(x)=4¢ —2x+4h+3 se xe[l+h1+2h
x—2h se x€&[l+2h,143h

Suponha que a afirmagao seja valida para um certo m vamos provar sua validade para m + 1.

Temos que:

gn(x) 2" se xe[l,14 (2™ —1)A]
g1 (x) =< —2mtlyp02m*2p oml 41 se xe [L+ (2" — D, 142"
x—2""h se xe 142" h 14 (2" 1)k

Para nao carregar por demais a notagao considere os intervalos A, B e C tais que:

A = [1,14+2" —1)h]
B = [+ @™ —1)n, 1421y
C = [1+2"h 14+ @22 1)}

Assim, seja x € A temos por hipdtese de indugdo que g,,(x) € A. Logo g+1(x) € C temos entao
que &1 (x) = gn(x) pois

Gt 1 (X) = 1 (81 (%)) = g1 (8m (%) +2" 7 h) = g (x) +27" 1 h =271k = gy ().
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Dessa maneira, como pela construgdo e por hipdtese de indugdo g,,(x) ndo possui pontos
2™.(2n— 1)-periédicos em A, temos que g;,+1 nN&o possui pontos 2 - 2" (2n — 1)-periédicos em
A.

Ao nos atentarmos para o intervalo C notamos g(C) = A entdo, aplicamos o Lema
e concluimos que g, 1 ndo possui pontos 21 . (2n — 1)-periédicos em C.

Resta verificarmos o intervalo B. Seja x € B. Se, para algum natural &, tivermos
gkm+1(x) ¢ B entdo, pelo Lema x n&o é ponto 2" . (2n — 1)-periédico de g,,1. Por outro
lado se para todo k tivermos g’,;H(x) € B entao, pelo Lema temos que x também nao é
ponto 2”1 (2n— 1)-periédico de g+ 1. Assim a fungao g, 1 ndo possui ponto 2™ 1. (2n —1)-
periédico no intervalo B.

Finalmente concluimos que g1 hdo possui pontos 2! . (2n — 1)-periddicos.
Logo pelo Principio de Indugao Finita nossa hip6tese é valida para todo inteiro m > 1. O]

6.5 Periodos que sao poténcias de 2

Vamos iniciar observando que a existéncia de ponto 1-periédico (ponto fixo) em uma
funcdo nao implica na existéncia de pontos 2-periédicos. Para tal basta considerar a funcéo
real f(x) = 1 que apenas possui x = 1 como ponto fixo e todo x # 1 ndo possui periodo pois
) =1,k>1.

Prosseguindo vamos mostrar que a existéncia de pontos 2 periédicos em uma fun-
¢d0 nao implica na existéncia de pontos 22-periddicos. Para tal seja f : [1,2] — [1,2] tal que

3
f(x) = —x+3. Assim temos que p = > é ponto fixo de f e

) =ffx) = f(—x+3)=—(—x+3)+3=x.

3
Assim, f possui pontos 2-periédicos para todo x € {1,2}, excetuando x = > que é ponto fixo
logo néo possui pontos 4-periddicos

Vamos agora construir uma fungcao que possui pontos 22-periédicos mas nao possui
23-periodicos logo considere a fungao f : [1,4] — [1,4] em tal que

x+2 se x€]l,2]
fx)=¢ —2x+8 se x€[2,3]
—x+5 se x€|3,4]
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que possui 0 seguinte grafico

1 2 3 4

Figura 6.4: Grafico de f
Deste modo temos que f possui pontos de periodo 22 = 4 pois f(1) =3, f(3) =2,
f(2) =4, f(4) = 1. Temos ainda que
fl1.2]=[3.4] e f3,4] = [1.2] = f*[1,2]=[1,2] e f*[3.4] = [3.4].

Portanto se x € [1,2] entdo f(x) € [3,4], f2(x) € [1,2], f>(x) € [3,4] e f*(x) € [1,2] assim

fx) = x+2

) = f(fx) = fx+2) = —x+3
£ = f(fPx) = f(—x+3) = —x+5
1) = f(PE) = f(=x+5 = x

ou seja, todo ponto de [1,2] é 4-periddico.

De forma semelhante, se x € [3,4] entdo f(x) € [1,2], f2(x) € [3,4] .f>(x) € [1,2]
e f*(x) € [3,4] assim

A

como no caso anterior, todo ponto de [3,4] é 4-periddico Sejam ¢> € [1,2], g2 € [2,3] e g3 € [3,4]

(x) = —x+5
ffx) = f(fx) = f(=x+5) = —x+7
£ = f(ffkx) = f(—x+7) = x-2
(x)

= f(fW) = fx=2) = x

0s possiveis pontos fixos de f em cada um dos intervalos, temos que

flg1) = 1 = Qa+2 = q = S = o,
e —2q2~|—8 = q — 3Q2 = 8 = (2 = 8/3,
flg3) = 3 = —@3+5 = @3 = 23 = 5 = q3 = 5/2.

\
~—~
=
3]
~—
Il
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Logo g1 néo é ponto fixo, g3 ndo é ponto fixo pois 5/2 ¢ [3,4] e g» é o Unico ponto fixo de f.
Assim temos que todos os pontos de [1,2]U|[3,4] s&o 4-periédicos portanto f ndo possui ponto
23-periodico em [1,2] U [3,4].

Resta verificarmos o que ocorre no intervalo [2,3] onde f(x) = —2x+8. Seja x €
2,3] se, para algum natural k, tivermos f*(x) ¢ [2,3] entdo, pelo Lema x ndo é ponto
23-periédico de f. Por outro lado se para todo k temos f*(x) € [2,3] entdo, pelo Lema
concluimos que x também nao é ponto 23-periédico de f. Como consequéncia a fungao f nao
possui ponto 23-periédico no intervalo [2,3]. Portanto ndo existe ponto 23—periédico em f.

O lema a seguir generalizara tal situacao para todas as poténcias de 2.

Lema 6.6. Sejam r, s e m naturais, em que s>r na ordem de Sarkovskii, entdo existe uma
fungdo que possui pontos de periodo r = 2™ mas ndo possui pontos de periodo s = ol para
todo s r.

Demonstracdo. Os casos em que m = 0, 1 e 2 ja foram demonstrados nessa sec¢édo. Para os
demais casos podemos usar o Principio de Inducdo Finita e provar a existéncia de funcoes
que possuam pontos (2"2)-periddicos mas que nio possuam pontos (2"3)-periédicos para
todo n > 1. Considere go = f e f: [1,4] — [1,4] definida como no inicio desta segdo. Defina
gn: 1,321 —2] — [1,3.2"*! — 2] da seguinte maneira:

gno1(x)+3.2" se xc[1,3.2" 2]
gn(x) =< —2"x+32"42"41 se xe[3.2"—2,1+3.2"
x—32" se xe[l+3.2"32"1 2

Vamos provar por indugdo sobre n que a fungéo g, possui pontos (2”*2)—peri(')dicos mas nao
possui pontos (2”+3)—periédicos. Iniciamos demonstrando a validade para o caso base. Quando

n =1 temos
go(x)+6 se xe|l,4]

gix)=¢ —2x+15 se x€[4,7]
x—6 se xé€|[7,10]

Seja x € [1,4] entdo go(x) € [1,4], g1(x) € [7,10] e temos que

g1(x) = g1(g0(x) +6) = go(x) +6— 6 = go.

Como go(x) néo possui pontos (23)-periédicos em [1,4] temos que g ndo possui pontos (2- 23)-
periodicos em [1,4]. Uma vez que f([7,10]) = [1,4] temos pelo Lema [6.1] que g ndo possui
pontos (2 -2%)-periodicos em [7,10].
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Vamos verificar intervalo [4,7] onde f(x) = —2x+ 15. Sejax € [4,7] se, para algum
natural k, tivermos g¥(x) ¢ [4,7] entdo, pelo Lema x ndo é ponto (2*)-periodico de f.
Por outro lado se para todo k temos g’f(x) € [4,7] entéo, pelo Lema concluimos que x
também nao é ponto (24)-periédico de f. Como consequéncia a fungédo f nao possui ponto
(2*)-periodico no intervalo [4,7]. Assim quando n = 1 a hipétese de indugéo é valida.

Suponha que a afirmacgao seja valida para um certo n vamos provar sua validade
para n+ 1. Temos que:

gn(x)+3.2" se xe[1,3.2771 -]
gnr1(x) = ¢ =2 lxp 1432200 Lot g6 x e 327 —2,143.2"H]]
x—32" se xe[143.201 3202 7

Novamente, para nao carregar por demais a notagao, considere os intervalos A, B

e C tais que:
A = [1,3271 2]
B = [3.2"1 -2, 1+3.2"]
C = [1432m1 3242 7

Assim, se x € A temos pela hipétese de indugao que g,(x) € A 10go g,+1(x) € C e g2, (x) =
gn(x) . Como, por hipdtese de indugdo, g, ndo possui pontos (2”+3)—periédicos em A, temos
que g,4+1 NAo possui pontos de periodo 22" = 274 em A.

Para o intervalo C, observe que g(C) = A entéo, aplicamos o Lema[6.1]e concluimos
que g1 hao possui pontos (2"*)-periodicos em C.

Vamos verificar intervalo B no qual gn+1(x) = —2" 1x+143.2201) 4 2+ geja
X € B. Se, para algum natural k, tivermos gﬁﬂ(x) ¢ B entdo, pelo Lema X ndo é ponto
(2"*)-periédico de f. Por outro lado se para todo k temos g~ . (x) € B entéo, pelo Lema
concluimos que x também ndo é ponto (2”+4)—periédico de f. Como consequéncia a
funcdo f ndo possui ponto (2”+4)—periédico no intervalo B. Finalmente concluimos que g,+1

2n+4

ndo possui pontos -periédicos em [1,3-2""1 —2] . Logo pelo Principio de Indugio Finita

nossa hipotese é valida para todo inteiro n > 1. Entao esta provado o teorema para todo m. [

Assim sdo validos os Casos 1, 2 e 3. Logo cobrimos todos os inteiros e esta de-
monstrado o teorema.

1. Periodos impares,
2. Periodos da forma 2" - ¢, g impar e
3. Periodos que sao poténcias de 2.
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7 Consideracoes Finais

O Teorema de Sarkovskii foi um marco no estudo matematico de sistemas dinami-
cos 0 que desbravou novas areas a serem estudadas. Por esse motivo esperamos que este
texto leve matematicos, estudantes e entusiastas ao aprofundamento de seus conhecimentos
e, quem sabe, possam estendé-lo e combina-lo com outras areas como biologia, economia,
ciéncia da computacdo dentre outros.

No desenvolvimento do trabalho seguimos os conceitos e a linha de raciocinio apre-
sentados por Devaney (3). Foram consultados vérios artigos na busca por textos, que além de
didaticos, ndo tivessem a notacdo complexa. Desta maneira, para a demonstragdo do Teo-
rema de Sarkovskii, destacamos o texto de autoria do Frances Jean-Yves Briend (2) que traz
conceitos de grafos e coberturas de intervalos nas demonstragdes.

O uso de conceitos da teoria de grafos além de despoluir a notagao, traz praticidade
e facilidade no entendimento e abstracao do que é proposto. Outra estratégia utilizada visando
maior clareza e entendimento do leitor, foi a de subdividir, quando possivel, as demonstragcbes

em Casos.

Para a demonstragcao do inverso do teorema de Sarkovskii tivemos como referéncia
principal o texto de Saber Elaydi (4) e também o texto em portugués de Valter Victor Cerqueira
Moitinho (8). Tais textos foram escolhidos pela forma construtiva como discorriam sobre o reci-
proco usando fungdes definidas por partes e demonstragdes que foram feitas usando o Principio
de Inducgéo Finita.

Finalizo esta dissertacdo com a tradugdo de uma citacdo extraida e traduzida de
(12) que mostra a importancia e relevancia do teorema:

Qualquer monografia ou livro-texto contemporaneo sobre a teoria dos sistemas di-
namicos dificilmente pode ser imaginado sem o teorema de Sharkovsky. Este teorema
lancou as bases de um novo ramo na teoria de sistemas dinamicos - dindmica com-
binatéria. O teorema de Sharkovsky levou ao surgimento de numerosas obras nessa
diregcao, nos quais muitas vezes se pode encontrar termos como o teorema de Shar-
kovsky, a ordem de Sharkovsky, o espagco de Sharkovsky, o conjunto de Sharkovsky,
a estratificagdo de Sharkovsky e o periodo maximo no sentido de Sharkovsky.
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