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RESUMO

No mundo moderno estamos frequentemente recebendo informacao, seja pelo celular, pelo
computador ou pela televisao. Diante desse turbilhao de mensagens sendo enviadas ao
mesmo tempo, os meios pelo qual esses dados trafegam podem sofrer interferéncias e estas
podem causar alteragoes nas informagoes transmitidas. Para garantir que recebamos as
mensagens conforme foram enviadas, os canais de transmissao utilizam-se de processos
matematicos chamados Codigos Corretores de Erros. Tais codigos, desenvolvidos através
de contetidos bésicos como matrizes e algebra, sao responsaveis por detectar e corrigir
possiveis erros encontrados durante a transmissao de informacao. Neste trabalho faremos
uma introducao a Teoria dos Coddigos Corretores de Erros, enfatizando os Codigos Line-
ares e o Codigo de Hamming. Também mostraremos alguns cédigos observados no nosso
cotidiano, como os que estao presentes no CPF e no Cartao de Crédito, estes por sua
vez utilizam em sua composicao as operagoes matematicas basicas, adicao, multiplicacao,
subtracao e divisao. Pretendemos que ao se depararem com o material aqui abordado,
professores e alunos do Ensino Bésico e Superior, possam compreender que a Matematica
estad presente diariamente em nossas vidas e que o conteido visto em sala de aula possui

mais aplicacoes do que possamos imaginar.

Palavras-chave: Codigos Corretores de Erro. Codigo de Hamming. Matrizes.



ABSTRACT

In the modern world we are often receiving information, whether by cellphone, computer
or television. Faced with this whirlwind of messages being sent at the same time, the
means by which this data travels may suffer interference, these can cause changes in the
information transmitted. To ensure that we receive the messages, the broadcast chan-
nels use mathematical processes called Error Correcting Codes. These codes, developed
through basic contents such as arrays and algebra, are responsible for detecting and cor-
recting possible errors encountered during the transmission of information. In this work
we will introduce the Error Correcting Codes Theory, emphasizing the Linear Codes and
the Hamming Code. We will also show some codes observed in our daily life, such as those
that are present in the CPF and in the credit card, which in turn use in their composition
the basic mathematical operations, addition, multiplication, subtraction and division. We
pretend that when they come across the material discussed here, teachers and students of
Basic and Higher Education, can understand that Mathematics is present daily in our li-

ves and that the content seen in the classroom has more applications than we can imagine.

Keywords: Error Correcting Codes. Hamming Code. Matrices.
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1 INTRODUCAO

A Matemaética é estudada na escola desde os anos iniciais, e por se tratar de uma
ciéncia exata, necessita de um pensamento um pouco mais abstrato e ao mesmo tempo
preciso. Com isso, a maioria dos alunos costuma ter aversao a esta matéria e muitas vezes
questiona onde os contetidos estudados sao realmente aplicados.

Atualmente vivemos na era digital, onde a propagacao de conhecimento é constante.
Estamos frenquentemente enviando e recebendo informagao, seja ela por meio de texto,
imagem ou video. Essa transmissao incessante de mensagens esta propensa a interrupcoes
que podem alterar a informagao enviada e para que recebamos a mensagem original sem
erros, utilizamo-nos, mesmo que inconscientemente, de artificios matematicos, os quais
sao chamados Codigos Corretores de Erros.

Neste trabalho faremos um estudo inicial sobre a Teoria dos Cédigos Corretores de
Erros, que por sua vez sao desenvolvidos através de contetidos matematicos estudados no
Ensino Médio e Superior. Tais cédigos sao essenciais para as comunicagoes modernas, pois
sao capazes de detectar e corrigir eventuais erros que podem ocorrer durante a transmissao
de informacoes.

No segundo capitulo veremos alguns conceitos algébricos que servirao de base para o
desenvolvimento do tema proposto, mostrando que a Matematica vista em sala de aula,
considerada muitas vezes como desnecessaria, ¢ utilizada diariamente, mesmo sem termos
conhecimento.

O terceiro capitulo sera voltado para o nosso tema principal, os Codigos Corretores
de Erros. Faremos uma breve explanacao histérica sobre o surgimento de tais codigos e
mostraremos sua necessidade e importancia na transmissao de mensagens. Além disso,
veremos como funcionam estes codigos e quais suas principais propriedades e caracteris-
ticas.

No quarto capitulo, daremos énfase aos Codigos Lineares, os quais sao os mais utiliza-
dos na pratica. E veremos que o processo de codificacao e decodificacao de mensagens, que
se faz por meio do produto de matrizes, é realizado dentro de um canal de transmissao,
que esta sujeito a interferéncias.

Ja no Capitulo 5 veremos mais exemplos de cddigos lineares. Abordaremos o Codigo de
Hamming, que foi um dos primeiros codigos a ser criado e que possui capacidade de corrigir

um erro, desde que seja tinico. Veremos também alguns cédigos que estao presentes no
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nosso cotidiano, mas que nao percebemos, sao os c6digos que possuem digitos de controle

(ou de verifica¢do), como o CPF, por exemplo.



2 CONCEITOS ALGEBRICOS

Para quem é professor de matematica, seja do Ensino Fundamental, Médio ou Superior,
a0 ministrar um conteido em sala de aula, provavelmente ja deve ter ouvido a frase:
“professor, onde eu vou usar isso em minha vida?” Esse é um questionamento constante
entre os estudantes, pois eles nao conseguem enxergar uma aplicagao pratica do que estéa
sendo estudado, e isso muitas vezes acarreta no desinteresse pela matemaética.

Veremos em nossos estudos que a matemaética é utilizada diariamente, sem ao menos
percebermos. Por exemplo, ao assistir televisao, enviar e receber mensagens por e-mail
ou pelo celular, estamos usando a matematica através dos Codigos Corretores de Erros.
Este assunto, que é o tema deste trabalho, é uma aplicacao direta de contetidos vistos no
Ensino Bésico (adi¢ao, subtracao, multiplicacao, divisao e operagoes com matrizes) e no
Ensino Superior (algebra linear, vetorial e abstrata).

Neste capitulo estudaremos alguns temas que servirao de base para introduzirmos os
conceitos de Codigos Corretores de Erros e nos capitulos seguintes veremos como estes

assuntos sao aplicados.

2.1 Matrizes

2.1.1 Um pouco de histéria

Em 1841 o matematico Arthur Cayley, durante seus trabalhos sobre a teoria dos invari-
antes, comecou o estudo da teoria das matrizes. Seu primeiro trabalho no qual introduziu
a teoria basica das matrizes foi publicado em francés e intitulado por Remarques sur la
notation des fonctions algébriques que traduzido significa Observagoes sobre a notacao
das funcoes algébricas. Este trabalho foi publicado em 1855 na revista de Crelle, e ji se

usava o conceito de matriz m x n. A notacao que Cayley usava para matrizes 2 x 2 era

(a B )
| o B
O trabalho mais importante de Cayley sobre a teoria das matrizes foi pulicado em

1858 na Philosophical Transactions of de Royal Society of London, de titulo Memoir

on the theory of matrices (Memoria sobre a teoria das matrizes). Nestes trabalhos foram
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introduzidas as matrizes nula e identidade e foram definidas adigao de matrizes e enunciada
sua associatividade e comutatividade, produto de escalar por uma matriz e o produto de
duas matrizes, sendo enunciado que essa multiplicacao é associativa mas nao é comutativa.
Ainda foi definida a poténcia n-ésima de uma matriz.

Usando a notacao atual, Cayley definiu o produto de matrizes 2 X 2 como se segue:

bir bz aip a2 | biianr + bi2az biiaiz + bizage
ba1 b ag1  A22 bara11 + bagaor  ba1ais + bagaoy
Neste dltimo trabalho Cayley estabeleceu a inversa de uma matriz e também define a
transposta de uma matriz, que é dada por:
a, a, o
w8 o)
of, B | | B, B |
Dada uma matriz M, enunciou que se trM = M diz-se que M é uma matriz simétrica
e se trM = —M, diz-se que M é uma matriz anti-simétrica.
Além de Cayley outros matematicos deram contribuigoes no estudo da teoria das
matrizes, onde podemos citar F. Georg Frobenius, H. J. S. Smith, Arthur Buchheim,

Camille Jordan, William H. Metzler, entre outros.

2.1.2 Definicao e Tipos Especiais de Matrizes

Definicao 2.1. Dados dois nimeros inteiros positivos m e n, chama-se matriz m X n a
tabela retangular de niumeros reais dispostos ordenadamente em m linhas e n colunas. Os

numeros que formam uma matriz sao chamados de termos da matriz.

Notagao: Denotamos uma matriz A, m x n, da seguinte forma:

ai; a2 aiz - Qin

21 az2 23 - Q2p
A=

Aml Am2 am3 - Amn

Também podemos denotar a matriz acima por A = (a;;), com 1 <i<mel<j<n.
Observamos que os indices 7 e 7 indicam a posi¢ao de um termo na matriz, sendo ¢ a linha
e 7 a coluna que este ocupa. Por exemplo, o termo asz esta disposto na segunda linha e

terceira coluna.

1. Igualdade de Matrizes
Se A = (a;j) e B = (b;;) sdo matrizes m x n, dizemos que A e B sao iguais se, e

men a;; = b;; ra quaisquer valor 1e 7.
somente se, a;; = b;;, para quaisquer valores de 7 e
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2. Tipos Especiais de Matrizes

Matriz Linha: E toda matriz composta de apenas uma linha, ou seja, da forma
1 xn.
Exemplos: A = ( 2 );B: ( 1 =2 0 7).

Matriz Coluna: E toda matriz composta de uma tnica coluna, isto é, da forma

m X 1.
)

Exemplos: A = ( 2 ); C=1 -3

0
Matriz Nula: E a matriz cujos termos sdo todos iguais a zero. Denotamos a matriz
nula m x n por O,,xn,, ou quando se conhece o nimero de linhas e colunas da matriz

indicamos apenas por O.

00
Exemplos: Osso = | 0 0 |; Oaxy = ( 0000 )

00
Matriz Quadrada: E uma matriz da forma n x n.
Considere uma matriz quadrada n x n dada por A = (a;;). Chama-se diagonal
principal da matriz A, a lista formada pelos elementos (aq1, ass, ..., any,), OU seja,
sdo os termos (a;;) tais que ¢ = j. Chama-se diagonal secunddria a lista dos termos

(@1n, G2(n-1), -, AG(n—1)2), an1). Observamos ainda que a soma dos indices dos elemen-

tos da diagonal secundaria é igual a n + 1.

5 -1 0
Exemplos: A = ( 2 ); D=1 -3 2 2
0 1 -1

Na matriz D os elementos da diagonal principal sao {5,2,—1} e os elementos da

diagonal secundaria sdo {0,2,0}.

Matriz Triangular Superior: E uma matriz quadrada tal que a;; = 0 para todo

1 > J, ou seja, todos os termos abaixo da diagonal principal sao nulos.
51 0
2 1
Exemplos: F = 0 9 s F=101 =2
00 -1

Matriz Triangular Inferior: E uma matriz quadrada tal que a;; = 0 para todo

1 < J, ou seja, os elementos acima da diagonal principal sao todos nulos.

9 0 2 00
Exemplos:Gz(3 );H: 310

2
-5 4 1
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Matriz Diagonal: Refere-se a uma matriz quadrada tal que a;; = 0 para todo

i # j, isto é, todos os termos que estao fora da diagonal principal sdo nulos.

2 000
—1 —2
Exemplos: J = 0 00 s K = 0 .
0 010 0 1
0 00 3

Matriz Identidade: Trata-se de uma matriz diagonal tal que todos os elementos
da diagonal principal sao iguais a 1, ou seja, a;; = 0 para todo ¢ # j e a;; = 1

sempre que ¢ = j. Denotamos po [,, a matriz identidade n X n.

10 0
10
s I = .

Matriz simétrica: Se refere a uma matriz quadrada tal que os termos da matriz

0
0
Exemplos: [, = )
0

= o O

1
0 0
0 0

sao simétricos em relacdo a diagonal principal, isto é, dada uma matriz A = (a;;)

tem-se a;; = aj;.

2 3 0
0 2
Exemplos: L= 3 -1 -2 |: M= ( 5 1 ); toda matriz diagonal; I,,.
0 -2 1

Matriz Anti-Simétrica: Trata-se de uma matriz quadrada tal que os elementos
da diagonal principal sao nulos e os termos posicionados simetricamente em relagao

a diagonal principal sdo niimeros reais simétricos, isto é, dada uma matriz A = (a;;)

tem-se aij = —Cljz'.
0 -3 5 0 9

Exemplos: N = 3 0 2 |;P= ( 5 0 >; toda matriz quadrada nula.
5 =2 0

2.1.3 Operagoes com Matrizes

1. Adicao
Dadas duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;), m x n, definimos a soma das matrizes
A e B como sendo A+ B = (a;; + b;;), ou seja, somamos os termos correspondentes
das duas matrizes.

Exemplos: Tomando as matrizes E, G, H e L, dos exemplos anteriores, temos

2 1 2 0 242 1+0 4 1
E+G= + = = :
0 -2 3 2 0+3 —2+42 3 0
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2 00 2 3 0 4 3 0
H+ L= 3 1 0]+ 3 -1 =2 |= 6 -2
-5 4 1 0 -2 1 -5 2 2

Propriedades da Adicao:

Sejam A = (a;j), B = (bi;) e C = (¢;;) matrizes m x n, entdo valem as seguintes

propriedades:

(a)

Associatividade: (A+ B)+C =A+ (B+C)
Demonstracao: Temos que os termos das matrizes sao nimeros reais, por-

tanto vale a associatividade desses numeros, assim
(A + B) -+ C = ((G/ij + blj) + Cij) = (aij + (blj + Cij)) = A + (B -+ C)

Comutatividade: A+ B=B+ A
Demonstracao: Como os termos das matrizes sao nimeros reais, entao vale

a comutatividade, dessa forma

A+B: ((lij+bij) = (bij—l—aij) :B+A
Elemento Neutro: O elemento neutro para a adicao de matrizes é a matriz nula
O, m xn, pois A+ 0O = A.

Matriz Oposta: Seja A = (a;;) uma matriz m X n. A matriz oposta de A
¢ definida por —A = (—ay;), onde seus elementos sdo simétricos aos termos

correspondentes da matriz A. Além disso verificamos que A 4 (—A) = O.

2. Subtracao

Sejam A = (a;j) e B = (b;;) duas matrizes m x n. Define-se a subtracdao B de A

como a soma de A com a matriz oposta de B, isto é,

A—B=A+ (—B) = (a; — by).

1 3 0 -3
Exemplo: Sejam A= -3 1 |eB=1| 2 1 |. Assim
0 -2 5 —4
1 3 0 -3 1-0 3-—(=3) 16
A-B=| -3 1 |—-12 1 |=] -3-2 1-1 1= -50

0 —2 5 —4 0—5 —2—(—4) —5 2
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3. Multiplicagao de um Ntmero por uma Matriz
Dada a matriz A = (a;;) e um namero real =, definimos o produto de x por A,
denotado por xA, como sendo a multiplicacao de = por todos os termos de A, ou

seja, v A = (zay;).

-1 0 0 -3 4
Exemplos: Dadas as matrizes A = e B = e os
31 2 1 -1

nimeros reais -3 e 4, temos

e (31 (2)

3 1 4-3 4.1 12 4

—3B:—3.<0 -3 4>:(—3'0 =3 (=3) —3-4>:< 0 9 —12>.
2 1 -1 —-3-2 -3-1 =3-(-1) 6 -3 3

Propriedades da Multiplicacao por um ntimero real
Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes m X n, e x e y nimeros reais. Valem as

seguintes afirmacoes:

(a) x(A+ B) =zA+ xB.
Demonstracao: Como os termos das matrizes sao nimeros reais e x também

o é, entao vale a distributividade, logo
r(A+ B) = (x(a;; + bij)) = (vau; + xb;;) = A+ zB.

(b) (r+y)A=xA+yA.
Demonstragao: Sabendo que (z + y)a;; = za;; + ya;;, entao

(l’ + y)A = ((l‘ —+ y)aij) = TQyj + Yya;; = TzA —+ yA

(c) z(yA) = (zy)A.
Demonstracao: Uma vez que vale a associatividade do produto de nimeros

reais, segue que

z(yA) = (z(yaiy)) = ((zy)ay) = (zy)A.

(dy 1-A=A.
Demonstracao: Como o nimero 1 é o elemento neutro multiplicativo no
conjunto dos numeros reais e todos os termos da matriz A sao reais, segue o

resultado.

4. Multiplicacao de Matrizes
Consideremos a matriz A = (a;;), m x n. Indicamos a i-ésima linha de A por A; e

a j-ésima coluna de A por A’ ou seja,
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Ai:(au Qg - Clm)eAJ
11 a1z A3
. Q21 Ag22 (23
Por exemplo, para a matriz A =
a31 az2 a33
Qg1 Qg2 A43

A3:(CL31 as2 a33>eA1

, temos

a1
a1
@31

Q41

Definicao 2.2. Consideremos as matrizes A = (a;;), m xn e B = (bj), n X p.

Define-se o produto escalar da i-ésima linha da matriz A pela k-ésima coluna da

matriz B como

n

A BF = Z ijbjr = aitbig + @izbak + -+ - + Ainbny.

j=1

Definicao 2.3. Sejam A e B as matrizes da definicdo anterior, temos que o produto

A - B € por defini¢do

A;-BY A;-B?
Ay-BY Ay - B?

A-B=

A, -B' A, B?

A - BP
Ay - BP

Ap - BP

Observamos que o produto resultante é uma matriz m x p.

Propriedades da Multiplicacao de Matrizes

(a) Se A = (a;) é uma matriz m X n, entao I, - A=A=A-1I,.

Demonstracao: Mostraremos inicialmente que I,, - A = A. Seja I,,, = (b;;),

assim pela definicao de matriz identidade, b;; = 1se i = j e b;; = 0 se @ # j.

Temos que (1,,,); - A¥ é o termo geral do produto I,, - A e a;, é o termo geral

de A. Como duas matrizes sao iguais se, e somente se, 0s seus termos corres-

pondentes forem iguais, entdo basta mostrar que (I,,); - A¥ = a;. De fato,

pela Defini¢gao 2 temos (I,,); - A* = Z?Zl bijajr, mas b;; = 0 se i # j, logo

Z?:l bijajk = b” * Qi = Ak, pOiS b” =1. Portanto, Im A=A
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Agora mostraremos que A - I, = A. Seja I, = (bj;), assim b;, = 1 se
j=keby =0sej #k Logo devemos ter A; - (I,)* = ay. De fato,

Ai - (I)F = ijl aijbik = @ik - bk, = ak, pois by = 1 e bjp = 0 sempre que
j # k. Portanto, I, - A = A.

Se B e C'sdo matrizes mxn e A é uma matriz nxp, entdo (B+C)A = BA+CA.
Demonstragao: Sejam B = (b;;), C' = (¢;;) e A = (ajx). Temos que o termo
geral de (B+C)A = (B+C);- A¥ e o termo geral de BA+CA = B;- A*+C;- A,
Assim, para provar a igualdade basta mostrar que (B+C);- A* = B;- A¥+C;- A*.

De fato, temos que

(B+0)i- AP =370 (big + cij)age = 300 (bijagn + cijagy) =
Z?:l bijajk -+ Z?:l Cijajk = Bz . Ak —+ CZ . Ak

Se A ¢ uma matriz mxn e B e C sao matrizes nxp, entao A(B+C) = AB+AC.

Demonstracao: Analoga ao item anterior.

Sejam A = (a;;) uma matriz m x n, B = (bj;) uma matriz n x p e x € R.
Entao (zA)B = A(zB) = x(AB).

Demonstragao: Tomando os termos gerais das matrizes, devemos mostrar
que (vA); - B¥ = 2(A; - B¥) = A;(xB)*. De fato, temos que

(xA); - BF = 370 (way)bjy = x(377, aijbj) = 2(A; - B¥) e
Ai(@B)F =30 ag(wby) = w(307, aijbj) = w(Ai - BY).

Portanto, a igualdade é verificada.

Sejam A, B e (' matrizes m X n, n X p e p X ¢, respectivamente. Entao
(AB)C = A(BC).
Demonstragao: Ver [4]. O

Definigao 2.4. Seja n um nidmero inteiro nao negativo e A uma matriz quadrada.

Definimos a n-ésima poténcia da matriz A, e denotamos por A", a recorréncia

AV =1,
A = A"V A para n>0

Observamos ainda que, para n > 0, A" = A.A... A, onde A se repete n vezes.
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2.1.4 Transposicao de Matrizes

Seja A uma matriz m x n. Chamamos transposta da matriz A, & matriz n x m definida

por At = (bji)7 onde bji = Qyj.

bii Qi1
) bai a2 .
Tomando a i-ésima coluna de A, temos ] = ) . Isto é, a i-ésima coluna
bni Qip,
da matriz transposta corresponde a ¢-ésima linha da matriz dada.
3
1 =5
. 0 6 —9
Exemplo: Dadas as matrizes A = 5 | B = 2 -2 |eC = N
0 4
1
Temos
1 20 6 —1
At:<3o 9 1),Bt: e Ct = .
-5 =2 4 -9 5
Propriedades:

Se A e B sao matrizes m x n, C' é uma matriz n X p e x € R, entao as propriedades a

seguir sao validas.
1. (AY) = A.
2. (A+B)' = A"+ B
3. (zA) =z (AY).

4. (AC) =C*- A,

2.1.5 Inversao de Matrizes

Sejam A e B matrizes n X n tais que AB = I, entdo dizemos que B é inversa a direita
de A e que A é inversa a esquerda de B.
Quando uma matriz A, n X n, assume inversa a direita e a esquerda, essas inversas

sao iguais, isto é, se AB =1, e CA = I,, entao C = B. Com efeito,
C=C-1,=C(AB)=(CA)B=1,-B=B.

Definicao 2.5. Uma matriz quadrada A é dita invertivel se possuir inversa a direita e a
esquerda. Como vimos essa matriz € unica e € chamada matriz inversa de A, denotada

por A~L.

Se A é invertivel, entao A~! satisfaz A- Al =Te A1- A=1.
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Propriedades:

1. I, é invertivel e (I,,)"' = I,,.

2. Se A & invertivel, entdo (A7')™! = A.

3. Sejam A e B duas matrizes invertiveis, n x n. O produto AB ¢é invertivel e (AB)™! =
Bl. AL

Demonstracao: Para a igualdade ser verdadeira devemos mostrar que
(AB)- (B' A Y=1I,e (B LA (AB) = I,.

De fato,

(AB) - (BL.A ) = A(BB VA ) = A(I, - A\)=A-A' =,
(BL.A™Y) - (AB) = BY(A"L.A)B) = B"Y(I,-B) = B'.B = I,.

2.2 Espacos Vetoriais

Seja V um conjunto nao vazio no qual estao definidas duas operacoes, a saber adi¢ao

e multiplicacao por escalar, isto é, para todo u, v € V e a € R, tem-se
u+veV e a-ueV.

O conjunto V definido com as operacoes acima serd chamado Fspaco Vetorial Real se
forem satisfeitas as propriedades a seguir.

Sejam u, v, w € V e a, f € R, entao
L (u+v)+w=u+(v+w).
2. ut+v=v+u.
3. Existe 0 € V tal que u + 0 = u, para todo u € V.
4. Para todo u € V, existe —u € V tal que u + (—u) = 0.
5. (af)u = a(fu).
6. (a+ f)u = au+ pu.
7. a(u+v) = au+ av.

8. 1l.u = u para todo u € V.

Observacao: os elementos de um espaco vetorial V sao chamados vetores.

Exemplos:
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1. O conjunto V = R"™ é um espaco vetorial com as operacoes de adicao e multi-
plicagdo usuais. Em particular, os conjuntos R* = {(z,y);x,y € R} ¢ R? =

{(z,y,2);x,y,z € R} sdo espagos vetoriais.

2. O conjunto My constituido pelas matrizes quadradas de ordem 2 (duas linhas e

duas colunas) é um espago vetorial.

3. O conjunto P,(z) = {ap + a1z + - -+ + a,2"; ag, ay, ...,a, € R} constituido pelos

polinébmios de grau menor ou igual a n, é um espago vetorial.

2.2.1 Subespacos Vetoriais

Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto de V, nao-vazio. O subconjunto W

serd, um subespaco vetorial de V, se for um espago vetorial com as operacoes induzidas
de V.

Teorema 2.1. Um subconjunto, nao-vazio, W de um espaco vetorial V, serd um subespaco

vetorial de V, se forem satisfeitas as sequintes condigoes.
1. Para quaisquer u,v € W tem-se u+v € W.
2. Para quaisquer v € W e a € R lem-se av € W.

Demonstragao: Podemos observar que W é um subconjunto de V, assim herda as
propriedades 1, 2, 5, 6, 7, e 8 da definicao de espaco vetorial. Dessa forma, basta mostrar
que valem as propriedades 3 e 4. De fato, da condicao 2 do teorema, segue que para
quaisquer v € W e a € R tem-se av € W. Tomando a = 0, temos 0 = 0.u € W, o
que mostra a propriedade 3, isto é, existe 0 € W tal que u + 0 = u para todo u € W.
Tomando o = —1, temos —u = —1.u € W. Logo, existe —u € W tal que u + (—u) = 0,

o que mostra a propriedade 4. Portanto, sao satisfeitas todas as propriedades de espago

vetorial. E com isso, segue que W é um subespaco do espago vetorial V. U
Exemplos:
1. Considere o espago vetorial V =R3 e W = {(x,y, 2);y = 2x, 2 = —z} um subconjunto

de V. Temos que W é um subespaco vetorial de V. De fato, sejam u,v € W e a € R,

entdo u = (x1, 221, —x1) e w = (xq, 229, —23), dessa forma

u+w = (1}1, 2.T1, —Il) + (372, 23727 —CUQ)
= ($1+$2,2x1+2$2)_l‘1 _xQ)

= (71 + 22, 2(21 + 12), — (71 + 22)) € W.
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au = oy, 2w, —x7)
= (axy, 0221, a(—x1))
= (o, 2am), —(0m)) € W

b
¢ d] ;a,b,c,deR} e o subconjunto U =

2. Considere o espago vetorial Myyo = {
c

b
{ [ ¢ J ] ra=2c,d= —b}. Temos que U é um subespaco vetorial de V, pois dados
c

C1 —b Co —02

2 b 2 b
u+v= “ : =+ R
C1 —bl Cy —bQ

2 b 2 b
u,vEUeaeR,segueQueu:[ an ]ev:[ = Z]Jogo
1

2(01 + CQ) b1 + bg
ci+cy  —(by +by)

eU

Intersecao de Subespagos

Definicao 2.6. Sejam V um espaco vetorial e U e W subespacos de V. A intersecao de
Ue W, representada por UNW , é o conjunto de todos os vetores v € V tais que v € U
eveW.

Teorema 2.2. Se U e W sao subespacos de um espaco vetorial V, entdo U NW também

€ um subespaco vetorial de V.

Demonstracao: Sejam u,v € UNW e a € R, devemos mostrar que u+v € UNW e
aue UNW.

(i) De w,v € UNW, temos que u,v € U e u,v € W. Como U e W sao subespacos
vetoriais, entao u +v € U e u+v € W, logo, segue que u+v € UNW.

(ii) Dado w € UNW, temos que u € U e u € W. Como U e W sdo subespagos vetoriais,
entao existe a € R tal que au € U e au € W, ou seja, au € UNW. O

Soma de Subespacgos

Definicao 2.7. Sejam V um espaco vetorial e U e W subespacos de V. Definimos a soma
de U e V por

U+W=Au+wyuelUeweW}.
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Teorema 2.3. Sejam U e W subespagos vetoriais de V, entao U + W também é um

subespaco vetorial de V.

Demonstracao: Sejam z,y € U + W e a € R. Devemos mostrar que z +y € U + W e
arceU+W.

(i) Como x € U+ W, entdo © = u; + wy, onde uy € U ewy, € W. Dey € U+ W,
segue que Yy = U + ws, com uy € U e wy € W. Assim, z +y = (ug +wy) + (ug + wo) =
(ug +u2) + (w1 +wy) €U+ W.

(ii) Dado o € R, temos ar = a(u; + wy) = auy + aw;. Como U e W sdo subespagos

vetoriais, entao au; € U e aw; € W, portanto, ar € U + W. O

2.2.2 Combinacao Linear

Definicao 2.8. Seja V um espaco vetorial e vi, v, ..., v, vetores pertencentes a V. Dado

v eV, se eristirem numeros reais a, as, ..., ay,, 1ais que
V= a1V + agUs + - - - 4+ an Uy
entao dizemos que v € uma combinacao linear dos vetores vy, vs, ..., Uy,.

Exemplo: Considere em R? o vetor v = (1,10). Temos que v pode ser escrito como
uma combinagio linear dos vetores v; = (1,2) e v = (—1,2). De fato, pois fazendo

v = avy + buy, temos
(1,10) = a(1,2) + b(—1,2) = (1,10) = (a — b, 2a + 2D).

Esta equacao é equivalente ao sistema

a—b=1
2a + 2b = 10.
Resolvendo esse sistema encontramos a sua tnica solugao, a qual é a = 3 e b = 2. Logo,
v = 3y + 2vs.

Subespacos Gerados

Seja V' um espago vetorial e A = {vy,vg, ..., v, } um subconjunto de V. O conjunto S,
de todas as combinagoes lineares dos vetores de A é um subespago vetorial de V.

Dizemos que S é gerado pelos vetores vy, vs, ..., v, ou que é gerado pelo conjunto A.
Denotamos por S = [v1,vg,...,v,] ou S = G(A). Os vetores vy, v, ..., v, sdo chamados

geradores de S, enquanto A é chamado conjunto gerador de S.
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2.2.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Definigao 2.9. Seja A = {vy, vs, ..., v, } um subconjunto de um espago vetorial V. Dizemos

que o conjunto A € linearmente independente (L.1.), ou que os vetores v1, Vs, ..., Uy SGO
L.I se

a1v1 + agvy + -+ - + a,v, =0

mmplica que a; = as = -+ = a, = 0.

Definicao 2.10. Dado A como na definicao anterior, se na equagao
a1v1 + agvy + -+ - + a,v, =0

houver a; # 0, para algum i = 1,2, ...,n, dizemos que os vetores sao linearmente depen-
dentes (L.D.).

A partir da Defini¢do[2.10, podemos observar que se em um conjunto A = {vy, v, ..., v, }
pudermos escrever um dos vetores como combinacao linear dos demais, entao o conjunto

é linearmente dependente.

2.2.4 Base e Dimensao

Definigao 2.11. Sejam V um espago vetorial e B = {vy, vy, ...,v,} C V. Dizemos que B

¢ uma base de V se:
1. B ¢ linearmente independente;

2. B gera V (qualquer vetor de V pode ser escrito como combinagao linear dos vetores

de B).

Exemplo: O conjunto B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ uma base de R?. De fato,
(i) Sejam a, b, c € R. Assim,

a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) = (0,0,0) = (a,b,c) = (0,0,0) = a=b=c=0

logo B é L.I.
(i) Tomando (z,y, z) € R?, temos

(z,y,2) = (2,0,0) + (0,y,0) + (0,0, 2) = 2(1,0,0) + (0, 1,0) + (0,0, 1),

ou seja, qualquer vetor de R? pode ser escrito como combinaco linear dos vetores de B.

Assim, B gera R3.

Teorema 2.4. Dada uma base B de V, todo vetor de V € escrito de maneira unica, como

combinacao linear dos vetores de B.
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Demonstragao: Ver [14], pagina 75. O

Teorema 2.5. Se B = {vq,...,v,} € uma base de um espaco vetorial V, entao qualquer

conjunto com mais de n vetores serd linearmente dependente.
Demonstracao: Ver [14], pagina 71. O

Teorema 2.6. Duas bases quaisquer de um espaco vetorial V possuem o mesmo nimero

de vetores.

Demonstracao: Sejam By = {uy,...,uy} e By = {v1,...,v,} duas bases de um espago
vetorial V. Mostraremos que m = n. De fato, como B; ¢é base de V, entao se m < n
teriamos que Bs seria L.D, o que contraria o fato de ser base, logo m < n. Por outro lado,
como B, é base de V, se n < m, entao B; seria L..D. o que nao pode ocorrer, pois By é

base de V, assim temos que n < m. Portanto, de m < n e n < m, segue que m =n. [

Definicao 2.12. Seja V um espago vetorial finito. Se V possui um base com n vetores,

entao dizemos que a dimensao de V € n, e denotamos por dimV = n.
Teorema 2.7. Se dimV = n, qualquer conjunto de vetores L.I. formard uma base de V.
Demonstragao: Ver [4], pagina 171. O

Proposicao 2.8. Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Qualquer conjunto de vetores

L.1. em V pode ser completado até formar uma base.

Demonstragao: Ver [14], pagina 74. O

2.3 Transformacoes Lineares

Estudaremos agora um tipo especial de fung¢ao, em que o dominio e o contradominio

sa0 espacos vetoriais reais.

V — W
v = T(v)

Definicao 2.13. Sejam V e W espacos vetoriais reais. Uma funcao T 'V — W €

chamada transformagao linear de V em W se para todo u,v € V e a € R tem-se
1. T(u+v) =T(u) +T(v);
2. T(au) = aT'(u).

Exemplo: A funcao T : R? — R3?; T'(x,y) = (3z,2y,x + y) é uma transformacao linear.

De fato, dados u,v € R?, temos u = (71,9;) € v = (X9, ys). Assim,
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1.
Tu+v) = T((x1,11) + (2, 92))
= T(z1+ x2,y1 + Yo)
= (3(z1 4+ 22),2(y1 + y2), (x1 + x2) + (11 + ¥2))
= (321,2y1, 21 + 1) + (322, 2y2, 22 + Y2)
= T(u)+T(v).
2.

T(ou) = T(a(z1,41))
= T(axy,oy;)
= (3(azy),2(ayr), a(x + ayy)
= o(3z1,2y1, 21+ 1)
= oT(u).

2.3.1 Propriedades

Seja T': V — W uma transformacao linear, entao valem as seguintes propriedades
1. A imagem do vetor 0 € V é o vetor 0 € W, ou seja, T'(0) = 0.
2. Para todo u,v € V

(a) T(~v) = ~T(v)

(b) T(u —v) =T (u) — T(v).

3. Para todos vy, v, ...,v, € V e ay,as,...,a, € R
T(ayv1 + aguy + -+ - ayvy,) = a1 T (v1) + axT(v2) + -+ - + a, T (vy).

Em palavras, a imagem da combinacao linear dos vetores é a combinacao linear das

imagens dos vetores. 0

2.3.2 Nicleo e Imagem de uma Transformacao Linear

Definicao 2.14. Chama-se nicleo de uma Transformacao Linear ao conjunto de todos os
vetores v € V' que sao transformados em 0 € W. Indicamos o Nicleo da transformagao

por Ker(T), logo
Ker(T) ={v e V;T(v) = 0}.
Observamos que Ker(T) # 0, pois 0 € Ker(T'), uma vez que T'(0) = 0.

Proposicao 2.9. O nicleo de uma Transformac¢ao Linear T :'V — W é um subespaco

vetorial de V.
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Demonstracao: Ver [14], pagina 170. O

Definicao 2.15. Chama-se imagem de uma transformacao linearT’ : V. — W ao conjunto
de vetoresw € W que sao imagem de pelo menos umv € V. Indicamos o conjunto imagem

por Im(T). Assim,
Im(T) ={we W;w=T(v) para algum v € V'}.

Podemos ver que Im(T) C W e Im(T) # (), pois 0 = T'(0) € Im(T). Alem disso, se
Im(T) =W, entao T ¢ sobrejetora, isto é, para todo w € W existe pelo menos um v € V

tal que T'(v) = w.

Proposicao 2.10. A imagem de uma transformacao linear T :' V — W € um subespaco
vetorial de W.

Demonstracao: Ver [14], pagina 173. O

Teorema 2.11. (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam V e W espagos vetoriais

de dimensao finita e T : V. — W uma transformacao linear. Entdo
dimV = dimKer(T) 4+ dimIm(T).

Demonstracao: Seja By = {uy, ..., uy, } uma base para Ker(T), logo dimKer(T) = m.
Como Ker(T) C V é um subespaco vetorial de V, entdo podemos completar B; até

formarmos uma base para V, digamos
By = {uy, ..., V1, ..., Uy }

Observemos que dimV = m + n, dessa forma, basta mostrar que dimIm(T) = n. Para
isso, mostremos que 1'(vy), ..., T(v,) é uma base de Im(T). Isto é,
(i) T(v1), ..., T(vy,) sao L.I

Temos que
aT(vy) + -+ a,T(v,) =0=T(a1v1 + - - + apvy) = 0= ayv; + - - - + a,v, € Ker(T).

Assim, podemos escrever a;vy + - - - + a,v, como combinacao linear dos elementos de By,

que formam uma base para Ker(T). Logo,
avy + -+ apvy, = biug + -+ by, = avy + -0+ @V, — biug — - — by, = 0.
Mas By = {u1, ..., U, V1, ..., v } € uma base para V| e com isso segue que
ag=-+=a,=by=---=b, =0.

Portanto, T'(vy), ..., T'(v,) sdo L.L
(ii) T(v1), ..., T(vy,) geram Im(T).
Seja w € Im(T'), entdo existe v € V' tal que T'(v) = w. Assim,
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v=a1u; + -+ Gl + bivy + -+ by,

Logo,
w="T)=T(a1u1 + - + Gl + b1v1 + -+ byvy) =
arT(uy) + -+ an T (Up) + 01T (v1) + - - -+ b, T (vy,).
No entanto, como uy, ..., u, € Ker(T), entdao T'(u1) = -+ = T'(up,) = 0. Assim,

w="0T(v)+ -+ 0,T(vy).

Portanto, T'(vy), ..., T(v,) geram Im(T).
Segue entao que {T'(v1), ..., T(v,)} sdo uma base de Im(T'), dai dimIm(T) =n. E

dimV =m+n = dimV = dimKer(T) + dimIm(T).
U

Corolario 2.12. Sejam V e W espacos vetoriais de diminesao finita e T :'V — W
uma transformacao linear. Se dimV = dimW entao T ¢ injetora se, e somente se, é

sobrejetora.

Demonstracao: Ver [14], pagina 179. O

2.4 Anéis e Corpos

Seja A um conjunto nao vazio em que estao definidas duas operagoes, adicao (+) e

multiplicacao (-).

2.4.1 Definicoes

Definigao 2.16. A terna (A, +,-) serd chamada anel se forem satisfeitas as condigdes a

Sequir:
1. (associatividade da adig¢ao): a+ (b+ c¢) = (a +b) + ¢, para todo a,b,c € A.

2. (ezisténcia do elemento neutro aditivo): existe 0 € A tal que 0+a = a+0 = a para
todo a € A.

3. (existéncia do elemento simétrico): para todo a € A, existe b € A tal que a +b =
b+a=0.

4. (comutatividade da adi¢io): a4+ b= b+ a, para todo a,b € A.

5. (associatividade da multiplica¢io): a-(b-c) = (a-b) - ¢, para todo a,b,c € A.
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6. (distributividade da multiplicagao em relagdo a adi¢io): a-(b+c¢) =a-b+a-c,

para todo a,b,c € A.
Observacoes:

1. Na maioria das vezes indicamos o anel (A, +,-) como apenas A, sendo que ficam

subentendidas as operacoes de adicao e multiplicacao.

2. Seexiste l € Atal quea-1=1-a = a, para todo a € A, dizemos que A é um anel

com unidade 1.
3. Sea-b="b-a, para todo a,b € A, dizemos que A é um anel comutativo.
4. O elemento simétrico é tnico.

5. Em um anel vale a lei do corte, isto é, dados z,y,z € A, sex -y =x-2 =y = 2,

para todo x # 0.

6. Para todo x € A tem-se -0 = 0.

Denotaremos por A* o conjunto A\ {0}.

Definicao 2.17. Um anel D é chamado dominio de integridade quando para todo x,y €

D*, sex-y=0, entao z =0 ouy = 0.

A definicao acima nos faz pensar que este é um resultado 6bvio, no entanto, nem

sempre ele é verdadeiro. Tomando, por exemplo, no anel das matrizes quadradas de

. 1 2 2 2
ordem 2, as matrizes A = o e B= P temos que

we(12)(22)-0)-(00)

Ou seja, tomamos dois elementos diferentes do elemento neutro das matrizes, que é a
matriz nula (O), mas que o produto entre eles resulta neste elemento. Isto é, A # O e
B # O, porém A-B = 0.

Um exemplo de dominio de integridade é o anel Z (conjunto dos nimeros inteiros),

com as operacoes de adicao e multiplicacao usuais.

Definicao 2.18. Seja K um anel comutativo com unidade. K é chamado de corpo se para
todo v € K*, existe y € K tal que x -y = 1.

Da definicao de corpo, segue que todo x € K possui um inverso multiplicativo, o qual
serd denotado por z L.

Sao exemplos de corpos os conjuntos Q (conjunto dos niimeros racionais), R (conjunto
dos ntimeros reais) e C (conjunto dos nimeros complexos), com as operacoes de adigao e

multiplicacao.
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Proposicao 2.13. O inverso multiplicativo de um elemento x # 0 em um corpo € unico.

Demonstracao: Sejam y e z ambos inversos multiplicativos de z # 0, isto é, y-z =1 ¢

x -z = 1. Devemos mostrar que y = z. De fato,

Logo y = z. U
Note que na segunda igualdade usamos o fato que 1 = x - 2z, na terceira igualdade

usamos a associatividade do produto, e na pentltima igualdade usamos que y - © = 1.

Se x € K possui inverso multiplicativo, entao dizemos que x é invertivel.

Definigao 2.19. Seja A um anel e S um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que S é

um subanel de A se valem as sequintes condicoes:

1. S € fechado para as operagoes de adicao e multiplicagao de A. Isto é, dados a,b € S
tem-se quea+be S ea-bes.

2. § € também um anel.
Podemos ver, por exemplo, que o conjunto @Q é um subanel de R.

Proposigao 2.14. Seja A um anel e S um subconjunto nao vazio de A. S serd um subanel

de A se, e somente se, para todo a,b € S valem as sequintes condicoes:
1. 0€S;
2.a—bes;
3. a-bes.

Demonstragdo: (=) Se S ¢ um subanel de A entdo as operagoes induzidas de A sdo

validas em S e assim, para todo a,b € S tem-se
a—b=a+(-b)eS e a-beSf,

eainda 0 =a+ (—a) € S.

(<) Seja S um subconjunto de A tal que para todo a,b € S, tem-se 0 € S, a—b e S e
a-b € S. Pela primeira condicao, temos que S possui elemento neutro aditivo. Dado b € S,
da segunda condicao temos —b =0 — b € 9, isto ¢, todo elemento de S possui simétrico.
Temos ainda que a +b = a — (=b) € S, ou seja, S é fechado para a operagao de adigao,
valendo as propriedades associativa e comutativa da adicao e a distributividade. De
a-b € S, segue que S é fechado para o produto, herdando assim, a propriedade associativa
da multiplicacao. Dessa forma, vemos que as seis condicoes de anel sao satisfeitas e

portanto S é um subanel de A. O
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2.4.2 O corpo [y

Vimos na se¢ao anterior alguns exemplos de corpos como os conjuntos dos nimeros
racionais (Q) e dos reais (R). Esses corpos possuem infinitos elementos, porém existem
outros que contém uma quantidade finita de elementos, chamados de corpos finitos.

Nessa secao estudaremos o corpo finito Fy = {0,1}, o qual é formado pelos possiveis
restos na divisao de um numero inteiro qualquer por 2. Este corpo, que possui apenas
dois elementos, também é chamado de conjunto binario e serd utilizado com frequéncia
nos proximos capitulos.

Por se tratar de um corpo, no conjunto Fy estao definidas duas operacoes, adicao e

multiplicagao, em que podemos ver suas tabelas a seguir:

Ao observamos a tabela da soma, é normal nos questionar: por que 1+1=07 Entao,
como foi dito anteriormente, o corpo Fy é formado pelos restos possiveis na divisao de
qualquer nimero inteiro por 2. E ao realizarmos uma operacao dentro deste conjunto, o
resultado obtido deve pertencer ao mesmo. Dessa forma, ao fazermos a operacao de soma

temos
1+1=2=214+0

ou seja, ao dividirmos 2 por 2, temos que o resto é zero (0) e portanto serd o resultado
desejado.

Observamos que as propriedades de corpo sao satisfeitas no conjunto s, isto é, valem
as propriedades comutativa da adicao e multiplicacao, associativa da adicao e multipli-
cagdo, distributiva, elementos neutros aditivo e multiplicativo(0 para adi¢do e 1 para
multiplica¢ao) e elementos simétrico e inverso.

Os elementos simétrico e inverso sao ambos iguais a 1, pois

141 =0 (elemento neutro aditivo)

1 x 1 =1 (elemento neutro multiplicativo).

Uma outra caracteristica do corpo Fy é que podemos definir espacos vetoriais da forma
F2 = {(ay, az, ..., a,); a1, az, ...,a, € Fo}, assim como fazemos em R™. Por exemplo, para

n =2 en = 3, temos, respectivamente,

]F% = {(07 O>'<Ov 1)7 (170)a (17 1>}
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F3 = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0), (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0), (1,1, 1)}.

Podemos notar que o niimero de elementos de F2 é igual a 4 = 2 e da mesma forma, o
ntimero de elementos de F3 & igual a 8 = 23. Diante disso, somos levados a pensar: seré,
que em F} o nimero de elementos é 24 = 167 E em FZ, serd 27 = 1287 A resposta para

essas perguntas é sim, e veremos que tal fato é comprovado nos capitulos subsequentes.

Observacao Existem muitos outros corpos finitos. Pode-se demonstrar que todo conjunto
da forma I, = {1,2,...,p—1}, sendo p um néimero primo, ¢ um corpo. Porém este assunto
requer um estudo mais aprofundado em Algebra Abstrata. Para o leitor que tiver interesse

no assunto, as referéncias [5], [6], [7] e [16] contém um contetido mais aprofundado.



3 CODIGOS CORRETORES DE
ERROS

A partir de agora nos debrucaremos sobre o estudos dos Codigos Corretores de Erros,
cuja teoria é uma aplicagao dos contetidos matematicos vistos no capitulo anterior. Porém,
isso nos traz algumas indagacoes como: o que é Codigo Corretor de Erros? Para que
servem?

Veremos neste capitulo o que é um Codigo Corretor de Erros e como funciona, e tam-
bém mostraremos sua importancia no mundo moderno das comunicacoes. Inicialmente

vejamos como surgiu essa teoria.

3.1 Aspectos Historicos

A Teoria dos Codigos Corretores de Erros teve inicio na década de 40, quando em 1947,
o mateméatico Richard W. Hamming, comegou seus estudos sobre c6digos no Laboratorio
Bell de Tecnologia, em Nova Jersey, EUA. Hamming tinha o Laboratoério a sua disposi¢ao
somente no fim de semana, onde usava os computadores ali disponiveis para realizar suas
pesquisas. Porém, quando as maquinas, ao executarem um programa, encontravam um
erro, a leitura do programa era interrompida impossibilitando a continuidade da pesquisa.

Ao se deparar com esses erros por dois finais de semana consecutivos, Hamming nao
conseguia dar andamento em seus estudos diante da paralisacao dos computadores ao
encontrar um erro durante a leitura do programa. A partir dessas dificuldades Hamming
desenvolveu um codigo que tinha a capacidade de detectar até dois erros e corrigir um.

Conforme sua pesquisa avancava, internamente no Laboratério Bell, Hamming publi-
cou alguns artigos sobre os codigos criados por ele. No entanto, diante desses trabalhos
Hamming estudava a possibilidade da criagao de codigos que tivessem maior eficiéncia que
o primeiro por ele desenvolvido. A resposta para essas perguntas foi dada em 1948, por
Claude E. Shannon, na publicacao do artigo intitulado “A Mathematical Theory of Com-
munication”, que inclusive contava com partes das pesquisas desenvolvidas pelo préprio
Hamming. Shannon também trabalhava no Laboratorio Bell e a partir de seu trabalho
desevolveu-se dois campos de pesquisas matematicas, os quais foram a Teoria dos Codi-

gos e a Teoria da Informagao. O trabalho de Hamming sobre cédigos, devido a alguns
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problemas de patente com o Laboratorio Bell, s6 foi publicado em 1950.

Em face do chamado (7,4)-c6digo de Hamming, descrito no trabalho de Shannon, em
1949, Marcel J. E. Golay, que trabalhava no Signal Corps Enginneering Laboratories at
Fort Monmouth, publicou no Proceedings of the I. R. E. (I.LE.E.E.), um artigo intitulado
“Notes on Digital Coding”, que apesar de ter apenas uma pagina é considerado até hoje
um dos mais importantes trabalhos da Teoria dos Codigos.

Com base neste trabalho Golay desenvolveu o que chamamos atualmente de (23,12)
e (11,6) codigos de Golay. Para se ter uma nogao da dimensao da importancia deste
trabalho, em 1979, a nave espacial Voyager conseguiu transmitir fotografias coloridas de
Jupter e Saturno, usando o chamado (21,4096)-codigo de Golay.

Podemos dizer entao que Hamming, Shannon e Golay foram os pioneiros no estudo dos

Codigos Corretores de Erros, desenvolvendo pesquisas que sao aplicadas até a atualidade.

3.2 O que é um Cobdigo Corretor de Erros?

Antes de darmos a defini¢ao formal de Codigos Corretores de Erros, vejamos onde tal
teoria se aplica e facamos um exemplo simples para entender como funciona esse processo
de correcao de erros.

No atual mundo das comunicagoes, estamos a todo momento enviando e recebendo
informacoes, seja através da internet, televisao, radio, etc. Ao enviarmos uma mensagem
no celular, por exemplo, o destinatario recebe exatamente como foi enviada. Ou quando
um programa de TV é transmitido, recebemos a imagem em nossa televisao igual a imagem
que foi produzida.

No entanto, ao recebermos uma mensagem, ou imagem, exatamente como esta foi
enviada, nao significa que a transmissao deu-se de forma perfeita, mas que se houve algum
erro durante o processo, este foi detectado e corrigido para que recebéssemos a mensagem
corretamente. Para garantir que isso aconteca é que existe a Teoria dos Codigos Corretores
de Erros.

As transmissoes de informagao sao realizadas através do que chamamos de canal, que
pode ser um cabo, radiofrequéncia, circuito integrado digital, entre outros. Durante esse
processo de envio da mensagem o canal pode sofrer interferéncias, chamados de ruidos,

causando erros que alteram o contetdo enviado. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.1 Considere, em um jogo de computador, um tabuleiro de xadrez e sobre
ele a peca denominada Torre, a qual s6 pode realizar movimentos horizontais e verticais.
Digamos que tais acoes podem ser enxergadas como direcoes, isto é, Norte, Sul, Leste e

Oeste. Vamos codificar os movimentos da Torre como elementos de Fy X Fo, ou seja,

Norte — 00 Leste — 10
Sul — 11 QOeste — 01
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As informagdes iniciais, no caso as direcoes, sao chamadas de fonte, enquanto os simbolos
(nimeros) que as representam sao chamados cddigo da fonte. Supondo que o cddigo do
canal seja o mesmo da fonte, imaginemos que ao darmos o comando 00, por um erro
no canal, a mensagem recebida seja 01, entao ao invés da Torre ir para Norte, que é a
mensagem original, ela ird4 para Leste, uma vez que nao podemos identificar que houve
erro, assim, a peca fard o movimento incorreto.

Para melhorar o codigo de canal, vamos acrescentar digitos aos codigos da fonte de

modo a triplicar os pares, isto é,

Norte — 000000
Sul — 111111
Leste — 101010
Oeste — 010101.

A esse acréscimo de informacao chamamos redunddncia. Agora suponhamos que a men-
sagem recebida tenha sido 101011. Logo observamos que ocorreu um erro, pois essa
mensagem nao corresponde a nenhuma das dire¢oes. Porém, notamos que a palavra
101010 difere da mensagem recebida apenas de um digito, enquanto as demais palavras
tem muitos digitos diferentes, dessa forma podemos detectar e corrigir o erro e assim a
Torre ir4 para a direcao correta, ou seja, Leste.

Este processo de deteccao e correcao de erros em um canal de transmissao pode ser

resumido como se segue

4“ Codificacao de Fonte |——» ‘ Codificacdo de Canal ‘

!
}
<+<—— Ruido
}
l
4— ‘ Decodificacdo da Fonte ‘4— ‘ Decodificacdo de Canal ‘

Figura 1: Sistema de Comunicacao.

Assim, o objetivo base da Teoria dos Codigos Corretores de Erros é codificar a men-
sagem inicial, para assim detectar e corrigir possiveis erros que podem ocorrer durante
a transmissao de uma mensagem, e dessa forma, o destinatério receber a informacao

conforme foi enviada originalmente.
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Para este trabalho vamos considerar apenas canais simétricos, ou seja, onde todos
os simbolos a serem transmitidos possuem a mesma probabilidade de serem recebidos
errados e além disso, se um simbolo é recebido de forma errada, a probabilidade de ele
ser qualquer um dos outros é a mesma.

Vejamos agora a definicao formal de Codigo Corretor de Erros.

3.2.1 Cédigos de Bloco

Consideremos inicialmente um conjunto finito A, o qual serd chamado alfabeto. Um
Cddigo Corretor de Erros é um subconjunto proprio de A", onde n é um nimero natural
qualquer.

Denotamos por |A| = ¢ o namero de elementos de A, e dizemos assim que A é um
codigo g-ario. As sequéncias finitas formadas pelos simbolos de A sdo chamadas de pala-
vras, enquanto n representa o comprimento do codigo, isto é, o niimero de simbolos das
palavras. No Exemplo 3.1, da peca de xadrez, tinhamos A = Fy = {0,1}, ou seja, o
alfabeto tinha apenas dois elementos. Este codigo é chamado de bindrio. Além disso, as
palavras do c6digo possuem seis digitos, portanto o comprimento do codigo é 6.

Os Codigos Corretores de Erros C' de comprimento n estdao agrupados em palavras de
igual comprimento, por isso dizemos que C' é um cddigo de bloco. Porém, todos os codigos
que estudaremos neste trabalho sao de bloco, assim omitiremos esse termo.

Um exemplo bem simples de Coédigo Corretor de Erros é um idioma. Por exemplo,
seja A um alfabeto composto pelas 26 letras do alfabeto da lingua portuguesa, o c cedilha
termos. Qualquer palavra da lingua portuguesa pode ser vista como um elemento de A%°,
onde 46 é o comprimento de sua maior palavra (consideramos aqui a palavra pneumoultra-
microscopicossilicovulcanoconiotico). Para que nao se tenham repetigoes desnecessarias,
em palavras de menor comprimento sao adicionados espacos em branco ao lado direito de
cada palavra, estes espacos sao omitidos durante a escrita.

Por ser, a lingua portuguesa, um subconjunto proprio C de A% entdo podemos
considera-lo de certa forma um codigo detector e corretor de erros. Com efeito, ao en-
viarmos a palavra caderno e por um erro de transmissao recebermos a palavra cadermo,
vemos que a palavra estd errada, pois nao é um elemento de C. Vemos assim, que houve
um erro, o qual pode ser detectado e corigido, uma vez que a palavra de C' que mais
se aproxima ¢é caderno, justamente a palavra transmitida. Porém, este c6digo nao traz
muita eficiéncia na correcao pois, se ao transmitirmos a palavra mala e, por um erro na
transmissao, recebermos a palavra fala ou maca, nao podemos detectar o erro, pois todas
essas palavras pertencem a lingua portuguesa, C. Como existem muitas palavras na lingua
portuguesa que sao parecidas, entdao este codigo nao é eficiente para detectar e corrigir

erros.
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Existem outros tipos de codigos, um dos mais utilizados no nosso cotidiano sao os que
possuem digitos de verificacao, responsaveis por detectar e corrigir eventuais erros. Vemos
a utilizagao desse tipo de codigos no CPF, em ntimeros de cartoes de créditos, codigos de
barras, ISBN (International Standard Book Number), que é o ntimero de "identidade" de

um livro, entre outros. Veremos alguns exemplos desses codigos no ultimo capitulo.

3.3 Métrica de Hamming

Para indicar a proximidade entre palavras de um coédigo, usamos uma fungao chamada
distincia, a qual possui algumas caracteristicas proprias.
Uma funcao d : A" x A" é dita uma funcao distancia se, e somente se, satisfaz as

propriedades a seguir:

i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v;
ii) Simetria: d(u,v) = d(v,u);
iii) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,Vv),

sendo u, v e w elementos de A™.
A funcao distancia caracteriza o que chamamos, em matematica, de métrica. Veremos

a seguir uma funcao distancia muito importante na Teoria dos Codigos.

Definigcao 3.20. Dados dois elementos u= (uy,us,...,u,), v= (v1,v9,...,0,) € A", a

distancia de Hamming entre u e v é definida como
d(u,v) = |{i;u; # v, 1 <1< n}.

Relembrando que |A| é a quantidade de elementos do conjunto.

Por exemplo, em F3, temos

d(0011,1111) = 2
d(1001,1101) = 1
d(1110,0001) = 4.

A distancia de Hamming entre elementos de A™ satisfaz as trés propriedades de dis-
tancia e por isso também é chamada de métrica de Hamming.

A distancia de Hamming pode ser interpretada geometricamente. Sendo A = Ty,
temos que [ representa os vértices de um hipercubo em R", onde os c6digos binérios
sao considerados subconjuntos desse conjunto de vértices. A distancia de Hamming entre
dois elementos de F7, serd o nimero de arestas que interligam esses vértices. Na Figura
2 temos a representagao geométrica do caso F3.

Sendo C' = {110,001,111} C F3, podemos determinar a distancia de Hamming entre
as palavras de C' contando a quantidade minima de arestas necessarias para ir de um

vértice a outro. Assim
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101

100

Figura 2: Distancia de Hamming em F3.

001

111

000

~L =

110

d(110,001) =
d(110,111)
d(001,111) =

3
1.
2

Dados um elemento a € A" e um ntmero real t > 0, definimos o disco e a esfera de

centro em a e raio t como sendo, respectivamente, os conjuntos

Esses conjuntos sao finitos e o proximo lema nos forneceré as suas cardinalidades.

Lema 3.15. Para todo a € A™ e todo nimero natural r > 0 temos

[D(a.n)] =)

{

D(a,t) ={u € A" d(u,a) <t}
S(a,t) ={uc A" d(u,a) =t}

f (?)(Q—D?

Demonstracao: Ver [15], pagina 5.

Definicao 3.21. Seja C' um codigo. A distincia minima de C' é o numero

= min{d(u, v); u,v € C e u # v}.

Seja C' um codigo com distancia minima d, definimos

onde |t| representa a parte inteira de um numero real ¢. Por exemplo, |5,7]

V) =2

|5

5 e

Lema 3.16. Seja C' um cdodigo com distancia minima d. Se x e y sao palavras distintas

de C, entao

D(z, k) N D(y, k) = 0.
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Demonstracao: Ver [15], pagina 6.

Teorema 3.17. Seja C' um cédigo com distdncia minima d. Entdao C pode corrigir até
K = {%J erros e detectar até d — 1 erros.
Demonstracao Se na transmissao de uma palavra x do cédigo ocorrerem ¢ erros com
t < K, receberemos uma palavra r, entao d(r,x) = t < k, assim temos r € D(x, k) e ainda
pelo Lema r ¢ D(y,k), com x # y. Dai podemos concluir que d(r,x) é menor que
a distancia de r a qualquer outra palavra do codigo. Isso determina x univocamente a
partir de r.

Por outro lado, sendo a distancia minima do codigo igual a d, podemos introduzir até
d — 1 erros sem encontrar outra palavra do codigo, pois assim, d(r,x) < d— 1 e, portanto,

r nao ird pertencer ao cédigo. 0

O Teorema, nos propoe que quanto maior for a distancia minima de um cédigo C,
maior seré sua capacidade de correcao. Assim, é imprescindivel para a Teoria dos Codigos

determinar o valor de d ou ao menos um valor minimo para ele.

~ . . . 4 4 , d—1
Definicao 3.22. Seja C' C A™ um codigo com distdncia minima d e seja k = {TJ

O codigo C' serd dito perfeito se

| D(e,w) = A,

Note também que o Teorema nos apresenta um método para deteccao e correcao

2
quando enviamos uma mensagem, se o destinatario recebe uma palavra r, pode ocorrer

. . . . . . . d—1
de erros. Seja C' um codigo com distancia minima d e capacidade de corre¢ao kK = | —— |,

uma das seguintes situacoes:

(i) A palavra recebidar estd em um disco de raio x em torno da palavra x do codigo.

Assim, substituimos r por x.

(ii) A palavra r pode ndo estar em nenhum disco de raio x em volta de uma palavra x

do codigo, dessa forma, nao podemos decodificar r com boa margem de seguranga.

Veja que o item (i) ndo garante que a palavra x tenha sido a mesma que foi transmitida,
uma, vez que poderiam ter ocorrido mais que k erros e assim a palavra recebida se afastaria
da palavra enviada. Temos ainda que se o codigo for perfeito, entdo o item (ii) ndo pode

ocorrer.
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3.4 Equivaléncia de Coédigos

Ao determinarmos uma classe de elementos mateméticos é sempre conveniente associ-
armos tais classes através do que chamamos de equivaléncia. Veremos a seguir uma no¢ao

de equivaléncia entre codigos, a qual se faz por meio de isometrias.

Definigcao 3.23. Sejam A um alfabeto e n um nimero natural. Diremos que uma fung¢ao
F . A" — A" € uma isometria de A" se ela preserva distincias de Hamming. FEm

simbolos,
d(F(z), F(y)) = d(z,y); Ve, ye A"
Proposicao 3.18. Toda isometria de A™ € uma bijecao de A™.

Demonstracao: Ver [15], pagina 9. O

Proposicao 3.19. i) A funcao identidade de A™ é uma isometria.
i) Se ' é uma isometria de A", entio F~' é uma isometria de A™.

i) Se F' e G sao isometrias de A", entdo F o G € uma isometria de A".

Demonstracao: Ver [15], pagina 9. O

Definicao 3.24. Dados dois codigos C e C' em A™, diremos que C' é equivalente a C se
existir uma isometria F' de A™ tal que F(C) = C".

Da Proposicao[3.19, segue que a equivaléncia de co6digos é uma relagao de equivaléncia,
isto é, possui as seguintes propriedades:
i) E reflexiva: todo codigo é equivalente a si proprio.
Pelo item (i) da Proposicao todo codigo C' é equivalente a si mesmo, pois
I(C) = C, onde I é a funcao identidade.

ii) E simétrica: se C’ é equivalente a C, entao C' é equivalente a C’.

Pela Proposicao m (i), temos que se F' é uma isometria, entao F~! ¢ uma isome-
tria. Dessa forma, sejam C e C’ codigos de A™ tais que C' é equivalente a C’. Assim,
existe uma isometria F tal que F(C) = C’, de modo que F~1(C") = F~Y(F(C)) = C,

isto é, C" é equivalente a C.

iii) E transitiva: se C' é equivalente a C’ e C’ é equivalente a C”, entdo C é equivalente
c”.
Utilizando o item (iii) da Proposigao temos que dados C, C' e C” codigos de
A™ tais que C ¢é equivalente a C’ e C” é equivalente a C”, entao existem isometrias
F e G, tais que F(C) =C"e G(C') = C", onde G(F(C)) = G(C") =", isto &, C

é equivalente a C”.
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Pela definicao, temos que se dois codigos sao equivalentes, entao terao os mesmos
parametros.
Vejamos a seguir algumas isometrias de suma importancia.

Exemplo 3.2 Se f: A — A é uma bijecao, e ¢ € um nimero inteiro tal que 1 <7 <mn, a

funcao
T} : A" — A™
(al,...,an) — (al,...,f(ai),...,an)
é uma isometria. De fato, sejam x, y € A" tais que x = (z1,...,2,) ey = (Y1, -, Yn)-
Entao,

d(T}(X)’T}(Y)) = d((l’l, cee 7f(xi)7 cee 7$n); (yl, cee 7f(yi)7 cee 7yn))

Como f é uma bijecao, se f(x;) = f(y;) entao x; = y;. E como f é uma fungao, se
f(x:) # f(ys) entdo x; # y;. Assim a contribuigao de f(z;) e f(y;) para d(T7(z), Tj(y)) é
a mesma obtida se substituirmos f(x;) por z; e f(y;) por y;. Logo,

d(T}(X)vT}(Y)) = d((xla .. ‘af(xi)’ s 7x7l)7 (yh cee 7f(yi>7 ce 7yn)) =
d((z1, iy oo @)y Y1y e oy Uiy oo o5 Un)) = d(X,Y).

Portanto, T} é uma isometria. O
Exemplo 3.3 Se 7 é uma bije¢do do conjunto {1,...,n} nele proprio, também chamada
de permutagao de {1,...,n}, a aplicacao permutacao de coordenadas

T, : A" — A"
(ar,...,a,) = (Gr@1);---,0n(n))
é uma isometria. Com efeito, sejam x, y € A" taisque x = (1, ..., 2,) ey = (Y1, -, Yn)-
Entao,

A(Tr(2), T (y)) = d((Zr(1), - - -, Tr(n))s Yn()s - - Yn(n))) = {7(0); Trs) 7 Uiy, 1 < 0 <}

Note que 7 é uma permutacao dos elementos de n. Assim,

d((xﬂ'(l)7 s 7:137r(n))> (%(1)7 < 7y7r(n))) = d(X7 Y)a

pois nas coordenadas de x e y atua a mesma permutacao, e dessa forma a contribuicao

de x e y para d(x,y) é a mesma que d((Zx(1); - - - Tr(n))s (Yn(1)s - - - » Yn(n)))- 12080,
d(Tr(z), Tr(y)) = d(x,y).
Portanto, T} é uma isometria. U

Teorema 3.20. Seja F : A" — A" uma isometria, entao existem uma permutacao 7 de

{1,...,n} e bijegoes f; de A, i =1,... ,n, tais que
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F:TWOT}IO---OT}“;.

Demonstracao: Ver [15], pagina 209. O

Corolario 3.21. Sejam C e C' dois cddigos em A™. Temos que C' e C' sao equivalentes
se, e somente se, existem uma permutacao ™ de {1,... ,n} e bije¢oes f1,..., f, de A tais

que

C" ={(fr)(@z), - - fam)(@rm)); (21, 20) € Ch

Demonstragao: Ver [15], pagina 10. O

Em alguns textos sobre codigos, a definicdo de codigos equivalentes pode ser vista
como a seguir.

Dois cédigos de comprimento n, sobre um alfabeto A onde os elementos sdo chama-
dos de letras, sao equivalentes se, e somente se, um pode ser obtido do outro mediante

operacoes tais como:

1. Através de uma bijecao sobre A, substitui-se as letras numa posicao fixa em todas

as palavras do codigo.

2. Por meio de uma permutacdo fixa de {1,2,...,n}, faz-se uma permuta¢io nas po-

sicoes das letras de todas as palavras de C.

3.5 Distancia de Lee

Como foi dito na se¢ao 2.5, além do corpo Fy, existem outros corpos finitos F, =

{0,1,2,...,p — 1}, com p um nimero primo. S&o exemplos de corpos finitos
Fs = {0,1,2,3,4} e Fy3 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12}.

Observamos ainda que os elementos de [, sao formados pelos possiveis restos na divisao
de qualquer niimero inteiro n por p.
Da mesma forma como definimos as operacoes de adicao e multiplicacao em [Fy, as

definimos em [F,,. Por exemplo, tomando os elementos 2 e 4 em F5, temos

24+44=6=51+1=2+4=1,
24=8=51+3=24=3.

Para conjuntos da forma IF, podemos definir uma funcao distancia diferente da métrica
de Hamming, é a chamada distdncia (ou métrica) de Lee, a qual veremos a seguir. Sejam

a,b € IF,, entao
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dree(a,b) = min{|a — bl,p — |a — b|}.
Por exemplo, seja F; = {0,1,2,3,4,5,6}, entao

dree(5,2) = min{|5 —2[,7— |5 = 2|} = min{3,7 — 3} = min{3,4} =3
dree(1,6) = min{|1 — 6,7 — |1 — 6]} = min{5,7 — 5} = min{5,2} = 2.

A distancia de Lee pode ser interpretada geometricamente, onde podemos distribuir,
ordenadamente, os elementos de F, sobres os vértices de um poligono de p lados. A
distancia de Lee entre dois elementos serd o menor nimero de arestas necessarias para
interligar os vértices em que estao inseridos. Dado o conjunto [F; visto anteriormente, na
Figura 3, podemos observar que o menor nimero de arestas que interligam os elementos

2 e 5 é exatamente igual a 3. Enquanto, para 1 e 6, o menor o nimero de arestas é 2.

Figura 3: Distancia de Lee em [F.

Em F}, definimos a distancia de Lee como sendo a soma das distancia entre as coor-

denadas, isto é,
dree = ((Ch, az, "'7an)a (bl, by, '~-7bn)) = ZdLee(aiybi)
i=1

Por exemplo, em F2, dados z = (1,0,2) e y = (2,2, 3), temos

dree(7,y) = dree((1,0,2),(2,2,3)) =
3
Z dLee(aia bz) = dLee(L 2) + dLee<Oa 2) + dLee(27 3) =

i=1
min{|1 —2|,5 — |1 —=2[} +min{|0 — 2,5 — [0 = 2|} + min{|2 - 3|,5 — |2 - 3|} =
min{l,4} + min{2,3} + min{l,4} =1+2+1=4.

Definigao 3.25. Dado um cddigo linear C' C Ky, definimos a distdncia de Lee minima
de C' por

dree(C) = min{dpee(a,b);a,b € C a # b}.
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Uma observacao acerca da distancia de Lee, em comparacao com a distancia de Ham-
ming, ¢ que dado C' € ), para p = 2 e p = 3, essas distancias sao iguais. De fato, sejam

a,b € Fy, temos que a = (ay, ay, ..., an) € b= (b1, by, ..., b,). Assim,

dree(a,b) =Y dpec(ai,bi) =Y _min{la—b|,p—|a —b]}.
=1 i=1

Para p = 2, temos

0, sea; ="

min{la —bl,2 — la — b|} = .
{lo—8l.2~Ja - bl} {17 B

E, parap =3
0 i =bi
min{la —b,3—la—b} =4 .
1, sea; #b
Dessa forma
> min{la —bl,p—la— b} = [{i,a; # b, 1 <i<n}|=d(a,b).
i=1
Portanto,

dree(a,b) = d(a,b)

isto €, as distancias de Lee e Hamming sao equivalentes.

Para p > 3, a distancia de Lee é superior a de Hamming.

3.6 Caracteristicas Fundamentais de um Coédigo

3.6.1 Parametros

Seja A um alfabeto e C' um co6digo corretor de erros sobre A. Dizemos que o codigo C
possui trés parametros principais, a saber [n, M, d], onde n é o comprimentos do c¢odigo,
isto é, o comprimento de cada palavra de C, M é o ntmero de elementos do c6digo,
denotamos por M = |C| e d é a distancia de Hamming minima do codigo C.

Pode ocorrer de nao existir um c6digo com parametros [n, M, d|, uma vez que ha
uma relacao de interdependéncia entre esses nimeros. Um dos principais objetivos da
Teoria dos Codigos é estudar essa interdependéncia entre n, M e d. Veremos a seguir dois

resultados essenciais para os parametros de um codigo.

Teorema 3.22. (Limitante de Hamming) Seja C wm cddigo com parémetros [n, M,d],

entao
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Valendo a igualdade se, e somente se, C' € um codigo perfeito.

Demonstracao: Ver [15], pagina 189. O

Limitante de Singleton. Seja C um coédigo com parametros [n, k,d], sendo k a

dimensao de C'. Entao vale a seguinte desigualdade:
d<n-—k+1.

Quando a igualdade ocorre, dizemos que C' é um codigo MDS (Mazimum Distance Sepa-
rable), isto é, codigo de méxima distancia separavel.

Veremos uma demonstragao do Limitante de Singleton na se¢ao 4.3.

3.6.2 Taxa de Informacao

Considerando o alfabeto A como um conjunto finito com ¢ elementos, definimos a

taxa de informacgao de um codigo C' por

=

log
R(C) = ; .

No Exemplo 3.1, temos que o cédigo do canal é
C' = {000000,101010,010101, 111111}.

Assim, temos que o comprimento de cada palavra é n = 6, o nimero de elementos do
codigo € M = 4, o nimero de elementos de Fs, alfabeto sobre o qual esta C, é ¢ = 2.

Dessa forma, a taxa de informagcao de C' é

log;M  loged  loge22 2 1
R(C) =~ — = = -~ =,
() n 6 6 6 3

Quanto mais a taxa de informacao de um codigo se aproxima de 1, melhor sua eficiéncia

na deteccao e correcao de erros.



4 CODIGOS LINEARES

O contetudo desenvolvido neste capitulo tem por base as referéncias [12], de propria

autoria, e [15].

4.1 O que é um Codigo Linear?

Na Teoria dos Codigos, a classe de codigos mais utilizada é a dos Codigos Lineares “pois
apresentam uma estrutura de Espaco Vetorial, a qual traz propriedades que facilitam as
operacgoes a serem realizadas..

Seja K um corpo finito com ¢ elementos considerado como alfabeto. Assim, para cada

natural n, temos um espaco vetorial K", sobre K, cuja dimensao é n.

Definicao 4.26. Um codigo C' C K" serd chamado Cddigo Linear se for um subespaco

vetorial de K.

Por definicao, segue que um Codigo Linear qualquer ¢ um espaco vetorial de dimensao
finita. Consideremos o codigo C, de dimensao k e seja vy, vs,...,v; uma de suas bases,
assim, qualquer elemento v € C' pode ser escrito de maneira tinica como combinacao linear

dos elementos de sua base, isto é,
U = (V1 + QU2 + -+ + + Vg,
onde 0s aq, as, ..., o, € K. Dessa forma, o niimero de elementos de C é
M = |C| = ¢".
Definicao 4.27. Seja x € K". Definimos o peso de x como sendo o numero inteiro
w(z) = [{i;2; # 0}].
Em outros termos, o peso é o nimero de coordenadas nao nulas de x. E ainda
w(x) = d(x,0),

onde d é a métrica de Hamming. Isto é, o peso de um elemento ¢é igual a sua distancia

até o vetor nulo
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Definicao 4.28. O peso de um Cddigo Linear C' é o inteiro
w(C) = min{w(z);z € C\ {0}}.
Proposicao 4.23. Seja C' C K™ um Cddigo Linear com distdncia minima d. Temos que
i) Ve,ye K", d(z,y) =w(x—y).
i) d=w(C).
Demonstragao: i) Dados x, y € K™, temos que
d(x,y) = {i; i Zy, 1 <i<n}[ = [{i; i —y: 70,1 < i <nj| = w(x —y).

ii) Dados x, y € C, tal que x # y, temos que z = x —y € C\ {0}, de modo que
dx,y) =w(x —y) =w(z). Assim,

d=min{d(x,y); x,y € C ex #y} =min{w(z); z € C\ {0}} = w(C).
U

Diante do item (ii) da Proposicao vemos que a distancia minima de um Codigo
Linear C' também pode ser considerada como peso do codigo C. Assim, ao calcularmos a
distancia minima de um codigo C, ao invés de compararmos os vetores dois a dois, basta
verificar qual dos vetores de C possui menor peso e este valor serd a distancia minima

deste codigo.

No estudo da Algebra Linear podemos descrever um subespago vetorial C' de um espago
vetorial K™, como imagem ou como niicleo de Transformacoes Lineares.
Vejamos como representar C' através da imagem. Seja vy, Vo, ..., V; uma base de C'

e tomemos a transformacao linear
T: K* — K"
X:(xl,...,l’k) = T1V1+ ToVeg + -+ XV

Note que 7' é uma transformacdo linear injetora, pois o tinico vetor z € K* tal que

T(x) =0, & o vetor nulo. Além disso, a imagem de T é C, isto é,
Im(T)=C.

Assim, um codigo C' C K™ de dimensao k ¢é equivalente a uma transformacao linear

injetora
T:KF — K™
tal que C' = Im(T).

Agora veremos como descrever um co6digo C' como niicleo de uma transformacao linear.

Assim, seja C’ um subespaco de K™, complementar de C, ou seja,
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CalC =K,
e considere a transformacao linear

H: CaC' — Knk
udPv — v

em que o nicleo é exatamente C'.
Para verificar se um elemento v € K™ pertence ou nao a C, basta observar se H(v) ¢é

o vetor nulo de K™%,

Exemplo 4.1: Consideremos o corpo finito Fo = {0, 1}, o qual possui dois elementos e
seja C' C T3 o codigo gerado pelos vetores v = 1011 e vy = 1100. Esse codigo possui
4(g* = 2?) elementos, pois tem dimensdo 2 sobre um corpo de 2 elementos. Assim, C

pode ser representado por
T1Vy + T2Va

onde z1, x5 € Fy. O codigo C pode ser visto como niicleo da transformacao linear

H : IF3 — IF2
H

(21,...,24) (21 + 22 + 23,21 + T2 + 24)

De fato, dados v; = (1,0,1,1) e v, = (1,1,0,0), temos

Hv)=01+0+1,14+0+1)=(2,2) =(0,0),

logo, v; € KerH, e

H(vy) = (1+1+40,1+1+0)=(2,2) = (0,0),

ou seja, vy € KerH.
Assim, C' C KerH.

Temos ainda

(x1 + 29 + @3, 21 + T2 + 24) = (21, 21) + (22, 22) + (23,0) + (0, 24) =
x1(17 1) + 1'2(1, 1) + 1'3(1,0) + 1'4(0, 1)

Mas, (1,1) pode ser escrito como combinagao linear de (1,0) e (0,1). Logo,
ImH = {(1,0),(0,1)}

isto é, dimImH = 2.
Dessa forma, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, Teorema pagina temos
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dim H = dim KerH 4+ dimImH = 4 = dimKerH + 2 = dim KerH = 2.

Portanto, C' = KerH. 0

Definigao 4.29. Seja K um corpo finito. Dois Cddigos Lineares C' e C' sdo linearmente

equivalentes se existir uma isometria linear T : K™ — K™ tal que T(C) = C".

Em alguns textos sobre Teoria dos Codigos a definicao de codigos linearmente equiva-
lentes é usualmente vista, como a seguir: dois codigos lineares sao linearmente equivalentes

se, e somente se, um pode ser obtido do outro atrés de operacoes como

(1) Multiplicagao, em todas as palavras, dos elementos numa posigao fixa dada por um

escalar diferente de zero;

(2) Permutacao das posigoes de todas as palavras do codigo, através de uma permutagao
fixa de {1,2,...,n}.

4.2 Matrizes Geradoras e Teste de Paridade

Consideremos o corpo finito K com ¢ elementos e um cédigo linear C' C K". Os
parametros do cddigo C sao a terna de inteiros (n,k,d), onde n é o comprimento do
codigo, k£ ¢ a dimensao de C sobre K e d a distancia minima de C, que por sua vez
também é igual ao peso do codigo, w(C). Note que o nimero de elementos de C' é
M = ¢*.

Sejam B = {vy,..., v} uma base de C' e G a matriz

Vi V11 V12 *++ Uin
G pr— E pr—
Vi V1 Vk2 - VUkn

Veja que as linhas de G sdo os vetores v; = (i1, ..., Vin), ¢ = 1,...; k. Chamamos a matriz
G de matriz geradora de C' associada a base B.

Seja T a transformacao linear dada por

T: K¢ — K»
x = xG

Dado x = (z1, ..., %), temos
T(x) =xG =z1vy + -+ + T Vg,

assim, T'(K*) = C. Dessa forma, podemos admitir K* como sendo o cédigo da fonte, C,

o codigo de canal e a transformacao T, uma codificacao.
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Observe que a matriz G é determinada a partir de uma base de C', portanto essa
matriz nao é inica, uma vez que ao mudar a base, teremos uma outra matriz geradora.
Além disso, dada uma matriz geradora G' de um cédigo C, podemos encontrar uma

outra matriz geradora de C' através de operacgoes como:
(I1) permutagao de duas linhas;
(I3) multiplicagao de uma linha por um escalar nao nulo;
(I3) adi¢do de um multiplo escalar de uma linha a outra.

Também ¢é possivel construir um codigo C' a partir de uma matriz geradora. Para isso,
tomamos uma matriz G tal que suas linhas sejam linearmente independentes e adotamos

C de modo que seja a imagem da seguinte transformacao linear

T: K¢ — K

x = xG
1 011

Exemplo 4.2: Seja K =F,etome G=| 0 1 1 0 |. Dada a transformagao linear
1100

T: F} — T}
x = xG’

encontramos em F3 um codigo C, imagem da transformacao T

Tomando a palavra x = 111 € F3, temos que

Logo, a palavra 111 do c6digo da fonte é codificada como 0001.
Para decodificar a palavra 0110 do c6digo, devemos encontrar a palavra x = (z1 x5 x3)

de F3 que se origina a partir de T. Assim, temos

(20 2 = )G=(0110)
(21 2 ) (01 10)

(.Z'l—l-l'g To + T3 T+ X9 $1>:(0 11 0>

=
_ = O
[ R
o o

isto &,
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T+ X3 0
To+x3 = 1
1+ = 1

Ty = 0

cuja solucao é xr1 =0, x9 = 1 e x3 = 0. Dessa forma, a palavra 0110 é decodificada como
010. 0

Definicao 4.30. Uma matriz geradora G de um codigo C' estd na forma padrao se
G = (Id | A),
onde Idy € a matriz identidade k x k e A, uma matriz k x (n — k).

Observemos que dado um coédigo C', nem sempre é possivel encontrar uma matriz

geradora de C na forma padrao. Por exemplo, dado um codigo C' em F$ cuja matriz

001010
000O0T11])

Temos que essa matriz nao podera ser colocada na forma padrao através de operagoes

geradora é

sobre suas linhas. Porém, ao realizar permutacoes das colunas de GG, obtemos a matriz

100001
01000 1)
que é uma matriz geradora na forma padrao de um codigo C’ equivalente a C.

De maneira geral, também podemos efetuar operacoes sobre as colunas de uma matriz

geradora G de um codigo linear C, tais como:
(c1) permutacao de duas colunas;
(c2) multiplicacao de uma coluna por um escalar diferente de zero,

e obter, assim, uma matriz G’ de um codigo C’ equivalente a C.

Ao utilizar-se de operagoes do tipo (cl), temos o resultado a seguir:

Teorema 4.24. Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C' com matriz geradora

na forma padrao.

Demonstragao: Ver [15], pagina 92. O
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4.3 Codigos Duais

Sejam u = (uq, ..., u,) e v= (v1,...,v,) elementos de K". Definimos o produto interno

de u por v como
(W, v) = ugvy + -+ + up v,
Dado C' C K™ um co6digo linear, definimos
Ct={veK" (v,u)=0, Vue C}.
Lema 4.25. Se C C K™ ¢ um Cddigo Linear, com matriz geradora G, entdo
i) C* é um subespago vetorial de K™;
W) zeCt & G =0.

Demonstragao: i) Sejam u,v € C*+ e a € K. Devemos mostrar que u+v € C* e
au € C*. De fato, como u,v € C*, para todo x € C, temos (u,x) = 0 e (v,x) = 0,

assim

(u+v,x)=(u,x)+ (v,x) =0+ 0 =0,

{ou,x) = a{u,x) = .0 = 0.

portanto C* & um subespaco vetorial de K.
ii) Temos x € C* & (x,v) =0, Vv € C. Temos ainda que as linhas de G sdo uma base
para o codigo C, e tomando vy, v, ..., v uma base de C' podemos construir G' da seguinte

maneira

V2

Vg

Dessa forma, tomando x = (1, 7, ..., z,) € C* temos que

Uy T vry + 0+ v, (v1, %)
. Vg Ta Vo1 + - -+ + Voy (vg, %)
Uk T, VL1 + o+ Uy, (g, X) 0
Logo Gx!' = 0.

Por outro lado, se Gx' = 0, onde x € K™, entao
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(v1, %) 0
(v9,X) _ 0
(Ug, X) 0

Seja v um elemento qualquer de C', logo v = ayv; + - - - + agv. Tomando o produto

vetorial (v,x), temos
(v,x) = (a1v1 + - - + gV, X) = a1 (v1,X) + - -+ + (v, x) = 0.

Portanto, x € C*. O

O subespaco vetorial C*+ C K™ ¢ também um Coédigo Linear, chamado Cdédigo Dual.

Proposicao 4.26. Se C C K™ um cddigo de dimensao k com matriz geradora G = (Idy, |

A), na forma padrdo, entao
i) dimCt =n—k;
i) H=(—A"|Id, ) é uma matriz geradora de C*.

Demonstracgao:
i) Sabemos que x = (11, ...,z,) € C+ & Gx' =0. Assim

Gx'=(Idy | A)x' =0 =

0 Ak+1)1 Ak+2)1 - (nl I 0

0 1 -+ 0 agsn2 a2 - An2 T 0
. - = :

00 -~ 1 agyir Ay " Gk Tn 0

T+ Ak41)1Tk41 T+ An1 Ty

T2 + Qk+1)2Tk+1 T+ A2y

= =
Tk + Qe D)k Tha1 + 0+ Uiy 0
o “OA(k4+1)1Tk4+1 — 0 T An1Tp
T2 —O(k4+1)2Lk+1 — 0 T Gpadp
T O+ 1)kLEk+1 — 1 T Apgdnp
1 (k1)1 T+ Apl Th+1
T Ak+1)2 T+ + Gn2 Th+2

Tk Ak+1)k + o+ Qng T
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Assim, os n — k elementos xg1, ..., x, podem ser escolhidos aleatoriamente. Portanto,

temos que dim C*+ =n — k.
ii) Observe que X; = —Q(k4+1)iTk41 — =+ — AniTn, @ = 1,..., k. Logo, dado x € C+, temos
X= (—a(k+1)1$k+1 — T plTny ey T A(R+10)ETk+1 T 00 T nTn,y Th41, -eey xn)

Dai, uma base para C* sera

{(—a(k+1)1, ceny —a(k+1)k, 1, 0, ceey 0), (_a/(kJrQ)l’ ceey —a(k+2)k, O, 1, ceny O), ceey (—anl, cery — A, 0, O,

Com isso, temos que

—Qs1)1 —Oky2 0 —GGkee 10 0
o | e e S O 0
—ay, —lyy =y, 00 e 1
¢ uma matriz geradora de C*. U

Recordando as isometrias lineares basicas de K™ definidas na Secao 3.4, pagina |45
temos:
T, : K" — K"
(@1, ) = (Ta(1)s oo Tr(n))

onde 7 é uma permutacao de {1,...,n}, e

)

Tk’;: K™ — K"
H

(1, .oy KXy oy )

comke K*et=1,...,n.

O Lema a seguir relaciona Codigos Lineares equivalentes e Codigos Duais.

Lema 4.27. Seja C um Cddigo Linear em K™. Para toda permutac¢io m de {1,...,n},
para todo k € K* e para todo i = 1,...,n temos

i) (Tr(C))*+ = Tx(CH)

i) (Ti(C))* = Tj-.(CH).

Demonstracao: Ver [15], pagina 95. O

Proposicao 4.28. Sejam C e D dois Cddigos Lineares em K™. Se C' e D sao linearmente

equivalentes, entdo C*+ e D+ também sdo linearmente equivalentes.

Demonstracao: Se C' e D sao linearmente equivalentes, pela definicao de codigos linear-
mente equivalentes, considere que existem uma permutacao 7 de {1,...,n} e ky, ..., k, € K*

de modo que
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D=T,0T} o---oT} (C).
E, pelo Lema [4.27] segue o resultado, pois

Dt = (T 0T} oo T (C)F =T, oTk}l_l oo T, (CF).

U

Corolario 4.29. Se D é um Cédigo Linear em K™ de dimensdo k, entdo D+ € um cddigo

de dimensao n — k.

Demonstracao: Pelo Teorema [4.24] o codigo D é equivalente a um codigo C, cuja
dimensao é k, e possui matriz geradora na forma padrao. Dessa forma, pela Proposicao
4.26| (ii), temos que dimCt = n — k. Porém, da Proposi¢do anterior, segue que D+ ¢é

equivalente a C e, consequentemente, tem também dimensdo n — k. 0

Lema 4.30. Suponha que C' seja um codigo de dimensao k em K™ com matriz geradora
G. Uma matriz H de ordem (n—k) X n, com coeficientes em K e com linhas linearmente

independentes, é uma maltriz geradora de C+ se, e somente, se,

G- -H'=0.
Demonstracao: Ver [15], pagina 96. O
Corolario 4.31. (C+)* =C.

Demonstracao: Sejam G e H, matrizes geradoras de C' e C*, respectivamente. Entao,

G - H' = 0. Usando a transposi¢ao nessa ultima igualdade, temos
G-H=0= (G-H)"=0 = (H)Y-G'=0 = H-G'=0,
assim, G é matriz geradora de (C*)*, e portanto (C*+)+ = C. O
Proposicao 4.32. Se C é um Cddigo Linear e H uma matriz geradora de C+,entdo
veC & Hv =0.

Demonstragao: Pelo Corolario anterior, temos que v € C < v € (C*)t. Mas, pelo
Lema [£.25] (ii), v € (CY)* & Hv!'=0. Portanto, ve C & Hv' =0. O

A matriz geradora H de C* é chamada matriz teste de paridade de C.

Em resumo, seja C' um codigo linear com matriz geradora G = (Idy|A) na forma pa-
drao, onde A é uma matriz k X (n — k), sua matriz teste de paridade é H = (—A*|Id,,_;).
Para verificar se um vetor v € C, basta verificar se a equacao Hv! = 0 é satisfeita. O

vetor Hv! ¢ chamado sindrome de v.

Exemplo 4.3 Seja C' um codigo sobre Fy com matriz geradora
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G:

o O =
S = O
_ o O
_ O
_ = O

Determinaremos, o comprimento, a dimensao, o nimero de elementos e a matriz teste
de paridade de C. Inicialmente, verifiquemos se os vetores v; = 11101 e v, = 11011
pertencem a C. Observemos que G estd na forma padrao, onde notamos que k = 3, pois
temos a matriz identidade 3 x 3, e também a matriz A é3 x 2, istoé,n—k =2 = n =>5.
Logo, o comprimento do cédigo C' é n = 5 e sua dimensao é k = 3. Além disso, como
q = 2, pois C esté sobre Fy, segue que o ntimero de elementos de C' é |C] = ¢* = 23 = 8.

Para determinar a matriz teste de paridade, basta verificarmos que H é formada pela

1o
011

e a matriz identidade 2 x 2. Logo,

1 11
H = 0 0.
01 101

Para saber se um vetor v pertence a C, basta verificar a igualdade Hv' = 0. Assim

matriz —A?, 2 x 3, dada por

1
1
(10110 140+1+0+0 2 0
HV1: 1 = = = .
01101 0 0+1+1+0+1 3 1
1
e
1
1
(10110 140404140 2 0
HV2: O = = = .
01101 ) O+14+0+0+1 2 0
1

portanto, vi & C' e vy € C. O
A matriz teste de paridade de um codigo contém informacoes sobre o valor do peso d

do codigo.

Proposicao 4.33. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso
de C' € maior do que ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao

linearmente independentes.

Demonstracao: Ver [15], pagina 98. O
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Teorema 4.34. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso de
C € igual a s se, e somente se, quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente independentes

e existem s colunas de H linearmente dependentes.
Demonstracao: Ver [15], pagina 98. O

Corolario 4.35. (Limitante de Singleton) Os pardmetros (n,k,d) de um codigo linear

satisfazem a desigualdade
d<n-—k+1.

Demonstracao: Se H é uma matriz teste de paridade, entao serd matriz geradora de um
codigo dual com dimensao n — k. Com isso, H terd no maximo n — k colunas linearmente
independentes e pelo teorema anterior isso significa que w(C') < n—k+1. Mas w(C) = d,
logod <n—k+1.

4.4 Decodificacao

Chamamos de decodificacao o processo de deteccao e corregao de erros em um determi-
nado codigo. O método geral para decodificar codigos lineares que veremos a seguir é um
aperfeicoamento de um método criado, na década de 60, por D. Slepian do Laboratorio
Bell de Tecnologia. O método original de Slepian tinha um custo computacional muito
elevado e os aperfeicoamentos serviram para reduzir esse custo computacional.

Definimos, inicialmente o vetor erro e, que é a diferenca entre o vetor recebido r e o

vetor transmitido ¢, ou seja,
e=r—C.

Por exemplo, dado um coédigo sobre Fy, se, ao transmitir a palavra ¢ = (10011),

recebermos a palavra r = (10111), entao
e = (10111) — (10011) = (00100).

Veja que o peso do vetor erro se refere ao ntimero de erros cometidos numa palavra
durante o processo de transmissao e recepcao.

Considere H a matriz teste de paridade do codigo. Temos que Hc! = 0, assim
He'= H(r' — ¢') = Hr' — Hc' = Hr'.

Isso mostra que palavra recebida e o vetor erro possuem a mesma sindrome.

Vamos denotar por h' a i-ésima coluna de H. Se e = (a;...a,), entao

He! = Hr! = ayh' + ash®> + - + a,,h" = Zaihi.
i—1
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Lema 4.36. Seja C' um codigo linear em K™ com capacidade de correcao k. Se r € K"
e ¢ € C sao tais que d(e,r) < K, entao existe um tunico vetor e com w(e) < kK, cuja

sindrome € iqual @ sindrome de r e tal que c = r — e.

Demonstracao: Como e = r — ¢, temos w(e) = d(c,r) < k. Agora mostraremos que
este vetor e é unico. De fato, suponhamos que existam e = («aq, ..., ) e £ = (54, ..., 5y)
tais que w(e) < k e w(f) < k e tenham mesma sindrome que r. Logo, sendo H uma

matriz teste de paridade de C', temos

He! :Hft:zmhiZzﬁihi:a1h1+---+anh”:51h1+---+5nh”:
i=1 i=1
(00 = BB+ + (an — B)h" = 0,

h& assim uma relacao de dependéncia linear entre 2k (< d — 1) colunas de H. Mas,
quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes, Teorema [4.34] logo a; = f;
para todo i, portanto e = f. O

Assim, o problema colocado é como encontrar esse erro tinico com base em Hr'.

Vamos determinar agora como encontrar o erro e, quando w(e) < 1, ou seja, quando
ocorre no maximo um erro na transmissao da palavra.

Seja C' um coédigo com distancia minima d > 3 e tal que o vetor erro e foi introduzido
entre a palavra transmitida c e a palavra recebida r.

Se He! =0, entdo r € C' e tomamos r = c.

Suponhamos He' # 0, assim w(e) = 1 e, logo e tem uma tnica coordenada nao nula.

Consideremos, entao, que € = (0, ..., «, ..., 0) com a # 0 na i-ésima posicao. Logo,
He! = al’,

onde h' é a i-ésima coluna de H. Dessa forma, mesmo nao conhecendo e, mas sabendo

que
He! = Hr! = ah’,

podemos determinar e de modo que ser& o vetor com todas as componentes nulas exceto
a i-ésima componente que é o. Note que ¢ acima é bem determinado, pois d > 3. 0

Assim estabelecemos, a seguir, o algoritmo de decodificacao em c6digos corretores de
um 1nico erro.

Seja H a matriz teste de paridade do codigo C' e seja r um vetor recebido. (Suponha
d>3.)

(i) Calcule Hr';
(ii) Se Hr' =0, aceite r como sendo a palavra transmitida;

(i) Se Hr' = s' # 0, compare s’ com as colunas de H;
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(iv) Se existirem 7 e « tais que s' = ah’, para a € K, entao e ¢ a n-upla com « na

posicao i e zeros nas outras posicoes. Corrija r pondo c =r — €;
(v) Se o contrario de (iv) ocorrer, entdo mais de um erro foi cometido.
Exemplo 4.4 Considere o codigo C' do exemplo 4.3 cuja matriz teste de paridade é
10110
H = .
01101

. Supondo que seja recebida a palavra r = (10110), verifiquemos que houve um erro e
determinemos a palavra enviada c.

Temos que He' = Hr!, assim

et [L 0110
01101

[ 1+0+14+1+0) [(3) (1 _
0+0+14+0+0 1 1 ’

onde h3 ¢ a terceira coluna de H. Assim, segue que € = (00100). Portanto,

S = = O

c=r—e=(10110) — (00100) = (10010).

Dado v € K", defina
v+C={v+c; ceC}.
O conjunto do tipo v + C' é chamado classe lateral de v segundo C'. Veja que
v+C=C«&vel.
Lema 4.37. Os vetores u e v de K™ tém a mesma sindrome se, e somente se, u € v+ C.

Demonstracao: Os vetores u e v tém a mesma sindrome se, e somente se, Hu' =
Hvi<= Hu-v)!=0<=u-veC < u-v=ccelC<=u=v+cce( <
uev+C. O

Proposicao 4.38. Seja C um (n, k)-cddigo linear. As sequintes afirmacoes sao verdadei-

ras.
i) v+ C=w+Csv—wel;
i) (v+C)N(w+C)#£0D=v+C=w+C;

Z“) UvEK"(v+ C) = Kn;



CAPITULO 4. CODIGOS LINEARES 64

iv) (v+C)| = |C| = ¢

Demonstragao:

i) Temos que v+ C =w+C = v+c=w+d,comec,d €eC=v—-—w=c —ce,
logo v — w € C. Por outro lado, se v — w € C, entao existem ¢, € C tais que
ct(v—w)=¢ =v+c=w+. Mas, temosque v+cec€v+Cew+c € w+C,
portanto v + C = w + C.

ii) Sejax € (v+C)N(w+C), logo z € v+ C ez € w+ C, ou seja, existem ¢, ¢’ € C tais
quer=v+cexr=w+c,assimv+c=w+cd =v—w=c —c €C, portanto, de

(i), segue que v + C' = w + C.

iii) Temos que v € K" e C C K", logo J,cxn(v +C) C K". Por outro lado, como C
¢ um subespaco vetorial de K", entao 0 € C. Assim, para todo v € K", temos que v

pode ser escrito como v + 0, logo v pertence a uma classe lateral de v + C', portanto,
K" C Uyegn (v +0).

iv) Consideremos a fungao f tal que

f: ¢ — v+C
X = v+Xx=Yy

Assim, dados z1 e x5 € C' temos
flz1) = f(xe) = v+ 21 =0+ 29 = 1 = 29

Ou seja, f é injetiva.

Temos ainda que
Vy=v+x ev+C, 3x e tal que f(x) =y.

Assim, f é sobrejetiva.

Portanto f é bijetiva e consequentemente |(v + C)| = |C| = ¢*. O

De (ii)-(iv), da proposigao anterior, segue que o ntmero de classes laterais segundo C'

Observe ainda que o Lema nos da uma correspondéncia biunivoca entre sindromes
e classes laterais. Isto é, todos os elementos de uma mesma classe lateral tém a mesma

sindrome, enquanto elementos de classes laterais diferentes possuem sindromes diferentes.
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Definicao 4.31. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento

lider dessa classe.

Proposicao 4.39. Seja C' um cidigo linear em K™ com distdncia minima d. Se u € K"

€ tal que

() < {%J — 5,

entao u € o unico elemento lider de sua classe.

Demonstragdo: Suponhamos dois vetores u,v € K" com w(u) < k e w(v) < k tais que

u e v sejam da mesma classe segundo C. Logo, u —v € C, e dai
wiu—2v) <w)+wh)<k+r=2r<d-—1.

Neste caso, temos que o vetor u — v € C' tem peso menor que d, ou seja, d(u,v) <
d—1<d. Logo,u—v=0=u=nv. O

Para encontrar os lideres das classes, determinamos os elementos v de modo que
w(v) < |%1] = k. Tais elementos sdo lideres de uma tnica classe. Os lideres escolhidos
sao os de peso < k, os outros sao desconsiderados.

Discutiremos agora, um algoritmo para correcao de mensagens onde, durante a trans-

misdo, o nimero de erros sofridos seja menor ou igual a Kk = L%J, que é a capacidade de
correc¢ao do codigo.

Inicialmente devemos encontrar os elementos v em K", tais que w(v) < k. E logo a
seguir determinar suas sindromes, colocando-as numa tabela. Consideremos uma palavra

recebida r.
Algoritmo de Decodificagao
(1) Determine a sindrome s = Hr;

(2) Se s se encontra na tabela, considere ¢ como elemento lider da classe que s determina.

Substitua r por r — /;
(3) Se s nao se encontra na tabela, significa que a mensagem sofreu mais que x erros.

Seja r a palavra recebida, e consideremos c e e, a mensagem transmitida e o vetor
erro, respectivamente. Temos que He! = Hr!, assim a classe lateral em que e pode ser
encontrado fica conhecida através da sindrome de r. Se w(e) < k, entdo e serd o elemento
lider tinico de sua classe, dado por £, dessa forma o localizamos na tabela, e assim conse-

guimos determinar ¢, poisc=r—e=r — /.

Exemplo 4.5 Considere o c6digo binario C' com matriz geradora
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1'1001000O0O
10010O0O0T1O0
G=|111000001
010101000
001100100

Queremos determinar a dimensao, o comprimento e o nimero de elementos de C|
construir uma matriz teste de paridade H de C' e determinar a distancia minima d de C.

Além disso, suponhamos que as seguintes informagoes sao dadas:

espaco | 00000 | A | 10000 | B | 01000 | C | 00100 | D | 00010 | E | 00001
F 11000 | G | 10100 | H | 10010 | T | 10001 | J | 01100 | L | 01010
M 01001 | N [ 00110 | O | 00101 | P | 00011 | Q | 11100 | R | 10110
S 10101 | T | 11010 | U | 11001 | V | 01110 | X | 00111 | Z | 11110

Decodificaremos a mensagem recebida abaixo, admitindo que no maximo um erro é

introduzido em cada palavra transmitida.

r: 011001100 011111001 110100101 010100010
101000110 110010001 100011010

Inicialmente devemos transformar a matriz

110010000
1 00 00010
G=|111000001
010101000
001100100

na forma padrao (Idy | A).

Através de escalonamentos nas linhas de G encontramos a matriz

100001101
01 00001T1T1
G=10010010T11
000101111
000011O010

que é uma matriz geradora na forma padrao de um codigo C’ equivalente a C.

A partir das informacoes anteriores temos que a dimensao de C'é kK = 5, o comprimento
do codigo é n = 9 e o niimero de elementos é M = ¢*, como estamos trabalhando com
um c6digo binario temos que g = 2, logo M = 2° = 32 elementos.

Pela Proposicdo [4.26)a matriz teste de paridade ¢ da forma H = (—A" | Id,_). Assim,
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_ O =
— == O
—_ = O
e e e

S = O =

o O O =
o O = O

o = O O
_ o O O

Na matriz H descrita acima podemos observar que quaisquer duas colunas sao line-

armente independentes, enquanto trés colunas sao linearmente dependentes, logo pelo

Teorema temos que w(C') = 3, ou seja, a distancia minima é d = 3.

Primeiramente devemos transformar o codigo da fonte em coédigo de canal. Tal pro-

cesso é feito por meio do acréscimo de redundancias, através do produto entre o codigo da

fonte e a matriz geradora do cédigo. Por exemplo, dada a fonte A, cujo cédigo da fonte

é 10000, temos que o cédigo do canal sera

(10000) - G = (10000) -

O O =) =
O R = O
— O = O O

—_ = O = O

o O O O =
o = O O O

_ o O O O
o O O = O
o O = O O

= 110010000.

Repetindo o processo descrito acima para todas as fontes, obtemos a tabela a seguir:

Fonte | Codigo da Fonte | Cod. do Canal | Fonte | Codigo da Fonte | Cod. do Canal

espago 00000 000000000 M 01001 101000110
A 10000 110010000 N 00110 101101001
B 01000 100100010 O 00101 110100101
C 00100 111000001 p 00011 011001100
D 00010 010101000 Q 11100 101110011
E 00001 001100100 R 10110 011111001
F 11000 010110010 S 10101 000110101
G 10100 001010001 T 11010 000011010
H 10010 100111000 U 11001 011010110
I 10001 111110100 \Y 01110 001001011
J 01100 011100011 X 00111 100001101
L 01010 110001010 Z 11110 111011011

Para decodificar as mensagens recebidas, inicialmente utilizaremos os vetores v; tais

que w(v;) < 1 (pois estamos considerando que no méximo um erro foi introduzido), e

calculamos suas respectivas sindromes por meio do produto H - v}, onde H é a matriz

teste de paridade e v; sdo os erros (e;) lideres de cada classe. Dessa forma podemos

contruir a seguinte tabela:
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Erro (e;) Lider | Sindrome (H - e!) | Erro (e;) Lider | Sindrome (H - €})
000000000 0000 000010000 1010
000000001 0001 000100000 1111
000000010 0010 001000000 1011
000000100 0100 010000000 0111
000001000 1000 100000000 1101

Agora, para encontrar as palavras recebidas (r;), calcularemos suas respectivas sindro-
mes H - rl e os erros (e;), comparando com a tabela anterior e determinando as palavras
transmitidas (¢;), identificando assim, suas respectivas fontes. Por exemplo, supondo que

a palavra r = 111111011 seja recebida, assim

= 1111

_ O =
e )
= O
— = =
S = O =
o o O
o O = O
o = O O
= o O O

e = T N e S e S

logo, e = 000100000, consequentemente ¢ =r—e = 111111011 — 000100000 = 111011011,
onde o coédigo da fonte é 11110, cuja fonte correspondente é Z.

Utilizando o processo acima desenvolvido podemos decodificar a mensagem enviada.

Pal. rec. (r;) | Sindrome (H - rf) | Erro (e;) Lider | Pal. tr. (¢; =r; —e;) | Fonte
011001100 0000 000000000 011001100 P
011111001 0000 000000000 011111001 R
110100101 0000 000000000 110100101 O
010100010 1010 000010000 010110010 F
101000110 0000 000000000 101000110 M
110010001 0001 000000001 110010000 A
100011010 1101 100000000 000011010 T

Assim, a mensagem transmitida ¢ PROFMAT.




5 EXEMPLOS DE CODIGOS
LINEARES

Veremos neste capitulo um pouco sobre o Cédigo de Hamming, um dos co6digos lineares
mais utilizados e também alguns codigos que estao presentes em nosso dia a dia e que

usam digitos extras para controle de erros.

5.1 Cobdigo de Hamming

Como vimos na Se¢ao 3.2, os primeiros estudos sobre Codigos Corretores de Erros
foram desenvolvidos por Richard W. Hamming, na década de 40, onde necessitava de um
codigo que fosse capaz de detectar e corrigir um erro durante a transmissao de mensagens.

Veremos a partir de agora, o que é e como funciona o Codigo de Hamming.

Definicao 5.32. Os Cddigos de Hamming de ordem m sao construidos sobre o corpo
finito Fy e determinados pela matriz teste de paridade H,,, onde as colunas desta matriz

sao todos os vetores nao nulos de FJ'.

Se C' um Codigo de Hamming de ordem m, o comprimento de C én = 2™ —1 e a
dimensao é k =n—m =2" —1—m = 2" —m — 1. Assim, dizemos que um céddigo de
Hamming é um codigo linear binario C'(2™ — 1,2™ —m — 1).

Observando a matriz teste de paridade de um c6digo de Hamming, vemos que quais-
quer duas colunas de H,, sao linearmente independentes, enquanto que trés colunas sao
linearmente dependentes. Dessa forma, pelo Teorema m, segue que o w(C') = 3, ou seja,

a distancia minima do codigo é d = 3. Consequentemente, pelo Teorema temos que

o codigo detecta até d—1 = 3—1 = 2 erros e corrige até Kk = {%J = L%J = ; =1
erro.

Pela definicao de codigo de Hamming, temos que a matriz teste de paridade possui
2™ —1 colunas, isto é, H,, é de ordem m x (2™ —1). Além disso, por se tratar de um codigo
linear, temos que a matriz teste de paridade H,, de um cédigo de Hamming assume a
forma padrao H,, = (—A'|Id,,). E assim, a sua correspondente matriz geradora na forma
padrao ¢ G,, = (Idg|A), de ordem (2™ — m — 1) x (2™ — 1), satisfazendo a equacao
Gn.H: = 0.
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Proposicao 5.40. Todo cidigo de Hamming € perfeito.

Demonstracao: No cédigo de Hamming temos d = 3, kK = 1 e ¢ = 2. Seja ¢ em F3,

temos pelo Lema [3.15] pagina 42 que

rD<c,m>\=Z<7;)m—ni:rmc,l)rzz(7;)<q—1>f:

=0 i=0

O>(2—1)0+<1>(2—1)1:1+n.

Dl )| =[1+n)2F =[14+2m —1]2" ™ =2m 2" 2™ = 202" = 2",
ceC

Assim,

portanto,

| D(c,1) =T,

ceC

Sendo d = 3 a distancia minima de um cédigo de Hamming, temos que
d=n—k+1=3=n—k+1l=n—-k=2=m=2.

Isto é, a igualdade na Cota de Singleton se verifica para m = 2, logo o c6digo de Hamming
de ordem 2 é MDS.

5.1.1 O Cédigo de Hamming C(7,4)

Vejamos agora como funciona o processo de codificacao e decodificacao de um codigo
de Hamming C'(2™ — 1,2™ — m — 1) para o caso m = 3, isto é, C'(7,4). Aqui seguiremos
a ideias das referéncias [§] e [13].

Para transmitir uma mensagem em C(7,4) em um canal binario simétrico, tomamos
uma palavra z = z11o7374 € F5 e a transformamos em y = y1y2ysyaysysyr € Fy. Para
esse processo usaremos a codificagdo x - G5, onde G3 é uma matriz geradora de C' na forma

padrao. Tomando

&
I
o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O
= o = =
_ = O =
— = = O

temos
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1000110
. ( ) 01 00101
€T - = . =
AN 0010011
0 001111
($1 Ty T3 Ty T1+To+Ty T+ X3+ T4 x2+x3+x4)=y.

Portanto, a codificacao é

1=
Yo = T2
Yz = T3
Ya = T4

Ys = T1 + T2 + 24
yG:x1+x3+x4
Y7 = To + T3 + Ty.

Supondo que desejamos enviar a palavra x = 0111, entao a codificacao sera

y1 =0
Yo =1
ys =1
ys =1

Y5 =04+14+1=2=0
Y=0+14+1=2=0
yy=14+14+1=3=1
assim, a palavra codificada é y = 0111001.
Lembremos que as operacoes sao realizadas sobre o corpo finito Fs.
Vejamos agora como decodificar uma mensagem recebida. Suponha um canal bindrio,
no qual é usada a codificacao vista anteriormente. Seja y = 1111111 a palavra recebida,
entao podemos nos questionar: serd que houve erro durante a transmissao? Qual a palavra

enviada? Comparando a palavra recebida com a codificacao dada, temos

rp=1=y
Ty =1=1y
r3=1=uys
ry=1=1y,

T+t =1+1+1=1=y;
1+ T3+, =1+1+1=1=1ys
Tot+rs+as=14+1+1=1=y;
Observamos assim que nao houve erro durante a transmissao da palavra e além disso, a
palavra enviada foi x = z12x2x314, OUu seja, x = 1111.
Suponhamos agora que recebemos uma palavra y = 0000111, dessa forma, comparando

com a codificacao usada, temos
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r1=0=1y
Ty =0 =1y
r3=0=ys
Ty =0=1yy

L1+ T0+2,=04+0+0=0#1=1y;
(L’1—|—$3—|—$4:O+0+0:07é1:y6
J]2+$3+$4:0+0+0:O7A1:y7

Vemos entao que houve um erro, pois a codificacao nao condiz com a palavra recebida.
Mas onde foi este erro? Note que o erro ocorre nos tltimos trés termos e que o digito x4 é
comum as trés equacoes da codificacao dada. Assim, somos levados a crer que o erro esta
neste digito, o que de fato é verdade, pois ao trocarmos o valor de x4, isto é, substituirmos

o 0 por 1, entao vemos que as trés equacoes sao satisfeitas

J]1+$2+J]4:0+0+1:1:y5
r1+a3+24=0+0+1=1=ys .
To+ax3+xs=04+0+1=1=y;

Portanto, a palavra transmitida ¢ x = 0001.

Veremos agora como funciona o processo de codificagao e decodificagao do cédigo de

Hamming usando as matrizes teste de paridade e geradora do cédigo.

5.1.2 Codificando e Decodificando Cé6digos de Hamming

Como sabemos, um Codigo de Hamming C'(2™ —1,2™ —m—1) é determinado por uma
matriz teste de paridade H,, e a ela podemos associar a matriz geradora (G, correspon-
dente. Assim, para codificar a palavra a ser transmitida ¢ € F2 ™!, basta multiplicar
pela matriz geradora G,, e encontramos ¢ - G, € Fgm_l. As m letras adicionadas em c,
apos a codificacao, é a redundancia e servem exatamente para detectar e corrigir possiveis
erros que podem ocorrer durante a transmissao da palavra.

Para decodificar uma palavra recebida r realizamos o processo a seguir.

Podemos considerar a palavra r como sendo uma matriz linha de ordem 1 x (2™ —1).
Dada uma matriz teste de paridade H,,, temos, por definicao, que serd da ordem m X

(2™ —1). Assim, ao realizarmos o produto
H, -rt

o resultado obtido serd uma matriz coluna de ordem m x 1. Esse processo de multiplicacao
de matrizes é o mesmo visto na Secao 2.3, Capitulo 2.

Se nao houve erro durante a transmissao, entao esta matriz resultante serd a matriz
coluna nula. Porém, se ocorreu um erro durante o processo de envio da palavra, a ma-

triz resultante serd uma coluna h;, ¢ = 1,...,2™ — 1, da matriz teste de paridade H,,.
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Dessa forma, veremos que na palavra transmitida ocorreu um erro na coordenada 7;,
i=1,...,2™ — 1, e assim podemos corrigi-lo e determinar r’, que seré a codificacao exata
da palavra ¢ transmitida.

Apos determinar ' podemos identificar qual foi a palavra transmitida, uma vez que
os primeiros 2™ — m — 1 digitos da codificacao representam a palavra enviada.

Para entender esse processo vejamos um exemplo.
Exemplo 5.1 Consideremos o codigo de Hamming C(7,4), ou seja, o caso m = 3. Uma,

matriz teste de paridade na forma padrao é dada por

1110100
Hy3=| 1101010
1011001

Suponhamos que recebemos a palavra » = 1010101. Assim

1
0
1110100 1 1+0+14+0+1+04+0 1
Hy-v'=]1 110101 0 0O |=| 1+0+0+0+0+0+0 | =| 1
1 011001 1 1+04+14+04+0+0+1 1
0
1

Note que a matriz coluna resultante é igual a coluna hy; de Hj, isto é, a palavra r sofreu
um erro na coordenada rq, portanto a palavra correta é ' = 0010101.

Caso queiramos determinar a palavra enviada, basta lembrarmos que em C(7,4), os
quatro primeiros digitos representam a palavra transmitida, enquanto os trés tltimos
digitos sao apenas redundéancias, que servem exatamente para deteccao e correcao de
eventuais erros que possam acontecer. Dessa forma, observamos a partir de ' que a pa-

lavra transmitida foi ¢ = 0010.

Exemplo 5.2 Dado o cédigo de Hamming C'(2™ — 1,2™ — m — 1), determinemos para
m = 4, as matrizes geradora e teste de paridade. Encontrar também qual foi a palavra
transmitida, sabendo que recebemos r = 111110000011111.

Param =4, temos 2" —1 =2 —-1=16—-1=15e 2" —m—-1=2* -4 -1 =
16 —4 — 1 = 11. Logo estamos trabalhando sobre o codigo de Hamming C'(15,11). Uma

matriz teste de paridade para este codigo pode ser da forma

101 110001111000

1 1011011001010 0O0
Hy =

11 1011010100010

1111011010000 O0°1

A matriz geradora correspondente sera
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Gy =

S O O O O O o o o o
S O O O O O o o o —~= o
SO O O O O O O o = O O
O O O O O O O = O O O
O O O O O O = O O O O
SO O O O O = O O O o o
SO O O O = O O O o o o
O O O B O O O O o o O©
SO O B O O O O o O o o
SO B O O O O O o o o o
_ O O O O O o o o o o
e = e e R e e R
_ O O = = O = = O = =
O R O R O R R O KR R R
O O ~ O R B O R = = o

Agora determinaremos a palavra transmitida. Inicialmente, devemos calcular Hy - r?,
onde » = 111110000011111. Logo,

Hy-rt =

— = = =
—_= = = O
— = O
— O =
O = =
_= = O O
= O = O
S = = O
= o O
SO = O =
S O = =
o O O =
o O = O
o = O O
= o O O
_ = = == OO O O O O = = = o=
Il
ot ot Ot O
= =R = O

Como Hy - 7' # 0, temos que houve um erro na transmissao. Mas, percebemos que a
matriz resultante é igual a coluna hy de Hy, isto é, o erro ocorreu na segunda coordenada
de r. Assim, a palavra correta a ser recebida é v’ = 101110000011111. Consequentemente,
a palavra transmitida foi ¢ = 10111000001.

5.2 Alguns cédigos do cotidiano

Veremos agora alguns exemplos de c6digos que estao presentes diariamente em nossas
vidas sem nem mesmo percebermos. Os codigos estudados possuem elementos capazes
de detectar erros, tais elementos sdo chamados digitos de verificagdo (ou de controle).

Vejamos.
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Exemplo 5.4 Os livros possuem um numero de identificacdo tnico chamado ISBN
(International Standard Book Number). Este codigo consiste de 10 digitos da forma
(1G9 — A304050607 — Agdg — a19. Os trés primeiros segmentos identificam o grupo linguis-
tico, a editora e o volume, enquanto o ultimo digito é de verificacao e pode ser escolhido

entre {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, X}, onde X representa 10 em algarismos romanos. O sim-
9

bolo aig é escolhido como o resto da divisao de E t.a; por 11. Vejamos como encontrar
i=1

o digito verificador do ISBN 85 — 87571 — 26 — ao.
9

Devemos inicialmente calcular a soma g i.a; e depois dividir por 11. Assim, temos
i=1

9
Zi.aizl><8+2><5+3><8+4><7+5><5+6><7+7><1+8><2+9><6:

i=1
8+10+24+28+25+42+7+16+54 =

214 =11 x 19 + 5.

Logo, a1g = 5, e o nlimero procurado é 85-87571-26-5.
10

Podemos observar também que soma g 1.a; é divisivel por 11. Para verificar esta

i=1
10

afirmacao precisamos mostrar que existe m € Z tal que Zz’.ai = 11m. Como pela

i=1
9

definicao aig ¢ o resto da divisao de Z 1.a; por 11, entao dado q € Z, temos
i=1
9

9
> i =11g+ap =Y i.a;+10.a19 = 11 + ag + 10.a50 =
=1 =1

10 10
> ia;=1lg+1layg = Y i.a; = 11(q + ax).
i=1 i=1

Mas g € Z e ayo € Z, logo q + a;p = m € Z. Portanto,

10

Zi.a,» = 11m.

=1

Além disso, este codigo pode detectar um erro em um digito. De fato, como vimos ante-
10

riormente o resultado da soma Z i.a; ¢ um multiplo de 11 e a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
i=1
Assim, ao modificar o valor de algum a; para ag, onde a; € {0,1,...,9} \ {a;}, para que o

resultado do somatorio permaneca um miltiplo de 11, é necesséario que a diferenca entre

os termos alterados seja um multiplo de 11, isto é,

1.a; —t.a = 11q, q € Z.
= i(a; —ai) = 1lq.
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Mas, a; e a; pertencem ao conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, assim, o unico multiplo de

11 que pode satisfazer a equagao ¢ o 0 (zero). Dessa forma,
i(a; —ax) = 0.
Como 1 <7 < 10, a tnica possibilidade é
a; —ap = 0= a; = ag.

Portanto, se a; # ag, entao o resultado da soma nao serda um multiplo de 11, e assim
pode-se detectar o erro.

Um tipo de erro comum que se pode notar ao trabalharmos com muitos ntimeros é
a inversao de dois digitos. Por exemplo, o cédigo 70-12345-67-5 pode ser erroneamente
digitado como 70-12354-67-5. Vejamos que o cdédigo permite detectar esse tipo de erro

desde que os dois digitos consecutivos ndo sejam iguais (caso em que ndo ocorre o erro).
10

Consideremos no somatorio E 1.a;, dois digitos consecutivos a; € a;1. Dentro da soma

i=1
estes termos aparecerao como

i.ai + (Z + 1).CLZ'+1.
Suponhamos que houve a inversao desses digitos, assim a soma seria
i.ai+1 —|— (l + ].)CLz

Lembramos que todos os outros termos da soma permanecerao iguais. Assim, para que o

resultado final continue sendo um maultiplo de 11, devemos ter

i.ai + (Z + 1).6Li+1 = i.ai+1 + (Z + 1)@1 =
1.a; + Z'.CLZ'_H + a1 = z'.ai+1 +i.a; + a; =
1.a; + i.ai+1 + a1 — 1.a; — ’i.ai+1 = a; =

Qi1 = -

Portando, desde que a; # a;11, entao a soma final sera diferente do esperado e assim o

codigo detectara o erro.

Exemplo 5.4 O numero do CPF (Cadastro de Pessoa Fisica) é composto de onze di-
gitos, onde os dois ultimos sao digitos de verificacdo. Denotaremos por a; o digito na
posicao 7, para ¢ = 1,2,...,11. Assim, temos que um numero de CPF assume a forma
a1G2030405060708049 — a10a11- Um nimero de CPF sera vélido se os digitos de verificagao
obedecerem as seguintes condigoes:

9

® g ¢ o resto da divisao por 11 de E 1.a;.
i=1
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10
e a;; ¢ o resto da divisao por 11 de Z(z —1).a;.
i=2
Como em cada caso estamos nos referindo a um tnico digito, entao se ajg ou a;; for
igual a 10, substituimos este valor por 0. Vamos determinar os digitos verificadores do
CPF 103452281 — ajgaq;. Primeiro determinaremos aqq, para isso devemos encontrar o
resultado da soma indicada, assim

9
Zi.ai:1><a1—|—2><a2+3><a3—|—4><a4+5><a5+6><a6+7><a7+8><a8—|—9><a9:

=1
I1Xx1+2x04+3x34+4%x4+5XD5+6Xx24+TX2+8Xx8+9x1=

1+04+9+16+25+ 12+ 14 +64 + 9 = 150.
Mas
150 =11 x 13 4+ 7.

Logo a19 = T7.
Agora encontraremos a1, para isso calculamos

> (i—1).a;=(2-1).az+ (3= 1).as+ (4= 1).as + (5— 1).as + (6 — 1).a+

- (7T—1).ar+ (8—1).ag+ (9 —1).ag + (10 — 1).a10 =

I1x04+2%x3+3%x44+4%x54+5x24+6%x24+7Tx8+8%x1+9x7=
0+6+12+20+10+12+56 +8 + 63 = 187.

187 =11 x 174 0.

Assim, a;; = 0.
Portanto, o niimero procurado ¢ 103452281 — 70.

Assim com o ISBN, o cédigo do CPF também é capaz de detectar erro em um digito.
De fato, temos que a soma dos primeiros dez digitos é um multiplo de 11, isto é, existe

m € 7 tal que

10 10 10
Zz’.ai —11lm = l.a + Zza — 1lm = Zza — 11m — ay.

i=1 =2 1=2

Pela definicao temos que existe g € Z tal que

10 10

Z(l — 1)&7, = ]_1(] + a1 = Z(ZCLZ — CLZ‘) = 11(] + a1 =

=2 1=2
10 10 10
Ziai—Zai = 11q—|—a11 = 11lm —a —ZCI,Z' = 11q—|—a11 =
=2 =2 =2

10 11
11m—11q:a1+2a,~+a11 :Zai: 11(m — q).
i=2 i=1
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11

Como m € Z e q € Z, entao m — q € Z. Portanto, Z a; ¢ um multiplo de 11.
i=1
Seguindo as ideias do exemplo anterior, vemos que o c6digo do CPF pode detectar um

erro em um digito.

Exemplo 5.5 O método de construcao dos nimeros de cartao de crédito foram intro-

duzidos pela IBM (International Business Machines) como veremos a seguir. Considere

um nimero com n digitos, ai, ..., a,, com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Este nimero sera
n

valido se o resultado da soma Z ¢; for miltiplo de 10, onde ¢; é dado como se segue:
i=1

e se 1 é impar, definimos ¢; = a;;
e se i é par e 2a; < 10, definimos ¢; = 2a;;
e se i é par e 2a; > 10, definimos ¢; = 2a; — 9.

Como exemplo vamos determinar o 16° digito de um cartao de crédito tais que os 15

primeiros digitos sao 1234 5678 1234 567. Temos que o cartao possui 16 digitos e pela
16

definicao, o resultado da soma Z ¢; deve ser um maltiplo de 10. Temos ainda que, pelas
i=1

definicoes do ¢; que, para ¢ impar

C1:CL1:1 09:a9:1
03:a3:3 CU:GHZB
Cs = a5 =9 C13 = a13 =9
C7:a7:7 C15:a15:7.

Agora, para ¢ par, temos

ay =2=200=4<10=>cp =4

as=4=2a,=8<10= ¢4 =8
ag=6=>2a=12>10=c4=2a6—9=12-9=3=¢c5 =3
ag=8=2a3=16>10=>cg=2a3—9=16—9=7T=c =7
ap=2=2a10=4<10= ¢ =4

a2 =4 =209 =8<10= ¢, =38
au=6=>2a14,=12>10=cy =201, —9=12—-9=3 = ¢4y = 3.

Assim,

16
Zci:Cl+02+C3+C4+C5+06+C7+Cs+09+010+011+C12+C13+C14+C15+C16:
T L4348 53T ATl A3 8451347+ g =69+ erg.
Como o resultado da soma deve ser um multiplo de 10 e ¢; € {0,1,2,...,9}, entdo devemos

ter
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69 4+ c16 =70 = 16 = 70 — 69 = c15 = 1.
Mas 16 é par entao cig = 2a16 ou c16 = 2a16 — 9. Para o primeiro caso teriamos

Clg = 2&16 =1= 2(116 = Q16 = 5,

o que nao pode ocorrer, pois a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Para o segundo caso, temos
cig = 2a16 — 9= 1=2a16 —9 = 2a16 = 10 = a4 = 5.

Portanto, o valor correto é a;g = 5. Assim, o nimero completo do cartao de crédito é
1234 5678 1234 5675.

Uma caracteristica importante é que este método também pode detectar erro em um
n

dos digitos. De fato, usando a mesma ideia do exemplo 5.3, temos pela definicao que Z C;
i=1
deve ser um mailtiplo de 10. Assim, ao alterarmos um digito a; para a, onde esses termos

sao diferentes, para que o resultado da soma continue sendo divisivel por 10, é necessério

que a diferenca entre os correspondentes ¢; e ¢, seja um miltiplo de 10. Mas sabemos

que ¢; € {0,1,2,...,9}, logo a tnica possibilidade é ¢; = ¢; = a; = ag, um absurdo, pois

consideramos a; # a;. Portanto, ao alterarmos o valor de um digito, o resultado da soma
n

E ¢; deixard de ser um miltiplo de 10, e assim o cédigo detectard o erro.

i=1
Temos ainda que um erro comum ¢é a inversao de dois digitos consecutivos. Vamos

mostrar que o método da IBM é capaz de detectar tais erros se dois digitos consecutivos
nao sdo o mesmo (caso onde ndo hé erro) e se ambos nao estao no conjunto {0,9}. Consi-
deremos dois digitos consecutivos a; e a;11. Sem perda de generalidade vamos considerar
¢ impar, assim, ¢+ 1 é par, logo temos, pela definicao, duas situacoes ¢; = a; e ¢;11 = 2a;41

ouc; = a;e cii1 = 2a;41—9. Ao invertermos as posicoes de a; e a;,1, para que o resultado
n

de E ¢; se mantenha, devemos observar a soma c¢; 4+ ¢; 1 deve ser igual em duas ocasioes,
i=1
c; = a; e ¢; = a;11. Logo, para o primeiro caso, temos

a; + 2041 = Qg1+ 20; = A + Qg1 T Qip1 = Qg + @+ a4 = i = a;.
Ou

ai+2ai+1—9:ai+1—|—2ai—9=>ai+ai+1+ai+1—9:ai+1—l—ai+ai—9:>ai+1 = Q.
n
Assim, se a; # a;;1, entdao o resultado da soma E ¢; serd diferente do esperado e assim

i=1
o codigo ir4 detectar o erro.

Vejamos o caso em que os digitos consecutivos sao 0 € 9. Temos que nesta situacao
o codigo nao detectara o erro. De fato, dado i impar (para i par o processo é analogo),

tomando a; =0 e a;;1 = 9, temos
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ci=a;,=0ec1=2a;41 —9=29-9=18-9=09.
Ou, tomando a; =9 e a;;1 =0
Ci:ai:9eci+1:2ai+1:2.0:0.

Em ambos os casos vemos que ¢; + ¢;11 = 9. Portanto, ao inverter esses dois digitos o

codigo nao identificara que houve erro.



6 CONSIDERACOES FINAIS

Vimos ao longo deste trabalho um pouco sobre os Codigos Corretores de Erro e sua
importancia na transmissao de informacoes de forma confiavel, uma vez que conseguem
detectar e corrigir erros em canais de comunicagao, preservando a mensagem originalmente
enviada. Apresentamos também alguns aspectos historicos sobre o surgimento desses
codigos e mostramos que sao desenvolvidos mediante uma matematica “basica” vista tanto
no Ensino Médio como no Superior.

Observamos a constante presenca da Algebra (vetorial, linear e abstrata) na construcao
dos Codigos Lineares, no qual destacamos o Codigo de Hamming. Os elementos dos
codigos podem ser enxergados como vetores, o alfabeto em que esta inserido é um corpo
finito e durante a codificagao usamos as transformacoes lineares. Vale ressaltar também
o uso continuo de matrizes, como por exemplo as matrizes geradora e teste de paridade
de um co6digo, que sao a base para o processo de codificagao e decodificacao.

Os codigos vistos no tltimo capitulo (ISBN, CPF e cartdo de crédito) trazem em
sua composicao uma matematica ainda mais simples como as operacoes béasicas adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao.

Enfatizamos que este estudo é apenas uma introducao & Teoria dos Codigos Corretores
de Erros, area esta bastante abrangente. Essa teoria pode ser abordada pelo viés algébrico,
o qual vimos neste trabalho, e também na perspectiva geométrica. As referéncias [15] e [8],
fazem um estudo mais aprofundado destes dois conceitos da Teoria dos Codigos, algébrico
e geomeétrico, respectivamente.

Pretendemos em pesquisas futuras aprofundar nosso conhecimento sobre os Codigos
Corretores de Erros e estudar outros tipos de c6digos nao discutidos neste trabalho, sejam
eles baseados em argumentos algébricos ou geométricos.

Diante do estudo realizado sobre os Codigos Corretores de Erros, almejamos que pro-
fessores e alunos de Ensino Basico e Superior, ao lerem este trabalho, possam observar a
beleza da Matematica e o quanto ela esté presente em nossa vida. E que, apesar de muitas
vezes parecer complicada e desnecesséria, ela é essencial para o progresso da humanidade

através da tecnologia e inovacao.
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