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Resumo

Este trabalho tem como objetivo mostrar, através da igualdade de conjuntos, que o
conjunto das circunferéncias de centro na origem pode ser escrito como o produto de um
ponto fixo, pertencente a circunferéncia, por uma matriz ortogonal pré-fixada. Para isso,
nos primeiros capitulos sao apresentados conceitos bésicos e propriedades usuais de plano
cartesiano, circunferéncia e matrizes, através de uma linguagem acessivel e democratica.
Por fim, apresentamos aplicagoes do resultado obtido para resolver problemas de ma-
tematica financeira e ao definir ponto interno e externo a circunferéncia de centro na
origem como produto de matrizes, mostrando que esta definicao concorda com a defini¢ao
classica de ponto interno e externo a uma circunferéncia.

Palavras-chave: Matrizes, matriz ortogonal, circunferéncia, geometria, algebra, plano
cartesiano.






Abstract

This work aims to show, through equality of sets, that the set of center circles at the
origin can be written as the product of a fixed point, belonging to the circumference, by
a pre-fixed orthogonal matrix. For this, in the first chapters are presented basic concepts
and usual properties of Cartesian plane, circumference and matrices, through an acces-
sible and democratic language. Finally, we present applications of the result obtained
to solve problems of financial mathematics and to define internal and external point to
the circumference of center in the origin like product of matrices, showing that this de-
finition agrees with the classic definition of internal and external point to a circumference.

Key words: Matrices, orthogonal matrix, circumference, geometry, algebra, Cartesian
plane.
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Introducao

Um dos maiores desafios do ensino da matematica é apresentar aos alunos conteudos
que se complementam e que se desenvolvem, exigindo que o educando, para além de re-
produzir formulas aparentemente isolados, desenvolva a capacidade de ler, escrever, inter-
pretar e produzir os elementos no processo de alfabetizacao matematica de maneira eficaz.

Nesse sentido, apresentamos a circunferéncia de centro na origem de um modo di-
ferente, como um produto de matrizes, unindo assim, dois contetidos que, segundo os
parametros nacionais curriculares (PCN’s) sdo apresentados aos discentes em séries dis-
tintas e quase sem nenhuma relacao.

As matrizes, diferente do que muitos pensam, comecaram a ser estudadas no século
IT a. C. pelos babilonios mas foi apenas em 1858 que Arthur Cayley, matematico ingles,
com a famosa Memoir on the Theory of Matrices divulgou esse nome e demonstrou sua
utilidade, dando notoriedade ao que hoje conhecemos como Teoria Matricial.

Além dos babilonios e Cayley, foram muitas as contribuicoes, e ressaltamos o trabalho
do matematico Joseph Louis Lagrange sendo o primeiro a usar o conceito de matrizes
para estudar maximos e minimos de uma funcao real.

Uma das consequéncias desse estudo foi que a teoria das formas quadraticas que antes
eram tratadas apenas escalarmente como um polinomio homogéneo de grau dois, ou seja
2 2
q(z, y) = ax”+ 2bxy + cy

e apos Lagrange, passou a ser estudada através da notacao e metodologia matricial, a

saber
o) = el [ 0] Y]

Exibir a matriz quadrada de ordem dois que satisfaz a equacao acima nao é um pro-
cesso simples e quase sempre precisa-se utilizar conceitos de dlgebra linear estudados na
matematica superior como a ortogonalizacao de vetores e o teorema espectral para ma-
trizes simétricas.

Sendo, a equacao da circunferéncia dada pela forma quadratica

(33 —330)2 +(y - yc)2:r

pelo estudo desenvolvido por Lagrange, podemos afirmar que dado um ponto P (z, y)
pertencente a circunferéncia existe uma matriz quadrada de ordem dois que transforma o

2
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14 SUMARIO

ponto dado na equagao da circunferéncia a qual ele pertence.

Neste trabalho, vamos além: Mostraremos que dado um ponto fixo F, e um ponto
arbitrario P, ambos pertencentes a circunferéncia, sempre sera possivel exibir uma ma-
triz ortogonal de ordem dois que gera a equacao da circunferéncia. Em outras palavras,
mostraremos que dados dois pontos quaisquer P e () em uma circunferéncia centrada na
origem e passando por P e (), existe sempre uma matriz M de ordem dois tal que P = M Q.

Este dissertacao esta em cinco capitulos. No capitulo 1, apresentamos conceitos basicos
do plano cartesiano, por entender tais tépicos como pré-requisitos basicos para a compre-
ensao do que propomos.

No capitulo 2, definimos a circunferéncia como uma figura geométrica gerada por
um conjunto de pontos que obedecem a mesma regra e mostramos as diferentes formas
que essa equagao pode ser enunciada.

No capitulo 3, abordamos a algebra matricial com a representacao e tipos de ma-
trizes, as operagoes entre matrizes e as operagoes entre um numero real e uma matriz.

No capitulo 4, mostraremos que todo ponto de uma circunferéncia pode ser obtido
como o produto de uma matriz ortogonal de ordem dois por uma matriz coluna.

Finalmente, no capitulo 5, faremos duas aplicacoes, sendo a primeira delas definir
ponto interior e ponto exterior a uma circunferéncia de centro na origem, as quais sao
coincidentes com as definicoes classicas de ponto interior e ponto exterior a uma circun-
feréncia. Na segunda aplicacao, utilizaremos o resultado obtido para circunferéncias com
centro na origem na solugao de alguns problemas de matematica financeira.



Capitulo 1

O Plano Cartesiano

Neste capitulo, introduziremos coordenadas na reta e no plano para representar pontos
por meio de nimeros reais. A representacao dos pontos por suas coordenadas torna
possivel resolver algebricamente diversos problemas geométricos.

1.1 Coordenada na reta

Dada uma reta r associaremos nimeros reais aos pontos desta reta da seguinte ma-

neira: Sejam O e A pontos distintos em 7, a reta r sobre a qual foi escolhida uma semirreta
— —

OA, denomina-se eizo € de origem O com sentido de percurso induzido pela semirreta OA.

A distancia entre dois pontos X,Y € € serd denotada por d(X,Y), assim obtemos
uma correspondéncia (biunivoca) entre o eixo € e o conjunto dos nimeros reais dada por:

(i) a origem O associamos o nimero real 0 (zero): O <— 0;

H
(ii) acadaponto X # 0 da semirreta O A associamos o nimero real positivo z = d(0, X):
X +—— x;

—
(iii) a cada ponto Y # 0 da semirreta oposta OB associamos o nimero real negativo

y=—d(0,Y): Y <—y.
Como consequéncia da definicao acima, temos que

e O nimero real 0 (zero) tal que O <— 0, é denominada coordenada da origem O no
eixo e.

e O numero real z tal que X +— z, é denominada coordenada do ponto X no eixo e.
e O ntumero real Y tal que Y <— vy, é denominada coordenada do ponto Y no eixo €

Como os pontos que estao sobre uma reta r podem ser representados por um nimero
real, entao naturalmente em relagao a ordem podemos comparar os elementos sobre uma
reta r, da seguinte maneira.

Sejam X,Y € r e sejam x e y suas, respectivas, coordenadas no eixo €. Dizemos

15



16 CAPITULO 1. O PLANO CARTESIANO

que Y estd a direita (ou X estd a esquerda de V) de X quando z < y. Desta forma se

— — —
OB ¢ semirreta oposta a OA, entao os pontos distintos de O na semirreta OA estao a
—

direita de O, e os pontos distintos de O na semirreta OB estao a esquerda de O.

Proposicao 1.1.1. Se x e y sao as coordenadas, respectivamente, dos pontos X e Y
sobre o eixo €, entao

Demonstracao. Se X =Y, entdo imediatamente temos que d(X,Y) = 0 =] z —y |.
Suponhamos que, X = O ou Y = O, entao

|z |=x2=d(0,X) ou |y|=xy=4d(0,Y).

Sejam XY e O trés pontos distintos. Sem perda de generalidade, suponhamos que
X estd a esquerda de Y, isto é, x < y. Temos trés casos a considerar:

caso 1. X e Y estao a direita da origem. Isto é, 0 < x < .
Neste caso, X estd entre O e Y, pois caso contrério, Y estaria entre O e X e d(0,Y) =
y <z =d(0,X), o que contraria nossa hipétese. Logo,

d0,Y)=d(0,X)+d(X)Y) <= y=z+dX)Y) <= dX)Y)=y—z=|y—x].

caso 2. X e Y estao a esquerda de O. Isto é, x < y < 0.
De maneira analoga ao caso anterior, podemos verificar que Y estd entre X e O.
Assim,

d(X,0)=d(X,Y)+d(Y,0) <— —z=dX,Y)—y <= dX,Y)=y—ax=|y—2x].

caso 3. X esta a esquerda de OeY esta a direita de O. Isto é, x < 0 < Y-,

Neste caso, Y esta na semirreta OA e X esta na semirreta oposta a OA Portanto,
O esta entre X e Y e

d(X,)Y)=d(X,0)4+d0,Y) <= dX,)Y)=—ax+4+y=y—x=|y—x].

1.2 Coordenadas no plano

Um sistema de eixos ortogonais num plano 7 é um par de eixos, eixo OX e eixo OY,
com unidade de medida de igual comprimento, que intersectam-se perpendicularmente na
origem comum O. O eixo OX é denominado eizo horizontal e o eixo OY é denominado,
eizo vertical. O Plano m com o sistema de eixos ortogonais acima, serd chamado sistema
de eixos ortogonais OXY, ou simplesmente sistema OXY.
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A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelcer uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos do plano 7 e os pares ordenados de niimeros reais do conjunto

R* = {(z,y) | =,y €R},
da seguinte maneira.

Dado arbitrariamente um ponto Py € 7, tragcamos as retas r e s passando por Fp, tal
que:

(i) r seja paralela ao eixo OY e intersecta o eixo OX em um ponto Xo;
(i) s seja paralela ao eixo OX e intersecta o eixo OY em um ponto Yj.

Por coordenada na reta, o ponto X, estda em correspondéncia biunivoca com um
nimero real zy e o ponto Yy estd em correspondéncia biunivoca com um numero real yg.
Assim, obtemos a correspondéncia

Py <= (w0,y0)-

Como P, € m é arbitrario, segue que para todo ponto P € 7 existe uma corres-
pondéncia biunivoca
P = (z,y).

Os numeros z,y € R do par ordenado (x,y) associado ao ponto P sdo chamados
coordenadas cartesianas do ponto P: x é a primeira coordenada ou abscissa de P ey é a
sequnda coordenada ou ordenada de P.

Exemplo 1.2.1. Represente os pontos O = (0, 0), A= (2, 1), B=(-1,2), C =

(=2, =3), D= (4, —3), E= (-3, 0) e F = (0, 3) no plano cartesiano.

3

Solucao:
y
Fi3
Br T2
Fh--------- 1A
gL 1y .
+—t—+— ———
E s
| ) NER——— 2. H
i 3 D
¢ -3]

Figura 1.1: Plano Cartesiano - Exemplo 1.1
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O complementar dos eixos no plano é a uniao de quatro regioes denominadas qua-
drantes e enumerados como na figura abaixo.

y
22 quadrante 12 quadrante
(1 (1)
(6} X
32 quadrante 42 quadrante
(1) (Iv)

Figura 1.2: Plano Cartesiano - Quadrantes

Note que os pontos do eixo OX tém coordenadas (x,0), os pontos do eixo OY tém
coordenadas (0,y) e os quadrantes, dados em coordenadas, sao:

1° quadrante = {(z,y) e R? |z >0 e y > 0};
20 quadrante = {(z,y) e R* |z <0 e y > 0};
3% quadrante = {(z,y) ER* |z <0 e y < 0};
49 quadrante = {(x,y) e R* |z >0 e y < 0}.



Capitulo 2

Circunferéncia

Neste capitulo definiremos um subconjunto do plano denominado circunferéncia. Para
tal definicao utilizaremos as coordenadas de um ponto no plano.

Sejam P = (a,b) e Q = (¢,d) pontos do plano m dados por suas coordenadas em
relagdo a um sistema de eixos ortogonais OXY. Dado um ponto R = (¢,b) no plano T,
consideramos o triangulo retangulo PQ R, com hipotenusa P(Q) e catetos PR e QR para-
lelos aos eixos OX e OY, respectivamente.

Como os catetos PR e QR estao sobre eixos e a distancia entre dois pontos de
um eixo é igual ao médulo da diferenca de suas coordenadas, as medidas desses catetos
sao dadas por:

d(P,R)=|a—c| e dQ,R)=|b—d]|.
Pelo Teorema de Pitdagoras, obtemos:
d(P,Q) = /(d(P,R))? + (d(Q,R))2 = /(a — )2 + (b— d)2. (2.0.1)

Assim, a distancia do ponto P = (a,b) ao ponto @) = (¢, d) é a raiz quadrada da soma
dos quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes.

Exemplo 2.0.1. Calcule a distancia do ponto A = (—1,2) ao ponto B = (2, —3).
Solucgao:

Temos que

d(A,B) =/(2— (—1))2 + (-3 —2)2 = V9 + 25 = V34

Com o calculo da distancia em coordenadas podemos obter uma caracterizagao
algébrica da circunferéncia.

Definigao 2.0.1. Uma circunferéncia S}(A) de centro no ponto A € 7 e raior > 0 é o
conjunto dos pontos do planos 7 situados a distancia r do ponto A, ou seja:

SHA)={Pecr: dP A =r}

19



20 CAPITULO 2. CIRCUNFERENCIA

Se A = (a,b) sao as coordenadas do centro num sistema de eixos ortogonais OXY do
plano 7, segue que
P=(z,y) € SH(A) +—= d(P,A)=r

& d(P,A)?=1?
= (r—a)’+(y-b)'=r"
Assim, associamos & circunferéncia S!(A) a equagao
(x—a)*+(y—b)*=r?
que relaciona a abscissa com a ordenada de cada um de seus pontos. Isto é,
S(A)={(z,y) em: (z—a)*+(y—b)*=r"}.

Por meio dessa equagao, as propriedades geométricas da circunferéncia podem ser
deduzidas algebricamente.

Yet

Figura 2.1: Circunferéncia

Exemplo 2.0.2. Determine a equagao da circunferéncia de centro C' = (0,0) e raio de
medida 3 é.

Solucgao:
(z—-0P2+(y—-07 =3 <=2+y*=9

Figura 2.2: Circunferéncia - Exemplo 2.2

Note que o ponto A = (0, 3) pertence a essa circunferéncia, pois

(0—0)*4+(3—-0)?=09.
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Da mesma forma, o ponto B = (2, \/3) também pertence, pois
22 + (V5)? = 9.
Ja o ponto D = (-2, —3) nao pertence a circunferéncia, pois
(=2)*+ (=3)* =13 #£0.

O nosso objetivo nao é estudar a circunferéncia através de sua equagao algébrica,
mas como veremos, obter uma nova caracterizacao.



Capitulo 3

Matrizes

Neste capitulo definiremos matrizes com elementos reais, assim como as operagoes
envolvendo matrizes. Apresentaremos algumas matrizes, chamadas matrizes especiais.
Enunciaremos os principais resultados envolvendo as operagoes com matrizes. O objetivo
principal deste capitulo é definir quando uma matriz é ortogonal.

3.1 Representacao de uma matriz

Sejam m e n nimeros naturais nao nulos, uma tabela de m x n ntimeros reais dispos-
tos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais) é uma matriz do tipo (ou
formato) m z n, ou simplesmente matriz m x n.

Representamos usualmente uma matriz colocando seus elementos (nimeros reais) entre
parénteses ou entre colchetes.

Exemplo 3.1.1. Assim,

1 0 8 0
o A= L3 ¢ uma matriz de ordem 4 x 4
90 « 56 11 |~
| 0 0 34 1
1 0 8 0 12
e B=| 0 1 13 0 23 |, ¢éuma matriz de ordem 3 x 5
| 90 7 56 11 29

Consideremos uma matriz A do tipo m x n. Um elemento qualquer dessa matriz pode
ser representado pelo simbolo ¢;;, no qual o indice ¢ refere-se a linha e o indice j refere-se
a coluna em que se encontra tal elemento.

Vamos convencionar que as linhas sao numeradas de cima para baixo, e as colu-
nas, da esquerda para a direita. De um modo geral, uma matriz A do tipo m x n é
representada por A = (a;;), ., em que i e j sao nimeros inteiros positivos tais que
1<i<m,1<j<n,ea;éum elemento qualquer de A.

22



3.2. MATRIZES ESPECIAIS 23

Exemplo 3.1.2. Seja a matriz

17
A=1] 8 9
12 23

3x2

O elemento que esta na linha 1, coluna 1, é ay; = 1;
O elemento que esta na linha 1, coluna 2, é a5 = 7;
O elemento que esta na linha 2, coluna 1, é ag; = §;
O elemento que esta na linha 2, coluna 2, é ag = 9;
O elemento que esta na linha 3, coluna 1, é ag; = 12;

O elemento que esta na linha 3, coluna 2, é az, = 23.

3.2 Matrizes especiais

Nesta se¢ao apresentaremos algumas matrizes, que sao chamadas de matrizes especi-

ais.

1.

Matriz linha: é uma matriz formada por uma tnica linha.

Exemplo 3.2.1. A= [ T —12 20 }, ¢ uma matriz linha 1 x 3.

. Matriz coluna: é uma matriz formada por uma tnica coluna.

34
90
41
—4

Exemplo 3.2.2. A = , ¢ uma matriz coluna 4 x 1.

. Matriz nula: é uma matriz cujos elementos sao todos iguais a zero. Pode-se indicar

uma matriz nula m x n por 0,, x »

000

Exemplo 3.2.3. 053 = [ 00 0

} , ¢ uma matriz nula 2 x 3.

. Matriz quadrada: ¢ uma matriz que possui nimero de linhas iguais ao nimero

de colunas.

Exemplo 3.2.4. A = { le \35 } , ¢ uma matriz quadrada de ordem 2.
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5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, temos que:

i.

ii.

Os elementos de A cujo indice da linha é igual ao indice da coluna constituem
a diagonal principal de A.

Exemplo 3.2.5. Seja A a matriz quadrada de ordem 3, dada por

11 aiz2 A3
A= Q21 Q22 A3
a31 az2 a3s3

os elementos ay1, ago, azz formam a diagonal principal de A.

Os elementos da matriz A cuja soma dos indices da linha e da coluna ¢é igual a
n + 1 constituem a diagonal secunddria de A.

Exemplo 3.2.6. Retornando ao exemplo anterior, os elementos a3, ass, as;
formam a diagonal principal de A.

ail Q12 aps
A= ag1  Gg2 Q23
ags Q32 A13

6. Matriz Identidade: Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A é denominada
matriz identidade de ordem n (indica-se por I,,) se os elementos de sua diagonal
principal sao todos iguais 1, e os demais elementos sao iguais a zero. Assim:

10
'IZ:(O 1)

1 00
._[3: 010
0 01
1 0 - 0
A U
0
00 - 1

3.3 Operacoes com matrizes

Introduziremos as seguintes operacoes com matrizes: adicao de matrizes, produto de
um numero real por uma matriz e produto entre matrizes. Em seguida demonstraremos
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as propriedades para estas operacoes. Iniciaremos definindo quando duas matrizes sao
iguais.

Definigao 3.3.1. Duas matrizes A e B de mesma ordem m x n sao iguais se todos os
seus elementos correspondentes sdo iguais, isto é, sendo A = (aij)mxn € B = (bij)mxn,
temos que A = B se, e somente se, a;; = b;;, para todo i € {1,2,... ,m} e para todo
j€{1,2,3,...,n}.

Exemplo 3.3.1. Determine a, b, ¢, e d para que A = ( ; ll) ) e B = ( i _d5 )

sejam iguais.
Solucgao:

Devemos ter

a:
1 =
2=c
=-5

3.3.1 Adicao de matrizes.

Dadas duas matrizes de mesma ordem, A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn, & soma de A
com B (representa-se por A+ B) é a matriz C' = (¢jj)mxn €m que ¢;; = a;; + b;j, para
1<i<mel<j<n. Em outras palavras, a matriz soma C' tem mesma ordem que A
e B e é tal que cada um de seus elementos é a soma de elementos correspondentes de A
e B.

) 4 1 7 -2 1 3 .
Exemplo 3.3.2. Sejam A = < 9 5 \/T) e B = ( 6 9 1 ) matrizes, temos:

A +B — 4 1 7 n -2 1 3\ 2 2 10
-2 5 V1 -6 9 1) \ -8 14 VI+1
As propriedades da adicao de matrizes sao dadas a seguir.

Propriedade 3.3.3. Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem (m xn) € Opxn @ matriz
nula, de ordem m X n, valem as sequintes propriedades para a adi¢cao de matrizes:

[. Comutativa: A+ B=B+ A
II. Associativa: (A+B)+C=A+ (B+(C)

ITI. Existéncia do elemento neutro: Existe M tal que A+ M = A, qualquer que
seja a matriz A,,x,. Observe que, nesse caso, M é a matriz nula do tipo m x n.
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IV. Existéncia do oposto (ou simétrico aditivo.): Dada a matriz A, existe a ma-
triz oposta -A tal que A+ (—A) = 0,,xn-

Demonstracao. Para I, sejam dadas as matrizes A = (a;;) e B = (b)) temos:

mxn mxn’

A+ B=C=(c;) e B+A=D=(d;)

mxn mxn

Mostraremos que

C=D

Para todo i € {1,2,... ;m} e para todo j € {1,2,... ,m}, assim

Cij = aij -+ bij

Usando a propriedade comutativa dos reais

Cij = bij + CLij = dz‘j

e logo,

ou seja,

A+ B=B+A.

O que mostra a comutatividade.

Para I1, dadas as matrizes A = (a;;) B = (bij),,., € C = (Cij),,,,» temos:

mxn’

(A+B)+C=D=(dy;) . eA+(B+C)=E=(ey)

mxn mxn *

Mostraremos que
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Para todo i € {1,2,... ;m} e para todo j € {1,2,... ,n}, temos:
dij = (@ij + bij) + cij.
Usando a propriedade associativa da adi¢ao de ntimeros reais, podemos escrever:
dij = aij + (bij + ¢ij) = €y

e dai,

ou seja

(A+B)+C=A+(B+0).

O que mostra a associatividade.

Para I11, dadas as matrizes A = (a;;) e M = (a;) suponha que

mxn mxn’

A+ M =A.

entao,

Qjj + m;; = Q45 = Mi; = Qi — Qjj
= My = 0.

para todo ¢ € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,... ,n}.
Assim,

M = Omxm

ou seja, o elemento neutro da adicao é M a matriz nula.

Agora mostraremos a existéncia de um elemento simétrico. Para isto, sejam as ma-

trizes A = (aij), ..y A = (a;j)mxn e 0,,xn @ matriz nula de ordem m x n. Suponha que

A+A/ = Omxn
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e dai,

aij+ay; =0 & ay=0-—a;
-

para todo i € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,... ,n}.

Assim,
A= —A.
O
Como consequeéncia da existéncia do elemento simétrico aditivo, obtemos as seguintes

definicoes.

3.3.2 Matriz oposta

Definicao 3.3.1. Seja a matriz A = (a;)
tada por —A, tal que

e Chama-se oposta de A a matriz represen-

A+ (—A) = 0msn

onde 0,,«, a matriz nula do tipo m X n.

Note que, se B é oposta de A, entao

A+B=0

e dai, para todo i € {1,2,... ,m} e j € {1,2,... ,n}, temos

aij + bz’j = 0
< ajj = _bij
< bij = —Qyj

Observe que a matriz —A é obtida de A trocando-se o sinal de cada um de seus
elementos:

Exemplo 3.3.4. Sejam as matrizes

Aa=(B ) en-(C

V)

OO I~

Temos que
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Ao (B ) e e (1)

3.3.3 Subtracao de Matrizes.

Q0 NI+

Definigcao 3.3.2. Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (a;;), .. e B = (bij), ..,
chama-se diferenca entre A e B (representa-se por A — B) a matriz soma de A com a
oposta de B, isto é:

A—B=A+(-B)

2 5 -2 3
Exemplo 3.3.5. Sejam A = -1 6 e B = 2 5 , temos que:
4 =2 3 -1
2 5 -2 3 2 5 2 -3 4 2
A-B = -1 6 |- 2 5 =| -1 6 |+| -2 =5 |=| -3 1
4 =2 3 -1 4 =2 -3 1 1 -1

Outra operacao envolvendo matrizes é o produto de um nimero real por uma matriz,
que definiremos a seguir

3.3.4 Produto de um real por uma matriz.

Definicao 3.3.3. Seja a matriz (a;;), ., € k um nimero real, o produto de & pela matriz
A (indica-se k - A) é a matriz B = k - a;j, para todo i € {1,2,... ,m} e para todo
j€e{1,2,... ,n}.

Isto significa que B é obtida de A multiplicando-se por k£ cada um dos elementos de
A.

Exemplo 3.3.6. Seja a matriz A dada por

A=(9 4 —-1)

Temos que
3-A = (3-9 3-4 3-(-1))
= (27 12 -3)

Em relacao ao produto de um nimero real por uma matriz, temos as seguintes pro-
priedades.
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Proposicao 3.3.2. Sejam k e [ nimeros reais e A e B matrizes de mesma ordem, valem

as seguintes propriedades:

iLk-(I-A)=(k-1)-A
ii. k-(A+B)=k-A+k-B
ii. (k+1)-A=k-A+1-A

iv. 1-A=A.

Demonstragao. Para o item [i.], sejam k e | € R e A = (a;j)mx, uma matriz de ordem

m X n, temos

k- (1-A)

No item [ii.], sejam k € R e
ordem m x n, temos

k-(A+ B)

A:

= k- (l-ay)

mxXn

= (k-1 ay)

mxn

= (k-0 (a@ij)un

— (k-1)-A

(@ij)mxn € € B = (bij)mxn duas matrizes de

k- (i) sn + (06 0m)
k- ((Iij + bz;)

mxn

(k - (aij + bij))

mxn

(/{Z . aij + /{3 . bij)mxn
(k ’ a’ij)mxn + (k ’ bij)mxn
k(i) e T K- (0i3) e,

k-A+k-B

Mostraremos agora os itens [i7i.] — [iv.]. Sejam ke [ € R e A = (aj)mxn Uma matriz

de ordem m X n, temos
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(k+1)-A = (k+1)-(ay)

mos

1A = 1(a”)

3.3.5 Produto de matrizes

Definicao 3.3.4. Dadas as matrizes A = (a;;) chama-se produto de

A por B, e se indica A - B, a matriz C' = (c;)

mxn © B = (bﬂf)
em que

nxp’

mxp’

Cik = Qi1 by + Qio - b + @iz - b3 + Qg - Dag + ...+ Qi - by

para todo i € {1,2,... ;m} e todo k € {1,2,... ,p}.

Note que:

e A definigao garante a existéncia do produto A - B se o numero de colunas de A é
igual ao niimero de linhas de B.

e A matriz produto C' = A- B é uma matriz cujo numeros de linhas é igual ao nimero
de linhas de A e o nimero de colunas é igual ao nimero de colunas de B, ou seja,

A@mxn) * Baxp) = Clnxp)
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Exemplo 3.3.7.
(3000 7) - (G i)

B 6 12
N 7T 4
Vejamos as propriedades do produto de matrizes, assim com as demonstracoes dessa
propriedades.
Proposicao 3.3.3. Se A é quadrada de ordem n, temos: A-I, =1, - A= A.

Demonstracao. Seja A = (a;;), ... uma matriz quadrada de ordem n e [, a matriz identi-

dade de ordem n, temos:

nxn

o 10 - 0
11 1n 0 1 0
AT, = . )
a11.1+a12.0+...+a1n.0 e a11.0+a12.0+...+a1n.1
an1.1+an2.0+...+ann.0 e an1.0+an2.0+...+ann.1
l-a;;+0-a12+---+0-ay, -+ O-ap1+0-ap 9+ ---+1-ai,
1.an1+0.an2+...+0.ann oo O.an1+0.an2+...+1.ann
10 - 0 4 a
01 0 H i
O O 1 anl ann
- I, A

Proposicao 3.3.4. Se A = (a;j)n x m, cOM m # n, temos:

I,-A=AeA-I,=A
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Demonstracao.
10 0 air @iz o Qi
A = 01 0 Q21 Q22 -  Q2m
0 0 1 n Ap1 QAp2 - Apm nxm
1-a11+0-a21+-~-+0-an1 1-a1m+0-a2m+---
0.a11+1.a21+...+0.an1 O.a1m+1.a2m+...
0.all+0.a21+...+1.anl O.a1m+0.a2m+...
11 a2 -+ Aim
B Q21 Q22 -  QA2m
An1 Ap2 - Anm nxm
= A

De maneira analoga, podemos demonstrar o caso A - [,,, = A.

33
+0'anm
+0'anm
+1-awm

nxm
O

Definicao 3.3.5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, a matriz A é dita inversivel

(ou invertivel) se existe uma matriz B (quadrada de ordem n), tal que:

A-B=B-A=1,
Onde I, representa a matriz identidade de ordem n.

Neste caso, B é dita inversa de A e é indicada por A~

Exemplo 3.3.8. A inversa de A = ( 21 ) W — ( _3 -1 > pois:

5 3 5 2

() ()

e

a3 ) (23)-(30) -

Para verificar se uma matriz quadrada é inversivel e, em caso afirmativo, determinar
sua inversa, utilizamos um processo baseado na definicao de matriz inversa e na resolucao

de sistemas. Vejamos um exemplo no caso da matriz 2 x 2.
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Exemplo 3.3.9. Determine, caso exista, a inversa de A = ( 2 i )

Solugao:

Devemos verificar se existe

tal que
A- A=,
Temos:
3 2 [ a b - 10
5 4 c d o 0 1
3a+2c 3b+2d B 10
5a + 4¢ 5b+ 4d o 01

Da definicao de igualdade de matrizes seguem os sistemas:

3a+2c = 1
ba+4c = 0

cuja solucao é
a:2ec:—§
2

e

3b+2d = 0
5b+4d = 1

cuja solucao é
3
b=—-1led=-.
T

Assim,

2 -1
Al = 5 3.
)

Um caso de matriz nao invertivel, é dado pelo seguinte a seguir.
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Exemplo 3.3.10. Determine, caso exista, a inversa de X = ( ;l ? ) .

Solugao:

Devemos verificar se existe

-1 __ CLb
o=(00)

tal que
X -Xt=1p,.
Temos:
4 2 [ a b - 10
2 1 c d o 01
4a +2¢c 4b+2d - 10
2a4+c¢ 2b+d o 0 1
Assim,

da+2c = 1 3b+2d = 0
{2a+c =0 (1) {5b+4d =1 (2)

Resolvendo o sistema (1):

da+2¢c = 1 da+2¢c = 1
2a4+c¢ = 0 (x2) da+2c = 0

E facil ver que o sistema acima nao admite solugoes, pois nao existem a e c¢ reais tais
que 0-a + 0-c=1. Desse modo, ja podemos concluir que nao existe a inversa de X.

O processo apresentado nesses exemplos pode ser aplicado a matrizes quadradas de
ordem n, n > 2. No entanto, para n > 3 o processo, em geral, é trabalhoso.

Definicao 3.3.6. Dada uma matriz A = (a;;) chama-se transposta de A (indica-se

por A") a matriz:

mxn’

= ().,

tal que a;j = a;; para todo 7 e todo .

Em outras palavras, a matriz A" é obtida a partir de A trocando-se, ordenadamente,
suas linhas pelas colunas.
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Exemplo 3.3.11. A transposta da matriz A = [

Exemplo 3.3.12. A transposta da matriz B = [

CAPITULO 3. MATRIZES

jer-i

1
2]éBt: 2
3

S O =~

Proposicao 3.3.5. As matrizes transpostas gozam das seguintes propriedades:

I- Dada uma matriz A de ordem n x m, entdo (A')" = A.

IT - Dadas duas matrizes A e B, ambas de ordem n x m, entao (A + B)' = A' + B'.

III - Dado k € R e uma matriz A de ordem n x m, entdo (k- A)" = k- A

IV - Dadas as matrizes A de ordem n x m e B de ordem m x r, entdo (AB)" = B'A".

Demonstragao. Para o item [I], temos que

A

— At
= (A

= A

Para o item [I], temos que

a12
22

Ap2

a21
22

Q2m

Q12
Q22

Ap2

A1m
A2m

Anm /o m

Gn1

An2

mxn

A1m
A2m

Onm nxm
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ap; + b1 @iz + bio
ag1 + ba1  agy + by

XnXm + YTLXTTL
(07951 + bnl an2 + bn2
ai; +bin ag + boy
(X + Y)t _ @12 + bia  a + bao

A1m + blm Q2am + b2m

@11 A21 -+ Qpl

Q12 Q22 -+ (Gp2

Aim QA2m -~ Qnm
= X'+v!

Quanto ao item [I1]], temos que

o

cay; k
oA _ k-'agl k -
k-.anl k-‘
k-ay k-
Ak A = k:-'a12 k -
k-ézlm k-'

= k-X!

Assim,

mxXn

*a12

a22

Qp2

a1
22

Q2m

A1m + blm
A2m + b?m

nxm

an1 + bnl
An2 + bn2

mxn

bll b21

b12 b22

blm b2m

k-alm
k'a2m

k- apm

k-anl
k"CLng

k- apm

bnl
bn2

bnm

37

mxn
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11 QA2 - Qim b1 by - by
AB — Q21 Q22 -+ Qom bai by -+ by
An1 Ap2 - Anm bml bm2 e bmr
a11bi1 4+ ai2bor + - + a1mbyma - @by + ar2bay + - - A a1 by
a21b11 4 ageboy + -+ - + agmbma - ag1biy 4 agebay + - - - 4 a2 by
anlbll + an2b21 + -+ anmbml e anlblr + an2b2r + -+ anmbmr
Entao
a11b11 + arobor + - + a1mbma 0 apabin + an2bor + - + @b
(AB). — arbia + apbas + -+ @rmbma -0 Ap1bia + An2bae + -+ Apmbme
allblr + a12b2r + -+ almbmr te anlblr + an2b2r + -+ anmbmr
biiain + baraia + -+ bpiary, - biiant +barane + -+ by,
biaair 4 baoaia + - - - + bp2aiy, - bi2apy + baoane + -+ Dot
blrall + b27‘a12 + -+ bmralm T blranl + eran2 + -+ bm’/‘anm
— BtAt

Definicao 3.3.7. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita simétrica se

A=A
1 -1 4 1 -1 4
Exemplo 3.3.13. DadaamatrizB=| —1 5 2 |,temosqueB'=| —1 5 2
4 27 4 27

entao B é uma matriz simétrica.

Proposigao 3.3.6. A matriz identidade, de qualquer ordem, é simétrica.
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Demonstracao. Seja I, a matriz identidade de ordem n, assim:

01 - 0 01 .- 0
L=1 . . , — I =
0 0 1 00 1

Proposicao 3.3.7. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao:
[ - Se A é simétrica, entao para qualquer escalar k, a matriz k - A também é simétrica.
IT - A matriz nula, de qualquer ordem, é simétrica.

III - A matriz identidade, de qualquer ordem, é simétrica.

Demonstra¢ao. Provaremos apenas o item [/]. Seja k € R e

a1 - Qip
Anxn -

Qp1 *++  Qpp

uma matriz quadrada de ordem n tal que

A=A
Por igualdade de matrizes, temos que
Q5 = Aji, v Za] = {1727 s ,TL}

Assim

k-ay - k-ap, k-ay - k-ap
k-A= S = S — k- At
k-ap - k-an, k-ay, - k-an,

Portanto k- A é uma matriz simétrica.

Definigao 3.3.8. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita antissimétrica se

A=A

Equivalentemente, os termos a;;, satisfazem

a'ij = —CL]'Z'.



40 CAPITULO 3. MATRIZES

Disso decorre que os termos da diagonal principal obrigatoriamente devem ser nulos.

0o 7 -1 0o -7 1
Exemplo 3.3.14. SejaamatrizB= | -7 0 4 |, temosque B! = 7T 0 —4

1 -4 0 -1 4 0
Assim, B = —B? o que implica que B é antissimétrica.

Definigao 3.3.9. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita ortogonal se A é inversivel e

A7t = At

Em outras palavras, A é ortogonal se
A A=A A=1.

Proposicao 3.3.8. A inversa de uma matriz ortogonal também é ortogonal.

Demonstragao. Se A é ortogonal, entao A~! = A?, assim

Ao (A =at (A=At A=T

(A Aat=(A) A=A A =1

Donde,

Proposicao 3.3.9. O produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal.

Demonstracao. Seja A e B duas matrizes ortogonais de ordem n. Como A e B sao
invertiveis, entao ja vimos que AB também é invertivel e que (AB)f1 = B 1A~! Daf

AB(AB) ' = AB(B'A™Y ) = A(BB ')A = ATAT' = AAT = 1.

(AB)'AB= (B'A)AB=B'(A'A)B=B'IB=B"'B=1.
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Exemplo 3.3.15. A matriz

Sl Sl
Sl Sl

A:
é ortogonal, pois
11
V2 V2
Al =
1 1
V2 V2
Além disso
1 1 1
V2 V2 V2
A-AY =
1 1 1
v i)\
B 10
N 01
e
11 1
V2 V2 V2
Al A =
1 1 1
V2 V2 V2
B 10
a 0 1
Portanto,

A-At=A"A=1.

Exemplo 3.3.16. A matriz

(7o)

S sl

Sl Sl
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é ortogonal, pois A é simétrica e

Portanto,

Exemplo 3.3.17. A matriz

Portanto,

A A=A A=

Denotaremos o conjunto das matrizes de ordem m X n, com elementos reais em um
conjunto da seguinte maneira.

men = {A = (aij)mxn oay € ]R}
Assim, o conjunto das matrizes ortogonais é um subconjunto de M,,, dado por:

Oy ={AeM(nn);A-A'=1}.



Capitulo 4

A Circunferéncia Como Produto de
Matrizes

Seja um plano 7 com um sistema de eixos ortogonais OXY', podemos representar o
plano 7 da seguinte maneira:

m={(z,y): xyeR}
Assim, para cada ponto P = (x,y) € 7 serd representado por uma matriz coluna, isto

~[;]

Como a circunferéncia S} é um subconjunto do plano 7, entao naturalmente repre-
sentaremos cada ponto P da circunferéncia S! por uma matriz coluna, ou seja,

[}

Inicialmente apresentaremos algumas defini¢coes que serao utilizadas no decorrer deste
trabalho. A primeira delas é a definicao de igualdade entre conjuntos.

tal que 2% + y? = r?

Definicao 1. Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais e denotamos por A = B,
quando simultaneamente tivermos A C B e B C A.

Outra definicao que utilizaremos, é a de produto de dois conjuntos.

Definigao 2. Sejam A e B dois conjuntos, definimos o produto de A por B e denotamos
por AB, como sendo o conjunto formado pelo produto dos elementos do conjunto A com
os elementos do conjunto B. Ou seja,

AB={ab: a€ A e be B}.

A partir de agora nos concentraremos em mostrar que toda circunferéncia de centro
na origem e raio r > 0 é o produto do conjunto das matrizes ortogonais com o ponto

43
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ro| . ,
Py = {0 },1stoe,
Si = O Fo.

Em particular, a circunferéncia de centro na origem e raio 1 é dada por

No resultado a seguir mostraremos que o produto do conjunto Oy com um ponto
especifico da circunferéncia de centro na origem e raio » > 0 é um subconjunto desta

circunferéncia.

Proposicao 4.0.1. Sejam os conjuntos

O ={A: A-A' =1L}

Se Py € S}, entdo Op)Fy C S}
Demonstracao. De fato, dada uma matriz

b
A:{Z d} € 0(2)

€ um ponto

Yo
Temos que
a b o axg + byo
0 {c d]{yo] {cx(ﬁ—dyo ’
dai

(azo +byo)” + (czo+dyo)® = a2l + Al + VP2 + d*2 + 2xoyeab + 2zoyecd
= 2i(a® + A) + 2 (* + d*) + 2xoyo (ab + cd)

Por hipétese, temos que

A A = I,

(1)
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isto é,

Galleal =]

PN a? + 2 ab + cd |10
ab +cd V* +d*> | |0 1
a2 + 32 =1
= V+dE =1 (2
ab + cd = 0

Substituindo (2) em (1), obtemos

za-1 4+ y2-1 + 2w0y0-0 =
= 75+ Y-

Temos ainda por hipétese que

<

Py € S! «— a2 + 42 =

Portanto,

(azo + byo)® + (czo + dyo)® = 72

Assim, segue que

A-Py C S!
O

O resultado a seguir, mostra que qualquer circunferéncia de centro na origem e raio
r > 0 ¢ um subconjunto do produto de O(z) com um ponto da circunferéncia.

Proposicao 4.0.2. Sejam os conjuntos

Op={A: A A =1

Se

entao S! C O(2) Py para todo r > 0.
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Demonstragdo. Dado um ponto P € S!, mostraremos que existe uma matriz A € O(9) tal
que

A'po = P

Dividiremos a prova em dois casos:

Caso I. Suponhamos que o ponto P seja dado por

a b
d

para uma matriz A = [ } , temos

A 1ltima passagem se justifica pelo fato que r # 0. Dessa forma, fazendo
A=1

todas as condigdes serdo satisfeitas, pois, de fato A € Oy, Py e P € S} e

s Jle] = 1o)

Caso II. Suponhamos que



47

. a c
eseJaA—{b d} , temos que

Como A € Oy, entao

A A =1, <—

Segue, por igualdade de matrizes, que

2
T
—2+02:1
r

7“2—[[’2

2

< c=
r

Substituindo o caso,

e

Obtemos que

LY

_(17’ . A
Lor ] |y
( s
a = -
,
b = ¢
L r
T Ty
r ror _{1 O]
01
%d ¢ d
2
—2+02 x—g—l—cd
r r 10
2y 2 101
ﬁ‘i‘Cd —2+d2
2 2
— C2:1_:v_2 — c¢= 1—35—2
T T
y? y
—= c=%\5 &= c==£=
T T
oy
cC = =
,
Ty
ﬁ__d
Yy

=—=d = d:—f.,
r
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Desta forma,

r Yy
roor
A=
Yy x
r r
e dai,
Ty z Yy
roor roor
A-AY =
Y z ) Z
L 7 r r
_[1o0
|10 1

Como A é simétrica, entao

A- A=A A=1T

daf, todas as condicoes sao satisfeitas, pois A € O, Py e P € Sle

r Yy
- r x
y _z 0 Y
r r
O caso,
_ Y
cC= —=
r
em
Ty
ﬁ = —Cd.

Obtemos que

Desta forma,



T Y
r r
A—
y
r
e dai,
- Ty
r r r
A-AY =
y y x
Lr r ror
10
o1

Como A é simétrica, entao

A-A=A"A=1

dai, todas as condicoes sdo satisfeitas, pois A € Oy, Py e P € S} e

x Yy
r r r €
y r 0 Y
roor

Note que no caso em que

e[ ne[2] < ne[ 2]

para todo r > 0 a construcao é analoga a obtida na Proposicao 4.0.2.
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No resultado a seguir, mostraremos que o produto do conjunto Oy com um ponto
qualquer da circunferéncia de centro na origem e raio r > 0 é um subconjunto desta

circunferéncia.

Proposigao 4.0.3. Sejam os conjuntos

0(2):{14. . AAtZIQ}

Si—{[g] €R2:$2+y2—r2}.
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Se Py € S} é um ponto qualquer entao O Py C S} para todo r > 0.

Demonstracao. Se o ponto P, é da forma

n=r]

entao pela Proposicao 4.0.2, obtemos o desejado.

Suponhamos que Py € S! seja diferente dos casos estudados anteriormente, isto é,

To
Py = ,
’ { Yo }
com xg # 0 e yo # 0. Dada uma matriz

b
Az{id}EO(g)

e P €Sl temos que

At.Ppp=P «— |¢ C}[%}—{x]
‘ b d Yo Y

_ax0+cyo x
= =
_b$0+dy0:| {y}

axrg+cyp =«
<~
{ bry + dyg =y

r—cy W

a =
Zo
<
—d (2)
b— Y Yo
Zo
Por hipétese, temos que
At A=1.
Entao
T —c
Yo c rT—cyo y—dyp
Zo T0 To _ { 10 1
y — dyo 01

Zo



2
( gyo) P

o)
(x —cyp)® = z2 (1 —c?)

x? — 2zcyy + Ayp = 2t — xic?

x? — 2xeyo + AAyg — xf + i =0

A (yg + xf) — ¢ (2ayo) + 2% — 25 =0

[ A

rt —c(2xyp) + 22 — 23 =0

Resolvendo a equacao de 2* grau em ¢, obtemos que

2xyo £ \/4a2yd — 42 (22 — 23)
272

211 £ 2\/x2y§ —r2 (22— 23)

2r2
zyo £ \/—x2xd + r2ad
< ¢ = )
”
20,2 _ 2
xyo £ /x5 (1?2 — x
- Y 02( )
r
Ty £/ x2y?
c = Yo : 0Y
r
xyo £ zy O
<< ¢ = ——— .
2

TYo + Ty

Counsidere o caso ¢ = 5
r

. Por (1), temos

10

01

o1
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(xyo + SCO?J)
=%
,

a g
Zo
o (#Y8 + Toyyo
r2
<~ a =
Zo
2 2
rr- — — ToYo
o — yOz Yoy
Tor
2 2
r\r- — — X9 0
. = o ?/0)2 Yy
ol
T — Toyyo
= a4 = ——F
Tor?
Txo —
o — 0 yyo.
= r2

Agora em (4), temos que

(I—C%) <y—dyo> Led=0
Zo Zo

— (zy — dzyo — cyyo + cdyy) = —cda}
< azy—dryo — cyyo +cd (23 +y3) =0
<~ ay — dxyy — cyyo + cdr®* =0

< d(cr® —zyy) = cyyo — xy

e g YYo=y

cr? —xyy



Por (7)

Substituindo em (2), temos

Assim

TYo + Toy
r2

) YYo — XY

(ﬂﬁyo —|—x0y> 9
— 2 )T
,

Y3y + Ty Yo

T2

Toy

Y3y + Loy yo — xyr?

Toyr?

—zy (r* — y3) + zoy*yo

Toyr?

—zyxd + Toy*Yo

Toyr?

Toy (—xxo + YYo)

Toyr?

—zx0 + yyo VD

r2

Zo

yr? 4+ xxoYo — Yy
Tor2

y (r? — y3) + xxoyo
Tor?

2
oy + TZoYo
Tor?

Toy + TYo

r2

23
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TTo —YYo  YTo + TYo
TQ T2

TYo + ToYy —TTo + YYo
T2 T2

Note que
At A = | 1 G2
Co1 Coo |’
donde
2 2
_ (wwo —yyo)” | (Yo + w0Y)
_2Pag — 2xxoyyo + YPYs + 27y + 2xx0yyo + 1y
— -
2 (ag + ) + v (af + )
— 5
(g ) (2 + )
— g
r2.r?
= 1
~ (zz0 —yyo) (Toy + 2y0) | (=220 + yyo) (TYo + T0Y)
12 = 2 2 + 2 2
T T T T
~ (wwo — yyo) (woy + wy0) — (10 — YY0) (TY0 + ToY)
— 5
=0
oy — @Y+ oyo) (@20 —yyo) | (=0 +yyo) (£y0 + oY)

r2 r2 r2 r2

(zoy + 2y0) (20 — YY0) — (Y0 + 20Yy) (220 — YY)
T4




(oy + $y0)2 n (—zzo + yyo)2

Co2 =
4 r4

x2y® + 2xzoyyo + v2YE + 22k — 2xT0yyo + Y2YR

rd

z§ (Y + %) + y§ (2° + )
T4

(z® +v°) (2§ + u5)

Note ainda, que a matriz A é simétrica, logo

t 44 4t |10
AA_AA_{Ol'

Por fim, temos que

[ TXo —YYo  TYo + ToY

7»2 fra2
Toy + TYo  —xTo + YYo Yo
L r2 r2

(xxo —yyo) vo (Yo + oY) Yo
2 + 2
T T

(woy + xyo) w0 (—2x0 + YYo) Yo
L 72 N r2

[ zad — Toyyo + xyd + Toyyo
r?

x2y + T20Y0 — TTOYO + YY2
L r2

25
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[ 2 (25 + y0)
r2

y (x5 +y3)
L r2

Assim, todas as condicoes sao satisfeitas, pois A € Oy, Ppe P € S} e

Ty —YYo  YTo + TYo

72 72 Lo xr
TYo + Toy —TTo + YYo Yo Y
r2 r2
Portanto,
Al P, C S}q
TYo — X
Para o caso ¢ = M, procedendo de maneira analoga, obtemos a matriz
r
TTo+YYo YTo — TYo
r2 r2
A =

TYo — ToY TTo + YYo
/"-2 7”2

Note que, a matriz A é simétrica, e que

TTo + YYo TYo — ToYy
t . o /,n2 r2 o . x o
A By = y-’Eo—QWJO mj04;?Jy0 yo] - [y =P
r r
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Assim, todas as condigoes sdo satisfeitas, pois A € Oy, Py e P € S}
]

Finalmente, mostraremos que o produto do conjunto Oy com um ponto qualquer da
circunferéncia de centro na origem e raio r > 0 é a propria circunferéncia.

Teorema 1. Sejam os conjuntos

Op={A: A A =1

Si:{[';] €R21x2+y2:r2}.

Se Py € St € um ponto qualquer, entio S: = O2) Py para todo r > 0

Demonstragao. Pela Proposigao 4.0.1 temos que
Si C 0(2) - Py
Pelas Proposicoes 4.0.2 e 4.0.3, temos que

0(2) - Py C S,l.

Logo, pela definicao 1, segue que

Sy = Oy Po.

T

para todo r > 0.
m

Assim, podemos concluir o seguinte: Dado Py €SI, r>0e Py = { ZO } , temos:
0

Txo —YYo Yo+ TYo
1 r2 r2 )
S = TYo + ToY  —TTo + YYo [ Yo ]
r2 r2 ]
[ TZo —YYo  YTo + TYo [ TTo —YYo  YTo + TYo
T2 T2 7"2 7’2
TYo + ToYy —TTo + YYo TYo + ToYy —TTo + YYo
L r2 r2 L r2 r2
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Em particular

x x x
sl roor {r } roor roor B { 1 0 }
' y —a | L0 y —x ||y - 0 1
r r r
Equivalentemente

o= {5 2] la] - [ 20l 2] -0



Capitulo 5
Aplicacoes

Nesse capitulo faremos aplicacoes da construcao obtida.

5.0.1 Ponto interno e externo
Definiremos ponto interno e externo a circunferéncia de centro na origem como pro-

duto de matrizes, mostrando que estas definicoes coincidem com as defini¢oes clédssicas.

Dado um ponto P = (a,b) € R?, isto é, um ponto P no plano m, pela Proposicao
1.1.1 temos que

d(O,P)=vVa®>+b=r>0

Isto é,
PeSs.

Assim, pelo Teorema 1, existe A = [ CCL 2 1 €O0p e = [

= 0]

De maneira conveniente, facamos A = { z _z } e Py = [ 6 ], assim

o } € S! tal que
Yo

Fixamos r > 0, seja a circunferéncia
Sl _ T Y r| | Y r Yy 110
T y —x 0| |y —=x y —x | |0 1

59
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Dados os pontos arbitrarios, Py, P, € 7, temos que

Dizemos que Py é interior a S! se 79 < 7. Por sua vez, dizemos que P, é exte-
rior a S} ser < 1

Figura 5.1: Ponto Interno e Externo

Exemplo 5.0.1. Em relacao a circunferéncia de centro na origem que passa por P =

5 12 4/15 7

8 13 13 13 T 17 17
, classifique os pontos A = ,B =
15 L5 0 7 44/15 0
13 13 17 17
7T 24
25 25 25
e C = como interno, externo ou pertencente a circunferéncia.
24 7 0
25 25
Solugao:

Dado o ponto P = (8, 15), pela Proposi¢ao 1.1.1, temos que

d(O, P)=v8 +152 =64 +220=v280=17=7r >0
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8

Assim, pelo Teorema 1, para P = { 15

} , obtemos

onde
8 15 8 15
17 17 17 17 [1 0}
158 s s L0
17 17 17 17

Logo

A é interno, pois 13 < 17
B pertence, pois 17 = 17
C ¢é externo, poisl7 < 25

)
€ =(7,24)

P =(815)

B = (—4V15,7)

Figura 5.2: Ponto Interno e Externo - Exemplo 5.1
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5.0.2 Matematica financeira

Agora, utilizaremos o resultado obtido para circunferéncias com centro na origem,
para resolver problemas de matematica financeira.

Sejam as fungoes f: R — R e g : R — R dada por:

f (tl) = Ctl -+ itg, ”tg é fixo”
g (tg) = Ctl — ng, ”tl é ﬁXO”,

onde

c = capital
= taxa de juros
t1, to = tempo

Suponhamos que c e 7 sejam fixos tais que

Onde r? = 2 — ¢3. Calcule f2 (¢;) + f* (t2).

Note que
{rzarte I 2[0]

Como t7 +t2 =12, e sendo A = [ g _Z ], obtemos

donde

ft)’ +gt) =1
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E bem mais simples que resolver o sistema.

O exemplo a seguir, mostra que para obter informacoes completa de um problema,
basta termos conhecimento do problema em um dado conjunto.

Exemplo 5.0.2. Duas institui¢oes financeiras A e B tém rendimentos dados pelas funcoes
rendimentos f, g : R — R, onde f (t) = ct + Ls e g(s) = ¢t — Ls. Sendo que ¢ ¢é a cons-
tante de proporcionalidade do capital investido K, L é constante de proporcionalidade da
taxa de juros de mercado, 0,4% ao dia. Note que L é fixo. Determine a proporcao do
capital ¢ e a proporcao da taxa de juros L sabendo que ¢? 4+ L? =12 V 2 + 5% =12

Solugao:

Dada as funcoes

E+L2=1r? e P+ =02

{f(t) = ct+ Ls
g(s) = ct—1Ls"’

RN

assim
[f} =A-P e S.L
g
Logo
P42 =12 = (ct+Ls)>+(ct—Ls)>=r2.
Note que

s =T

Entao
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(c-0+Lr)°+(c-0—Lr)?* = r?
— (Lr)2 + (_LT)Q — 2
NI 2022 = r?
— I — g |

Assim, a proporg¢ao da taxa de juros, serd

5
L-O,O4:\/7—-0704:0,02\/§.

Por outro lado, note que também

Entao

(cr+L-0°4(cr —L-0)> = 72

— (er)® + (er)® = 12
<~ 2% = r?
V2
<:> C = _
2
Entao, a proporcao do capital sera
2
¢ K = g K.



Capitulo 6

Consideracoes finais

A relacao de ensino-aprendizagem nao possui propriedades de proporcionalidade, visto
que apenas uma parte de tudo que é ensinado é de fato aprendido pelos discentes. Assim,
a busca por mecanismos que melhorem essa relacao se tornou cada vez mais necessaria.

Além disso, com o constante surgimento de tecnologias que ao tempo que promo-
vem rapidez e encurtam distancias, também transformam o saber em ilhas, onde duvidas
sao sanadas pontualmente e o conhecimento é apresentado sem nenhuma relacao de causa
e consequeéncia.

Assim, o grande desafio dos educadores, ao longo dos tempos, é encontrar meios
que potencializem a relacao de ensino-aprendizagem, desenvolvendo artificios e buscando
mecanismos que mudem nao apenas a forma de ver o contetido, mas que desperte o inte-
resse pela disciplina de maneira global.

Nesse sentido, a primeira parte desse trabalho apresenta os conceitos e proprieda-
des de plano cartesiano, circunferéncia e matrizes sendo tais temas de forma usual, para
no capitulo 4 alcancarmos o objetivo ao qual nos propomos.

Dessa forma, estetrabalho oferece uma uniao de conceitos matematicos basicos, através
de uma linguagem simples e acessivel, que nos permite tratar conjuntos ja conhecidos por
um novo ponto de vista, e também aplicar os resultados obtidos em diferentes areas da
matematica, facilitando processos e demonstracoes.
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