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RESUMO

Este trabalho apresenta uma abordagem sobre a Sequéncia de Padovan, suas proprieda-
des e aplicagoes. Neste sentido, os capitulos iniciais discorrem, primordialmente, sobre o
estudo de sequéncias numéricas e calculo de recorréncias, de modo generalizado. Foram
destacadas algumas sequéncias relevantes, a fim de trazer familiaridade com o tema pro-
posto, a saber: Sequéncias de Fibonacci, Pell, Lucas e Jacobsthal. Em seguida o trabalho
enfatiza a Sequéncia de Padovan, sua convergéncia para o Numero Plastico e sua impor-
tancia para a Arquitetura proposta por Hans van Der Laan. Por fim, foi apresentada uma
proposta pedagogica de aplicagao do tema, utilizando a técnica de Sequéncia Didética no

estudo de proporcao no Ensino Fundamental.

Palavras-chave: Sequéncia. Sequéncia de Padovan. Sequéncia Didatica. Proporcoes.

Numero Pléastico.



ABSTRACT

This work presents an approach about the Padovan Sequence, its properties and appli-
cations. In this sense, the initial chapters talk primarily about the study of numerical
sequences and the calculation of recurrences in a generalized way. Some relevant sequences
were highlighted, in order to bring familiarity to the proposed theme, to know: Fibonacci,
Pell, Lucas and Jacobsthal sequences. Subsequently the work emphasizes the Sequence
of Padovan, its convergence to the Plastic Number and its importance to Architecture
proposed by Hans van Der Laan. Finally, a pedagogical proposal of application of the
theme was presented, using the technique of Didactic Sequence in the study of proportion

in Elementary School.

Keywords: Sequence. Padovan Sequence. Didactic Sequence. Proportions. Plastic

Number.
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1 INTRODUCAO

Sob o ponto de vista da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a Matemaética é
uma linguagem, uma forma de ver e modelar realidades. Mesmo que algumas de suas
aplicagoes nao sejam praticas, enxergar a Matemaética, com contexto, torna o seu estudo
mais dindmico e interessante, [7].

O estudo de sequéncias é uma habilidade trazida pela BNCC para o Ensino Fundamen-
tal: “Investigacao de padroes em sequéncias e representacao da regularidade observada
em linguagem matematica (continuar sequéncia; apresentar o termo qualquer)."

As sequéncias numeéricas sao objetos de estudo da Matematica desde muito tempo
atras. A aparicdo constante de padrdes numéricos na natureza, na arte e na arquite-
tura sempre encantou grandes estudiosos e os motivou a descobrir propriedades que os
relacionasse ainda mais com o cotidiano.

A principal sequéncia examinada neste trabalho, a Sequéncia de Padovan, foi alvo de
intensas pesquisas e experimentos do monge beneditino e ex-aluno do curso de Arquite-
tura, Hans van Der Laan, que muito contribuiu para a arquitetura mundial ao descobrir
a constante plastica ¢, um ntmero irracional encontrado através da convergéncia da
Sequéncia de Padovan. Essa constante estd associada a clareza de percepcao e harmonia
em projetos tridimensionais; o que equivale a importancia da Razao Aurea para a beleza,
trazendo simetria em duas dimensoes.

Apesar de tamanha relevancia, a Sequéncia de Padovan acabou sendo negligenciada e
pouco conhecida, principalmente no Brasil, onde os trabalhos sobre o assunto sao escassos.
Sendo assim, é objetivo deste trabalho promover essa sequéncia.

O primeiro capitulo tem a funcao de introduzir ao leitor uma abordagem sobre sequén-
cias numéricas, incluindo notacoes e convergéncia, assim como trazer um apanhado de
sequéncias famosas e suas aplicacoes. Sao elas: Sequéncia de Fibonacci, Lucas, Jacobsthal
e Pell.

Como nas sequéncias numeéricas seus termos estao sempre atrelados aos termos que os
antecedem, trouxemos, no segundo capitulo, o estudo das Recorréncias Lineares, o qual
servird de suporte nesse aspecto.

A partir do embasamento dos capitulos anteriores, o terceiro capitulo traz a Sequéncia
de Padovan, suas propriedades, equacao caracteristica, definicao matricial, matriz gera-

dora dos termos da sequéncia e convergéncia para o Numero Plastico.

10



INTRODUCAO

E, por fim, no quarto capitulo, serd vista uma proposta de Sequéncia Didatica para o
7° ano do Ensino Fundamental, onde, através do estudo de Razao e Proporcao, traremos

a Sequéncia de Padovan para que os alunos possam conhecé-la.

11



2 SEQUENCIAS

2.1 NOCOES BASICAS

As sequéncias estao presentes na natureza e ligadas ao nosso cotidiano de diferentes

formas.

Definicao 1. Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcdo x : N — R. O wvalor z(n)

serd denotado por x, e denominado n-ésimo termo da sequéncia.
A notacao usada para definir uma sequéncia, geralmente, é dada por:
(n), (Tp)nen OU (T1, T2, T3, ..., Ty, ...

Exemplo 1. A sequéncia definida como (x,); v, =2n+ 1, n € N, dada por
(1,3,5,7,9,....2n+1,..)

€ conhecida por sequéncia dos numeros impares.

A medida que n cresce, x, pode se aproximar de um nimero real L, motivando a

seguinte definicao:

Definicao 2. Dizemos que uma sequéncia x,, converge para L quando
Ve>0, 3IN>0; n>N= |z, — L| <k¢,

onde N € N. Simbolicamente, representamos por lim x, = L, ou apenas, x, — L.
n—oo

Exemplo 2. Dada a sequéncia x, = —, provaremos que ela converge para 0. De fato,
n

dado € > 0, seja N € N, temos que

1
< — = €.

1
>N=|—-0
" 'n N

1
Portanto, x, = — — 0.
n

12



CAPITULO 2. SEQUENCIAS

Como a convergéncia esta associada a nogao de limite, entao é natural, considerarmos
as operacoes basicas abaixo. A demonstracao do teorema a seguir pode ser encontrada
em [16].

Teorema 1. Dadas duas sequéncias (x,,) e (y,), onde x, — Ly e y, — Lo, temos:

1. lim (x, +y,) = Ly £+ Lo;

n—oo

2. lim (2, - yn) = L1 - Lo;

n—oo
n L
3. lim In _ —1, desde que Lo #£ 0;
n—oo yn 2

4. lim kzx, = kL.

n—oo

Uma sequéncia é considerada limitada inferiormente quando existe a € R, tal que
a < x, para todo n € N. Neste caso, a é uma cota inferior do conjunto formado pelos
elementos da sequéncia (z,). Analogamente, uma sequéncia é dita limitada superiormente
quando existe b € R, tal que z,, < b para todo n € N. E dai temos b como uma cota
superior do conjunto formado pelos elementos de (z,). Quando (z,) for limitada inferior

e superiormente, ela sera dita apenas limitada.

Definicao 3. A maior das cotas inferiores de um conjunto dd-se o nome de infimo do
conjunto. Analogamente, o menor das cotas superiores dd-se o nome de supremo do

conjunto.

Teorema 2. Se (z,) € uma sequéncia convergente, entdo ela € limitada.

Demonstracao. Para todo € > 0, existe N € N tal que
n>N = |z, —L| <k,

isto é, a partir do indice n = N + 1, a sequéncia ¢ limitada superiormente por L + €
e inferiormente por L — e. Dai, tomando A e B, como sendo o minimo e o maximo,

respectivamente, entre
ay, as,..., ay, L —ee L+ e
Segue-se, para todo n, que

A<a, <B,

13



CAPITULO 2. SEQUENCIAS

o que completa a demonstragao. O

Dizemos que uma sequéncia (x,) é crescente (respectivamente decrescente) quando
T, < Tpy1, (respectivamente x, > z,41), para todo n € N. Do mesmo modo, (z,)
serd ndo crescente (respectivamente nao decrescente) quando x,, > 1 (respectivamente

Ty < Zpy1). Em qualquer um dos quatro casos acima, (z,,) é dita monotona.

Teorema 3. Toda sequéncia x,, mondtona e limitada converge.

Demonstracao. Seja (z,) uma sequéncia decrescente. Ela é limitada superiormente por z;.
Como a sequéncia ¢é limitada, segue-se que é limitada inferiormente e, consequentemente,

possui um infimo I. Dessa forma, dado € > 0, existe N € N tal que
IT—e<I<zy<I+e
Por ser uma sequéncia nao crescente, x,, < ry para todo n > N. Assim,
n>N=1—-e<uz, <I+e,

ou seja, r, — I. Prova-se, analogamente, para o caso nao decrescente. O

2.2 SEQUENCIA DE FIBONACCI

Em 1170, nasceu em Pisa, na Italia, Leonardo de Pisa, cujo interesse pela Matemaética
floresceu ainda muito cedo quando adentrou ao mundo dos negbcios mercantis em que
seu pai, Guiliermo Bonacci, trabalhava. Ficou conhecido como Fibonacci devido a uma
abreviacao da expressao “filho de Bonacci".

Fibonacci foi o responsavel por introduzir os algarismos indo-arabicos na Europa,
porém o que o tornou conhecido foi o problema dos coelhos, escrito no seu livro Liber
Abaci (Livro do Abaco), em 1202, e que deu origem a famosa Sequéncia de Fibonacci,

hoje conhecida no mundo inteiro. O problema consiste no seguinte:

Um casal de coelhos recém nascidos foi adotado. Os coelhos demoram 1 més para atingirem
a maturidade sexual, se tornarem férteis e, apds o 2° més, comecarem a se reproduzir.
Sabendo que cada casal de coelhos gera sempre um unico novo casal por més, que nenhum
deles morreu, e que, ao atingirem a maturidade, tiveram filhotes todos os meses, ao final

de 12 meses, quantos coelhos havia?

Para resolvermos este problema, observe a Tabela 1 com a reproducao dos coelhos, a
cada més, durante o periodo de 1 ano. Através dela é possivel concluir que ao final de 12

meses, havera 144 casais, isto ¢, 288 coelhos.

14



CAPITULO 2. SEQUENCIAS

‘ Meés ‘ Casais Adultos ‘ Casais Jovens ‘ Total ‘

01 0 1 1
02 1 0 1
03 1 1 2
04 2 1 3
05 3 2 d
06 5 3 8
07 8 5 13
08 13 8 21
09 21 13 34
10 34 21 5)
11 95 34 89
12 89 95 144

Tabela 1: Problema dos coelhos.

Dai é facil perceber que, a partir do terceiro més, o niimero de coelhos é sempre o resultado

da adigao dos valores dos dois meses anteriores, veja:

2=1+1

3=2+1

0=3+2
144 = 89 + 55

Jni2 = fa+ fos

A sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,...) ficou conhecida por Sequéncia de Fibonacci. Ma-~

tematicamente, definiremos a sequéncia de Fibonacci da seguinte forma:

Definicao 4. A sequéncia de Fibonacci (f,) € definida por f,io = fur1 + fu para todo
neNcomn>=1, onde fi=1¢e fy=1.

Observagao 1. Adotaremos fy = 0.

De acordo com [3], sdo varias as aplicagoes dessa sequéncia, como na computagao, na
administracao de financas, nos jogos, na pintura, e até mesmo no corpo humano e no

esteriotipo de algumas plantas e animais. Veja alguns exemplos nas imagens a seguir:

15



CAPITULO 2. SEQUENCIAS

Figura 1: Caracol exibindo espiral Figura 2: Rosto da Monalisa obede-
de Fibonacci cendo a espiral de Fibonacci

Fonte: https://gizmodo.uol.com.br/mitos-

Fonte: https://www.gaussianos.com [8] proporcaoaurea, [9]

2.2.1 O NUMERO DE OURO

O Numero de Ouro visto nesta secao, trata-se de um ntmero irracional associado a
representacao da beleza através da simetria em duas dimensoes, por esse motivo, também
é chamado de Proporcao Aurea, Razdo Aurea ou Divina Proporcao.

Segundo [3], dado um segmento AB e um C ponto pertencente a AB, dizemos que C

divide o segmento AB segundo a razao aurea, se ocorrer a seguinte propor¢ao
AB  BC
BC  AC’
quando BC > AC. Sabendo disso, considere AB = x, BC = y e consequentemente,

AC = z — y. Substituindo esses valores na proporcao acima, obtemos y? 4+ zy — 22 = 0.

Resolvendo a equacao acima em func¢ao de y, obtemos

—x Va2 +4z2 N —x+2V5
Y= —F
2 2

y:

e, como estamos tratando da medida de um segmento, a raiz negativa da equacao acima

(V5
y=ux 5 .

AB
Voltando a razao — = E, teremos
BC y

nao convém considerar. Logo,

! _ :\/5;1:1,618033...




CAPITULO 2. SEQUENCIAS

donde este irracional serd chamado de Niumero de Ouro, denotado por ¢.

Focaremos agora em estabelecer uma relacao entre os termos da Sequéncia de Fibo-

. , . . ~ fn—i—l
nacci e o0 Nimero de Ouro. Para isso, considere agora a razao ——, onde
n

(fa) =(1,1,2,3,5,8,13,...).

Sabendo que f,+1 = f + fn_1, € facil ver que

fn+1 1 1 1 1
-14+—-—=14-— =1+ —— = =1+
fa F foi+ s L L
Jn—l 1 Jn—z 1+ 1+ i
fnfl fnfl fn—l 1+
Frs 1+...

Ainda baseado no texto de [3], enunciaremos a relacdo entre os termos da Sequéncia de

Fibonacci e o Namero de Ouro:

n+1

Proposicao 4. Quando n tende para o infinito, a sequéncia converge para .

n

1
Demonstracao. Inicialmente, seja (y,) a sequéncia onde y; = 1 e Yy, = 1 + —, para

fn+1
[ .
Sendo a fungao f: (0,00) — R definida por f(z) =1+ —, perceba que
x

todo n > 1. Note que (y,) € a sequéncia que define

f(x1> = 2 = Y2
fl) = 14y =
f(xn—l) = 1+ fﬂnll = UYUn.

e ao tomar a; e ag positivos, com a; > as, temos:

a; > a0y < Q102 +a; > a102 + a2

-~ al(ag + 1) ag(al + 1)
ai(as +1) - as(ar + 1)

V

a10as a10as
as + 1 a + 1
<~ >
a9 aq

& fla) > fla)

o que prova que f é uma funcdo decrescente. Agora, provaremos que a sequéncia (y,)

gera duas subsequéncias, sendo uma delas crescente e impar, e a outra decrescente e par.

17



CAPITULO 2. SEQUENCIAS

Para isso, consideremos a funcao g : (0,00) — R definida por

o) = 1) = £ (145) = 250

X

A funcao g é crescente, pois, supondo by e by positivos, com b; < by, segue-se

%o +1  2b +1
by +1 by +1
(2by + 1)(br + 1) — (2by + 1)(by + 1)
(br +1)(ba + 1)
by — by

= B e Y

g(bz) —g(b1) =

j& que by < by e ambos sao positivos

Dessa forma, aplicando a fun¢do nos termos da sequéncia (y,,) na fun¢do g, temos

9(1/1) = f(f(yl)) = f(y2) = Ys
9(v2) = f(fw) = flys3) = w

9(ys3) = f(f(y3)) = f(ya) = Ys

9Won-1) = f(f(Wan-1)) = fY2) = Yo
9(W2m) = f(f(ym) = f(Wens1) = Yonto

onde observamos as subsequéncias ¢(y2,) = Yoni2 © 9(Yon—1) = Yont1. Provaremos os

seguintes casos, por induc¢ao sobre n € N:

L yon-1 < Yant1;

2. Yon > Yonto;

3. Yan—1 < Yan-
De fato,

1. E facil ver que para n = 1 & valido, pois ¢, = 1 < y3 = 3/2. Supondo que vale para

n, isto é, Yon—1 < Yant1, temos que

Yon—1 < Yont+1 = 9(Yon-1) < 9(Y2n+1) = Yont1 < Yon+3,

pois g é crescente. Logo, vale para n+ 1 e, consequentemente, vale para todo n € N.

18



CAPITULO 2. SEQUENCIAS

2. Perceba que para n = 1 é valido, pois yo = 2 > y4 = 5/3. Supondo que vale para

n € N, isto é, Yon > Yonro2, temos que

Yon > Yon+2 = 9(y2n) > g(yzn+2) = Yon+2 > Yont4

pois g é crescente. Logo, vale para n+ 1 e, consequentemente, vale para todo n € N.

3. Para n = 1 é valido, pois y; = 1 < yo = 2. Supondo que vale para n € N, isto é,

Yon—1 < Y2n, t€mos que

Yon-1 < Yan = 9(Y2n—-1) < 9(Y2n) = Yont1 < Yant2

pois g ¢ crescente. Logo, vale para n+ 1 e, consequentemente, vale para todo n € N.

Com isso, podemos concluir que a subsequéncia dos termos pares (y2,) ¢ decrescente
e limitada inferiormente por y; = 1 e, pelo Teorema 3, a subsequéncia converge para
um L; € R. Seguindo o mesmo raciocinio, a subsequéncia (y2,—1) é crescente e limitada,
superiormente por y, = 2, o que indica que existe Ly € R tal que lim(yz,_1) = Lo.
Sabemos que,

2n+2 2n Yon + 1

Dessa forma, ao aplicar os limites, obtemos

2y2n71 +1

€ n+l — n—1) — .
Yont1 = G(Yan—1) Yom1 + 1

1+5
2

2y2n+1 L_2L1+1
Yon + 1 YL 41

1++5
2

lim g, 10 = lim SLi-L-1=0&1,=

e, analogamente, Ly = . Como as subsequéncias possuem apenas termos positivos,

conclui-se que

1+
-5 =
Portanto, y, — . O]

Ll = L2 @.

2.3 SEQUENCIA DE LUCAS

Segundo [19], Edouard Lucas nasceu em 1842, em Amiens, na Franca. Estudou na
Ecole Normale Supériore e lecionou Matematica durante varios anos em escolas france-
sas. Destacou-se por ser um professor preocupado com a aprendizagem dos seus alunos,
além de ter sido um eximio estudioso com intimeras publicacoes de artigos matemaéticos,
principalmente voltados para a Teoria dos Numeros, area da matematica que o fascinava
e o levou a estudar a Sequéncia de Fibonacci, a qual era conhecida até entao por Série de

Lamé.
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Segundo [11], ao mudarmos os dois termos iniciais da Sequéncia de Fibonacci por 1 e 3 e
mantendo a mesma relagdo que a define, obtemos uma nova sequéncia, (1,3,4,7,11,18, 29, ...)
profundamente ligada & Sequéncia de Fibonacci e que, posteriormente, ficou conhecida

como Sequéncia de Lucas. Vamos defini-la matematicamente:

Definicao 5. A sequéncia (l,,) definida por l,, = l,_1 + l,,_o, para todo n € N com n > 3

e termos iniciais [ = 1 e ly = 3 € chamada Sequéncia de Lucas.

Novamente, tomando por base [19], vamos enunciar uma relacdo bem interessante
entre a Sequéncia de Fibonacci (f,,) e a sequéncia de Lucas (I,,). Para isso, precisaremos

antes da seguinte definicao e do teorema que sucede:

Defini¢ao 6. Seja (a,) uma sequéncia com a; e ay NUMEros reais € any1 = Ay + Gp_1,

para todo n > 2. Dizemos que (a,) € uma Sequéncia Generalizada de Fibonacci.

Teorema 5. Se (a,) € uma Sequéncia Generalizada de Fibonacci, e (f,) € a Sequéncia

de Fibonacci, vale a sequinte formula:

ap = Qg fn—1 + a1 fr_a.

Demonstracao. Por inducao sobre n € N, a proposicao acima é valida paran =2en =3
pois fo = 0e f; = fo = 1. Suponhamos que a, = asf,_1 + a1 f,_2 seja valida para n e

para n + 1, ou seja,

ap = aafp_1+a1fn2 € Gpp1 = asfn + a1 frn1.

Dai, ao somarmos e subtrairmos estas duas equacoes entre si, obtemos, respectivamente,

Upyo = Qo fpi1 Fa1fn € Ano1 = a2fpn_2 + a1fn_s.

Dessa forma, como vale para n + 2 e n — 1, vale também para todo n. O
Sigamos com a relagao.

Corolario 6. Seja (f,) a Sequéncia de Fibonacci e (1) a Sequéncia de Lucas, vale

ln = fn+1 + fn71~

Demonstragao. Pelo Teorema 5, tomando (a,) = (), temos que

ln = l?fn—l + llfn—Z'

Como l; =1 e ly =3, entao
ln = 3fn71 + fn72- (1)
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Pela Sequéncia de Fibonacci, sabemos que f, 1 = fu11 — fn, substituindo em (1), segue:

b =3(for1 = fu) + fa2 ln = fot1 + 2fnt1 = 3fn + fo2

ln = fosr +2(fn + fam1) = 3fu + fuz
bp = fo1 — fo+2fn1+ fo2

by = for1 = fa+ (fao1 + fa2) + fua

ln - fn—l—l + fn—l-

S

]

Com o resultado acima, podemos notar o quanto as sequéncias de Fibonacci e Lucas
estao interligadas. A seguir, conheceremos uma sequéncia que também tem ligacdo com

a Sequéncia de Lucas. Trataremos da Sequéncia de Jacobsthal.

2.4 SEQUENCIA DE JACOBSTHAL

A denominacao da sequéncia que sera definida a seguir ¢ uma homenagem ao matema-
tico alemao Ernst Jacobsthal (1882 - 1965) e trata-se de uma particularidade da Sequéncia

de Lucas. Os primeiros termos da sequéncia sao
(1,1,3,5,11,21,43,85, ...)

Defini¢ao 7. A Sequéncia de Jacobsthal (j,,) € definida recursivamente por

Jo = 1
=1
jn = jnfl + 2]'7172 Vn 2 2.
Essa sequéncia ¢ amplamente usada para resolver problemas de Analise Combinatoria.

Um exemplo desses problemas é o caso de ladrilhamento proposto por [4].

Aplicagao 1. A quantidade de ladrilhamentos q,, que € possivel calcular para um retdngulo
(3 xn) usando dois tipos de ladrilhos, sendo um deles de dimensdes (1 x 1), na cor branca
e 0 outro (2 X 2) na cor vermelha obedece aos nimeros de Jacobsthal. Definindo gy = 0,
para um retdngulo (3 X 1) temos q1 = 1, para um retdngulo (3 X 2), g = 3, isto é, trés
tipos de ladrilhamentos possiveis, para um retdngulo (3 X 3), g3 = 5, sequindo a Sequéncia
de Jacobsthal.

A solucao completa para este problema nao cabe ser resolvida aqui, mas pode ser vista
em [4].
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2.5 SEQUENCIA DE PELL

Segundo [14], John Pell foi um matematico inglés, nascido em 1611. Seu nome tornou-
se conhecido entre os matematicos da época devido as intensas correspondéncias que
mantinha com varios deles, dentre os quais estavam Leohnard Fuler. Em contrapartida,
publicou pouco durante sua vida e, devido a isso, ha muitas duvidas sobre as contribuicoes
que sao realmente de sua autoria. Apods sua morte, seu nome foi atribuido & equacao
x? — dy* = (—1)", e daf as solugdes da Equagdo de Pell e a relagio entre essas solugoes e

as aproximacoes de v/2 tornaram conhecida a Sequéncia de Pell, formada pelos termos
(1,2,5,12,29,70, 169, ...)

Vamos definir a sequéncia segundo [1].

Definicao 8. A sequéncia que possui Py =1, Po =2 e P, = 2P,,_1 + Pn_2 € chamada
de Sequéncia de Pell.

Observagao 2. Os termos da sequéncia (P,) sdo chamados nimeros de Pell.

2.5.1 NUMEROS DE PELL E APROXIMACOES DE /2

Descobrir métodos para calcular aproximacoes de raizes irracionais era um assunto que
despertava o interesse dos mateméticos desde o tempo antigo, [14]. A escada de Theon,
foi um algoritmo criado para aproximar o valor da raiz de 2. Consistia em definir as

sequéncias (a,) e (b,), onde

ap = b1 =1
ap = Qp—1 + by_y
bn = ap—1+ bn

bn
Perceba que a razdo ¢, = — tende para v/2 = 1,414213562... quando n cresce:

n

(b [an | e
oLl 1 ] 1 1
02| 3 | 2 1,5
03| 7 | 5 1,4
04| 17 | 12 | 1,41666...

05| 41 | 29 | 1,4137931...
06 | 99 | 70 | 1,41428571...
07 | 239 | 169 | 1,41420118...
08 | 577 | 408 | 1,41421568...

Tabela 2: Aproximagoes de V2.
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Uma observacao interessante é que, ao reescrevermos as sequéncias a, e b, de forma

independente, notamos que

(p = 20p_1 + Qp_2
by, = 20,1 + bp—2

ou seja, as duas sequéncias possuem a mesma lei de formacao da Sequéncia de Pell. Como
(a,) possui também os mesmos termos iniciais da referida sequéncia, (a,) é a propria
Sequéncia de Pell. Quanto a sequéncia (b,) que possui como termos iniciais b; = 1 e

by = 3, serd chamada Sequéncia de Pell-Lucas modificada.
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3 RECORRENCIAS

No capitulo anterior, vimos que as sequéncias apresentadas eram regidas por uma lei
de formagao, de modo que, dado(s) o(s) termos(s) inicial(is), o termo seguinte dependia
do anterior ou de mais de um termo anterior. Essa lei de formacao chamamos recorréncia.
A recorréncia é uma regra que permite calcular qualquer termo de uma sequéncia em
fungao do(s) antecessor (es) imediato(s), [13].

Apesar disso, pelos exemplos vistos no Capitulo 1, pudemos perceber que apenas a lei
de recorréncia nio é suficiente para definir uma sequéncia. E necessario também conhecer
o(s) primeiro(s) termo(s). A Sequéncia de Pell-Lucas modificada e a Sequéncia de Pell
possuem a mesma férmula de recorréncia, porém, como o segundo termo de ambas difere,

geram sequéncias diferentes.

Exemplo 3. Dada a sequéncia (x,,), com recorréncia T, = 2x, € o termo inicial T, = 3,

determinamos x,, da sequinte forma:

To = 21’1
T3 = 21’2
Ty = 21’3

Multiplicando, teremos

como 1 = 3, entdo x, = 3- 2" L.

Perceba que, no exemplo acima, o termo seguinte da sequéncia (z,) depende, unica~
mente, do antecessor imediato. Nesse caso, temos uma recorréncia de 1* ordem. Isso nos

incita a iniciar a se¢ao seguinte.

3.1 RECORRENCIA LINEAR DE 1> ORDEM

Segundo [13], temos a defnigao a seguir.

Definicao 9. Se x,,1 estd expresso em funcao de x,, a recorréncia é dita de primeira

ordem.
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Vale observar que uma recorréncia é dita linear se essa fun¢ao for do primeiro grau.
Exemplo 4. Vamos determinar x, na recorréncia x,.1 = x, + 3 e x1 = 2. Perceba que

Ty =21+ 3
ZE3:ZE2+3

$4I$3+3

Tp = Tp—1 +3

Somando, temos
T, =x1+3-(n—1).

Como x1 = 2, entao

T, = 3n — 1.

No Exemplo 4, a recorréncia é dita nao-homogénea, pois possui termo independente
de x,. Ja no Exemplo 3, a recorréncia é homogénea, pois nao possui termo independente

de z,,.

3.2 RECORRENCIA LINEAR DE 22 ORDEM

Numa sequéncia, quando o termo seguinte depende dos dois antecessores imediatos,
teremos uma recorréncia de segunda ordem. Neste capitulo, sera ttil tratarmos apenas
das recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes, que

sao as que possuem a forma
Tpy2 + PTns1 + o, = 0 com g # 0.

A equacao r? + pr + ¢ = 0 serd chamada equacdo caracteristica e estard sempre

associada a cada recorréncia linear de segunda ordem, com coeficientes constantes.

Exemplo 5. A recorréncia P,y = 2P, + P, possui r* —2r — 1 = 0 como equagado

caracteristica e esta tem como raizes 1y = 1 + \/§ erg=1-— \/§

Conhecendo a equagao caracteristica da recorréncia, nos resta saber como utilizar essa
informacao para resolver a recorréncia. O teorema que segue nos mostrara o formato que

todas as solucoes de uma recorréncia tera.

Teorema 7. Sejam ry e ry as solucoes distintas da equagdo caracteristica r>+pr+q = 0,
entao a,, = Cyri’+Cyrl representa todas as solugoes da recorréncia Tp1o+pTpi1+qr, =0

com C1 e Cy constantes.
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emonstracao. raremos inicialmen ue a, = Cir Hrl & um uca recor-
D tragao. Mostraremos inicialmente que Cyr} 4 Cayry € uma solugao da reco

réncia. Ao substituir a,, = Cyr{" + Cyry na recorréncia ,, 12 + pr,41 + qr, = 0, teremos:

Unso + Pany1 +qa, = O 4+ Cord™2 4+ p(Crri T + Cord™) + q(Crrtt + Cyrl)
= Curp(r} +pri+q) + Cord(ry + pra + q)
= 0,

ja que 71 e ry sao raizes da equacao caracteristica.

Provaremos agora que todas as solucoes da recorréncia serao da forma a, = Cir} +
Cg’f‘g.

Consideremos vy, = C1r] + Cory uma solugao da recorréncia x,o + pTypy1 + g2, =0
para todo n natural, onde C e (5 sao constantes que solucionam o seguinte sistema de

equagoes:

Ciri+Cors = 11
Ciri4Coyr? = yo

Considere também z,, =y, — Cyr{’ — Cor}. Note que z, = 0 para todo n. De fato,

Znt2 T PZny1 T Q20 = (yn+2 + PYni1 + qyﬂ) 017“1 (Tl +pri+ q) C2T2 (Tz +pra + q) = O)

j& que v, é solucao da recorréncia, ao passo que ry e ro sao raizes da equacao caracteristica
> +pr+q = 0. Dai, como z; = 25 = 0, pois 21 = y; — CO1r1 — Coryg = 0 € 29 =

— Cy1r? — Cor2 = 0, entao z, = 0 Logo, todas as solugoes da recorréncia sao da forma
Yn = C1rl + Corh. O

Exemplo 6. A Sequéncia de Pell P,, definida por
Pr=1,Po=2 e P2 =2Pu1+Pn
possui equacdo caracteristica r> —2r — 1 =0 e suas raizes sao
rm=1+v2er,=1—+2.
Entio, P, = Ci(14+V2)" + Co(1 — V2)™.

Para determinar Cy e Cy, iremos usar Py =1 e Py = 2, através do sistema:

Ci(1+V2)+Cy(1 —V2) =
11+ V2?2 +Cy(1—-v2)2 = 2

C
Dai, obtemos C1 = —Cy = £ Entao,

4
<§) (1+v2)" — (?) (1-v2)".
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O exemplo a seguir é um item da Questao 1 do Exame de Qualificagao (ENQ - 2019.1)
do Profmat (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) que trata de re-

corréncias:

Exemplo 7. A recorréncia a,io — Sayy1 + 4a, =0 com ag =1 e a; = 3 possui equagao
caracteristica r®> — 5r + 4 = 0 cujas raizes sao r1 = 1 e ry = 4. Sabemos pelo teorema

anterior que a solugcao geral da recorréncia € dada por
an201+02'4n.
Como ag =1 e ay = 3, obtemos o sistema

Ci+C, = 1
Cl+402 - 3

1 2
cujas solugoes sao C7 = 3 e Cy= 3" Portanto, a, =
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4 SEQUENCIA DE PADOVAN

4.1 HANS VAN DER LAAN E RICHARD PADOVAN

Nascido em 1904, o holandés Hans van Der Laan estudou arquitetura na Technische
Hogeschool de Delft (1923 a 1926), porém, antes de terminar o curso, decidiu tornar-se
monge beneditino e mudou-se para a Abadia de St. Paul, Oosterhout, onde foi ordenado
sacerdote em 1934. Por ironia, foi apos desistir do curso de arquitetura que sua paixao
por ela aflorou, fazendo-o desenvolver um sistema de medidas inovador, baseado em um
ntimero irracional que ele proprio denominou de Niimero Pléstico.

Em 1974, o britanico Richard Padovan conheceu os trabalhos de van Der Laan, pelos
quais se interessou profundamente. Como também dominava a lingua holandesa, publicou
uma traducao do trabalho Architectonic Space, de autoria de Hans van Der Lan, em 1983.
Padovan estudou arquitetura na Associacao de Arquitetura de Londres e escreveu livros
sobre o tema.

O envolvimento de Padovan com os trabalhos de Hans van Der Lan acabou por levé-lo
a ser homenageado com o nome da sequéncia que iremos trabalhar neste capitulo. Apesar
disso, o proprio Richard sempre atribuiu a descoberta ao monge beneditino.

Vamos iniciar a sequéncia na secao que segue.

4.2 SEQUENCIA DE PADOVAN

Definicao 10. A sequéncia (p,) definida por
(1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, 16,21, ...)

€ chamada Sequéncia de Padovan, e os termos dessa sequéncia chamam-se nimeros de

Padovan. Recursivamente, podemos defini-la como

po = pp=p2=1
Pn = DPn-—2 +pn—3 vV n Z 3.

Ocasionalmente, serd utilizada a segunda definicao abaixo para a Sequéncia de Pado-

van com extensao para indices inteiros.
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Definigao 11. A Sequéncia de Padovan (p,) pode ser definida como:

ps = 1
p-+ = 0
ps = 0

Pn = DPn—2 Tt Pn-3 vVn > =2

Lema 8. Podemos definir recursivamente a sequéncia de Padovan como:

CL) Pn = Pn-1+ Pns

b) DPn = Pn—2 + Pn-a+ DPn-s

C) Pn = Pn—3 + Pn—a + Dn—s

d) Pn = Pn—a + Pn-5+ DPn—6+ Pn-7 + Pn-sg
Demonstracao.

a) Utilizando a Definigao 10:

DPn = DPn—2+ Dn-3
= PnatDPns+Pn1—Pns
= Pn-1+ DPn_s.

Nos itens a seguir, usaremos a Definicao 10 e o resultado do item anterior.
b)

Pn = Pn-1+Dn-s
= DPn—3 1T Pn—a + Pn—7+ Pn-s
= (Pn-3+Pn-7) + Pn-a+ Pns
= DPn-—2 + Pn—s t+ Pn-s.
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c)

Pn = DPn-1t+Dn-s
= Pn-3t+DPnat+DPn7+Pns
= Pn—3 T Pn—a T Pn—s.

Pn = Pn-1+tDPns
= Pp-3+ Pn—a+ Pn—7+ Pn-s
= Pn—4+tPn-5+Pn-6"T Pn-7+ DPn-sg

O

Proposicao 9. Sao vdlidas as sequintes propriedades para a Sequéncia de Padovan (p,):

a) Zpk = Pn+45 — 2
k=0

b) ZP% = Pong3 — 1
k=0

n
¢) ZP%—H = Popya — 1
k=0

n
d) Zp:ak = P3n+2
k=0

n
e) Zp3k+1 = P3ng3 — 1
P

f) Zp3k+2 = P3nys — 1

k=0

9) > Dk = Psns.
k=0

Demonstracao.

a) Provaremos por indugao sobre n. Para n = 0, temos:
0

Zpk =po = 1, como ps —2 =3 — 2 =1, entao vale para n = 0.
k=0
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Supondo que vale para n € N, isto é,

n
> Dk = Pass — 2,
k=0

provaremos que vale para n + 1:

n+1 n

Zpk = Zpk + Pnt1

k=0 k=0
= DPn+s5 — 2+ Pn+1
= DPn+5 + Pn+1 — 2.
= pn+6 — 2

Logo, a proposicao vale para n 4+ 1 e pelo Principio de Inducao Finita, vale para
todo n € N.
b) Para n = 0, a proposi¢ao é verdadeira, pois

0

szkzpo=16p3—1:2—1:1.
k=0

Supondo que vale para n € N, isto é,

szk = Pong3 — 1
k=0

provaremos que vale para n + 1:

n+1 n
Z Pk = Z Dok + Pont1
k=0 k=0

= Pony3 — L+ Pong2

= Pon+s5 — 1

= DP2(n+1)+3 — L.
Assim, como é valido para n + 1, vale V n € N.

¢) A sentencga é valida para n = 0, ja que

0
Zpk::plzlep4:1-

k=0

31



CAPITULO 4. SEQUENCIA DE PADOVAN

Supondo que Zp%ﬂ = ponta — 1 para algum n € N, temos:

k=0
n+1 n
E Doky1 = E Pok+1 + Donts
k=0 k=0

= Donta — 1+ Pongs

= Ponte — L.

O que prova que vale para todo n € N.

d) Para n =0, vale, pois

0
D ps=po=1=ps.
k=0

Provaremos para n + 1 supondo que, para algum n € N, vale:

n
E P3k = P3n+2
k=0

. Dali,
n+1 n
Z D3k = Z D3k + D3n+3
k=0 k=0
= P3ni+2 t+ P3nt3
= DP3n+5
= DP3(n+1)+2-

O que encerra a demonstragao.

e) A proposicao é claramente valida para n = 0. Tomando como hipdtese de indugao

paran € N:
n
Zp3k+1 = Psn+3 — 1,
k=0
temos que:
n+1 n
Zp3k+1 = Zp3k+1 + P3n+4
k=0 k=0

= D3nt3 — 1+ P3nta
= P3ny6 — 1

= DP3(n+1)+3 — L.
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Portanto, vale para todo n € N.

f) Note inicialmente que

3n+2

Z Pk = Zp?)k + ZPSkJrl + Zp3k+2-
k=0 k=0 k=0 k=0

Dai,
n
Dant7 — 2 = Dang2 T Pz — 1+ Z D3k+2
=0

n
E D3k+2 = D3nt7 — DP3nt2 — P3nt3 — 1
k=0

Zp3k+2 = Danga — L.
k=0

g) Novamente, por indugao sobre n, vemos que é verdadeira a sentenca para n = 0.

Supondo que vale para n € N, provaremos para n + 1:

n+1 n
ZPM = Zp% + P5(n+1)
k=0 k=0
Dsn+1 + Dsn+ts
= DPsn+6-
Onde a ultima igualdade deve-se ao item a do Lema 8. O]

Proposicao 10. Sendo (p,) a Sequéncia de Padovan, entao é vdlido afirmar que:

a) sz “Pk+1 = Dn - Pnt1 * Png2, ¥ > 0, comn € N;
k=0

n
b) Zpk “Pk4+2 = Dng2 " Pngs — 1,V >0, com n € N;
k=0

¢) Y P =Pays—Ph — Doy, ¥n >3, comneN.
k=0

Demonstracao. Nas trés demonstragoes que seguem serd usado o Principio de Inducao
Finita.

a) Para n =0, temos
0

ZPZ'PkH =pg-p1=1=po-p1-pa,
k=0

logo é valido para esse caso.
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n

Supondo que é verdadeiro para n € N, isto é, Zpi “Dk+1 = Pn*DPnt1: Pni2, Provaremos

k=0
para n + 1.
n+1 n
D PR Pt = Y _PrcDeri+ Dot Puge
k=0 k=0

= DPnDn+lPnt2+ pi—f—l " Pn+2
= Pn+1 - Pn+2 (pn + pn—i—l)

= Pn+1 - Pn+2 " Pnt3-

b) Novamente, para n = 0,

0

Zpk'pk+2ZPO'p2=p2-p3—1=2—1:1.
k=0

Provaremos validez para n + 1 supondo que é verdadeiro para n € N, ou seja,

Zpk: “Pht2 = Pnt2 Pnys — L.

k=0
n+1 n
Zpk "Prt2 = Zpk “Prt2 T Prit  Pny3
k=0 k=0

= Pn+2 ° Pn+3 — 1 +pn+1 * Pn+3
= DPn+3- (pn+2 +pn+1) -1

= Pn+3Pnt+a — L.
¢) Por altimo, temos para n = 3 que a relacao é valida, ja que
3
Zpi:p3+pf+p§+p§:12+12+12+22:7:p§—p§—p3.
k=0

n
2 2 2 2 ) )
Supondo que Dk = DPnia — Pn_1 — Pn_g Vale para n € N, mostraremos que também sera
k=0

34



CAPITULO 4. SEQUENCIA DE PADOVAN

verdadeiro para n + 1. De fato,

n+1

>
k=0

= ZPZ + pi—&-l
k=0
pi+2 —Ph —Phgt pi+1
Prsz = Prs + Dns1 — Py
= (Pnt2 +Pn3)(Pnr2 — Pn-3) + (Pnt1 + Pn1)(Prs1 — Pn1)

Pelo item a do Lema 8, temos que p,1+1 = ppio—Dn—3 € pela Definicao 9, ppr1 = pn_o+pn_1-

Dali,

n+1

d ko=
k=0

(pn+2 + pn—3)pn+1 + (pn-‘,—l + pn—l)pn—Q

DPnt2 + Pn — Pn—2)Dnt1 + Pnt1Pn—2 + Pn—1Dn—2

(Pn + Prs3) + (Pt — Pos1)](Prss — Pn) + Pa_1Pn—2

(
(Pn + Pn1 + Pnt3 = Pns1)Pnt1 — Pn—2Pnt1 + Pnti1Pn—2 + Pn-1Pn—2
[
(pn + pn+3)(pn+3 — Pn) + (Pn—1 = Put1)(Pots — Pn) + Pn—1Pn—2

Piys — Do — Pn—2(Pn+s — Pn) + Prn—aPn1
pi+3 -2 (pn+3 — Pn-1 )

Piis — 2(pn+1 + Pn = Pn — Pn-1)
pi+3 — Pn—2(Pn+1 — Pn-1)

p721+3 - pn - pn—Q'

Como os trés itens sao validos para n + 1, entao pelo Principio de Inducao, vale para

todo n € N de acordo com as condigoes pedidas em cada item. O

4.5 A EQUACAO CARACTERISTICA X? - X —1=0

Proposicao 11.

A equacio caracteristica X® = X + 1 da relagio de recorréncia pyy 3 =

DPni1+Dn POSSuL uma unica raiz real e duas raizes compleras conjugadas dadas pela formula

3/94+V69 ir  3/9—V069 ik

A Tt s T
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CAPITULO 4. SEQUENCIA DE PADOVAN

1
Demonstracao. Usando o artificio X =y + 30 obtemos:
Y

1)\?* 1
XP-X-1=0 & (y+—) —(y+—)—-1=0
3y 3y

s 2y —21P+1=0.

Tomando y3 = z, segue que
27yS — 27y +1 =272 — 272+ 1 =0,

e entao, por Bhaskara,

~ 9+E V69
18
isto é,

5 9£+V069 39 £ /69

Y Y=

18 18
Utilizando raizes cibicas da unidade, temos:
94+ /69
T EE S L
18
3/9 4169 2k
= —_— e
18 ’
com k=0,1,2.
1
Como X =y + —, entao:
3y
3 9 :l: \/@ 2]971'7,
X, =
18 3[ 9 :l: \/_ 2k:7'r7,
o 3 9 :l: \/ 69 2k7'r7, 3 9 :F \/ 72k7r1
= = .
Dai,
D% 319 -I— J+ vod 69 ka 39 — J—vbd 69 —2km
e =
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com k=0,1,2.
Por fim,

para k = 0 temos:

Y d9+vﬁj%d9—¢@
0: p—

18 18

21 =27
X_&_39+\/@ e?+39_\/@ eT
e 18 18

19 69 i [9 — /69  _ami

X2:5:3+1—g/_.643+3T\/_63

Onde a e 3 sao raizes complexas conjugadas. n

para k = 1, temos:

para k = 2, temos:

Teorema 12. Sendo i, « e 5 as raizes da equacao caracteristica, valem as relacoes

«

(4 (4

Demonstracao. Note que, como v, o e 3 sao raizes da equacao caracteristica X3 = X 41,

<le < 1.

entao podemos escrever

XP—X-1 = (X=¢)(X—a)(X -p)
= X} -~ (W4+a+B)X*+ @Wa+YB+aB)X —Yap.

Isso significa que ¥ + o+ =0e Ya+ B+ af = —1.

Como ¥ é um ntmero real positivo e « e [ sdo raizes conjugadas, podemos escrever

va-p
(G
V=T=va—9p
V2

\/—1 — (o + f)
e

(4

37



CAPITULO 4. SEQUENCIA DE PADOVAN

mas, a + 3 = —, logo

—1 447
wZ

/ 1

Q@
J‘ < 1. De modo analogo, prova-se

(8

< 1. ]

Como ¥ > 0, concluimos que

O resultado seguinte trata da féormula posicional para o termo geral da Sequéncia de

Padovan e sera 1til para demonstrar o proximo teorema.

Proposicao 13. Sendo «, B3, 1 as raizes da equacdo caracteristica X3 — X —1 = 0,

podemos escrever

onde

Teorema 14. Sendo (p,) a Sequéncia de Padovan e 1 o Nimero Pldstico, entdo

lim Pn+1 _ 9.

n—-+o0o pn

Demonstracao. Como p, = ay™ 4+ ba™ + ¢, entao

) Prsl ) Prsl awn—f—l + ban-‘rl + cﬁn—&-l
lim = lim .

n—+o0o Dy n—+o0o Dy aw” + bam + Cﬁn

Dividindo o numerador e o denominador por ", obtemos

0(5) o+ (2)
lim Pot1 _ lim pn+1aw+ <¢ o v ﬂ.

n—-+o0o n n—-+o0o n " "
- p - p a—l—b(g) +c<£>

(8 (&
Pelo Teorema 12 sabemos que |—| < 1le |—| < 1, logo lim Pot1 _ % = 1. [
n—+oo Py a
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4.6 FUNCAO GERADORA

Uma funcao geradora de nimeros, também conhecida como funcao geratriz, ¢ uma
série de poténcias em que seus coeficientes obtém dados sobre uma sequéncia (b,). Ela é

definida por
G(bn,x) = Z bor" = box’ + bzt + box® + ...
n=0
Proposicao 15. A sequéncia de Padovan (p,) possui

1+2x

— 2 g3

G(P,,x) = an:z:” =7
n=0

como fung¢ao geradora.

3

Demonstragdao. Note que, multiplicando G(b,, z) por x? e a3, respectivamente, obtemos:

ZL”QG(pn, l‘) = pOI'2 +p1$3 + p2x4 + ...
3G (pn, ©) = pox® + prat + pox® + ...
A seguir, perceba que
G(pn, ) = 2*G(pn, ¥) = *Gpn, ¥) = G(pn, 2)(1 — 2% — 2%) = po + pro + (p2 — po)*.

Como py = p; = po = 1, concluimos que

1+
G(pnax) =

1— 22— 23

]

Trabalhar com a funcao geradora de uma sequéncia numérica é tutil para resolver

problemas como do exemplo a seguir.

Exemplo 8. Na Sequéncia de Padovan
1,1,1,2,2,3,4,5,7,9...

cada termo de ordem n, a partir do quarto termo, € iqual ¢ soma dos termos de ordem

n—2 en—3. Sabendo disso, vamos encontrar o valor da soma infinita

il 2 2y 0
379 27781 24377

onde o n-ésimo termo € o n-ésimo termo da sequéncia de Padovan dividido por 3".

Observe que

G(pnal') =pot+pzx +p2x2 +p3;€3 + .
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CAPITULO 4. SEQUENCIA DE PADOVAN

1
entao para x = 3

1 1 1 2 2 3
=)=l o
Glomg)=ltgtgtomtgtogt

sabendo disso, a soma infinita poderd ser calculada através da formula da funcao geradora

aplicada a x = =, isto €,

1

T 'ty %

3

3

4.7 SEQUENCIA DE MATRIZES

Definicao 12. Definimos recursivamente a Sequéncia de Padovan p,i3 = ppi1 + Pn, NG

forma matricial, onde os termos iniciais sao:

PO: 7P1: 7P2:

S O =
O = O
_= o O
_ o O
_ o
S = O
O = O
— = O
_ o

O teorema que segue nos da o termo geral da Sequéncia de Padovan na forma matricial.

Teorema 16. A Sequéncia de Padovan na forma matricial (P,) comn >0 en € Z é

dada por

Pn—5 Pn—3 DPn—4
Pn - Pn—4 Pn—2 DPn-3
Pn—-3 Pn—1 Pn-—2

Demonstracao. Provaremos por Inducgao Finita. Para isso, consideremos a Defini¢ao 11,

onde:
p-1=p-3=pa=0epo=ps5=1
P-5 P-3 P-4 100
Paran =0, temos Fy = | p_4s p_o p_3 =10 1 0 |.O que mostra que é
P-3 P-1 DP-2 001

valido para esse caso inicial.
Supondo que vale para algum n € N, isto é,
Pn—s5 Pn-3 Pn—4a
Pn = Pn—4 Pn—2 Pn-3
Pn—3 Pn-1 Pn—2
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provaremos que vale para n + 1.

Pela definicao, sabemos que

Pn+1 = P+ Pao

Pn—6 Pn—4 DPn—5 Pn—7 Pn-5 DPn—6 Pn—4 Pn—2 DPn-3
= Pn—5 Pn—3 DPn—4a + Pn—6 Pn—4 DPn—5 = Pn—-3 Pn—1 DPn-2
Pn—4 Pn—2 Pn-3 Pn—5 Pn—3 Pn—4a Prn—2 Pn Pn—1
Portanto, como vale para n + 1, vale para todo n > 0 com n € N. O

Teorema 17. Sendo V), o e B as raizes da equacdo caracteristica X®> — X —1 =0 da
relacao de recorréncia da Sequéncia de Padovan, podemos escrever a formula de Binet

para o matriz da Sequéncia de Padovan como
P, = ay™ + ba™ + ¢f",

onde ) )
_ Ypa +Yp1 + po aps + a°pr + Po

YW —a)W -8 ala—v)(a—p)

_ Bpa + 6°p1 + po
BB —P)(B—a)

Demonstracao. Como 1, o e 3 sao raizes da equacao caracteristica, entao existem a, b e

¢ constantes, tais que
P, = ay™ 4+ ba" + ¢f". (4.2)

Para encontrarmos o valor das constantes citadas, vamos usar a equagao (4.2) aplicada

aos valores n =0,n =1 e n = 2. O que gera o sistema abaixo:

a + b + ¢ =1
ap + ba + ¢ =1
ap? + ba? + B =1

Utilizando a Regra de Cramer para resolver o sistema, em seguida, o método de
Vandermonde para resolver determinantes e, na tltima igualdade, as Relacoes de Girard

para equacao de 3° grau, temos:

1 1 1
1 a p

1@ Bl (@-1B-1) _gaB-da—ui+b _ dpm+dPni+m
1 1 1] @-0F-0)  da-0)F-0)  ba-0)E-0)
b oa f
w? 062 52
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1 1 1
Y 1 B

- o1 B2 :(1—w)(ﬁ—1):aﬁ—a—waﬁ+wa:ap2+a2p1+p0
1 1 1 (@ =9)(B—a) ala—9)(B—a) ala =) (a—p)
v a B
P ot B
1 1 1
v a1

e L] (-a)1-¢)  B-vB—Batyal _ Bpat Bt
1 1 1 B-a)f—v)  BBE-a)f-y¢)  BB-a)(f—-1)
v o a B
W ot B

O que encerra a demonstragao.

O

Corolario 18. A formula de Binet para a Sequéncia de Padovan, em relacdo a sua matriz,

¢ escrita como

n+3 n+3 n-+3
¥ o B

W-—a)@—0) (a—9)a-p0)  (B-u)F-a)

Demonstracao. Pelo Teorema 17,

Pn,1:

P, = ay" 4+ ba" + cf"
_ Yp2 + *p1 + po W+ aps + opy + po o 4+ B2 + B%p1 + po 3
Yla =) (B —1) ala —¢)(a—B) BB —a)(B—v)

VP + 7 + Py n_1+04P2+042P1+P0an_1+5P2+52P1+Po o1

B

N P T T

Sabemos, pelo Teorema 16, que

P-5 P-3 P-4 1
Po(p4 D-2 P3)(0 10
P-3 P-1 P-2 0 1
P-4 P2 DP-3 010
Pl(p?) -1 pz)(O 1)
p—2 po p—l 1 1
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CAPITULO 4. SEQUENCIA DE PADOVAN

P-3 P-1 DP-2 0 01
P=1ps p p-1 =110/,
P-1 P11 Do 01 1
entao, considerando:
1 y? ¥ 1 o a 1 B 3
A= o Y+1 g2 ,B=1 a a+1 o eC=1| p B+1 p?
Yo+ Y41 o ata atl g B+p B+1
temos:
wnfl anfl anl
G-@-5 " @a-da-p B-D)B-)

Perceba que, como 9, a e (3 sdo raizes da equacdo caracteristica X2 — X — 1 = 0,

rem = , Q= = , entao, m rever as matriz im
teremos 3 +1, a3 +1lep? + 1, entdo, podemos escrever as matrizes acima

cOoImo:
1 Y2 1 o « 1 3 B
A= v ¢° ¥ [, B=[ a o o® [eC=| B B p°
w? ¢4 1/}5 042 054 3 52 54 53
Substituindo em P,, teremos:
w -1 an—l Bn—l
P, = A -B -C.
G-aw—p " Tla-0a-p "~ G-dBE-a
Utilizando o Teorema 16,
Pn—5 -Pn—3 Pn—4
wn—l Oén_l Bn—l
Pnf4 Pan Pnf3 = — — A+ — — B+ — —_ -C
PP, P (V¥ —a)(W = p) (@ —)(a—p) (B=v¥)(B—a)

Por fim, ao analisarmos o termo da terceira linha e da segunda coluna na igualdade

acima, concluimos que

571—&—3

¢n+3 Oén+3

P, =
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4.8 Q-MATRIZ DE PADOVAN

Estudaremos nesta secao a matriz () de Padovan. Uma matriz de ordem 3, cuja

enésima poténcia gera uma matriz onde as entradas sao termos da Sequéncia de Padovan.

Definicao 13. A Q-matriz de Padovan ou matriz geradora da Sequéncia de Padovan é

dada por

Q=

_ o O
—_ O
o = O

Teorema 19. Se (P,) ¢ a Sequéncia de Padovan, para todo n > 1 com n € N temos

Pn—1 Pn+1 Pn
Qn+4 o
= Pn Pn+2 DPn+tl

Pnt+1 Pn+3 Pn+t2

Demonstracao. Por indugao sobre n, para o caso n = 1, temos:

5
0

0 1 11
Q1+4 — Q5 — 0 0 1 — Q1+4 — Q5 — 1 2
110 1 2

N~ =

Supondo que vale para n € N, provaremos que vale para n + 1. Para isso, perceba que

Qn+5 _ Q(n+1)+4 _ Qn+4 . Q

Prn—1 Pn+1 Pn 0 1 0
Pela hipotese de inducao, Q" = Prn Pni2 Py |- Como@Q@=10 0 1 |,
Pnt+1 DPn+3  DPn+2 1 10
entao
Prn—1 DPn+1 Pn O 1 0
Q" = | pn Ds2 Pan 001 |=
Pn+1 Pn+3 DPn+2 1 10
DPn Pn—1 +pn Pn+1
= Pl PntPni1 Pnao
Pn+2 DPn+l + DPnt2 DPnts
Pn Pn+2 DPn+1 Pn+1)-1  Pn+1)+1 Pnia
= P+l DPn+3 Pny2 | = Pnt1 Pma2)+1 P11
Pn+2 Pn+4 DPn+3 pn+1+1 pn+3+1 pn+2+1
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Note que, ao mudarmos a ordem de algumas das entradas da matriz Q, obtemos um

novo resultado, como mostra o teorema seguir:

01 Pn+2 DPn Pn+1
0 0 | dat (@) = | puss pus po | para todo
10

Pn+3 Pn+l DPn+2

Teorema 20. Seja Q' =

— = O

n>1.

Demonstracao. Para n = 1, temos:

0 01 2 11 D3 D1 D2 Di+2 D1 Pi+1
@)= 1o00| =|111]|=|poppmp|=|pr1 s m
110 2 1 2 P4 D2 D3 D143 Di+1 D142

Supondo que vale para n € N, provaremos que vale para n + 1. Como vimos no

teorema anterior,

(Q/)n+5 _ (Q/)(n+1)+4 _ Qn+4 . Q

DPn+2 DPn Pn+1 O O 1
Pela hipotese de indugao, (Q)"™ = | pps1 Ppt pn |- Como@Q = 1 0 0
Pn4+3 Pn+1 DPn+2 1 10
entao
Pn+2 Pn Pn+1 0 0 1
@) = | Par1 Po1 Pa 100 |=
Pnt+3 Pn+1 Pn+t2 110
DPntPnt1 Pntl Pn+2
= DPn—-1+ Pn Pn Prn+1 -
Dn+1 T Dn+2 Dn+2 DPn+3
Pn+3 DPn+1 Pn+2
= Pnt+2 Pn Pn+til =
Pn+sa Pnt2 DPn+3
Pn+2)+1 Pnia Pn+1)+1
= Pin+1)+1 Pn—-1)+1 Pns1
Pn+3)+1 Pn+1)+1 Pn+2)+1
Portanto, como vale para n + 1, vale para todo n > 1, com n € N. O

Assim como no teorema acima, o resultado a seguir mostra vérias outras possibilidades

para a matriz geradora Q e a matriz Q™. Vejamos:
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Teorema 21. Paran > 1, temos:

0 1 Pn—1 Pn Pn+1

(i) SeQ=11 0 1 | entao Q"™ = | pus1 Ptz Puts |
O 1 O Pn pn+1 pn+2
0 1 Pn+2 Pn+3 DPn+1

(i) SeQ=1 1 0 1 | entao Q"™ = | puy1 Doz pn |
0 0 Pn Pn+1 Pn—

O 1 0 Pn+2  Pn+1 Pn

(iii) Se Q = 1 entdo Q" = Pn+3 Pn+2 Pnt1 ;
1 0 Pn+1 Pn Pn—1
0 1 Pn+2 DPn+1 DPn+3

(iv) Se@=1| 0 entdo Q" = Prn Pnt Pt | -
0 Pn+1 Pn  DPn+2

As demonstragoes dos itens acima serao omitidas, pois todas sao facilmente resolvidas

por inducao finita sobre n.

4.9 O NUMERO PLASTICO

O Numero Plastico, também conhecido como Constante Plastica, foi inicialmente estu-
dado pelo matemaético francés Gérard Cordonnier, em 1924, o qual nao conseguiu concluir
seu trabalho sobre as propriedades do Ntumero Plastico. Porém, em 1928, Hans van Der
Laan, ao estudar a Constante Plastica, foi o pioneiro em explicar a importancia do nimero
para a clareza da percepcao em trés dimensoes, ou seja, havia sido descoberto um “Ni-
mero de Ouro" para projetos tridimensionais. Vale ressaltar que ha uma estreita ligacao
entre o Numero de Ouro trabalhado por Fibonacci e o Nimero Plastico de Hans van Der
Laan. Ambos sao os tinicos nimeros que satisfazem certas propriedades interessantes, os
quais levam a serem definidos como nimeros morficos!. O trabalho feito por [5] traz mais
informagoes sobre tais niimeros.

Ao realizar suas pesquisas, Hans van Der Laan percebeu que, ao analisarmos um
conjunto de objetos, relacionar suas dimensoes entre si, tomar como referéncia o corpo
humano era essencial. Entao, ao tomarmos uma composicao de objetos que tenham a
mesma, cor, textura e forma, com dimensoes diferentes, parecia inevitavel que o cérebro
humano relacionasse as dimensoes dos objetos, calculando a razao entre essas dimensoes

involuntariamente, mesmo sem que pudéssemos perceber o que estavamos fazendo. Porém,

IQuando existem ntimeros naturais b e ¢ tais que: a+1 =a’ e a—1 = a~°, entdo o ntmero real a > 1
é chamado nimero morfico.
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isso s6 é possivel quando nao ha uma diferenca exagerada entre as dimensoes do maior
objeto e do menor. Neste caso, a comparacao involuntaria acaba nao acontecendo, pois,
quando um dos objetos esta em foco, o outro parece desaparecer, [12].

A comparacao desses objetos, tomemos por exemplo, cubos, ocorreria da seguinte
forma, segundo os estudos de van Der Laan: nosso cérebro agruparia os objetos, seleci-
onando os que possuissem comprimento de aresta praticamente iguais, e, assim, varios
grupos iriam se formando. Nesse processo, a separacao seria por tipos de tamanho. Dai,
surgiu a primeira indagagao: tomando dois cubos de arestas x e y, com x > y, qual seria
a menor proporcao x : y pela qual os cubos pertenceriam a tipos de tamanho distintos?

E importante comentarmos a respeito da relacdo que deve existir entre os tipos de
tamanho. Quando estes nao diferem demais, sao também agrupados em classes, que foram
nomeadas por ordens de tamanho. Fntao, surgiu um novo questionamento: tomando os
mesmos comprimentos x e y, com x > ¥y, qual é a menor propor¢ao y : x para que esses

comprimentos se refiram a ordens de tamanho diferentes?

Figura 4.3: Agrupamento de objetos

Fonte: https://www.abebooks.com [10]

Através de andlise estatistica e experimentos feitos pelo monge beneditino, respon-

dendo as duas questoes acima, ele obteve, respectivamente, aproximagoes de 3 e = Isso

nos motiva a definir:

Definicao 14. Dois objetos pertencem a diferentes tipos de tamanho se a razao de seus
comprimentos sao cerca de 3 ~ ¢ (Numero Pldstico), enquanto pertencem a diferentes

ordens de tamanho, se um objeto é cerca de sete vezes maior que o outro.

4.9.1 ESPIRAL DE CONVERGENCIA

Teorema 22. Se colocarmos um tridngulo equildtero em um dos lados do pentdgono

abaixo, obteremos um pentdgono semelhante ao original.
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Figura 4.4: Pentagono Plastico

v A

60° 60‘>/

E i F
Fonte: https://archimede.mat.ulaval.ca/amq/bulletins/mar13/9-maitre-Plastique-mars-2013.pdf [2]

Demonstracdo. Iniciaremos tomando o paralelogramo BB'EF de lados 1 + 1, 12 + 1,
PP = 1+, Y = Y*+1p e LBFE — 60°. Dai concluimos que B’ = 60° e que B = E = 120°.
Agora vamos tracar o segmento CD, de modo que B'D = ¢ ¢ B'C' = 1), como mostra a
figura abaixo. Observe que o tridangulo C DB’ é isosceles de base CD e como B’ = 60°,
entao, ja que os angulos da base de um triangulo is6sceles possuem a mesma medida, isso
obriga o triangulo C' DB’ ser equilatero. Entao £ BCD = LCDE = 120° e, além disso, o

segmento CD possui comprimento v (j4 que o triangulo C DB’ é equiléatero).
Figura 4.5: Construcao do Pentagono Plastico

B 1+w B

vty

60°,

£ v F E " 2

Fonte: https://archimede.mat.ulaval.ca/amq/bulletins/mar13/9-maitre-Plastique-mars-2013.pdf [2]

Tracando um ponto A externo ao pentdgono BFEDC, de modo que, ABF forme um
triangulo equilatero, como mostra a figura seguinte, podemos perceber que o novo poligono
formado ABCDEF é, na verdade, o pentagono ACDEF, que, por sua vez, é semelhante ao
pentagono FBCDE, ja que ambos possuem um angulo de 60° e todos os angulos restantes
medindo 120°. Além do mais, os pares de lados EF e FA, DE e EF, CD e DE, BC e CD
e FB e AC estao na razao l

O

E importante perceber que, iniciando com um tridngulo equilatero de lado 1 e, em

seguida, sempre colocando um outro triangulo equilatero colado ao maior lado da figura
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Figura 4.6: Pentagonos semelhantes

60/

v 120°

120° 120°

120° D¢ )120°

3 v F 2 v E

Fonte: https://archimede.mat.ulaval.ca/amq/bulletins/mar13/9-maitre-Plastique-mars-2013.pdf [2]

gerada, geramos o pentagono do teorema anterior todo formado por triangulos equilateros
onde o lado é cada termo da Sequéncia de Padovan.

Veja o esquema abaixo:

Figura 4.7: Espiral de Padovan formada por tridngulos equildteros com suas respectivas
medidas dos lados

& &\ /%

Fonte: Construida pela autora
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5 SEQUENCIA DIDATICA

A Sequéncia Didatica pode ser vista como um conjunto de etapas que orientam o
ensino de determinado contetido. Nesse aspecto, cada fase do processo de aprendizagem
tem seu grau de cognicao e dificuldade ampliado, promovendo a consolidacao do tema.

Utilizar esta técnica permite ao educador procurar suporte interdisciplinar, sondando,
assim, em outras areas, a melhor maneira de abordar o contetido desejado.

O embasamento da Sequéncia Didatica é a didatica francesa que, por sua vez, era apoi-
adora da prética ativa do aluno e da contextualizagao no processo de ensino-aprendizagem.
Dessa maneira, o educador deve adequar ao nivel cognitivo do aluno aplicagoes praticas do
tema trabalhado, intercaladas com a parte abstrata do contetido, para que a aprendizagem
nao seja prejudicada.

O objetivo desta atividade é levar a Sequéncia de Padovan para a sala de aula com
a finalidade dos alunos a conhecerem. Tal sequéncia se tornou negligenciada pelos li-
vros didaticos, uma vez que poderia ser trabalhada como um complemento do estudo da
Sequéncia de Fibonacci, ja que a convergéncia de (p,) para ¢ é uma resposta tridimenional
4 propor¢ao aurea.

Para isso, a seguir temos etapas de como funcionaria essa atividade.

Etapa 1: Conhecendo a Sequéncia de Padovan.

Objetivo: Conduzir o aluno a construgao dos n termos iniciais da Sequéncia de Padovan
através da soma dos antecessores de ordem n — 2 e n — 3.

Procedimentos: No inicio desta etapa, é relevante que o professor comente sobre o
contexto historico que envolve a atividade. Como, por exemplo, falar sobre Hans van Der
Laan e sobre a importancia das traducoes de Richard Padovan.

Etapa 2: Convergéncia de (p,,)

Objetivo: Conjecturar a convergéncia da Sequéncia de Padovan para o Numero Plastico.

Procedimentos: Construir uma tabela como a que segue abaixo para que, com o auxilio
n+1

de uma calculadora, os alunos possam perceber que a razao se aproxima do nimero

1,324717957244746....

Etapa 3: Segmentos proporcionais

n

Objetivo: Conceituar proporcao e seus termos, propor¢ao multipla e proporcao continua.

Procedimentos: O professor construird com os alunos o segmento AB e tracara os pontos
CeD:
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CAPITULO 5. SEQUENCIA DIDATICA

Tabela 5.3: Aproximacoes de .

Prn+1
Pnt1 | Pn
Pn
1 1 1
1 1 1
2 1 2
2 2 1
3 |2 1,5
4 | 3[1,3333...
5 | 4] 1,25
7 5 1,4
9 7 | 1,2857...
12 9 | 1,3333...
16 | 12| 1,3333...
21 |16 | 1,3125
28 | 21 | 1,3333...
37 |28 1,3214...
49 |37 1,3243...

Fonte: Construida pela autora

Figura 5.8: Segmentos que obedecem a Razao Plastica

I
I
L Jils
.
.

AB-AD = ADBC
I D = BC:AC

= AC:CD
=CD:BD

Fonte: https://bib.irb.hr/datoteka/628836.Plastic_ Number__ Construct.pdf [12]

de modo que:

w_AB_AD_BC_AC_CD
~AD BC AC CD BD’

Através disso, seré possivel explicar os seguintes conceitos:

Proporcao: Uma igualdade entre duas razoes.

AB CD
Exemplo 9. — = —— formam um proporcao onde os extremos sao AB e BD e os

AD BD
meios sao AD e CD.

Proporgao Continua: E a propor¢ao que possui meios iguais.
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CAPITULO 5. SEQUENCIA DIDATICA

Exemplo 10. A—D = —O representa uma proporcao conlinua, pois PosSui MeLos 1Guais.
BC AC

Proporgiao Multipla: E uma proporcio simultanea entre trés ou mais razoes.

AB AD BC AC (CD

AD  BC AC  CD BD

Etapa 4: Propriedade Fundamental das Proporcoes.

€ uma proporcao mailtipla.

Exemplo 11.

Objetivo: Neste momento, o professor enunciaria a Propriedade Fundamental das Pro-
por¢oes (Numa proporgao, o produto entre os meios é igual ao produto entre os extremos.)

e traria como aplicacao os seguintes exemplos:

AB AD
Exemplo 12. Tomando AB = 1 e sabendo que D~ BO temos, pela Propriedade
Fundamental das Propor¢oes, que: BC = AD?.

Exemplo 13. Tomando AB =1 e sabendo que AC =1— BC e BD =1— AD, entao:

AB AD 1-BC CD

AD BC CD 1—AD
AB 1- BC
“BC ~ 1-A4D
1 1 - BC

“BC - 1-_AD

Como BC = AD?:

11— AD?
AD?  1—AD
L 1 _(1-AD)1+AD)
AD? 1— AD
1
= AD2:1+AD
= 1=AD?>+ AD?
1\? 1\?
= 1=(- -+<—>
(5) <
= =9 +1,
, 1
PoLs P = E

Etapa 5: Encontrar as raizes da equacao ciibica acima.

Objetivo: Incentivar o uso de programas computacinais educativos, como o Geogebra e o
Maxima, que possam auxiliar os alunos em situacoes adequadas. Perceba que, nesse caso,
os alunos nao teriam pré-requisito para calcular as raizes da equagao, devido ainda estarem
no Ensino Fundamental. Observe as imagens abaixo acerca das raizes e da representacao

grafica no plano cartesiano.
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CAPITULO 5. SEQUENCIA DIDATICA

Figura 5.9: Grafico no plano cartesiano e raizes da

GeoGebra Classic

IR NICI-IPINIE 5

equacao com o software Geogebra

B] & W i @
Q@ f=¥-x-1 : 4
® A = Raiz (f) 3
— (1.32,0) ]
® Extremo (f)
— B =(-058 -062)
O — Cc=— (0 58, -1 38) -9 -8 =7 —& -5 —4 -3 2 3 4 5 L3 7 8 9
® RaizesComplexas (f) ’
. 7, =-066 - 0560
@ — 2z, =066+ 056
O - z=132+0 ®
+ X
Fonte: Construida pela autora
Figura 5.10: Raizes da equacao utilizando o software Maxima
wxMaxima 18.02.0 [ néo salvo* | - o x
Arquive Editar View Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda
£ 3 = % X 0O o0 @ Q cC @ & ¥ Maths vl B> ?
Mathematical Sy.
w23iy solve((x* %11, [x]);
S 4?%\+—_1 ‘ s ) -1 3 i ) 1
_ 2 2 +E+l —1 3 i _‘Jz‘+i (V3% —1] 2 2 _‘Jg‘+i .
fx= T PY S I a a PP 2 2 w2 e
’ {2 3 +;[ {2 $7 2
1
I 1 ]
23 1
{2 33”2 +;'

‘Greek Letters

apyselne
LkApvEom
poTugxdw
ABITAEZH®O
IKAMNZON
PITYOXWO

Maxima is ready for input.

Pronto para entrada do usudrio

Fonte: Construida pela autora
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos a importancia da Sequéncia de Padovan para a Arqui-
tetura e para o Ensino de Proporcgoes através do Numero Plastico.

Trouxemos, inicialmente, as sequéncias numéricas como objeto de estudo abstrato,
com defini¢oes e teoremas. Apos termos adquirido o embasamento preliminar necessério,
perpassamos pelas Sequéncias de Fibonacci, Pell, Jacobsthal e Lucas, exibindo aplica-
¢Oes de cada uma delas. Além disso, procuramos mostrar as relacoes existentes entre a
Sequéncia de Fibonacci e as demais, através das suas relacoes de recorréncia.

Com o intuito de entendermos melhor o nosso capitulo principal, o Capitulo 4, estu-
damos as Recorréncias Lineares de 1* e 2* ordens e a equacao caracteristica gerada por
uma relagao desse tipo.

Trabalhamos a Sequécia de Padovan sob duas perspectivas: a definicdo comum, uti-
lizando nimeros naturais (com indices naturais e com extensdo para os inteiros); e a
definicao na forma matricial. Varias propriedades utilizando ambas as defini¢coes foram
provadas, sendo nosso principal recurso de demonstracao a inducao finita.

Através da convergéncia da Sequéncia de Padovan para o Numero Pléastico, exibimos
a relevancia desse nimero irracional para a clareza de percepcao em trés dimensoes.

Por fim, utilizando a proposta pedagogica da Sequéncia Didatica, propusemos con-
textualizar o ensino de Proporgcoes no 7° ano do Ensino Fundamental com aulas que

trouxessem a Sequéncia de Padovan e o Niamero Plastico como aplicacao.
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