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Resumo

O estudo de Geometria Analitica sobre conicas e quadricas, no ambito do Ensino Médio, é
um conteido de suma importancia, do qual utilizamos métodos e simbolos algébricos para
resolver situacoes na Geometria. O objetivo da pesquisa é o desenvolvimento de algumas
atividades de geometria analitica (conicas e superficies quadricas), no software Geogebra,
para melhorar a educacao no processo de ensino aprendizagem, obtendo melhores resultados
no ensino de Matematica. Em todos os capitulos estao todas as construgoes passo a passo
de cada atividade dinamica de conica e superficie quadrica desenvolvida no software Geo-
gebra (versao 5.0) com a parte tedrica. No primeiro capitulo foi retratado o conteido
de conicas (elipse, hipérbole e pardbola), no segundo capitulo o tema abordado foi sobre
superficies quédricas (elipsoide, hiperboléide e paraboldide) e, por fim, no ultimo capitulo
abordamos a respeito de superficies cilindricas. Nas atividades desenvolvidas no software
podemos identificar as rotacoes e translagoes, em alguns casos, com toda parte tedrica com

suas determinadas parametrizacoes.

Palavras-chave:Educagao; Ensino de Matematica; software Geogebra



Abstract

The study of Analytical Geometry on conic and quadric ,in the context of High School, is a
content of paramount importance, from which we use algebraic methods and symbols to solve
situations in Geometry. The objective of this research is the development of some activities
of analytical geometry (conic and quadratic surfaces), in Geogebra software (version
5.0), to improve education in the process of teaching and learning, obtaining better results
in the teaching of Mathematics. In all the chapters are all the step-by-step constructions
of each dynamic activity of conic and quadric surface developed by the software Geogebra
with the theoretical part. In the first chapter, the content of conics (ellipse, hyperbola and
parabola) was portrayed. In the second chapter, the topic covered was quadratic surfaces
(ellipsoid, hyperboloid and paraboloid) and, finally, in the last chapter we approached cylin-
drical surfaces. In the activities developed in the software we can identify the rotations and

translations, in some cases, with all theoretical part with its certain parametrizations.

Keywords:Education; Mathematics Teaching; Geogebra software .
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INTRODUCAOQO

O estudo de Geometria Analitica sobre conicas e quadricas, no ambito do ensino médio, é
um conteido muito importante, do qual utilizamos métodos e simbolos algébricos para re-
solver situacoes na Geometria. Empregamos Geometria Analitica para manipular equacoes
em planos, retas, curvas e circulos. Uma tematica importante para ser ministrada em salas
de aulas, todavia nao ha a existéncia deste conteiido em alguns livros didaticos ou apostilas.
Por este viés, pensando nas minhas aulas dos ensinos Médio e Superior - como motivacao-
resolvemos desenvolver este trabalho criando atividades no software Geogebra (versao 5.0).
O objetivo da pesquisa é o desenvolvimento de algumas atividades de Geometria Analitica
(comicas e superficies quadricas), no software Geogebra, a fim de aperfeicoar a qualidade
do processo de Ensino Aprendizagem na area Educacional, obtendo melhores solugoes as
praticas Matematicas, sendo o diferencial do trabalho o contetido de rotacao e translacao
com as atividades desenvolvidas no software. Utilizando estas atividades, desenvolvidas no
software, as aulas de Geometria Analiticas proporcionarao melhor interesse e desempenho
dos alunos, visto que terao uma visao tridimensional do conteido, conseguirao identificar
os elementos de uma conica e cortes das superficies quadricas, podendo utilizar em alguns
tipos de celuar. Em todos os capitulos constam todas as construgoes, em forma gradativa,
de cada atividade dinamica de conica e superficie quadrica desenvolvida no software Geoge-
bra juntamente com a parte tedrica. No primeiro capitulo retratard o conteido de conicas
(elipse, hipérbole e parabola); no segundo capitulo, o assunto sera sobre superficies quadricas
(elipsdide, hiperboldide e paraboldide) e o terceiro capitulo abordard a respeito de superficies
cilindricas. Esta tese de mestrado tem como relevancia académica aprimorar a formacao de

docentes e expandir conhecimentos académicos por meio da aprendizagem de novas ativi-
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dades de conicas e superficies quadricas desenvolvida a partir do software GeoGebra. Na
relevancia profissional o principal objetivo é auxiliar e aperfeicoar o docente no processo de
ensino de conicas e superficies quadricas, a fim de obter melhores resultados no ensino de

Matematica.

17



Capitulo 1

CONICAS

As secOes seguintes relacionadas ao conceitos e defini¢oes de conicas no estudo de geometria

analitica e tem como referéncia [I], [2], [3],[4], [5], [9] e [10].

1.1 Elipse

Consideremos dois pontos distintos Fj e Fy, num plano 7, sendo que a d(F}, F») = 2¢. Com
a > 0, os conjuntos dos pontos de Per (Figura 1.1) tais que d(P, Fy) + d(P, F3) = 2a, se da

o nome de elipse.

Figura 1.1: Elipse

Fonte: Autor (2019)
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1.1.1 Elementos

Principais elementos da elipse, com base na Figura 1.2.

Fy e Fy: focos, com comprimento 2¢ (distancia focal).

Aj e As: eixo maior, com comprimento 2a (contém os focos).

By e By: eixo menor, com comprimento 2b (é perpendicular a A;A; no seu ponto

médio).

O: centro, ponto médio do segmento FiF5.

A17A2,Bl,B22 vértices.

c
e ¢ = —: excentricidade (0 < e < 1).
a

Se excentricidade obter um valor préoximo de 0 ter formato semelhante uma circunferéncia,

porém se o valor da excentricidade for préximo de 1, tera o formato mais “achatada”.

Figura 1.2: Elementos da Elipse

Fonte: Autor (2019)
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1.1.2 Equacoes reduzidas

Considere a elipse de centro O(0,0), analisaremos dois casos.

1. Quando eixo maior estd sobre o eixo da abscissa (x).

Sendo os focos Fi=(—c,0) e F»=(c,0) e um ponto P(x,y) da elipse (Figura 1.3). De

acordo coma defini¢ao temos que a d(P,F})+d(P,Fy)=

2a ou |ﬁ| + |ﬁ| = 2a ou

substituindo para coordenadas |(z + ¢,y — 0)| + |(x — ¢,y — 0)| = 2a =

\/(xp - SCF1)2 + ( yFl + \/ — IFQ (yp — yF2)2 = 2a =

VE+e)2+ 2+ /(-2 +1y2=2a=

VA2 + Y2+ 2cx + 2 =2a — /22 +y* —2cr + 2 =

(Va2 +y* + 2cx + 2)* = (2a — /a2 + 2 — 2ca + )’

2%+ y? + 2cx + 2 = 4a® — dar/22 + 2 — 2cx + 2 + 2% +y? — 2cx + 2 =

a\/22 +y2 —2cx + 2 =a® — cx =
a*(2® + y* — 2cx + 2 = a* — 2a’cx + A2?) =
a’r? + a®y? — 2d’cx + a®c® = a* — 2d%cx + *a? =
a’x? — 22 4+ a*y? = at — ’P =

2

(a* — )x? + a*y* = a*(a® — &A2).

Como a? — ¢? = b?, obtemos

0222 + a2y? = a2b?

Agora dividindo ambos os membros da equacao por a?b?, resulta

Re2 %y a2
a2b? + a?b? - a?b?

20



ou

Logo encontramos a equagao reduzida para este caso.

Figura 1.3: Elipse - eixo maior sobre o eixo da abscissa

v

Fonte: Autor (2019)

2. Quando eixo maior estd sobre o eixo da ordenada (y).
Sendo os focos F; = (0, —c) e Fy = (0,¢) e um ponto P(x,y) da elipse (Figura 1.4).
De acordo coma definigdo temos que d(P, Fy) + d(P, F3) = 2a ou \Z*Tlﬁ + \Eﬁ! = 2a
ou substituindo para coordenadas.

[(x —0,y+ )|+ |(x =0,y —¢)| = 2a

\/(xp - l’Fl)2 + ( Z/Fl + \/ — .TFQ (yp — yF2)2 = 2a =

VE =02+ y+c)2+(x—02+(y—c?=2a=

V2 + Y2+ 2yc+ 2 = 2a — /a2 +y2 — 2yc + 2 =

(Va2 +y? + 2yc+ 2)? = (2a — /2% + 2 — 2yc + 2)?

2?4+ 2 + 2yc + A = 4a® — da/2? +y2 —2yc+ A+ 2’ +y? —2yc+ A =

a\/22 +y? — 2yc + 2 = a* — yc =

21



a*(2% +y? — 2yc+ & = a' — 2a*yc + y*c?) =
a’x? + a*y? — 2a’yc + a*c? = a* — 2a%yc + y?c? =

aa? — c2y? + ay? = at — a2c? =

a’z? + (a* — )y? = a®(a® — &2).

Como a? — ¢? = b?, obtemos

a?z? + b2 = a2b?

Agora dividindo ambos os membros da equacao por a?b?, resulta

CL2ZE2 beZ (l2 b2

a2b? + a2b?  a2b?

ou

1.2 y2
w2 !

Logo encontramos a equagao reduzida para este caso.

Figura 1.4: Elipse - eixo maior sobre o eixo da ordenada

'y

Fonte: Autor (2019)
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1.1.3 Parametrizacao de uma elipse

Considere a > b e a elipse de equacao reduzida

2 2
T Y
PER R
Note que
2 2
L Y
2Tr=17

2 2
x
a b
Da relagao trigonométrica, sabemos que;
2 201} —
sen®(a) + cos*(a) = 1.

Fazendo — = sen(a) ou seja x = a.sen(a) e = = cos(a) ou seja y = b.cos(a), temos

(3) +<%) — sen’(a) + cos(a) = 1.

Parametrizacao Elipse

SHES

(a.sen(oz), b.cos(a)) , a0, 27)

Figura 1.5: Formagao de uma Elipse via parametrizacao com a > b

3

/—T\
'

T % P T I M

:

2 4

)

Fonte: Autor (2019)

Atividade dinamica esta disponivel no endereco eletronico https://ggbm.at/x98swyuq.

Com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o efeito dinamico da atividade.
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1.1.4 Translacao de uma elipse

Considere a elipse de centro O(h, k) # (0,0). Analisaremos os casos da elipse onde seus eixos

sao paralelos aos eixos coordenados em dois casos.

1. Quando eixo maior é paralelo ao eixo da abscissa (x).

Fazendo uma translacao de eixos, encontramos um novo sistema x’0’y’ (Figura 1.6),

assim sua equacao reduzida

A (1.1)

Logo temos que 2’ = © — h e yy = y — k, assim podemos relacionar com o sistema

original xOy, substituindo os valores na nova equagao reduzida (|1.1J).

(x—h)?  (y—k)?
a? * CHE !

Determinando a forma padrao para este caso.

Figura 1.6: Elipse - eixo maior paralelo ao eixo da abscissa

Fonte: Autor (2019)
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2. Quando eixo maior é paralelo ao eixo da ordenada (y).

Fazendo uma translacao de eixos, encontramos um novo sistema 'O’y (Figura 1.7),

assim sua equacao reduzida

T LY (1.2)

Logo temos que 2’ = © — h e ¢y = y — k, assim podemos relacionar com o sistema

original xOy, substituindo os valores na nova equagao reduzida (|1.2)),

(=0 =k _

b2 a? =1

Determinamos a forma padrao para este caso.

Figura 1.7: Elipse - eixo maior paralelo ao eixo da ordenada

Fonte: Autor (2019)
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1.1.5 Rotacao de uma Elipse

Seja a 0 angulo de rotacao no sentido anti-horario. Fazendo a rotagao de eixos, encontramos

um novo sistema 2’O’y’, assim sua equacao reduzida

Logo temos que

x = x'.cost — y'sinf

y = z'sinf + y'cosf

assim podemos relacionar com o sistema original xOy, substituindo os valores na nova

equagao reduzida (|1.3)),

(2'.cosb ;Qy’sinG)Q N (x'sind —;);y’coss@)2 _1 (1.4)

Determinando a forma padrao para este caso na equacao ((1.4)).

A equacao de rotagao com os eixos transladados é

((z — h).cosd — (y — k)sind)? N ((z — h)sinb + (y — k)cosd)? _
a? b2

1.1.6 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, ¢ mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de uma
elipse, mostrar uma conveniente translagao de eixos e rotacao. Criando os parametros para
cada elemento da elipse, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o efeito dinamico.
Para criacao desta atividade, divimos em trés etapas, cada uma com os seguintes passos.

Atividade dinamica esté disponivel no enderego eletronico https://ggbm.at/azqbdng?.
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1. Etapa.

(a) Abra um arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes a e b;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.

e controle b com intervalo de 0,1 a 5.

(c) Na caixa de entrada digite a equacao da elipse

2 2
x Yy
e

2. Etapa (Movimento de translacao).

(a) Crie os controles deslizantes h e k;

e controle h com intervalo de -5 a 5.

e controle k com intervalo de -5 a 5.

(b) Na caixa de entrada digite a equacao da elipse

(=0 = kP _

a? b2 1

3. Etapa (Movimento de rotagao).

(a) Crie os controles deslizantes «;
e controle a com intervalo de 0° a 360°.

(b) Na caixa de entrada digite a equacao da elipse com rotagao no sentido anti-horario.

. (x.cos(—a) — y.sen(—a))? N (x.sen(—a) + y.cos(—a))?

a? b2
(¢) Na caixa de entrada digite a equacao da elipse de translagao.

((x — h).cos(—a) — (y — k).sen(—a))? " ((x — h).sen(—a) + (y — k).cos(—a))?
a? b2

=1

[ ] =1

(d) Na caixa de entrada digite os focos da elipse (c,0), (—c,0) na equagao reduzida,

como a? = b* + ¢, portanto ¢ = +/(a? — b?).

o F1(y/(a® —b?).cos(—a)+h, —+/(a® — b?).sen(—a)+k), com uma observagao

na aba avancado a > b;

27



o F2(—y/(a® — b?).cos(—a)+h,\/(a? — b%).sen( , com uma observagao

na aba avancado a > b;

o F1({/(b? —a?).sen(—a) + h, /(b ).cos( , com uma observacao
na aba avancado a < b;
o F2/(—y/(b* — a?).sen( —/(b? — a?).cos( , com uma observacao

na aba avancado a < b;

1.2 Hipérbole

Consideremos dois pontos distintos F3 e F,, num plano 7, sendo que a d(Fy, F») = 2c. Com
a > 0, os conjuntos dos pontos de Per (Figura 1.8) tais que d(P, Fy) — d(P, F,) = 2a, se d&

o nome de hipérbole.

Figura 1.8: Hipérbole

Fonte: Autor (2019)

1.2.1 Elementos

Principais elementos da hipérbole, com base na (Figura 1.9).

e [ e Fy: focos, com comprimento 2¢ (distancia focal).

e A; e Ay eixo real ou transverso, com comprimento 2a (contém os focos).
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e B; e Bsy: eixo conjugado, com comprimento 2b (é perpendicular a A; As no seu ponto

médio).

O: centro, ponto médio do segmento F} F5.

a a

c c
e = —: excentricidade <— > 1).

e I ¢ s: assintotas.

Figura 1.9: Elementos da Hipérbole

Fonte: Autor (2019)

1.2.2 Equacoes reduzidas

Considere a hipérbole de centro O(0,0), analisaremos dois casos.

1. Quando eixo real esté sobre o eixo da abscissa (x).

Sendo os focos Fi=(—c,0) e F4=(c,0) e um ponto P(z,y) da hipérbole (Figura 1.10).

De acordo com a definicao temos que a
|d(P, F) — d(P, Fy)| = 2a
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ou

[P P| — |RP| = 2a

ou substituindo para coordenadas.

(z+c,y—=0) = |(z —c,y —0)| = 2a =

V(@ —xr1)? + (yp — yr)? — V/(zp — 22)2 + (yp — yr2)? = 2a =

VE+eo2+y2—/(r—c)2+y2=2a=

Va2 +y? +2cx + 2 =2a+ /22 +y* —2cx + 2 =

(Vo> + 2 +2cx + ) = 2a+ /2% + 2 — 2cx + 2)? =

? +y? 4+ 2cx + 2 =4a’ — day/22 + 2 —2cr + A+ 22 +y? — 2cx + P =

—a\/22+y2 —2cx + 2 =a*—cx =

a’(2? + y? — 2cx + 2 = a* — 2d’cx + P2?) =
a’r? + a®y? — 2d’cx + a®c® = a* — 2d%cx + *a? =
a’r? — 2?4+ a*y? = a* — a*c =

(a® = A)a? + a®y? = a®*(a® — A).

Como b? = ¢ — a?, logo —b* = a® — %, obtemos

— 0222 + a2y? = —a2b?

Agora dividindo ambos os membros da equagao por (—a?b?), resulta

62232 (I2y2 a2 b2

a?b?  a?b?  a?bh?

ou

2 2
@
a? b2

Logo encontramos a equacao reduzida para este caso.
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Figura 1.10: Hipérbole - eixo real estd sobre o eixo da abscissa

Fonte: Autor (2019)

2. Quando eixo real estd sobre o eixo da ordenada (y).

Sendo os focos F1=(0, —c) e F5=(0,¢) e um ponto P(z,y) da hipérbole (Figura 1.11).

De acordo com a definicao temos que a
|d(P, Fy) — d(P, F,)| = 2a

ou

B P| — [P = 2a

ou substituindo para coordenadas.

[(z =0y + o) = [(z =0,y —c)| = 2a

\/(xp —zr1)? + (Yp — yr1)? — \/(xp —xp2)? + (Yp — yr2)? = 2a =

V=0 +y+’—@-07+ - =2=

Vr2+ 92+ 2yc+ 2 =2a + /22 + y2 — 2yc+ 2 =

(V22 + 92+ 2yc + A)? = (2a+ /2% + > — 2yc + )* =

2+ 2 4+ 2yc+ P =4a® +da/2? +y? —2yc+ A+ 2t + P = 2ye+ P =

—a\/2? +y2 —2yc+ 2 =a? — yc =
a?(z? +y? — 2yc + 2 = a* — 2a%yc + y*cP) =
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a’x? + a’y? — 2a%yc + a*c? = a* — 2a’yc + y*c =
a222 — 2y? + ay? = at — a? =
a22? + (a® — )y = a2(a? — &),

—b? = a? — ¢?, obtemos

a?r? — b2y = —a2b?

Agora dividindo ambos os membros da equacao por —a?b?, resulta

b2y2 a2x2 a2 b2

a?b?  a?b? a2b?

ou

Logo encontramos a equagao reduzida para este caso.

Figura 1.11: Hipérbole - eixo real esta sobre o eixo da ordenada

Fonte: Autor (2019)
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1.2.3 Parametrizacao de uma hipérbole

Considere a > b e a hipérbole equacao reduzida

=¥
az b2
Note que
2 2
L Y
PERR R

2 2
Z )
— ] -1 2] =1
Da relacao trigonométrica, sabemos que;

sec*(a) — tan?(a) = 1.

Fazendo

QR

= sec(a) ou seja x = a.sec(a) e

x Yy 2 2 —
(5) — <g> = sec”(a) — tan“(«a) = 1.

Parametrizacao Hipérbole

o=

= tan(a) ou seja y = b.tan(a), temos

)

(a.sec(a), b.tg(a)) ,ae(0,2m)

Figura 1.12: Formacao de uma Hipérbole via parametrizacao com a < b

Fonte: Autor (2019)

Atividade dinamica esta disponivel no enderecgo eletronico https://ggbm.at/pe8ds6épg.

Com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o efeito dinamico da atividade.
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1.2.4 Translacao de uma hipérbole

Considere uma hipérbole de centro O(h, k) # (0,0). Analisaremos os casos da hipérbole

onde seus eixos sao paralelos aos eixos coordenados em dois casos.

1. Quando eixo maior é paralelo ao eixo da abscissa (z).
Fazendo uma translagao de eixos, encontramos um novo sistema x’0’y’ (Figura 1.13),

assim sua equacgao reduzida

33',2 y/2

Logo temos que ' = © — h e y = y — k, assim podemos relacionar com o sistema

original Oy, substituindo os valores na nova equagao reduzida (|1.5)),

(x—=h? (—Fk?
a2 b =1

Determinando a forma padrao para este caso.

Figura 1.13: Hipérbole - eixo maior é paralelo ao eixo da abscissa

Fonte: Autor (2019)
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. Quando eixo maior ¢é paralelo ao eixo da ordenada (y).

Fazendo uma translagao de eixos, encontramos um novo sistema 'Oy’ (Figura 1.14),

assim sua equacao reduzida

¥ (1.6)

Logo temos que 2’ = © — h e ¢y = y — k, assim podemos relacionar com o sistema

original xOy, substituindo os valores na nova equagao reduzida (|1.6)),

(r—h)? (y—Fk?
b2 a2 =1

Determinamos a forma padrao para este caso.

Figura 1.14: Hipérbole - eixo maior é paralelo ao eixo da ordenada

Fonte: Autor (2019)
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1.2.5 Rotacao de uma hipérbole

Seja a 0 angulo de rotacao no sentido anti-horario. Fazendo a rotagao de eixos, encontramos

um novo sistema 2’O’y’, assim sua equacao reduzida

T Y

Logo temos que

x = 2'.cost — y'sind

y = x'sinf + y'cos6

assim podemos relacionar com o sistema original xOy, substituindo os valores na nova

equagao reduzida ((1.7)),

, I 2 /o / 2
(2'.cost — y'sind) B (2'sind 4 y'cos0) -1 (1.8)

a? b2

Determinando a forma padrao para este caso na equagao (|1.8))

A equacao de rotacao com os eixos transladados é

((z = h).cos — (y — k)sind)*>  ((x — h)sind + (y — k)cosh)? 4
a? b2

1.2.6 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de uma
hipérbole, mostrar uma conveniente translagao de eixos e rotacao. Criando os parametros
para cada elemento da hipérbole, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o efeito
dinamico. Para criacao desta atividade, dividimos em trés etapas, cada uma com os seguin-
tes passos. Atividade dinamica estd disponivel no enderego eletronico https://ggbm.at/

jn8edzkt.
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1. Etapa.

(a) Abra um novo arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes a e b;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.

e controle b com intervalo de 0,1 a 5.

(c) Na caixa de entrada digite a equacao da hipérbole

2 2
X )
‘ez !

2. Etapa (Movimento de translacao).

(a) Crie os controles deslizantes h e k;

e controle h com intervalo de -5 a 5.

e controle k com intervalo de -5 a 5.

(b) Na caixa de entrada digite a equacao da elipse
(x—h)? (y—k)?* _

a? b2 1

3. Etapa (Movimento de rotagao).

(a) Crie os controles deslizantes «;
e controle a com intervalo de 0° a 360°.

(b) Na caixa de entrada digite a equagao da hipérbole com rotagao no sentido anti-

horério.

. (z.cos(—a) — y.sen(—a))? B (z.sen(—a) + y.cos(—a))? _q
a? b?

(c) Na caixa de entrada digite a equacao da hipérbole de translagao.

((x — h).cos(—a) — (y — k).sen(—a))? _ ((—h).sen(—a) + (y — k).cos(—a))?
a? b2

[ ] =1

(d) Na caixa de entrada digite os focos da hipérbole (¢, 0), (—¢, 0) na equagao reduzida,

como a? = b* + ¢?, portanto ¢ = +/(a? — b?).

o F1(y/(a?+ b?).cos(—a) — h, —+/(a? + b?).sen(—a) — k);
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o F2(—+/(a®+ b%).cos( — h, \/(a® 4 b?).sen(

(e) Na caixa de entrada digite os pontos que intercepta os eixos Oy e Ox

e A;:(—a.cos(a) — h,—a.sen(a) — k)

(=
o Ay: (a.cos(a) — h,a.sen(a) — k)
e B : (b.sen(a) — h, —b.cos(a) — k)
e By:(—b.sen(a) — h,—a.cos(a) — k)

(f) Na caixa de entrada digite as assintotas.

e s : (z+ h).sen(—a) + (y + k).cos(—a) = - ((z + h).cos(—a) — (y +
k).sen(—a))
o r: (x+h).sen(—a)+(y+k).cos(—a) = %.((x—i—h).cos(—oz)—(y—i—k).sen(—a))
Atividade

Seja a conica representada pelo conjunto solucao da equacao algébrica
g(z,y) = 352% — 2xy + 35y% — 34z — 34y — 289 = 0

Utlizando a atividade dinamica desenvolvida no software Geogebra, movendo os parametros

identifique se a conica é uma elipse ou uma hipérbole.
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1.3 Parabola

Consideremos uma reta d e um ponto F' contidos num plano 7, com F nao pertencente a
d (Figura 1.15). O conjunto de todos os pontos contido no plano equidistantes de F' e d,

temos a parabola.

Figura 1.15: Parabola

Fonte: Autor (2019)

1.3.1 Elementos

Principais elementos da parabola, com base na (Figura 1.16).

e F': foco.
e d: reta diretriz.
e e: reta que passa por F' e é perpendicular a d.

e V/: vértice, ponto de intersecao da parabola com seu eixo.

1.3.2 Equacgoes reduzidas

Considere a pardbola de vértice V(0,0), analisaremos dois casos.

1. Quando eixo da parabola é o eixo dos y.

Sendo o foco F(0, g) e diretriz de equacao y = —g e um ponto P(z,y) da pardbola
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(Figura 1.16). De acordo com a defini¢ao temos que a

d(P,F) =d(P,P)

ou
—
IFP| = |P'P|

ou substituindo para coordenadas, com P’(z, —g) € d, temos.

p p
@=0y-B) =l -z y+ D)=

N

(6= 02+ (=50 = (-2 +@u+3) =

2 2
2 2
ﬁ+ﬁ—w+%=f+w+%$

x? = 2py

Logo encontramos a equacao reduzida para este caso.

Figura 1.16: Parabola - eixo da parédbola é o eixo dos y

Fonte: Autor (2019)
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2. Quando eixo da parabola é o eixo dos .
Sendo o foco F(g, 0) e diretriz de equacao x = —g e um ponto P(z,y) da pardbola

(Figura 1.17). De acordo com a defini¢ao temos que a

d(P,F) = d(P,P)

ou

—
\FB| = |P'P|

ou substituindo para coordenadas, com P’(z, —g) € d, temos.

b p

Je=Brrw—0= Jar b u-u -

(0= 2P+ =02 =+ + -y’ =

2 2

xQ—px+%+y2:x2+px+%:>

y2 = 2px

Logo encontramos a equacao reduzida para este caso.

Figura 1.17: Pardbola - eixo da parabola ¢ o eixo dos x

_____

d

Fonte: Autor (2019)
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1.3.3 Parametrizacao de uma parabola

Considere equacao da parabola
dpy = 2%

Parametrizacao Parabola

2
<t, t—) com t de -10 a 10
4p

Figura 1.18: Formacao de uma Parabola via parametrizacao

Fonte: Autor (2019)

Atividade dinamica esta disponivel no endereco eletronico https://ggbm.at/ymvxdpkec.

Com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o efeito dinamico da atividade.
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1.3.4 Translacao de uma parabola

Considere uma parabola de vértice V(h, k) # (0,0). Analisaremos os casos da pardbola onde

seus eixos sao paralelos aos eixos coordenados em dois casos.

1. Quando eixo da parabola é paralelo ao eixo dos .

Fazendo uma translacao de eixos, encontramos um novo sistema x’0’y’ (Figura 1.19),

assim sua equacao reduzida

2% = 2py (1.9)

Logo temos que 2’ = © — h e ¢y = y — k, assim podemos relacionar com o sistema

original zOy, substituindo os valores na nova equacao reduzida (1.9)),

(x —h)*>=2p(y — k)

Determinando a forma padrao para este caso.
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Figura 1.19: Parabola - eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos y

Fonte: Autor (2019)

2. Quando eixo da parabola é paralelo ao eixo dos .

Fazendo uma translagao de eixos, encontramos um novo sistema 'Oy’ (Figura 1.20),

assim sua equacao reduzida

y* = 2px (1.10)

Logo temos que 2’ = x — h e y = y — k, assim podemos relacionar com o sistema

original xOy, substituindo os valores na nova equagao reduzida (|1.10]),
(y —k)? =2p(x —h)

Determinamos a forma padrao para este caso.
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Figura 1.20: Parabola - eixo da pardbola é paralelo ao eixo dos x

'y
v

Fonte: Autor (2019)

1.3.5 Rotacao de uma parabola

Seja « 0 angulo de rotacao no sentido anti-horario. Fazendo a rotagao de eixos, encontramos

um novo sistema z’O’y’, assim a euqacao da parabola

y = dpa”? (1.11)

Logo temos que

x = 2'.cost — y'sind
y = z'sinf + 1y cosf

Y

assim podemos relacionar com o sistema original Oy, substituindo os valores na nova
equagdo (L.11)),
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(2'.sin(a) + 1/ .cos(a))? = 4p(a’.cos(a) — ¢ .sin(a)) (1.12)

Determinando a forma padrao para este caso na equagao (|1.12]).

A equagao de rotagao com os eixos transladados é

(2.sin(a) + o' .cos(a) + k)* = 4p(a’.cos(a) — y.sin(a) + h)

1.3.6 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de uma
parabola, mostrar uma conveniente translacao de eixos e rotagao. Criando os parametros
para cada elemento da parabola, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o efeito
dinamico. Para criagao desta atividade, dividimos em trés etapas, cada uma com os seguin-

tes passos. Atividade dinamica estd disponivel no enderego eletronico https://ggbm.at/

mahhvjzw.

Etapa.
1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.
2. Crie o controle deslizante p;
e parametro p com intervalo de -5 a 5.

3. Na caixa de entrada digite a equacao da pardbola, o ponto F'(Foco) e reta diretriz.

oy’ =dpx
o ['=(p,0)
ez +p=0

Etapa (Movimento de translacdo).

1. Crie os controles deslizantes h e k;
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e parametro h com intervalo de -5 a 5.

e parametro k com intervalo de -5 a 5.

2. Na caixa de entrada digite a equacao da parabola, substituindo x por x + h e y por

y + k. Fazendo o mesmo para o Foco e a reta diretriz.
o (y+k)?=dp(x+h)
e F=(p—h,0-k)
e xr+h+p=0
Etapa (Movimento de rotagao).
1. Crie os controles deslizantes «;

e parametro o com intervalo de 0° a 360°.

2. Na caixa de entrada digite a equacao da parabola com rotagao no sentido anti-horario,

Foco e reta diretriz. Substituindo

x = 12".cos(—a) — y'sin(—a)

y = 2’'sin(—a) + y'4cos(—a)
o (' .sen(—a) +y'.cos(—a) + k)* = 4p(2’.cos(—a) — y.sen(—a) + h)
o F'=((p—h).cos(a) — (0 — k).sen(a), (p — h).sen(a) + (0 — k).cos())

o 2'.cos(—a) —y.sen(—a)+h+p=0
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1.4 Identificacao de Conicas

1.4.1 Identificacao de conicas rotacionadas

Considere a equacao
(INAz*> + Bxy+ Cy* + Dx + Ey+ F = 0.

Fazendo

{ T = u.cosd — vsind

y = usinf + vcost

e substituindo em (I), obtemos:

A(u?cos®(0) — 2uvsin(0)cos(0) + v:sin*(0) + B(u*sin(0)cos(0) + uvcos*(0) — uvsin®(0) —
v?sin(0)cos(0)+C (u?sin?(0)+2uvsin(f)cos(0)+v?cos?*(0)+D(ucos(0)—vsin(0)+ E(usin(0)+
veos(Q)y + F =0

Assim
(Acos?(0)+ Bsin(0)cos(0)+Csin?(0)u*+(—2Asin(0)cos(0)+B(cos*(0)—sin?(0)+2C sin(0)cos(0)uv+

(Asin?(8)— Bsin(0)cos(0)+Ccos?(0)v*+(Dcos(0)+ Esin(0)u+(—Dcos(0)+Esin(f)v+F = 0

Chamando,

o A’ = Acos*0 + Bsinfcost + Csin?

e B’ = —2Asinfcos + B(cos*0 — sin?0) + 2Csinfcosd
e (' = Asin* — Bsinfcost + Ccos®

e D' = Dcost + Esint

e ' = —Dsinf + Ecost

o ["=F
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Note que

B' = — Asin(20) + Bcos(20) + csin(260)

e

B’ =0 < —Asinf + Beos(20) 4+ Csin(20) <
& sen(20)(C — A) = —Bcos(20) <

-C

e cotan(20) = ——

& tan(20) = B

B
A-C
Note que,

A" = (A + C)cos*0 + Bsinfcos — C(cos*0 — sin?6)
C' = (A + C)sin*0 + Bsinfcost + C(cos*0 — sin0)

Somando as duas equagoes anteriores, obtemos;
A +C" = (A+ C)(cos®d + sin*0) = A+ C
Subtraindo as duas equacoes anteriores, obtemos;
A — " = (A + C)(cos*0 — sin*0) + 2Bsinbcosd — 2C(cos?0 — sin?0)
ou seja,
A" — " = (A — C)cos(20) + Bsin(20)

Resumindo temos,

1 1 A’ _ A+C
1 1) \e ) (A — C)cos(20) + Bsen(20)
ou equivalente
Ay A 111 A+
o) \o) 2\1 1) (A — C)cos(20) + Bsen(20)

Desta forma concluimos que, fazendo a mudanca de variavel;
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T = ucost) — vsinb

y = usinf + vcosf

Temos que a equagao

Az’ + Bxy+Cy* +Dx +Ey+ F =0
se transforma em
Au?+Cv*+Du+FEv+ F =0

com
A’ A’ 11 1 A+ C’
o c’ 2\ 1 -1 ) (A — C)cos(20) + Bsen(20)
o D' = Dcosfl + Esinf
o [/ = —Dsinb + Ecosf

o ["=F

1.4.2 Identificacao de conicas com rotacao e translacao

Considere a equagao

(IIN) A2 + C'v? + D'u+ E'v + F' = 0

1. Suponha que A" e C’ sendo nao nulos.

Fazendo u = w — h, v =t — k e substituindo em [11, obtemos;
A(w? = 2hw + h?) + C'(t* = 2kt + k*) + D'(w —h) + E'(t — k) + F' =0
ou seja

A'w? 4+ C't? + (—2h A"+ D'w + (—2kC" + E")t + F' + A'R* + C'k* + D'h — F'k = 0

Fazendo;

D/
o« 2MA+D =0= (h:ZA,)
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E
e 2kC'"+FE =0= (k‘ZQC/)

obtemos;

A+ C't2+ F'+ AR+ C'k* -~ D'h— E'k =0
A77w2 + C77t2 + F77 — O

. Suponha que A" #0,C"=0e E' #£0.

Fazendo u = w — h e substituindo em I11, obtemos;
A'(w?* = 2hw + h?) + D'(w — h) + E'v+ F' =

ou seja

A'w? 4+ (=2hA'+ D'w+ E'v+ F' + A'h* = D'h =0

Fazendo;

D/
—2hA'"+ D' =0 h =
* * ~ 24
obtemos;

Aw? = —F'v— F' — A'h®> + D'h

ou seja

El
Neste caso

k=—|v+

F' + A'h?> — D'h
E/
Fazendo t = v — k temos;

A'w? = —FE't
. Suponha que A"’ =0,C" #A0e D" #0.

Fazendo v =t — k e substituindo em I11, obtemos;
C'(t? =2kt +k?)+ Du+E'(t —k)+ F' =0

ou seja

C't? + (=2kC'+ E"t+ F' +C'k?> — E'k + D'u = 0

Fazendo;
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E/

obtemos;

C't*=—-Du—F —Ck*+ E'k

ou seja
F'+C'k? - E'k

C,t2 = —_D/ u+ D/ )
Neste caso

F' +C'k* - E'k
h=— fo
Fazendo w = u — h temos;
C't? = —D'w

Observagao As seguintes observagoes temos como referéncia [3].

e Se B2 —4AC < 0, a conica sé pode ser: vazio, ponto, circunferéncia ou elipse.

e Se B2 —4AC = 0, a conica sé pode ser: reta, reuniao de duas paralelas, parabola ou

vazio.

e B? —4AC > 0, trata-se necessariamente de reunido de duas retas concorrentes, ou de

hipérbole.

Portanto dizemos que a equacao G(z,y) = Az?> + Bay + Cy?> + Dz + Ey+ f = 0 é de
tipo elitico quando B? — 4AC < 0, de tipo parabdlico quando B? — 4AC = 0, e de tipo
hiperbélico quando B2 — 4AC > 0.

1.4.3 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, identificar as conicas com rotacao e
translacao. Criando os parametros para cada elemento, com o mouse, deslocando-se os
elementos, temos o efeito dinamico. Para criacao desta atividade, dividimos em trés etapas,
cada uma com os seguintes passos. Atividade dinamica esta disponivel no endereco eletronico

https://ggbm.at/zwkhp3ue.
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1. Etapa.

(a) Abra um novo arquivo no GeoGebra.
(b) Crie o controle deslizante A, B, C, D, E e F;
e parametro A com intervalo de -50 a 50.
e parametro B com intervalo de -50 a 50.
e parametro C com intervalo de -50 a 50.
e parametro D com intervalo de -50 a 50.
e parametro E com intervalo de -50 a 50.
e parametro F) com intervalo de -500 a 500.
(c¢) Na caixa de entrada digite a equacao de identificagdo de conicas.
o Ax? + Bay +Cy>’ + Dx+ Ey+ F, =0
(d) Na caixa de entrada digite a equacao das assintotas.
o zcos(a) + ysin(a) =0
o —xsin(a) + ycos(a) =0

(e) Na caixa de entrada digite a definigao para o, nl, A’, C’, D’ E’ e F".
B

(5]

. nl’—( 1+(A_C)2+0+0)

B

1
A= <§(A+C+B.n1+0+0)

C’:(%(A+C—B.n1)+0+0

e D' = (Dcos(a) + Esen(a) +0+0+0)

E' = (=Dsin(a) + Ecos(a) + 0+ 0+ 0)
F' =

Fi +0+0)
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2. Etapa (Movimento de rotagao).

(a) Na caixa de entrada digite a equagao de identificagao de conicas.
o A2+ C'y* +Dx+FEy+F =0

(b) Na caixa de entrada digite a defini¢ao para o, nl, A’, C', D’ E’ e F".
B

(1)

o A= (%(A +C+ (A—C)cos(2a) + Bsm(2a)>

o (' = (%(A +C — (A—C)cos(2a) — Bsin(Qa))
e D = (Dcos(a) + Esen(a))
o F' = (—Dsin(a)+ Ecos(a))

3. Etapa (Movimento de rotagao e translacao).

(a) 1)caso Na caixa de entrada digite a definigao para hl, k1, f1, assintotas, a, b e a

equacao de identificacao canonica.

D/
o hl= <2A’>

E/
k= (20')

o F1=(F'+ Ahl” + C'kl — D'h1 — E'k1)

e zcos(a) + ysin(a) = —hl
o —zsin(a) + ycos(a) = —kl
o AI"22+C1"y> + F1 =0

(b) 2)caso Na caixa de entrada digite a defini¢ao para h2, k2, assintotas, p2.

D/
2 =
) h <2A/>

F'+ A'h2 — D'h2
o k2= (— + z )
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o zcos(a) + ysin(a) = —h2

o —zxsin(a) + ycos(a) = k2

E/
* 2=\

o A2’2* + E2°y =0

(¢) 3)caso Na caixa de entrada digite a definigao para h3, k3, assintotas, p3.

E/
o k3= (20,)

F'+C'k3 — E'k
.h3_<_ + k3 3)

D/
o zcos(a) + ysin(a) = —h3
o —zsin(a) + ycos(a) = —k3

S
Po=\ 1o

C3"y* + D3’z =0

Exercicios

Reconheca as conicas dadas a seguir:

(a) 32° +day +y* —22—1=0

(b) @ —6zy — Ty* + 10z — 30y +23 =0
(¢) a2 +4xy+1y> — 62 —2y+2=0
(d) 222 +3y* — 8z + 6y — 7 =0

(e) 42% — day + 12 — 6z + 3y +2 =0
(f) 2® — 22y +y* — 102 — 6y + 25 =0
(g) #*4+4y* +day+224+4y+1=0

Utilizando a atividade dinamica desenvolvida no Geogebra, mova os parametros para

identificar as conicas.
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Capitulo 2

SUPERFICIES QUADRICAS

As secoes seguintes relacionadas ao conceitos e definicoes de superficies quadricas no
estudo de geometria analitica tem como referéncia [1], [2], [3], [4],[5],[6], [10], [12] e

[3).

2.1 Elipséides

Os cortes do Elipséide (Figura 2.1) é representado de forma geral pela equacao

LE2 y2 22
¥+_+C_2:1

sendo a, b e ¢ valores reais positivos, medidas do semi-eixos do elipsoide.

2 yQ

e No plano zy o traco ¢é a elipse ) + o 1,z=0.
2 2

e No plano zz o trago é a elipse — + — =1,y = 0.
a c
2 L2

e No plano yz o tracgo é a elipse 7 + 2= 1L,z =0

As intersecoes do elipsdide com os planos x = k, y = k, e z = k, formam uma elipse.
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Figura 2.1: Cortes do Elipséide

Fonte: Autor (2019)

Parametrizacao dos cortes de um Elipsoide

Considere a equacao abaixo:

x? y2 22
M(zyz)=s+mztz=1

Analisando os cortes ...

(a) Fazendo x = m. Temos que a intersecao da quadrica ; e o plano z = m é a

conica formada pelos pontos (m,y, z) com

2 2 2

ou equivalente

ou equivalente
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y? 52
5 + s =1, 8¢ —a<m<a
[b\/aQ—mQI [c a2—m2]

a a

que resulta em uma elipse no plano x = m.

A parametrizacao desta elipse é

a a

(m, Mcos(zﬁ), ﬂsen(t)) .t €0, 2m]

Figura 2.2: Elipséide obtido pelos cortes © = m

Fonte: Autor (2019)

(b) Fazendo y = n. Temos que a interse¢ao da quéadrica {2y e o plano y = n é a conica

formada pelos pontos (x,n, z) com

2 n? 22

eTpta=t

ou equivalente



ou equivalente

x? 22

2+
[a b2 —n? c b2—n2]
b

b
que resulta em uma elipse no plano y = n.

5=1, s —b<n<b

A parametrizacao desta elipse é

N, N
<aancos(t), n, Cb%sen(t)) .t €10,2m]

Figura 2.3: Elipséide obtido pelos cortes y = n

Fonte: Autor (2019)

(¢) Fazendo z = k. Temos que a interse¢ao da quadrica 2 e o plano z = k é a conica

formada pelos pontos (z,y, k) com

ou equivalente




ou equivalente

72 y?
5 T 2 =
[a\/ 2+ k2 [b\/ c? + k2
c c

que é uma elipse no plano z = k sem restricao para k

A parametrizacao desta elipse é
bv/c? + k?
0s(t), ——se
c

C

(MC n(t), k) ,t €10,27]

Figura 2.4: Elipséide obtido pelos cortes z = k

Fonte: Autor (2019)

2.1.1 Elipséide de revolugao

Elipséide circular ou de revolucao da elipse em torno de um de seus eixos, normalmente

em torno do eixo maior.

Exemplo: Obtenha a equacao e faga o esboco do grafico da superficie gerada pela
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revolucao da elipse

em torno do eixo dos x (eixo das abscissas).

Figura 2.5: Superficie gerada pela revolugao da elipse

Fonte: http://professor.pucgoias.edu.br

Solucao
2 2
Seja Q(z,y1,0) um ponto pertence a elipse — + i 1. Logo,
a
z® |yt
@ et
ou equivalente
_T_u
az b2

ou equivalente

a2 — 12
yf:b2< = ) (2.1)

Ao girar a curva (elipse) em torno do eixo dos x, o ponto Q(x,y;,0) descrevera uma

circunferéncia cujo centro é o ponto R(z,0,0).
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Sendo P(z,y,2) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio

da circunferéncia.

PR= /(o= + (= 07+ (=~ 07 = \/lw — ) + (4 — 0/ + (0~ 0 = QR

logo
y? 4 2t =yl (2.2)
- s o o[ @ — 2P
Substituindo (2.1)) em (2.2)), vem: y* 4 2 =b e
2 2 2
Yy oz
wte =l @
ou equivalente
2 2 L2
|

Equacao da Elipséide de Revolugao ou Circular de eixo de rotagao sobre o

eixo dos x.

2 2 2
~ ~ Yy ..
Observagao: A equagao — + 2 + e 1, com a # b # ¢, representa uma elipsdide
a
eliptica (nao de revolugao), com eixo sobre o eixo x. Quando a = b = ¢, a equagao
2 2
T Y , . S
— 4+ = 4+ = =1oua?+y? + 22 = a® representa uma superficie esférica.

a?  a?  a?

2.1.2 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos
de uma elipséide, mostrar os cortes que podem ser feitos. Criando os parametros
para cada elemento da elipséide, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos
o efeito dinamico. Para criacao desta atividade, divimos em trés etapas, cada uma
com os seguintes passos. Atividade dinamica estd disponivel no endereco eletronico

https://ggbm.at/v9fsxqcx.
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(a) Etapa
i. Abra um arquivo no GeoGebra.
ii. Crie os controles deslizantes a,b e c;
e controle a com intervalo de 0,1 a 5.
e controle b com intervalo de 0,1 a 5.
e controle ¢ com intervalo de 0,1 a 5.

iii. Na caixa de entrada digite a equacgao da elipsdide.

2 2 2
2?2y oz
° ?‘F—ﬁ-g:l

(b) Etapa (Construindo os cortes).
i. Crie os controles deslizantes m, n e k;
e controle m com intervalo de -a a a.
e controle n com intervalo de -b a b.
e controle k com intervalo de -c a c.

ii. para x = m, digite na caixa de entrada a curva

a2 — m2 2 _ 2
° (m, u.cos(t), u.sen(t), t,0, 27T>
a a

iii. para y = n, digite na caixa de entrada a curva

W2 VE
. [ e sen(t), 1,0, 2

iv. para z = k, digite na caixa de entrada a curva

/2 _ ]2 bZ — k2
° (%cos(t), %sen(t), k,t,0, 277)

cos(t),n,

(c) Etapa Etapa (Movimentos de Rotacao).

i. Crie os controles deslizantes «;
e controle o com intervalo de 0° a 360°.

ii. Na caixa de entrada digite a equagao da curva com rotacao no sentido anti-

horario, para = m.

[ ] <mAcos(o¢) + .sen(t).sen(a), .cos(t), —m.sen(a) +

c
ﬁsen(t)‘cos(a), t,0, 2#) s
a< —m

c b
av/a? — m?2 av/a?2 — m?2

com uma observagao na aba avancgado, considere a = c.
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iii. Na caixa de entrada digite a equacao da curva com rotacao no sentido anti-

horario, para y =n

a —a c
_— ————— .cos(t).sen(a) + n.cos(a), ——=—.sen(t),t,0,27 |, com
<b\/ b2 — n2 by/b2 — n? by/(b2 — n?2)

uma observagao na aba avancado, considere a = b.

.cos(t).cos(a) + n.sen(a),

iv. Na caixa de entrada digite a equacao da curva com rotacao no sentido anti-

horario, para z = k

cos(t), sen(t).cos(a) + k.sen(a), .

—b
W.sen(t)43877,((1) + k4cos(a),t,0,27r>, com

a b
<cx/c27k2. cx/027k2'

uma observagao na aba avancado, considere b = c.
;.
Exercicio

Utilizando a atividade desenvolvida no GeoGebra mova os parametros e mostre que se
dois dos nuimeros a, b, ¢ sao iguais, o elipséide é uma superficie de rotacao. Identifique o

eixo de rotagao em cada caso.
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2.2 Hiperbolédides

Os hiperboldides sao superficies quadricas que se caracterizam por apresentar trés tipos de
segoes planas: hiprboles, elipses (ou circulos) e retas. Sendo que as hipérboles aparecem
quando realizamos dois dos trés modos de obtermos secoes paralelas aos planos coordena-
dos. Isso sugere o nome hiperboldide, embora exista outro tipo de secao. Ha dois tipos de

hiperboléides: de uma folha e de duas folhas.

2.2.1 Hiperboloide de uma Folha

Dados os valores reais positivos a, b, ¢, denominamos hiperboléide de uma folha (Figura
2.5).Um hiperboléide de uma folha é representado de forma geral pela equagao chamada
forma canonica

2?2 P 2
° + i 1, ao longo do eixo Oz.

22 2
* 5T + 2= 1, ao longo do eixo Oy.

2 2 2
° _x_2 + L + 2—2 =1, ao longo do eixo Ozx.
a c

Para os tragos nos planos x = k e y = k, sao hipérboles e o traco no plano z = k é uma

elipse.

Figura 2.6: Cortes do Hiperboldide de uma folha

Fonte: Autor (2019)
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Parametrizacao dos cortes de uma Hiperboléide de uma Folha.

Considere a equacao abaixo:

Analisando os cortes . ..
1. Fazendo =z = m.,.
Temos que a intersecao da quadrica €2; e o plano x = m é a conica formada pelos

pontos (m,y, z) com

m2 y2 22

a? b2 c?

ou equivalente

y? 2_ mz_aZ—mQ
22 a2 @
ou equivalente
2 2
z
Y 5 — s =1, 8¢ —a<m<a
bva? —m? cva? —m?
a a
e
y? 52
— 5 + 5 =1, sem>aoum< —a
by/|a? — m?| cy/|a? — m?|
a a

que sao hipérboles no plano x = m.

As parametrizagoes destas hipérboles sao respectivamente
bva? — m?2 cvVa? —m?2
(m, ———sec(t), —tan(t)) ,t €0, 27]
a a
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by/|a?> — (m2)?| cy/|a? — (m2)?
m2, tan(t sec .t €0,2m]
a

Figura 2.7: Hiperboléide de uma folha obtido pelos cortes x = m

Fonte: Autor (2019)

2. Fazendo y = n.

Temos que a intersecao da quédrica §2; e o plano y = n é a conica formada pelos pontos

(x,n,z) com

22 n? 2P
@ 2
ou equivalente
2 2 , n2 b _n?
a? 2 b? b?

ou equivalente
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2 2

* 5 — : 5 =1, s —b<n<b
av/b? — n? eV b? — n?
b b
e
2 2
- ’ 5+ - s =1, se|n|>b
[a\/|b2—n2|] [c |b2—n2|]
b b

que sao hipérboles no plano y = n

As parametrizacoes destas hipérboles sao respectivamente

N 2 — 12
(MTnsec(t), n, Cb%tcm(t)) .t €[0,2m]

tan

( > (n2)* n2 : (n2)* sec )tE[O 27]

Figura 2.8: Hiperboldéide de uma folha obtido pelos cortes y =n

Fonte: Autor (2019)
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3. Fazendo z = k.

Temos que a intersecao da quadrica §2; e o plano z = k é a conica formada pelos pontos

(x,y,k) com
22 2 2 B
etp 2!
ou equivalente
22 2 24 g2
2Tt aT s
ou equivalente
72 y?

[a\/c2 + k2 ’

C

+
i Fﬁﬁ?
&

que ¢ uma elipse no plano z = k sem restricao para k
A parametrizacao desta elipse é

en(t),

C C

T 12 2+ k?
(ﬂ @W) e 0,21]
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Figura 2.9: Hiperboldide de uma folha obtido pelos cortes z = k

Fonte: Autor (2019)

2.2.2 Hiperboldide de uma folha de revolucao

Hiperboléide circular ou de revolugao é a superficie gerada pela rotacao (ou revolugao) de

uma hipérbole da forma,

2 2
@y
a? b2

em torno de um de seus eixos, eixo transverso ou eixo conjugado, ou em torno de um dos

eixos coordenados

Exemplo: Obtenha a equacao e faca o esbogco do grafico da superficie gerada pela re-

volugao da hipérbole — — i 1 em torno do eixo das ordenadas (eixo dos y).
a
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Figura 2.10: Superficie gerada pela revolucao da hipérbole

-
[

Px v, 2)

Fonte: http://professor.pucgoias.edu.br

Solugao
2 P
Seja Q(z1,y,0) um ponto pertencente a hipérbole — — o 1. Logo,
a
T
a? b2
ou equivalente
2 2
1 Y
2 TR

ou equivalente

b+ 9
= a2< 72 . (2.3)

Ao girar a curva (hipérbole) em torno do eixo dos y, o ponto Q(z1,y,0) descreverd uma

circunferéncia cujo centro é o ponto R(0,y,0).

Sendo P(x,v,z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da
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circunferéncia.

PR=\/(z =0+ (y—y)?+ (=02 = (21— 02+ (y—y)*+ (0-02=QR

logo

2+ 2% =1l (2.4)

b? + o2
Substituindo (2.3) em (2.4), vem: 2* + 2* = a2< ;;y )

2 2 2
x z Y
prRL R I
ou equivalente
2 42 2

Equacao da Hiperboldéide de Revolucao de 1 folhas de eixo de rotacao sobre o

eixo dos y.

2 2 2
~ ~ z . /.
Observagao: A equagao — — % + — =1, com a # b # ¢, representa uma hiperboldide
a c
eliptica (ndo de revolu¢ao) de uma folha, com eixo sobre o eixo dos y. Na equagao hi-
perbdlica, o termo com sinal diferente dos outros dois termos indica o eixo de rotacao da

superficie.

2.2.3 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de um
hiperboléide de uma folha, mostrar os cortes que podem ser feitos. Criando os parametros
para cada elemento do hiperboléide de uma folha, com o mouse, deslocando-se os elementos,
temos o efeito dinamico. Para criacao desta atividade, divimos em trés etapas, cada uma
com os seguintes passos. Atividade dinamica esta disponivel no endereco eletronico https:

//ggbm.at/cbh3xry4.
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1. Etapa.

(a) Abra um arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes a,b e c;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.
e controle b com intervalo de 0,1 a 5.

e controle ¢ com intervalo de 0,1 a 5.

(c) Na caixa de entrada digite a equacao do Hiporboléide de uma Folha.

:L,2 y2 22

b2 c?

2. Etapa (Construindo os cortes).

(a) Crie os controles deslizantes m, n e k;

e controle m com intervalo de -a a a.
e controle n com intervalo de -b a b.
e controle k com intervalo de -c a c.

e controle m2 com intervalo -5 a 5.

e controle n2 com intervalo -5 a 5.

e controle a com intervalo 0° a 360°.

(b) para z = m, digite na caixa de entrada a curva

o (m, b a2a— m’ .sec(t ) tan(t),t,0,27r>

/la? = m2| a2 — m?]
. —.sec(t), t,0,27

t(m
a

(c) para y = n, digite na caixa de entrada a curva

( sec(t) n, tcm(t), t,0, 27T>

( Y tan n2 4 sec ), 1,0, 27r)
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(d) para z = k, digite na caixa de entrada a curva

N NCEw
° (%sen(t), %cos(t), k,t,0, 27r>

3. Etapa (Movimentos de Rotagao).

(a) Crie os controles deslizantes «;
e controle o com intervalo de 0° a 360°.

(b) Na caixa de entrada digite a equacao da curva com rotagao no sentido anti-horario,

para x = m.

. (a\/ﬁ av/b? e/ (b?)

7 .sec(t).cos(a), 2 .sec(t).sen(a), 2

observacao na aba avancado, considere a = b.

tan(t),t,0, 27r>, com uma

Exercicio

Utilizando a atividade desenvolvida no GeoGebra mova os parametros e mostre que se

a = b, o hipérbole de uma folha é uma superficie de rotacao. Qual é o de rotacao?
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2.2.4 Hiperboléide de duas Folhas

Dados valores reais positivos a, b, ¢, denominamos hiperboléide de duas folhas (Figura
2.9).Um hiperboléide de duas folhas é representado de forma geral pela equagao chamada

forma canonica

22 P 2
° 3 + 2 a 1, ao longo do eixo Oy.
2 2 2
x z
* — — Z_Q — — = 1, ao longo do eixo Ouz.
a c
2 2 2
oy oz .
R + 2= 1, ao longo do eixo Oz.

Para os tracos nos planos x = k, y = k e z = k, encontramos hipérboles, elipses, um

ponto ou o conjunto vazio.

Figura 2.11: Cortes do Hiperboldide de duas folhas

\

Fonte: Autor (2019)

Parametrizacao dos cortes de uma Hiperboldide de duas Folhas.

Considere a equacao abaixo:

2 g 2
91(96,3/72):—§+b—2—c—2:1

Analisando os cortes ...
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1. Fazendo x = m. Temos que a intersecao da quéadrica 2; e o plano z = m é a conica

formada pelos pontos (m,y, z) com

ou equivalente

ou equivalente

y2 2’2

s =1, 8¢ —a<m<a

s —
[b\/ a? + m? [cv a? + m?
a a

2

22

5 +

Yy
[b\/ |a? + m?|
a

2
cy/|a? + m?|

=1, sem>aoum< —a

a

que sao hipérboles no plano x = m.

As parametrizagoes destas hipérboles sao respectivamente

c(t)

.t €0, 2m]
a

bva? + m?2 cva? 4+ m?2
m, ———sec(t), ——tan(t)
a

(m?, by/la? : (m2)2|ta,n(t), cyla? : (m2)* sec(t)) ,t €10, 2]
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Figura 2.12: Hiperboldide de duas folhas obtido pelos cortes x = m

Fonte: Autor (2019)

2. Fazendo y = n. Temos que a intersecao da quadrica §2; e o plano y = n é a cOnica

formada pelos pontos (z,n, z) com

2 2 2
a? b2 2

ou equivalente

ou equivalente

— — 5 =1, s —b<n<b

2
avb? — n? cVb? — n?
b b

7



2 2

T z
5 + 5 =1, se|n|>0b
a\/|b?> — n?| c\/|0? — n?|
b b

que sao hipérboles no plano y = n

As parametrizacoes destas hipérboles sao respectivamente

sec(t), n, .t €[0,2m]

(am
b

#tan(t))

(a B ; (n2)2|tcm(t),n2, cy/ |b? ; ("2)2|sec(t)> .t € (0,27

Figura 2.13: Hiperboléide de duas folhas obtido pelos cortes y = n

)

Fonte: Autor (2019)
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3. Fazendo z = k.

Temos que a intersecao da quadrica §2; e o plano z = k é a conica formada pelos pontos

(x,y,k) com
22 2 2 B
etp 2!
ou equivalente
22 2 24 g2
2Tt aT s
ou equivalente
72 y?

[a\/c2 + k2 ’

C

+
i Fﬁﬁ?
&

que ¢ uma elipse no plano z = k sem restricao para k
A parametrizacao desta elipse é

en(t),

C C

T 12 2+ k?
(ﬂ @W) e 0,21]
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Figura 2.14: Hiperboldide de duas folhas obtido pelos cortes z = k

Fonte: Autor (2019)

2.2.5 Hiperboléide de duas folhas de revolugao

Hiperboléide circular ou de revolugao é a superficie gerada pela rotacao (ou revolugao) de

uma hipérbole da forma,

2 2
@y
a? b2

em torno de um de seus eixos, eixo transverso ou eixo conjugado, ou em torno de um dos

eixos coordenados

Exemplo: Obtenha a equacao e faga o esboco do grafico da superficie gerada pela revolugao
2 2

da hipérbole — — i 1 em torno do eixo das abscissas (eixo dos x).
a
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Figura 2.15: Superficie gerada pela revolucao da hipérbole

________________

Pxy z)

=\

E Q% v, 0)

~4P(xy.2)

Fonte: http://professor.pucgoias.edu.br

Solugao
2 P
Seja Q(z,y1,0) um ponto pertencente a hipérbole — — i 1. Logo,
a
2 2
@y
a’> b
ou equivalente
a b?

ou equivalente

% — a?
Y = b2< > ) (2.5)

Ao girar a curva (hipérbole) em torno do eixo dos x, o ponto Q(x,y;,0) descreverd uma

circunferéncia cujo centro é o ponto R(z,0,0).

Sendo P(x,y,z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da

circunferéncia.

PR=/(a =P +(y— 07+~ 0 = /(w2 + (3 — 0] + (0- 0)° = QR
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logo

v+ 2 = (2.6)
L 2 —a?
Substituindo ([2.5)) em (2.6)), vem: y* + 2? = 62< o
2 L2 2

ou equivalente

Equacao da Hiperboléide de Revolugao de 2 folhas de eixo de rotacao sobre o
eixo dos x.

~ . X ¥ . /.
Observagao: A equacdao — — =5 — — =1, com a # b # ¢, representa uma hiperboldide
2
eliptica (nao de revolugao) de duas folhas. com eixo sobre o eixo dos x. A equagio y_2 -
2 2P ‘
» o2
duas folhas. com eixo sobre o eixo dos y.

=1, com a # b # ¢, representa uma hiperboldide eliptica (ndo de revolugao) de

2.2.6 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de um
hiperboléide de duas folhas, mostrar os cortes que podem ser feitos. Criando os parametros
para cada elemento do hiperboléide de uma folha, com o mouse, deslocando-se os elementos,
temos o efeito dinamico. Para criacao desta atividade, divimos em trés etapas, cada uma
com os seguintes passos. Atividade dinamica estd disponivel no endereco eletronico https:

//ggbm.at/ytpgbyval
1. Etapa.

(a) Abra um arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes a,b e c;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.
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e controle b com intervalo de 0,1 a 5.

e controle ¢ com intervalo de 0,1 a 5.

(c) Na caixa de entrada digite a equacao do Hiporboléide de duas Folhas.

172 y2 22

a2 b2 2

2. Etapa (Construindo os cortes).

(a) Crie os controles deslizantes m, n e k;
e controle m com intervalo de -15 a 15.
e controle n com intervalo de -15 a 15.
e controle k com intervalo de -15 a 15.

(b) para x = m, digite na caixa de entrada a curva

b/a2 2 a2 2
(m, a—m.sec(t), ﬂ.tan(t), t,0, 27r>
a

a
(c) para y = n, digite na caixa de entrada a curva

12— 2 N
° (%cos(t), n, %sen(zﬁ), t,0, 277)

(d) para z = k, digite na caixa de entrada a curva

N /2 1 12
° <$tan(t), Lsec(t), k,t,0, 27r)

C Cc

3. Etapa (Movimento de Rotagao).

(a) Crie os controles deslizantes «;
e controle o com intervalo de 0° a 360°.

(b) Na caixa de entrada digite a equacao da curva com rotagao.

. (a\/? 2 av/(c?)

tan(t).cos(a), ——.sec(t),

tan(t).sen(a),t,0, 27T> , Colm uma
c c c

observagao na aba avancado, considere a = c.
Exercicio
Utilizando a atividade desenvolvida no GeoGebra mova os parametros e mostre que se

a = b, o hipérbole de duas folhas é uma superficie de rotacao. Qual é o de rotacao?
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2.3 Paraboldides

Nos paraboléides, elas ocorrem em duas das trés formas de obtermos segoes (elipses, circulo
e hipérboles). As pardbolas sdo as conicas que "mais aparecem”como se¢oes planas num
paraboléide. Um paraboldide é denominado eliptico quando suas se¢oes sao parabolas ou

elipses e é denominado hiperbdlico quando suas se¢oes sao parabolas e hipérboles.

2.3.1 Paraboléide Eliptico

Sejam a e b numeros reais positivos (Figura 2.13).Um paraboldide eliptico é representado de

forma geral pela equacao chamada forma candnica

22 P
e 2 = — 4+ = ao longo do eixo Oz.
a?  b?
2 2

x z
e y=— + —, ao longo do eixo Oy.
a c

g 22
e r = + —, ao longo do eixo Ox.
c

=
Para os tragos nos planos z = k£ > 0 sao elipses, nos planos z = k < 0 sao vazios, z = k

e y = k sao parabolas.

Figura 2.16: Cortes do Paraboléide Eliptico

Fonte: Autor (2019)
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Parametrizacao dos cortes de uma Paraboléide Eliptico.

Considere a equacao abaixo:

Analisando os cortes . ..

1. Fazendo ©z = m.

Temos que a intersecao da qudadrica §2; e o plano x = m é a conica formada pelos

pontos (m,y, z) com

que resulta em pardabolas no plano x = m.

A parametrizacao desta parabola é

2 m?
(m,t,ﬁ—f-?),tGR

Figura 2.17: Paraboldide Eliptico obtido pelos cortes z = m

Fonte: Autor (2019)
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2. Fazendo y = n.

Temos que a interse¢ao da quadrica €2y e o plano y = n é a conica formada pelos pontos

(x,n,z) com

2 n?

Z:¥+ﬁ

que resulta em parabolas no plano y = n.

A parametrizacao desta parabola é

2 n?
(t,n,;—l—ﬁ),tER

Figura 2.18: Paraboldide Eliptico obtido pelos cortes y = n

Fonte: Autor (2019)
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3. Fazendo z = k.

Temos que a intersecao da quadrica §2; e o plano z = k é a conica formada pelos pontos

(x,y,k) com
22 2 2 B
etp 2!
ou equivalente
22 2 24 g2
2Tt aT s
ou equivalente
72 y?

[a\/c2 + k2 ’

C

+
i Fﬁﬁ?
&

que ¢ uma elipse no plano z = k sem restricao para k
A parametrizacao desta elipse é

en(t),

C C

T 12 2+ k?
(ﬂ @W) e 0,21]
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Figura 2.19: Paraboldide Eliptico obtido pelos cortes z = k

Fonte: Autor (2019)

2.3.2 Parabolodide de Revolucao

Paraboléide circular ou de revolugao é a superficie gerada pela rotacao ou revolucao de uma

parabola em torno do seu eixo de simetria.

Exemplo: Obtenha a equacao e faga o esboco do grafico da superficie gerada pela re-

volucao da pardbola az? = by em torno do eixo dos y (eixo das ordenadas).
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Figura 2.20: Superficie gerada pela revolucao da parabola

¥

Qlx, v, 0)

Fonte: http://professor.pucgoias.edu.br

Solucao

Seja Q(z1,y,0) um ponto pertencente a pardbola az? = by. Logo,

ax] = by
ou equivalente
by
2
= = 2.7
Ty a (2.7)

Ao girar a curva (parabola) em torno do eixo dos y, o ponto Q(z1,y,0) descrevera uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(0,y,0).
Sendo P(x,v,z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da

circunferéncia.

PE= /(e 0P+ (9P + (=~ 0P = /(e — 02 + (y )P + (0~ 0 = QR

logo
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b
Substituindo (2.7) em (2.8)), vem: 2* + 2 = 2
a
az® + az? = by

Equacao da Paraboldide de revolugao ou circular de eixo de rotagao sobre o
eixo dos y.
Observacao: A equacao az? + cz?> = by, com a # c, representa uma paraboléide eliptica

(nado de revolugdo), com eixo sobre o eixo dos y.

2.3.3 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de um
paraboldide Eliptico , mostrar os cortes que podem ser feitos. Criando os parametros para
cada elemento do paraboldide eliptico, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o
efeito dinamico. Para criacao desta atividade, divimos em trés etapas, cada uma com os
seguintes passos. Atividade dinamica esta disponivel no endereco eletronico https://ggbm.

at/sh8fra88.

1. Etapa.

(a) Abra um arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes a e b;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.

e controle b com intervalo de 0,1 a 5.

(c) Na caixa de entrada digite a equacao do paraboléide eliptico.

2 2
2y
ety

2. Etapa (Construindo os cortes).

(a) Crie os controles deslizantes m, n e k;

e controle m com intervalo de -5 a 5.
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e controle n com intervalo de -5 a 5.

e controle k com intervalo de 0 a 5,5.

(b) para z = m, digite na caixa de entrada a curva

2 m?
[ ] (m,t, b_2 + g,t, —5,5)

(c) para y = n, digite na caixa de entrada a curva

2 n?
L4 (t,n, ? + b—2,t, —5,5>

(d) para z = k, digite na caixa de entrada a curva
° (\/E.a.cos(t), VE.b.sen(t), k,t,0, 27T>
3. Etapa (Movimento de Rotacao).

(a) Crie os controles deslizantes «;
e controle a com intervalo de 0° a 360°.

(b) Na caixa de entrada digite a equacao da curva com rotagao.

12
o <—t.sen(o¢),t.cos(o¢), —5,t,—5,5,t,0, 27r>7 com uma observagao na aba avangado, considere a = b.
a
Exercicio

Utilizando a atividade desenvolvida no GeoGebra mova os parametros e mostre que se

a = b, o paraboldide eliptico é uma superficie de rotacao. Qual é o de rotacao?
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2.3.4 Paraboloide Hiperbdlico

Sejam a e b numeros reais positivos (Figura 2.17).Um paraboldide hiperbdlico é representado

de forma geral pela equagao chamada forma canonica

2 2
Y z .
¢ r=13 " 580 longo do eixo Oz.
a
22 a? )
e y=— — —, ao longo do eixo Oy.
c a
2 2
z :
°T= 5 5 a0 longo do eixo Ozx.
c

Para os tracos nos planos © = k e y = k sao parabolas e no plano z = k sao hipérboles.

Figura 2.21: Cortes do Paraboléide Hiperbdlico

[ )

Fonte: Autor (2019)
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Parametrizacao dos cortes de uma Paraboléide Hiperbdlico.

Considere a equacao abaixo:

Analisando os cortes . ..

1. Fazendo x = m. Temos que a intersecao da quéadrica 2; e o plano z = m é a conica

formada pelos pontos (m,y, z) com

que resulta em parabolas no plano x = m.

A parametrizacao desta parabola é

2 m?
(m,t,b—z—g),tER

Figura 2.22: Paraboldide Hiperbodlico obtido pelos cortes x = m

Fonte: Autor (2019)
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2. Fazendo y = n. Temos que a intersecao da quédrica €2y e o plano y = n é a conica

formada pelos pontos (z,n, z) com

y2 .’1'52
i

que resulta em parabolas no plano y = n.

A parametrizacao desta parabola é

n? 2
(t,n,ﬁ—ﬁ ,tER

Figura 2.23: Paraboléide Hiperbdlico obtido pelos cortes y = n

Fonte: Autor (2019)
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. Fazendo z = k. Fazendo z = k, temos que a intersecao da quadrica €2; e o plano z = k

é a conica formada pelos pontos (z,y, k) com

2 2
x
Ly
> a?
ou equivalente
2 2
k=25
b a

que é uma hepérbole no plano z = k sem restricao para k

A parametrizacao desta hipérbole é
(—\/Eacos(t), Vkbsen(t), k‘) .t € 10,27

Figura 2.24: Paraboldide Hiperbodlico obtido pelos cortes z = k

0

Fonte: Autor (2019)
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2.3.5 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, ¢ mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de um
paraboléide Hiperbdlico, mostrar os cortes que podem ser feitos. Criando os parametros
para cada elemento do paraboldide hiperbdlico, com o mouse, deslocando-se os elementos,
temos o efeito dinamico. Para criacao desta atividade, divimos em duas etapas, cada uma
com os seguintes passos. Atividade dinamica esté disponivel no endereco eletronico https:

//ggbm.at/h7tuqfzg.

1. Etapa.

(a) Abra um arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes a e b;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.

e controle b com intervalo de 0,1 a 5.

(c) Na caixa de entrada digite a equacao do paraboléide hiperbdlico.

ZE2 y2
e z=—"S+4
a

2. Etapa (Construindo os cortes).

(a) Crie os controles deslizantes m, n e k;

e controle m com intervalo de -4,5 a 4,5.
e controle n com intervalo de -5 a 5.

e controle k com intervalo de -5 a 5.

(b) para z = m, digite na caixa de entrada a curva.

2 m?
[ m,t,ﬁ—g,t,—5,5

(c) para y = n, digite na caixa de entrada a curva.

2 n?
L] (t,n, —; + b—Q,t, —5, 5)
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(d) para z = k, digite na caixa de entrada a curva

o | —Vk.atan(t), Vk.b.sec(t), k,t,0, 27r) , com uma observacao na aba avancado,
considere k > 0.
° |k|.a.sec(t), \/|k|.b.tan(t), k, t, 0, 27r) , com uma observacao na aba avancado,

considere k < 0.

2.4 Cone Eliptico

Considere uma reta g no plano yz, com z = my, * = 0. Rotacionando esta reta
em torno do eixo Oz, encontramos uma superficie conica circular (Figura 2.21). Uma

superficie conica eliptica é representada de forma geral pela equacao

2 2
T .
o 22 =" 5+ o3 2 a0 longo do eixo Oz.
2 2

x
o y'=—+ —2, ao longo do eixo Oy.
a c

2 2
y .
o 12 =24+ —, ao longo do eixo Ox.
c

b2
Para o traco no plano zy em z = k sao elipses, nos planos * = k ou y = k sao

hipérboles.

Figura 2.25: Cone Eliptico obtido pelas rotacoes de retas

Fonte: Autor (2019)
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Parametrizacao dos cortes de um cone eliptico.

Considere a equacao abaixo:

Analisando os cortes . ..

(a) Fazendo z = m.

Temos que a intersecao da quadrica €2; e o plano x = m ¢é a conica formada pelos

pontos (m,y, z) com

que resulta em hipérboles no plano x = m.

A parametrizacao desta hipérbole é

Figura 2.26: Cone Eliptico obtido pelas rotacoes de retas z = m

Fonte: Autor (2019)
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(b) Fazendo y = n.
Temos que a interse¢cao da quadrica 2; e o plano y = n é a conica formada pelos

pontos (z,n, z) com

que resulta em hipérboles no plano y = n.

A parametrizacao desta hipérbole é
(%tcm(t), n, %sec(t)) .t €0, 2m]

Figura 2.27: Cone Eliptico obtido pelas rotacoes de retas y =n

Fonte: Autor (2019)

(¢) Fazendo z = k.

Temos que a intersecao da quédrica §2; e o plano z = k é a conica formada pelos

pontos (z,y, k) com

que resulta em elipses no plano z = k.
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A parametrizacao desta elipse é

(ﬁcos(ﬁ)7 %sen(t), k) 7t € [07 27T]

C C

Figura 2.28: Cone Eliptico obtido pelas rotacoes de retas z = k

Fonte: Autor (2019)

2.4.1 Swuperficie de revolucgao

Superficie conica ou simplesmente cone ¢ a superficie gerada por uma reta que gira em
torno de um dos eixos coordenados, passando sempre por um mesmo ponto, denomi-

nado de vértice da superficie conica.

Exemplo: Obtenha a equacao e faca o esboco do grafico da superficie gerada pela

revolugao da reta (r) : ax + by + ¢ = 0 em torno do eixo dos y (eixo das ordenadas).
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Figura 2.29: Superficie gerada pela revolucao da reta

—»Qx:, v, 0)
P ax+by+c=0

Fonte: http://professor.pucgoias.edu.br

Solugao Seja Q(x1,y,0) um ponto pertencente a reta (r) : ax + by = 0. Desta forma,
(r)razry+by=0

ou equivalente

by
a

Ir1 =

(2.9)

Ao girar a curva (reta) em torno do eixo dos y, o ponto Q(x1,y,0) descrevera uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(0,y,0).
Sendo P(z,vy,z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio

da circunferéncia.

PR=\/(z=02+(y—y?+(: =07 =V(21 -0+ (y -y +(0-0?=QR

logo
2?4 22 = a2l (2.10)
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b 2
Substituindo (2.9) em (2.10), vem: z? 4 2% = (__y >
a2x2 + a222 — (by)Q
ou equivalente
a*r® +a*2* — (by)* =0

Equacao da Superficie Conica de Revolugao ou Circular.
Observacao: A equacao ax? + bz? = 0, com a # b, representa uma superficie conica
(ou simplesmente cone) nao de revolugao, ou seja, uma superficie conica eliptica com

vértice na origem O(0,0,0)

2.4.2 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de um
Cone Eliptico , mostrar os cortes que podem ser feitos. Criando os parametros para cada
elemento do cone eliptico, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o efeito dinamico.
Para criacao desta atividade, divimos em duas etapas, cada uma com os seguintes passos.

Atividade dinamica estd disponivel no enderego eletronico https://ggbm.at/md5as3zz.

Etapa.

(a) Abra um arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes «, e ;

e controle o com intervalo de 0° a 360°.
e controle 8 com intervalo de 0° a 360°.

e controle v com intervalo de 0°a 360°
Etapa (Construindo as rotagoes).

(a) em torno do eixo x, digite na caixa de entrada a curva
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° (t, —t.sen(B),t.cos(B),t, —10, 10)

° (t, t.sen(B), —t.cos(B),t,—10, 10)

(b) em torno do eixo y, digite na caixa de entrada a curva

) (—t.sen('y), t,t.cos(),t, —10, 10,)

. (t.sen('y), t,—t.cos(),t, —10, 10,)

(c) em torno do eixo z, digite na caixa de entrada a curva

° (—t.sen(a), t.cos(a),t,t, —10, 10)
° (t.sen(a), —t.cos(a),t,t,—10, 10)
Exercicio

Utilizando a atividade desenvolvida no GeoGebra mova os parametros e represente o cone
22 2 L2
eliptico dado pela equacao 5 + ‘% Y
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2.5 Quadricas cilindricas

2.5.1 Geratriz elipse

Quadrica cilindrica geratriz elipse.

2 2
x Yy ., .

o — + — =1, variavel livre z.
a?  b?
g 22 y ‘

e — 4+ — =1, variavel livre x.
b2 2
2 22 ., _

e — + — =1, variavel livre y.
a? 2

Parametrizacao dos cortes de uma quadrica cilindrica.

Analisando os cortes ...

(a) Fazendo z = m.
Temos que a geratriz da quédrica cilindrica é uma elipse formada pelos pontos

(m,y,z) com

2 2
Y z
R

que resulta em elipses no plano z = m.

A parametrizacao desta elipse é

(m, a.sen(t), b.cos(t)> .t €10, 27]
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Figura 2.30: Quédrica Cilindrica geratriz Elipse x = m

Fonte: Autor (2019)

(b) Fazendo y = n.

Temos que a geratriz da quédrica cilindrica é uma elipse formada pelos pontos

(z,n, z) com

x? 22

2!

que resulta em elipses no plano y = n.

A parametrizacao desta elipse é

(a.cos(t), n, b.sen(t)) .t €0, 2]
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Figura 2.31: Quédrica Cilindrica geratriz Elipse y = n

Fonte: Autor (2019)

(c) Fazendo z = k.
Temos que a geratriz da quadrica cilindrica é uma elipse formada pelos pontos

(x,y, k) com

que resulta em elipses no plano z = k.

A parametrizacao desta elipses é

(a.cos(t), b.sen(t), k) .t €0, 27]
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Figura 2.32: Quédrica Cilindrica geratriz Elipse z = k

Fonte: Autor (2019)

2.5.2 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de uma
Quadrica Cilindrica eliptica, mostrar as elipses ao longo dos eixos. Criando os parametros
para cada elemento da quddrica cilindrica, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos
o efeito dinamico. Para criacao desta atividade, divimos em duas etapas, cada uma com os
seguintes passos. Atividade dinamica esté disponivel no enderego eletronico https://ggbm.

at/wkfnkdfb.

Etapa.

(a) Abra um arquivo no GeoGebra.
(b) Crie os controles deslizantes a e b;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.
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e controle b com intervalo de 0,1 a 5.

3. Etapa (Construindo a geratriz).

(a) Crie os controles deslizantes m, n e k;

e controle m com intervalo de -5 a 5.
e controle n com intervalo de -5 a 5.

e controle k com intervalo de -5 a 5.

(b) para z = m, digite na caixa de entrada a curva

° (m, a.sen(t),b.cos(t),t,0, 27r)

(c) para y = n, digite na caixa de entrada a curva

. (a.cos(t),n,b.sen(t),t,O,Qw)

(d) para z = k, digite na caixa de entrada a curva

° (a.cos(t), b.sen(t), k,t,0, 27r>
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2.5.3 Geratriz hipérboles

Quadrica cilindrica geratriz hipérboles

P D
o — — — =1, variavel livre z.
a’> b
y: 2P o
e — — — =1, variavel livre z.
2 2
a c
x? . .
e — = 2 variavel livre y.
a2

Parametrizacao dos cortes de uma quadrica cilindrica.

Analisando os cortes ...

1. Fazendo z = m.

Temos que a geratriz da quédrica cilindrica é uma hipérbole formada pelos pontos

(m,y, z) com

y2 Z2

o2
que resulta em hipérboles no plano x = m.

A parametrizacao desta hipérbole é

(m, a.sec(t), b.tan(t)) .t €10,2n]
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Figura 2.33: Quédrica Cilindrica geratriz Hipérbole x = m

Fonte: Autor (2019)

2. Fazendo y = n.
Temos que a geratriz da quadrica cilindrica é uma hipérbole formada pelos pontos

(z,n, z) com

que resulta em hipérboles no plano y = n.

A parametrizacao desta hipérbole é

(a.sec(t),n, b.tan(t)) ,t € 10,27
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Figura 2.34: Quéadrica Cilindrica geratriz Hipérbole y = n

Fonte: Autor (2019)

3. Fazendo z = k.

Temos que a geratriz da quéadrica cilindrica é uma hipérbole formada pelos pontos

(2,9, k) com

x2 y2
@ et

que resulta em hipérboles no plano z = k.

A parametrizagao desta hipérbole é

(a.sec(t), b.tan(t), k) ,t € 10,27
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Figura 2.35: Quédrica Cilindrica geratriz Hipérbole z = k

Fonte: Autor (2019)

2.5.4 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de uma
Quédrica Cilindrica, mostrar as hipérboles ao longo dos eixos. Criando os parametros para
cada elemento da quadrica cilindrica, com o mouse, deslocando-se os elementos, temos o
efeito dinamico. Para criacao desta atividade, divimos em duas etapas, cada uma com os
seguintes passos. Atividade dinamica esta disponivel no enderego eletronico https://ggbm.

at/begm2jhn.

1. Etapa.
(a) Abra um arquivo no GeoGebra.

(b) Crie os controles deslizantes a e b;

e controle a com intervalo de 0,1 a 5.
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e controle b com intervalo de 0,1 a 5.
2. Etapa (Construindo a geratriz).

(a) Crie os controles deslizantes m, n e k;

e controle m com intervalo de -5 a 5.
e controle n com intervalo de -5 a 5.

e controle k com intervalo de -5 a 5.

(b) para x = m, digite na caixa de entrada a curva

° (m, a.sec(t),b.tan(t),t,0, 277)

(c) para y = n, digite na caixa de entrada a curva

° (a.sec(t),n, b.tg(t),t,0,27r>

(d) para z = k, digite na caixa de entrada a curva

. (a.sec(t), b.tan(t), k,t,0, 27T)
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2.5.5 Geratriz parabola

Quadrica cilindrica geratriz parabola

e 4px = 32, ao longo do eixo z.
e 4py = 2%, ao longo do eixo =.
e 4pxr = 22, ao longo do eixo v.

Parametrizacao dos cortes de uma quadrica cilindrica.

Analisando os cortes ...

1. Fazendo z = A.

Temos que a geratriz da quédrica cilindrica é uma parabola ao longo do eixo x

dpy = 2°

que resulta em parabolas ao longo do eixo x.

A parametrizacao desta parabola é

t2
A, —,t,—10,10
4p
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Figura 2.36: Quadrica Cilindrica geratriz Pardbola x = A

|

Fonte: Autor (2019)

2. Fazendo y = B.

Temos que a geratriz da quédrica cilindrica é uma parabola ao longo do eixo y

dpx = 22

que resulta em parabolas ao longo do eixo y.

A parametrizacao desta pardbola é

t2
—,B,t,—10,1
4p7 y Uy 07 0
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Figura 2.37: Quéadrica Cilindrica geratriz Parabola y = B

Fonte: Autor (2019)

3. Fazendo z = C.

Temos que a geratriz da quadrica cilindrica é uma parabola ao longo do eixo z

dpx = o

que resulta em parabolas ao longo do eixo z = k.

A parametrizacao desta parabola é

t2
—,t,C,—10,10
4p
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Figura 2.38: Quédrica Cilindrica geratriz Pardbola z = C'

Fonte: Autor (2019)

2.5.6 Atividade dinamica no GeoGebra

O objetivo desta atividade, é mostrar para aluno, onde identificamos os elementos de uma
Quédrica Cilindrica parabdlica, mostrar as parabolas ao longo dos eixos. Criando os parametros
para cada elemento da quddrica cilindrica, com o mouse, deslocando-se os elementos, te-
mos o efeito dinamico. Para criagao desta atividade, divimos em duas etapas, cada uma
com os seguintes passos. Atividade dinamica esté disponivel no endereco eletronico https:
//ggbm.at/sbvnbmta.

Etapa.
1. Abra um arquivo no GeoGebra.

2. Crie os controles deslizantes p, A, B e C;
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e controle p com intervalo de -20 a 20.
e controle A com intervalo de -10 a 10.
e controle B com intervalo de -10 a 10.

e controle C com intervalo de -10 a 10.

Etapa (Construindo a geratriz).
1. Digite a equacgao da parabola, ao longo do eixos;

e cixo x — 4py = 2°.

e cixo y — 4px = 2°.
e cixo z — 4px = 1>,

2. digite na caixa de entrada a parametrizacao para cada curva

2
o r=A— (A, t—,t, —10, 10)
4p

t2
[ ] Yy = B — (4—p7B7t,—].0, 10)

t2
e 2 =(C— (—,t, C,t,—10, 10)
4p
Exercicios

Utilizando a atividade desenvolvida no GeoGebra mova os parametros e identifique as

superficies expressas pelas equacgoes nos intervalos dados.
1. 22 =22,-3<y <5
2. 2 +422-4=0,-4<2<6
3. 2 —22=16,0<2<4

4. z=9—y?, —4<2<4
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CONCLUSAO

Nesta pesquisa a principal finalidade foi aprimorar o ensino aprendizagem de Geometria
Analitica, com a utilizacao do software gratuito GeoGebra, com todas as orientagdes meto-
dolégicas para a construcao de cada atividade mostrada neste trabalho académico. Por esta
perspectiva, a utilizacao dessa ferramenta servira, em futuro proximo, como um dos recursos
pedagdgicos para profissionais da educagao com o intuito de enriquecer conhecimentos, e
dar liberdade ao docente em criar aulas dinamicas e desvencilhar- mesmo que parcialmente-
do método tradicional de ensino. Com essas novas ferramentas de ensino, o foco principal
foi de podermos atingir pontos positivos na educacao e consolidar o interesse no ensino de
Matematica, além de aperfeicoar a formacao do corpo docente. Os lecionadores e discentes
podem utilizar o software gratuito na internet, do qual facilitara o aprendizado das ativi-
dades desenvolvidas e justificadas neste trabalho. Em todos os capitulos foram realizadas
todas as construcoes de forma efetiva e didatica, em forma gradativa e tedrica, de cada ati-
vidade dinamica sobre conica e superficie quadrica desenvolvida no software Geogebra. Esta
tese teve como relevancia académica aprimorar o conhecimento sobre novas ferramentas de
software disponiveis via on-line, além de expandir e otimizar o caminho para o aprendizado
de discentes, tanto no Ensino Médio quanto no Superior. Por conseguinte, poderemos ter
uma melhor formagao docente e aprendizagem de novas atividades de conicas e superficies
quéadricas, que auxiliard o docente no processo de ensino referente a Geometria Analitica,
obtendo, talvez, melhores resultados e desempenhos no processo de ensino de Matemaética

através de aulas dinamicas e praticas por meio do grupo estudantil.
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PENDICE

Translagao de Eixos

Considere um sistema de eixos XY, fazendo uma translacao de eixos, criando um novo

sistema de eixo X'O'Y’. Com P(z,y) no sistema OXY’; e P(z',y’) no sistema O’ X'Y”

Figura 2.39: Translagao de eixos

Entao

Rotagao de Eixos

Considere um sistema de eixos XOY', ao girar esse eixo de um angulo #, criando um novo

sistema de eixo X'O'Y”.
o OX’ estd na diregao de vy = (cosb, sinf).
e OY’ esta na diregao de vy = (—sinb, cosh).
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oy'

ox'

va L1

Figura 2.40: Rotacao de eixos

Com um ponto P com coordenadas (z,y) no sistema de eixo XOY e (2/,4') no novo

sistema, assim

oy A OY
.
yez 5 ox
o
1— —

y vz x'1y ox

— v

XxXeq

Figura 2.41: Rotacao de eixos

x = 2'.cost — y'sinf x' = x.cosf + ysinb
ou
y = x'sinf + y'cosd Yy = —a'sinf + ycosh
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