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RESUMO

O presente trabalho traz em seu escopo definigcbes, propriedades, representacéo
geométrica, teoremas e axiomas de um novo conjunto numérico, os nameros Hibridos,
a partir da generalizacdo de trés conjuntos numéricos amplamente difundidos, a
saber, os numeros Complexos, Duais e Hiperbdlicos. A histéria da evolucdo destes
trés conjuntos numéricos, bem como o isomorfismo entre o conjunto dos numeros
hibridos e o conjunto das matrizes quadradas de ordem dois em contribui
grandemente para a demonstracao de alguns teoremas aqui apresentados. Ao passo
gue buscamos ampliar o foco de estudo sobre os numeros hibridos, apresentamos
também uma representacdo geomeétrica bidimensional de tais nimeros por meio do
Geogebra. Pesquisas bibliograficas em trabalhos académicos, em especial o artigo
de Odzemir Mustafa sobre os nimeros hibridos, fundamentaram a construcdo desta
dissertacdo. Nada menos do que ampliar o foco de estudo sobre os nimeros hibridos
e contribuir para a formacao de professores de Mateméatica compde os resultados, por

esta pesquisa, esperados.

Palavras-chave: Numeros hibridos. NUmeros Complexos. Numeros Duais. NUumeros

Hiperbdlicos;



ABSTRACT

The present work brings within its scope definitions, properties, geometric
representation, theorems and axioms of a new numerical set, the Hybrid numbers,
from the generalization of three widely widespread numerical sets, namely Complex,
Duo and Hyperbolic numbers. The history of the evolution of these three sets of
numbers, as well as the isomorphism between the set of hybrid numbers and the set
of square matrices of order two, greatly contributes to the demonstration of some
theorems presented here. While we seek to broaden the focus of study on hybrid
numbers, we also present a two-dimensional geometric representation of such
Odzemir Mustafa’s article on hybrid numbers, grounded the construction of this
dissertation. Nothing less on than extend the focus of study on hybrid numbers and
contributing to the training of mathematics teachers are the results expected by this

research.

Keywords: Hybrid Numbers. Complex Numbers. Double Numbers. Hyperbolic

Numbers;
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1 INTRODUCAO

Certa vez Galileu Galilei disse: “A matematica € o alfabeto que Deus usou para
criar o mundo “. Galilei, ao pronunciar tal pensamento, foi muito feliz em traduzir nesta
frase a importancia da Matematica para existéncia da vida humana. Suas férmulas e
teoremas estdo presentes desde uma simples contagem de objetos até as mais
sofisticadas tecnologias estruturadas sobre algoritmos matematicos dos mais simples
aos mais complexos.

Dentro da Matematica identificamos, entre outros, trés conjuntos numéricos
cuja existéncia contribuiu significativamente para o avanco da ciéncia, sendo estes 0s
conjuntos dos numeros Complexos, Duais e Hiperbdlicos. Entre as varias aplicacoes,
podemos ver nos ndmeros complexos, uma ferramenta que nos permite resolver
problemas simples como dividir um fio de arame de em duas partes de tal modo que
com essas partes se possam formar dois quadrados distintos. Vemos ainda que a
geometria do plano euclidiano pode perfeitamente ser caracterizada com numeros
complexos, conforme (OLARIU, 2000), onde cada numero complexo z esta associado
a um ponto de R2.

Na Fisica vemos que a ideia de surperespacos vetoriais esta ligada aos
nameros duais, conforme (GALPERIN, 2001) e tal nimero ainda encontra aplicacdes
em mecanica quantica e mecanica classica de parafusos, como podemos ver em
(DIMENTBERG, 1978). Vale salientar que assim como o plano euclidiano pode ser
relacionado aos numeros complexos, o plano de Galileu pode ser relacionado aos
nameros duais.

Por sua vez, segundo (OZDEMIR, 2018), nos numeros hiperbdlicos vemos uma
extensdo bidimensional dos numeros reais e pensando de modo analogo as
geometrias dos planos de Euclides e de Galileu, o plano lorentziano, com ampla
aplicacéo na fisica, pode ser descrito em fungdo dos numeros hiperbdlicos, segundo
(OLARIU, 2000).

Com uma generalizacdo dos numeros Complexos, Duais e Hiperbolicos,
Ozdemir trouxe a existéncia um novo conjunto numeérico a quem chamou de Numeros
Hibridos. Muito se sabe dos trés conjuntos acima mencionados, diferentemente dos
nameros Hibridos, ndo tdo conhecidos e ainda bem pouco difundido, por se tratar de

um tema recente.
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Mas como estes numeros se relacionam entre si para formar os numeros
hibridos e qual a importancia, para a ciéncia, dessa generalizacdo na construcédo de
novos saberes? Responder essas perguntas ndo € algo tdo simples, mas apos
pesquisas sobre os artigos correlatos traremos a luz os passos de Ozdemir na
construcdo desse novo conjunto numérico que ganha cada vez mais destaque no rol
de grandes pesquisadores. Neste artigo apresentaremos as propriedades algébricas
e geométricas desses numeros, destacando a importancia do isomorfismo entre o anel
dos numeros hibridos e o anel das matrizes quadradas 2x2 na demonstracdo de
alguns teoremas muito importantes a consolidacio desse novo conjunto na Algebra

Moderna.

De igual modo € importante visualizar esses numeros em sua forma
geométrica, possibilitando-nos compreendé-los como numeros representaveis no
sistema bidimensional a semelhanca do plano cartesiano, no qual tera suas partes,
escalar e vetorial, associadas aos eixos escalar e hibrido, respectivamente. Essa
representacdo se mostra perfeitamente exequivel quando usamos um software muito
usado para tais representacoes, a saber, o0 Geogebra.

Ao analisar o artigo de (COUTINHO JUNIOR, 2018), percebemos que Varios
softwares possibilitam a visualizacdo desses numeros em sua representacao
geométrica, como por exemplo o Calques 3D, o Cabri 3D, o WinGeom, entre outros,
mas 0 que nos motivou a escolher o Geogebra foi o fato dessa ferramenta ser de facil
acesso e simples manipulacdo, proporcionando uma interagcdo dindmica entre a
Geometria e a Algebra.

Esta pesquisa visa analisar como os numeros Complexos, Duais e Hiperbolicos
contribuem para a descoberta dos numeros Hibridos, quais semelhancas entre o0s
conceitos, propriedades e teoremas desses diversos tipos numericos e como podem
ser classificados e representados geometricamente o0s numeros Hibridos.
Analisaremos também como o isomorfismo entre o conjunto dos nimeros hibridos e
0 conjunto das matrizes quadradas 2x2 contribui para a demonstracdo de alguns
teoremas muito importantes ao longo dessa pesquisa.

Assim, o breve histérico e afirmativas apresentadas nos paragrafos anteriores
pretendem explicitar o seguinte problema de pesquisa: Como a generalizacdo dos

nameros Complexos, Duais e Hiperbodlicos deram origem aos numeros Hibridos e
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como o Geogebra pode contribuir para o fortalecimento da compreensdo destes
nameros?

A descoberta desse novo conjunto leva sobre si as expectativas de cientistas
gue anseiam pelo dinamismo da ciéncia, que certamente passa pela sua evolucao,
principalmente com a descoberta de aplicacbes em suas diversas areas. Os numeros
hibridos sdo frutos da generalizacdo de trés conjuntos numéricos muito conhecidos
por pesquisadores na Matematica e na Fisica, a saber os nUmeros complexos, duais
e hiperbalicos.

Pelo que pudemos observar de nossas pesquisas, ndo temos muitos trabalhos
académicos publicados sobre os numeros hibridos em portugués, como também néo
hé& livros-texto publicados no Brasil que trate, mesmo que adjacentemente, do tema,
e isto 0 que nos levou a ter especial interesse na proposta de um material, na lingua
vernacula, que ofereca suporte de pesquisa aos alunos de licenciatura em Matematica
e Fisica da Universidade Estadual do Ceara, a fim de dar maior robustez a sua
formacao académica, desbravando assim as regides indspitas desse novo conjunto
numerico, os nimeros Hibridos.

A construcdo da ideia de numeros hibridos se fundamenta essencialmente
sobre o0 que se sabe dos nimeros complexos, duais e hiperbdlicos, como podemos
ver por exemplo nas relacdes de Moivre, entre outras, replicadas nestes nameros.
Assim, concentramos 0 nosso foco de pesquisa em alguns artigos e livros-texto
publicados especialmente na Gltima década.

Poderemos ver que 0s numeros Complexos trazem uma especial contribuicao
para os numeros Hibridos, evidenciada na verossimilhanca das construces destes
nameros que vao desde as suas definicdes até as suas representacées no plano,
passando pelas formulas de Moivre.

Segundo (ATAHIDE, 2018), temos nos numeros complexos uma extensdo dos
nameros reais, uma vez que este contém todos os demais conjuntos numéricos. Em
sua pesquisa “NUMEROS COMPLEXOS E ALGUMAS APLICACOES’,
(ATAHIDE, 2018) deixa claro que € necessario compreender as operacdes entre 0s
nameros Complexos, bem como suas propriedades trigonométricas e representacao
geométrica no plano de Argand-Gauss, mas que antes de se aprofundar em tais
conhecimentos, é preciso conhecer a historia destes niumeros, o que de modo indireto

contara a historia dos numeros Hibridos.
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Em um recorte de sua pesquisa, (ATAHIDE, 2018) destaca a importancia de se
conhecer a histéria da evolucao da algebra ao longo do tempo e como relatos apontam
para a correlacdo entre tal evolucéo e a construcao da teoria dos nUmeros complexos.

Gostariamos de redizer que, fim de compreender os nimeros Hibridos, se faz
necessario construi-los geometricamente a fim de que sua visualizacdo nos permita
entender como estes se relacionam com o0s numeros Complexos, Duais e
Hiperbdlicos. Para esse fim recorremos ao software Geogebra e nos sustentamos,
entre outras, na pesquisa “UMA PROPOSTA PARA O ESTUDO DE ALGUNS
CONCEITOS ENVOLVENDO FUNCOES APOIADA PELO SOFTWARE
GEOGEBRA”, de (MOREIRA JUNIOR, 2018).

Em sua pesquisa (MOREIRA JUNIOR, 2018) apud (LOPES, 2010), ressalta os
recursos do software Geogebra e suas contribuicbes para otimizar o
ensino/aprendizagem de trigonometria através da aplicacdo de um modulo de
atividades investigativas em alunos da segunda série do ensino médio.

Em seus estudos (MOREIRA JUNIOR, 2018) destaca que (LOPES, 2010)
aclara a ideia de (BROCADO, 2001), de que em tais atividades alguns processos
matematicos sao envolvidos, tais como: formulacdo de conjecturas, teste de
conjecturas e prova das conjecturas. Segundo Moreira Junior, o software foi um
facilitador, permitindo encorajar o processo de descoberta e de autoavaliacdo dos
alunos, possibilitando ao professor obter a verificagdo dos procedimentos de
construcdo que foram feitos pelos alunos através do recurso “protocolo de
construgao”.

Em nossos estudos analisaremos a construcdo dos numeros hibridos,
conheceremos a sua representacao geométrica bem como buscaremos ampliar o foco
de estudo sobre os numeros hibridos.

Em nossa pesquisa lancamos médo de um método que buscasse de forma
eficaz dar robustez ao nosso projeto garantindo-lhe confiabilidade e, para tanto, nos
preocupamos com o proposito de nossa pesquisa, com a abordagem e com a técnica
que julgamos ser apropriadas para realizar tal pesquisa, visando assim, de forma
clara, apresentar nosso objeto de estudo, a saber, o conjunto dos nimeros hibridos.

A metodologia que norteia 0 nosso trabalho, quanto ao seu propoésito, €
explicativa, uma vez que buscamos compreender como a generalizacdo dos numeros

complexos, duais e hiperbolicos contribuiram para a constru¢cado dos numeros hibridos
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€ Como a representacao geometrica destes, visualizada no Geogebra, contribui para

a formacéao dos professores de Matematica e Fisica.

Quanto a abordagem, nossa pesquisa tem carater qualitativo, onde buscamos
compreender e interpretar o comportamento dos niumeros Hibridos e como estes se
relacionam com os demais conjuntos numeéricos. Quanto a técnica optamos por
pesquisas bibliograficas, onde analisaremos alguns artigos nacionais, publicados por
alunos do Mestrado Profissional em Rede Nacional (PROFMAT), e artigos

internacionais, em especial, o de (OZDEMIR, 2018), sobre os numeros hibridos.

Analisamos a priori 0 artigo de (ATAHIDE, 2018), “Numeros Complexos e
Algumas Aplicagdes”, a fim de entender como surgiram os numeros complexos, bem
como estes tiveram importante papel na resolucédo de problemas do cotidiano.
Analisamos também o artigo “Uma Proposta para o Estudo de Alguns Conceitos
Envolvendo Funcdes Apoiada pelo Geogebra”, de (MOREIRA JUNIOR, 2018), onde
ele de forma muito clara apresenta algumas funcionalidades do Geogebra e como os
ndmeros complexos podem ser representados geometricamente neste software.

Buscamos ainda informacgfes que consubstanciasse nosso trabalho no artigo
de (COUTINHO JUNIOR, 2018) e deste pudemos perceber a existéncia de varios
outros softwares bem como suas diversidades, de modo que pudéssemos ter precisdo
na escolha do Geogebra como ferramenta para apresentar no plano bidimensional os
nameros hibridos.

Esperamos, com esta pesquisa, difundir o conceito de numeros hibridos entre
os alunos de licenciatura de Matemética e Fisica no Brasil, em especial nas
universidades publicas do Ceara, apresentando um material conciso e de fécil
compreensao, que traga em seu escopo ndo apenas definicdes e teoremas, mas

também representacdo geométrica, com o Geogebra, e aplicacdes.
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2 PRELIMINARES SOBRE OS NUMEROS COMPLEXOS, DUAIS E
HIPERBOLICOS

2.1 DEFINICAO E APLICACAO DOS COMPLEXOS, DUAIS E HIPERBOLICOS

Numeros Complexos C, Hiperbodlicos P e Duais D sdo definidos conforme

abaixo:

C={x+yi|i*= —1lex,y € R},

P={x+yh|h*= 1,h+1lex,y € R}

D= {x+ys|e*=0,e #0ex,y € R}.

Os conjuntos supracitados sao extensdes bidimensionais dos numeros reais,
sendo estes dois ultimos definidos de modo similar aos niumeros Complexos. Os
conjuntos dos numeros complexos sao instancias dos numeros hipercomplexos,
assim como os quatérnios, porém, diferentemente dos quatérnios, os complexos sao
instancias comutativas. Vale ressaltar que numeros hipercomplexos sdo extensdes

dos nameros complexos, tendo a sua forma geral dada por
Ao+ aq.i; +az.i; +as. iz + ..+ a,. iy,

onde n € um namero inteiro a,, a4, a,, ..., a, S40 nUMeros reais arbitrarios iy, i,, is, ...,

i,, sdo tais que
aO + al-il + az. iz + a3- i3 + es + an- in = bO + bl- il + bz-iz + b3- i3 + es + bn- in

se, e somente se,

aO == bo, al == bl’ az == bz, a3 == b3, ey an == bn.

Ja os quatérnios de Hamilton, sé@o instancias dos hipercomplexos definidos por
H={a+bi+cj+dkl|i*= j*= k?=ijk= —1}.

A geometria do plano euclidiano pode ser identificada com nimeros complexos

por serem topologicamente equivalentes, onde cada numero complexo Z esta
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associado a um ponto de R%. Pensando de modo analogo, as geometrias dos Planos
de Minkowski e de Galileu podem ser descritas em fun¢édo de numeros hiperbdlicos e

nameros duais, respectivamente.

Os numeros hiperbdlicos também podem ser chamados de espaco-tempo,
duplo, perplexo ou nimeros complexos divididos conforme (BOROTA E OSLER,
2002) e a introducdo destes numeros, segundo (OZDEMIR, 2018), se deu por J.
Cockle em 1843. Cockle escreveu uma série de artigos nos quais introduziu uma nova
algebra chamada por ele de Algebra de Tessarina. Nesse tempo, mais precisamente
em 1848, o mesmo introduziu também os numeros hiperbdlicos com coeficientes
complexos, sendo estes denominados tessarina quadridimensionais, chamada
posteriormente por (AKAR, YUCE E SAHIN, 2018) de numeros hiperbdlicos

complexos.

No final do século XX Albert Einstein se baseou nas constru¢cdes geométricas
do plano Lorentziano para desenvolver sua teoria da relatividade especial. Como visto
anteriormente, o plano Lorentziano pode ser descrito em funcdo dos numeros
hiperbdlicos, logo esses numeros tiveram uma importancia significativa nas

construcdes de Einstein.

Os numeros duais foram introduzidos em 1873 por William Clifford e hoje séo
muito usados em Mecanica quéntica, segundo (HUDSON, 1966) e mecanica classica
de parafusos, conforme (DIMENTBERG, 1978). O conjunto dos numeros duais €
munido da operacdo de adicdo, gozando das propriedades comutativa, associativa,
elemento neutro e elemento inverso, e da operacdo de multiplicacdo, gozando das

propriedades associativa e distributiva.
Proposicéo 1. O conjunto dos numeros Duais tem uma estrutura de anel comutativo.

Sejam dois numeros duais D, =a+be, D, =c+de e D; =e + fe. Assim

sendo temos:
Verificagao:
ADICAO:

i) D;+D,=a+be+c+de



=(a+c)+ b+ d)e
=(c+a)+(d+b)e
=c+de+a+be
=D, + Dy;

i) (D, +D,)+ D3 =(a+be+c+de)+e+fe
=[a+tc)+(+d)e]l+e+fe
=(@+c)+e+(b+de+fe
=(@a+c)+e+[(b+d)+fle
=a+(c+e)+[b+(d+[f)]e
=a+(c+e)+be+(d+f)e
=a+be+(c+e)+(d+f)e
=D, + (D, + Ds).

iif) O conjunto dos numeros duais admite o 0 como elemento neutro, uma vez que

D, =a+be+0=a+be=D,.

iv) Dado o nimero dual D; = a + be, Dy, = —a — be € 0 inverso aditivo de D; uma

vezque D; + Dy =a+ be—a—be=0.
MULTIPLICACAO
V) (Dy.D,). D5 = [(a + be)(c + de)]. (e + fe)
= (ac + ade + bce + bde?). (e + fe)

= (ac)e + (ac)fe + (ad)ee + (ad)fe? + (bc)es +
(bc)fe? + (bd)ee? + (bd)f &®

= a(ce) + a(cf)e + a(de)e + a(df)e? + b(ce)e +
b(cf)e? + b(de)e? + b(df)e?

18
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= a(ce + cfe + dee + dfe?) + be(ce + cfe + dee +
dfe?)

= (a + be)(ce + cfe + des + dfe?)
= (a+ be)[c(e+ fe) +d(e + fe)e]
= (a+be)[(c+de)(e+ fe)l
= D,.(D,. D)
vi) D;.D, =
= (a + be)(c + d¢)
= ac + ade + bce + bde?
= ca + dae + bce + dbe?
= (c + de)(a + be)
= D,.D,
Vi) D;. (D, + D3) = (a+ be)[(c+ de)(e + fe)]
= ac + ade + ae + afe + bce + bde? + bee + bf ?

= (ac + ade + bce + bde?) + (ae + afs + bce +
bfe?)

= [a(c + de) + be(c + de)]| + [a(e + fe) +
be(e + fe)]

=(a+be)(c+de)+ (a+be)(e+ fe)
= D,.D, + D,.Ds.

Como o anel é comutativo (D, + D;).D; = D3(D; + D,) = D;D, + D;D, =
D;D; + D,Ds,.

Como o conjunto dos numeros duais € munido das operacfes de adicéo e

multiplicacéo, onde a adi¢cdo goza das propriedades i, ii, iii e iv € a multiplicacdo goza
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das propriedades v, vi e vii, tal conjunto tem uma estrutura de anel. Analogamente aos
nameros duais podemos verificar que o conjunto dos numeros hiperbdlicos também

tem uma estrutura de anel.

Os numeros Duais de Clifford foram amplamente usados no século XX pelo
matematico alemé&o Eduard Study que os usou para representar o angulo duplo que
mede a posicao relativa de duas linhas obliquas no espaco. Tal estudo definiu o
angulo duplo como 6 + de, onde 6 € o angulo entre as duas linhas no espaco

tridimensional e d € uma distancia entre essas linhas.

Uma Algebra de Clifford como um espaco de quatro dimensdes, que €
abrangido por 1, e, e1, e,e; com multiplicacdo ndo comutativa, apresenta as seguintes

identidades:

—1, quando Cl(e) for Eliptica
el = —1,e? = g =1 0,quando Cl(e)fou Parabdlica, eye; + ejeq = 0.
1, quando Cl(e)for Hiperbodlica
Para qualquer das Algebras, eliptica, parabdlica ou hiperbélica, a notacéo Cl(o)
pode ser usada, assumindo os valores para ¢ = {—1,0,1}. A subalgebra de Cl* (o) é
isomorfa aos numeros complexos, numeros hiperbdlicos e numeros duais, quando se
assume os valores —1, 1 e 0 para o, respectivamente. Assim, temos que Cl*(—1)

gerado por {1, eye; } € isomorfo aos nimeros complexos e tem-se que:

i? = (ege1)? = (eger)(eger) = eglejeg)e; = —efef = —1.

De igual modo temos que Cl* (1), gerado por {1, eye; }, € isomorfo aos

nameros hiperbolicos, uma vez que
h? = (ege;)® = (eger)(eger) = eglejeg)e; = —egef =1

e que Cl*(0) gerado por {1, ege, } € isomorfo aos nimeros duais, como podemos ver

abaixo:
2 = ( )2 = ( )( ) = ( ) = — 2,2 = 0
£ €o0€1 eope1)(epeq egleieg)eq esel .

Conforme (OZDEMIR, 2018), o grupo de rotacdes euclidianas € isomorfo ao

grupo dos nimeros complexos unitarios e = cos 6 + i.sen 6, isto &, a multiplicacdo
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por e? determina uma rotacdo no plano euclidiano. Algumas aplicagdes geométricas

dos nameros complexos podem ser encontradas em (YAGLOM, 1968).

Similarmente, o grupo de rotacdes Lorentzianas € isomorfo, sendo o
isomorfismo de anel melhor exposto a posteriori, ao grupo de nameros hiperbdlicos
unitarios e"® = cosh @ + h.senh 8, onde essas rotacbes sdo conhecidas como
rotacdes hiperbolicas e sdo geradas a partir da multiplicacédo por e"®. Temos ainda
que no plano dos nimeros duais, a multiplicacdo por e%? leva um nimero dual em
outro numero dual, significando um mapa dos numeros duais em si mesmo, em

rotacdes que podem ser chamadas de rotacdes parabdlicas.

Figura 1- Rotacdes nos planos euclidiano, lorentziano e galileano

[y - -,

Eliptic Rotation Hyperholic Rotation Parabolic Rotation

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Admitindo que e™ = 0 para todo n > 1, temos que

0 14 e €20% €303
R TR TR

onde
€202 =0, €03=0,.., €305
Dessa forma temos que

e =1 + 0.
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2.2 TESSARINA QUADRIDIMENSIONAL E OUTRAS GENERALIZACOES

Tessarina quadridimensionais, de J. Cockle, nada mais sdo do que nameros
hiperbdlicos com coeficientes complexos. Temos tais niumeros definidos conforme

abaixo:
w = (21 ,2;) = (x + yi) + h(u + vi),

onde

Zy=x +yiez, - u + vi

e 0 conjunto destes numeros é denotado por

Cp={w=2 +hz;/z; z; € Ch*=1h = 1}.

Segundo (CHENG, 1996), a introducdo dos numeros duais com coeficientes
complexos, sendo chamados de numeros duais complexos, que como 0Ss numeros
hiperbolicos complexos, também sdo comutativos. De modo analogo esses numeros

podem ser definidos como:
w=(2,2)) =(x+yi)+e(u+vi),onde z; =x+yiez, - u +1iv,

sendo o conjunto destes niameros denotado por
Cp={w =12 + £z, /71,2, €Ce?=0,e# 0}.

Em (AKAR, YUCE E SAHIN, 2018) foram introduzidos também os numeros
hiperbdlicos com coeficientes duais chamados de numeros hiperbélicos duais, e como
os dois nimeros anteriores, também sdo comutativos. E importante verificar que néo
ha nenhuma diferenca entre nimeros hiperbdlicos complexos e nUmeros complexos
hiperbdlicos, bem como entre os numeros complexos duais e numeros duais
complexos ou ainda entre 0os numeros hiperbdlicos duais e numeros duais

hiperbdlicos.

Os nameros hiperbolicos duais, onde os coeficientes sdo niumeros duais, sao

definidos por

w = (di,dy) = (x + €gy) + h(u + ev),
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onde
di = x+ eyed,=u + gv,
sendo o conjunto destes numeros denotado por
Dp ={d; +hd, /dy,d, €D, h=1}
J& os numeros duais hiperbdlicos, com coeficientes hiperbdlicos, sdo definidos por
z=(hy,hy) = (x+hu) + e(y+ hyv)
e 0 conjunto destes numeros é denotado por
Pp = {h,; + €h, / hy,h, € P, % = 0}.
Se tomarmos o numero hiperbdlico dual
w=(d,d;) = (x + €y) +h(u + ev).
temos que
w=(x + egy) + h(u + €v)
=x + €y + hu + hev
=x + hu + €y + hev
= (x + hu) + e(y + hv),

logo obtemos, a partir de um namero hiperbdlico dual, um namero dual hiperbdlico,
onde vemos que ndo ha diferenca entre estes e aqueles. Podemos mostrar de modo
analogo que a verossimilhanca vale para os numeros hiperbdélicos complexos e
nameros complexos hiperbdlicos, onde se partirmos do nimero complexo hiperbélico

obtemos o numero hiperbdlico complexo. Conforme segue:

w = (hy,hy) = (x + hy) +i(u + hv)
=x+ hy +iu + ihv
=x+iu+ hy + +ihv

= (x +iu) + h(y + +iv).

Temos também que o0 numero um numero dual complexo pode ser

transformado em um nimero complexo dual do seguinte modo:
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w=(2,2;) = (x +iy) +d(u +iv)
=(x +iy) +d(u +iv)
=x+iy+du +div
=x+du+iy+ +div

= (x+du)+i(y+ +dv).

Os nuameros hiperbolicos duais ou numeros duais hiperbdlicos, como instancias
dos numeros hipercomplexos, podem ainda ser escritos em funcéo dos elementos da
base {1, ¢ h,eh} como

w=x+ey+hu+echv

onde x é a parte real de w, y é a parte dual, u é a parte hiperbdlica e v é a parte
hiperbdlica dual ou dual hiperbdlica. Os elementos da base {1, €, h, eh} satisfazem as
seguintes propriedades:

l.e =¢, 1.h =h, =0, h.h =1,
e.h=—h.g e.(eh) =0, h.(eh) = —¢,

onde ¢ representa a unidade dual pura, h representa a unidade hiperbdlica pura e

€. h representa a unidade hiperbdlica dual.

As unidades dos numeros complexos, duais e hiperbdlicos podem ser

representadas conforme abaixo:

ST S RN )

Partindo das matrizes acima e da matriz que representa a unidade real, a saber

1 <—>((1) (1)),

temos:

I)x+yi=x((1) 2)+y(_01 (1))

- (g 2) + (—Oy %)1)
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- (—xy i)

Il)x+yh=x((1) (1))+y(2 (1))

- 2+ o)

De acordo com o0 exposto acima, vemos que 0s numeros complexos, duais e

hiperbolicos podem ser representados pelas matrizes

X+iy<—>(_xy 3:) x+hy<—>(;c, 3;) e x+£y<—>(g 3:)
respectivamente.

Como veremos a posteriori, cada mapeamento acima é um isomorfismo uma
vez que as operacdes de adicdo e multiplicacdo em relagdo aos nimeros complexos,
duais e hiperbdlicos correspondem as operacdes de adicdo e multiplicacdo com suas

respectivas matrizes.

Aqui, as operacdes de adicdo e de multiplicacdo dos numeros complexos, duais
e hiperbolicos gozam das mesmas propriedades que as operacbes de adicdo e
multiplicagdo com matrizes, o que nos permite ver que cada mapeamento citado

anteriormente é um isomorfismo.

No que tange as férmulas de Euler, temos as seguintes matrizes

representativas para os numeros complexos, hiperbélicos e duais como segue:



[) cos® +isen© = cose(1

II) cosh © + hsenh © =cosh© (1
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N+seno(’ 1)

0 1 -1 0
- (COS 0 co(s) 6) + (—sgn 0 seg e)
_ ( cos© sen 6)
" \—sen® cos®/

0) + senh © (0 1)

0 1 1 0
- (COSOh ° cosOh 6) + (ser?h 0 Se%h 9)
_ (cos h© senh 6)
senh® cosh©/

) 1+e6=1(

o 1+9(0 o

0 0

D+ o)

D

Como sabemos que as formulas de Euler determinam rotacdes nos planos

complexos, hiperbdlicos e duais, as matrizes sdo as matrizes rotacdes nos respectivos

planos euclidiano, lorentziano e galileano. A seguir vemos brevemente um resumo

destes trés conjuntos numeéricos, por meio da tabela abaixo:

Tabela 1: Propriedades gerais dos numeros complexos, duais e hiperbdlicos

Propriedades Nimeros Complexos Niimeros Hiperbdlicos nimeros Duais
Estrutura Algébrica Campo Anel comutativo Anel comutativo
Propriedade z=a+bi,i*=-1 z=a+bhh*=1 z=a+ be =0
Conjugadao Z=a—bi z=a—bh z=a—bs
Norma 2| = um lz| = um lz| = |al
Geometria Euclidiana Hiperbodlica Galileana
Circulo x® 4 y* =72 x? +y? =47 x| =7r
Tipo de Rotagdo Eliptica Hiperbodlica Parabblica
Férmulas de Euler | € = cos8 +i.senf | e"® = cosh 8 + hsenh 8 e® =14¢0
Argumento b la + bl b
argz = arctan— | argz = In———= argz = —
a JlaZ — b7 a

Fonte: (OZDEMIR, 2018)
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Diante do uso de uma vasta area dos numeros complexos se fez necessario
uma generalizacdo destes numeros, de modo a ampliar os seus limites, propiciando
uma hibridizacdo com outros nimeros. Nos quatérnios vemos a mais famosa dentre
essas generalizagfes. Lembremos dos quatérnios, uma instancia ndo comutativa dos
nameros hipercomplexos, aqui mencionado, definidos por Willian Rowan Hamilton

como

H={z=a+bi+cj+dk/i®=j?=k?=ijk=-1= ik}

Ja em (COCKLE,1849), temos a definicdo dos quatérnios divididos ou
coquatérnios como

H={z=a+bi+cj+dk/i*=-1,j2=k*=jk=1}.

Sobre os quatérnios e coquatérnios se apoiam as definicbes das rotacdes 3D no

espaco Euclidiano e Lorentziano, respectivamente.

Uma generalizacdo diferente foi introduzida em (OLARIU, 2000). Trata-se de
uma generalizacdo de numeros complexos n-dimensionais chamada por ele de
ndameros bicomplexos e numeros tricomplexos, onde ele se referiu aos ndmeros
hiperbdlicos como nameros bicomplexos. Para ver detalhes sobre as propriedades
geomeétricas e algébricas destes numeros ver os artigos de Olariu “Hyperbolic complex
numbers in two dimensions”[7] e “Commutative complex numbers in four dimensions”

[8]. O conjunto de nimeros tricomplexos foi definido em (OLARIU, 2000) como
C;={z=a+hb+kc/abc€Reh?=kk?=hehk=1}.

Antony Harkin e Joseph Harkin generalizaram em 2002 os humeros complexos

bidimensionais como
C,={z=a+ib/i*=peab€eR}

apresentando algumas relacdes trigonométricas para esta generalizacdo em [23].
Depois disso Catoni, F., Cannata, Catoni, V. e zampetti (2003) definiram os niumeros

hipercomplexos bidimensionais como
Cop={z=a+ bi/i?=a +iBeab,af € Ri €C},

podendo tal generalizag&o ser expressa como o0 quociente entre o anel R[x] e o

R [x]

. LA o oo
ideal gerado pelo polinbmio x* - Bx - a, isto &, rEar—t
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Mais recentemente, (OZDEMIR, 2018) apresenta uma generalizacdo dos
nameros complexos, hiperbdlicos e duais, bem diferente das demais generalizacdes
que antecederam seus estudos sobre o tema. A generalizagao proposta por Ozdemir
apresenta um sistema numérico que sugere a juncao dos trés sistemas numéricos, a

fim de compor um novo conjunto humeérico.

Figura 2: Diagrama das generalizacdes

C

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

3 OS NUMEROS HIBRIDOS

Um isomorfismo de matrizes bem particular dos nimeros hibridos foi escolhido
para ser o mais apropriado possivel para sobrepor com as representacdes matriciais
dos nameros complexos e hiperbdlicos. Portanto, um sistema numérico hibrido se
construiu baseando-se nas seguintes representacdes matriciais, que de forma sutil

formam uma base para o conjunto de matrizes 2x2

to(o )i (C oo (@ DD ere(i o)
Percebendo que a representacdo matricial da unidade dual néo era consistente
com os numeros hibridos, ele usou uma representagdo matricial diferente para tal
unidade. Uma vez que as matrizes tradicionais de i, € € h com a matriz unitaria nao

forma uma base do conjunto de matrizes hibridas 2x2, ele usou, para representar a

unidade €, a matriz

G o)
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Ja para as unidades real, complexa e hiperbdlica as representacfes matriciais

permanecem inalteradas.

Como esse novo sistema numeérico consiste da juncdo de trés sistemas
numericos e as unidades i, h e € s&o mencionadas, (OZDEMIR, 2018) preferiu chamar
estes numeros de numeros hibridos em vez de niameros generalizados. O conjunto
dos numeros hibridos € denotado por K e contém nimeros complexos, hiperbdlicos e
duais em um combinado originado a partir de trés tipos de sistemas numéricos bem

distintos.

A geometria dos numeros hibridos € uma geometria mais geral, que surge
como fruto da combinacado entre as geometrias dos planos euclidianos, de Minkowski
e de Galileu, sendo tal geometria chamada de geometria hibridiana. A geometria
hibridiana pode ser classificada em eliptica, hiperbdlica e parabdlica de acordo com o
tipo de numero, sendo aqui estudada separadamente, sendo o plano hibridiano um

subespaco bidimensional de R*.

3.1 PROPRIEDADES

Definicdo 1 O conjunto de numeros hibridos, denotado por K, esta definido como
K={a+bi+ce+dh/ab,cd€eR,i?=-1,¢ = 0,h* =1eih = —hi = £ +i}.

Na definicdo acima a é a parte real, b é a parte imaginaria, ¢ é a parte dual e d
€ a parte hiperbdlica. Neste conjunto numérico as unidades real, complexa, dual e
hiperbolica, também conhecidas como unidades hibridas, sdo definidas,

respectivamente, conforme abaixo:
1< (1,0,0,0), i < (0,1,0,0), € < (0,0,1,0), h < (0,0,0,1)

Em um ndmero hibrido Z = a + bi + ce + dh, 0 niumero real a é chamado de
parte escalar de z e denotado por S(Z), enquanto a parte bi + ce + dh é chamada de

parte vetorial e denotada por V(2).
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Uma observacdo importante que podemos fazer acerca das relacdes
ih = —hi = ¢ +i é que a sua consisténcia est4d claramente associada ao
isomorfismo estabelecido entre os numeros hibridos e o conjunto de matrizes 2x2. A

partir dos mapeamentos abaixo, a saber,

1oy Do) g)ee
podemos verificar as relagdes acima.
O w=(2 )G o)=( ) ¢ n=( ) =04 1)
logo é facil ver que ih = —hi.

@ e+i=(2 )+ =5 L)=ih=-n

G ZDer=@ o)

A verificagcdo destas relagbes nos mostra que é possivel, a partir do
isomorfismo de matrizes, definir os numeros hibridos apropriados para tal

isomorfismo.

3.2 OPERACOES COM OS NUMEROS HIBRIDOS

Dizemos que dois numeros hibridos s&o iguais se, e somente se, seus

componentes correspondentes sdo iguais. Sejam
Z=a+bi+ce+dh e W=a+b'i+c's+dh,
Z=Weoa=a,b=b,c=c'ed=4d'.

A adicéo de dois numeros hibridos & definida como a soma dos componentes
correspondentes de cada nimero. E importante observar que a adicdo de dois
hibridos tanto é comutativa como é associativa. Tomando Z e W conforme definidos

acima, temos que:
Z+W=a+bi+ce+dh+a +bi+c'e+dh

=(a+a)+b+b)i+(c+c)e+(d+d)h,
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sendo zero o elemento neutro. Com relacdo a operacdo de adicdo, o elemento

simétrico de Z é —Z, pois z + (—Z) = —Z + Z = 0. Tomando o numero hibrido
Z = a+bi+ce+dh,
seu simétrico sera
—Z = —a—Dbi—ce—dh
Sejam os numeros hibridos z e w abaixo:
Z=a+bi+ce+dh e W=a+b'i+ce+dh.

O produto de z por w é obtido multiplicando-se distributivamente os termos do
primeiro nimero pelos termos do segundo, preservando a ordem da multiplicacédo das

unidades. Dessa forma
ZW =(a+bi+ce+dh)(a +b'i+c'e+dh).

Para efetuar o produto acima se faz necessario substituir as unidades mistas,

conforme a tabela a seguir:

Tabela 2 - Quadro de produto hibridiano

- |11 £ h
1111 £ h
11 | —1 1—hl|=s+1
sle|h+1 |0 —=
h|lh|—=s—1]c¢ 1

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Dessa forma, sendo Z = a + bi+ce+dheW =a' + b'i + c'e + d'h, temos que:
Z.W = (a+bi+ce+dh)@ + bi + c’e + d’h),comi? =—1,
h2=1e € =0.
=aa +ab'i+ac'se+ad’h+ba'i+bb'i? + bc'ic+bd'ih + ca’e + cb’si + cc’€?
+cd'sh+da'h + db'hi + dc’'he + dd'h?
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=aa' —bb'+0+dd" + (ab’ + ba')i+ (ac' + ca’)e+ (ad' + da’)h + bc'(1 — h)
+cb'(h+1)+cd (—¢)+dc’'e+db'(—e—i) + bd'(e+ i)

=aa —bb'+0+dd + (ab' + ba')i + (ac’' + ca’)e+ (ad’ + da’)h + bc' — bc'h
+cb'h+cb'—cd'e+dc’'e—db'e —db'i + bd'e + bd'i

= (aa' —bb' +dd" + bc' +cb') + (ab’ + ba' —db' + bd")i
+ (ac"+ca’'—cd' +dc’ —db'" + bd)e+ (ad’' + da’ — bc' + cb')h,

logo, um termo geral para o produto Z.W, onde Z e W sao dois numeros hibridos

dados, é:
ZW=X+Yi+Us+ Vh,
onde

X=aa" —bb' +dd +bc'+cb',)Y =ab’ +ba’ —db' +bd’, U= ac’ +ca’' —cd' +
dc' —db'+bd' eV =ad' +da’ — bc' + cb’.

Assim como, nos niumeros complexos,
() (a+ bi)(a'+ b'i) = (a,b)(a’,b") = (aa’ — bb',ab’ + ba'),
nos numeros hiperbdlicos,
(i) (a+ bh)(c +dh) = (a,b)(a’,b") = (aa’ + bb',ab’ + ba"),
nos numeros duais,
(iii) (a+ be)(c +de) = (a,b)(d’,b") = (ad’,ab’ + ba"),
nos numeros hibridos

(a+bi+ce+dh)(@ + bi + c’e + dh) =(a,b,c,d)(a',b',c',d") = (aa’ — bb" +
dd' + bc' +cb', ab' + ba' —db' + bd’, ac’ + ca’' —cd' +dc’' —db' + bd’, ad’ +
da' — bc' +cb').

Logo acima podemos ver que o produto de dois niumeros hibridos se adequa
perfeitamente ao produto de dois numeros complexos, hiperbdlicos ou duais,

conforme segue abaixo:

1. Se Z é um numero complexo, entdo ¢ = d = 0, logo
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(a,b,0,0)(a’,b',0,0) = (aa’ — bb',ab’ + ba’,0,0);
2. Se Z é um numero hiperbdlico, entdo b = ¢ = 0, logo

(a,0,0,d)(a’,0,0,d) = (aa’ +dd',ad’ + da’,0,0);
3. Se Z é um numero dual, entdo b = d = 0, logo

(a,0,c,0)(a’,0,c',0) = (aa’,0,ac’ + ca’, 0).

Vale observar, de (i), que
i2=ii=0+)0+i)=(000-11,01+10)=(-1,0)=—-140i - i =—1,
de (ii) temos que
h?=h.h=(0+h)(0+h) =(0.0+1.1,0.1+1.0)=(1,0)=1+0h ~h*>=1
e de (iii) temos que
e2=ce=0+&)(0+¢)=(0.001+1.0)=(0,0)=0+0e ~ 2 =0.

E facil ver, segundo a tabela de multiplicacdo para os nimeros hibridos dada

acima, que i = h + 1 usando o isomorfismo de matrizes 2x2, onde
G DG =G )6 V=G )
De igual modo vemos que ie = 1 — h, onde
(5 oG D=6 D-G o= 7)
Temos ainda que:
(D h.i=—-e—1i
G ) 0=-G D-C =G D
() ih=g+i
(_01 (1)) (2 (1)) - G :DJF (—01 é) - (é _01)’
onde i.h = —h.i

() eh=-c¢
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onde sh = —he.

3.3 NORMA E CLASSIFICACAO DOS NUMEROS HIBRIDOS

Definigcdo 2. O conjugado de um numero hibrido Z = a + bi + ce + dh, denotado por

Z, é definido como
Z=SZ)-V(Z)=a—bi—ce—dh
como nos quatérnios.

Proposicdo 2. O conjugado da soma de dois numeros hibridos € igual a soma de

seus conjugados.

Verificacao:

DadosZ =a+bi+ce+dheW =d +b'i+c'e+dh,

Z+W=(a+a)+b+b)i+(c+c)e+(d+d)h,
logo
Z+W=(a+a)—(b+b)i—(c+c)e—(d+d)h

=a+a —bi—b'i—ce—c'e—dh—dh
=(a—bi—ce—dh)+ (a'—b'i—c'e—d'h)
=Z+W.

Proposicdo 3. Dado um numero complexo Z = a+ bi+ ce + dh, verifica-se a

seguinte igualdade ZZ = ZZ.

Verificacao:

Sendo o numero hibrido Z = a + bi + ce + dh, tem-se que seu conjugado €&

dado por Z = a —bi —ce —dh, e sabendo que o produto dos nimeros reais é

comutativo, temos:

ZZ = (a + bi + ce + dh)(a — bi — ce — dh)
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a’ — abi — ace — adh + bai — b%i? — bcie — bdih + cas — cbei — c?¢? — cdeh + dah —
dbhi — dche — d*h?

= a? + abi + ace + adh — bai — b?i? — bcie — bdih — cas —
chei — c?€? — cdeh — dah — dbhi — dche — d*h?

= (a—bi—ce—dh)(a+ bi+ ce+dh)
=277,
logo ZZ = ZZ.

Defini¢c&o 3. O produto de um nimero hibrido Z pelo seu conjugado Z é denominado

carater do numero hibrido e é denotado por
C(2)=ZZ=7ZZ=a*+ (b—-c)*—-c%—-d~
FazendoZ =a+bi+ce+dh e Z=a—bi—ce—dh temos:

C(Z) = ZZ = (a + bi + ce + dh)(a — bi — ce — dh)

= a? — abi — ace — adh + abi — b?i? — bcie — bdih +
ace — bcei — c?€? — cdeh + adh — bdhi — cdhe — d*h?

= a? — abi + abi — ace + ace — adh + adh — bdih +
bdih + b* — d* — cdeh + cdeh — bc(1 — h) — be(h + 1)

=a® + b*> — d* — bc + bch- bch - bc
=a* + b* — 2bc + ¢* — ¢* — d*
=a’+ (b-c)*>— c?- d>

Proposic&o 4. A parte real de um nimero hibrido Z é dado por (Z + Z)/2.

Verificagdo: Dado o numero hibrido Z = a + bi + ce + dh e 0 seu conjugado

Z =a— bi —ce —dh, temos
(Z+2)/2=(a+bi+ce+dh+a—bi—ce—dh) /2
=(a+a+bi—bi+ce—ce+dh—dh)/2

= (2a)/2
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assim sendo,
S(2)=Z+2)/2=a.
Proposic¢do 5. O conjugado do conjugado de Z é Z.

Verificac8o: Dado Z = a + bi + ce + dh, temos Z = a — bi — ce — dh. Assim sendo

temos que
Ez(a—bi—ce—dh)
=a+bi+ce+dh
=7,
Iogo§=Z.

Definicdo 4. Para um numero hibrido Z =a+bi+ce+dh, 0 vetor

V; = (a, (b —c),c,d) € chamado de vetor representagéo de Z.

Exemplo 1. Seja o numero hibrido Z = 1 + 3i + € + h. Determine o caréater e o vetor

representacao de Z.
Fazendoa=1,b=3,c=1ed =1, temos
C(Z)=12+(B3-1)?-12-12
=1+4-2
=3,
logo o carater de Z é C(Z) = 3 e o vetor representacdode Z é V, = (1,2,1,1).

Um ndmero hibrido sera chamado de (tipo —espago) se C(Z) <0, de
(tipo — tempo) se C(Z) > 0 ou de (tipo — luz) se C(Z) = 0. Assim, o carater de um

namero hibrido Z informa sua classificagdo. A norma do namero hibrido Z € o niumero
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real gerado a partir da expressao /|C(Z)| e sera denotado por ||Z||, assim sendo

temos

121 = VIC@i = JIa® + (- o = & = &l

A norma de um namero hibrido € uma norma generalizada perfeitamente adequada

as normas de um numero complexo, hiperbdlico ou dual. De fato temos que:

Proposicdo 6. Se Z é um nimero complexo, entdoc =d = 0 e ||Z|| = v a* + b%

Verificacdo: Seja o nimero complexo Z =a+bi+ce+dh, emque c=d=0. E

notdrio que Z corresponde ao niumero complexo Z = a + bi, cuja norma é |1Z]| =

\J a? + b?%. Fazendo

1]l = V1€ (2)] =\/|a2 + (b-¢)? - c* - d°

=Jla®> + (b- 0)* — 0> — 07

=./la® + b?|.
Proposicdo 7. Se Z é um nimero hiperbdlico, entdo b = c = 0 e ||Z|| = +/|a® — b?|.

Verificagdo: Seja o numero hibrido Z = a + bi + ce + dh, em que b = ¢ = 0. Fazendo

121 = VIC@ = JIa® + (- o = & = &

=la? + (0- 0)? — 02 — d?|

=JIC@)| =la® + d?,

que corresponde a norma do numero hiperbdlico Z = a + dh.

Proposicdo 8. Se Z é um numero dual,entdo b =d =0e ||Z| = \/? = |al.

Verificagdo: Seja o numero hibrido Z = a + bi + ce + dh, em que b = d = 0. Fazendo

121 = VIC@ = JI1a® + (- o = & = &
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=la* + (0-¢)* — ¢ — 07

=la? + c2 -
= /la?|,
Obtemos ||Z|| = +/|a?|, que corresponde a norma do nimero dual Z = a + ce.

Defini¢do 5. Dado um namero hibrido Z = a + bi + ce + dh, o vetor €7 —((b - ¢), ¢, d)

serd chamado de vetor hibrido, sendo este, um vetor do espaco de Minkowski E3. O

numero real
Cs(Z) =—(b- C)Z + 2+ d? = (Sz'gzﬂEi

sera chamado de tipo do numero hibrido Z. De acordo com o seu tipo, o himero
hibrido pode ser classificado como eliptico (complike), hiperbdlico (hiperlike) ou
parabolico (duallike) se C.(Z) <0, C.(Z) > 0 ou C.(Z) = 0, respectivamente. Onde
se |é complike, hiperlike ou duallike entenda-se tipo — eliptico, tipo — hiperbolico e

tipo — dual.

A norma do vetor hibrido, denotado por N(Z), serd o numero real gerado a partir de

JICe @) =/1-(b—c)2 + c2 + d?|.

Exemplo 2. Dado o numero hibrido Z = 3 + 2i + ¢ + 3h, determine o tipo, a norma e
o vetor hibrido de Z. Sendo a=3,b=2,c=1ed =3,

Cc(2)=—(2-1%*+ 12+ 12
=—-1+1+ 32
=9,
temos
N(Z) = {ICe (2)]

NG

=3,



39

logo o tipo, a norma e o vetor hibrido de Z séo respectivamente, C.(Z) =9, N(Z) =3
e€, -(1,1,3).
Da inequacao
CZ)<0=a?’+(bh—-0c)?—-c*-d?*<0
= —-a’?—(b-0c)?*+c?+d*>0
= —(b—c)?+c?+d*>a*>0,

segue que se C(Z) <0, entdo Ce (Z) > 0, isto €, se um numero hibrido € (tipo —
espago), certamente esse numero sera (hiperlike). De modo analogo, o vetor hibrido
de um numero hibrido (tipo —luz) € (hiperlike) se a parte escalar S(Z) # 0 ou

(duallike) se S(Z) = 0, conforme abaixo:
CZ)=0=a*’+(bh—-0c)?>—-c*-d*=0
= -a’—(b—-0c)+c?+d*=0
= —-(b-0c)2+c*+d*=a*20.

Sea+0=C,(Z)>0esea=0= C,(Z) = 0. Dessaforma vemos que o vetor
hibrido de um ndmero hibrido (tipo — luz) ou é (hiperlike) ou é (duallike). J&4, se 0
namero hibrido é (tipo — tempo), entdo o seu vetor hibrido ou é (hiperlike), ou é
(duallike) ou & (complike), de acordo com o sinal da parte escalar S(Z) e se
(b—c)? =c?+d>

C2)>0=a’+b—-c)?>—-c?—-d*>0
= —-a?—(b—-0c)*+c?*+d*<0
= —(b—c¢)?+c?+d? < a?
logo:

() Sea=0= C.(Z) < 0,entdo Z é (complike);

(1)  Sea#0e(b—c)?=c?+d?entido C.(Z) = 0,entdo Z é (duallike);
()  Sea#0e(b—c)?<c?+d? 0<C.(Z) <a?eZé (hiperlike);

(IV) Sea#0e(b—c)?>c?+d? C.(2) <0eZé(complike);
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Assim sendo, temos a seguinte tabela:

Tabela 3 - Quadro de classificagdo dos numeros hibridos

Tipo-espago Tipo-luz Tipo-tempo
Hiperbdlico Hiperbdlico Hiperbdlico
Parabdlico Parabdlico

Eliptico

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

De acordo com o produto hibridiano podemos verificar que
C(Z1Z;) = C(Zy). C(Zy),

logo, considerando que, dependendo do sinal do carater de um numero hibrido Z, ele
pode ser spacelike, timelike ou lightlike, se pode verificar a seguinte tabela de

classificacéo para o produto de dois numeros hibridos quaisquer, conforme abaixo:

Tabela 4 - Produto hibridiano e a classificagdo dos numeros hibridos

Tipo-espago Tipo-tempo Tipo-luz

Tipo-espago Tipo-tempo Tipo-espago Tipo-luz
Tipo-tempo Tipo-espago Tipo-tempo Tipo-luz
Tipo-luz Tipo-luz Tipo-luz Tipo-luz

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Exemplo 3. Sejam os numeros hibridos Z; =3+ 2i+e+3h e Z,=1+3i+¢c+h.

Temos que
C(Z,)=32+(2-1)?—-12%-32

=9+1-1-9
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=0,
sendo Z; um numero hibrido tipo — luz.
Temos ainda que
C(Z,)=1*+(B—-1)2-12-12
=1+4-1-1
=3>0,

logo Z, € um numero hibrido (tipo — tempo). Efetuando o produto de ambos os

nameros hibridos apresentados obtemos

Z,.Z, =(aa' —bb' +dd' + bc' +cb") + (ab' + ba' —db' +
bd")i+ (ac' +ca' —cd' +dc' —db" + bd)e+ (ad’' + da’ — bc' + cb")h

=(B-6+3+2+3)+(9+2-9+2)i+
B+1-1+3-9+2)e+(3+3—-2+3)h

=5+4i—¢+ 7h.
Fazendo
C(Z1.Z,) =52+ (4 +1)2—(-1)2-72
=25+25—-1-49
=50-50
=0,

logo verifica-se a tabela em que o produto de um namero hibrido (tipo — luz) por um
namero hibrido (tipo — tempo) € um numero (tipo — luz), e de modo analogo é

possivel a prova de todos os demais casos.

E perfeitamente possivel mostrar que um determinado nimero hibrido Z pode
ser representado em um sistema de coordenadas bidimensionais, devendo-se, para
esse proposito, definir os eixos das abcissas e das ordenadas. Para (OZDEMIR,

2018), a parte real do namero hibrido estaria contida no eixo S ou eixo escalar e 0s
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valores de /|Ce (Z)| = N(Z) desse mesmo nliimero, estariam no eixo V ou eixo hibrido,

sendo este eixo formado pelo vetor hibrido unitario

_bi+ce+dh
- N©)

Esse sistema bidimensional no qual estédo representados os numeros hibridos
€ denominado “Sistema de Coordenadas Hibridianas”, sendo as coordenadas hibridas

de um ndmero hibrido

Z=xy) = (aN@) = (aI-b -7+ +d?)

Segue abaixo o sistema de coordenadas hibridianas:

Figura 3 - Plano hibridiano
Vi Eixo hibrido

N2 4 Z=(a.N(2))
S
4 ¢ a *Eixo escalar

Fonte: (ODZEMIR, 2018)

Exemplo 4. Determine as coordenadas do namero hibrido Z =3 +i 4+ 2¢ + h.

Dadosa=3, b=1 c=2ed =1, temos
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N(Z) = /|-(b —c)? + c? + d?|

=VI-(1—-2)2 + 22 + 12|

=VI-(-D?+4+1]

= JI-1+4+1]

logo as coordenadas de Z séo (3,2), onde

_i+28+1h
= > :

Teorema 1. O inverso de um nuamero hibrido Z = a + bi + ce + dh, ||Z|| # 0, é dado

por

Z

ey

observando evidentemente que numeros hibridos (Lightlike) ndo admitem inversos.

Demonstracdo. Seja o nimero hibrido Z~! tal que Z.Z~! = 1. Assim sendo temos

g @B _2Z 7
' cz) ¢@ @
27 =22
' C(2)
L Z

Exemplo 5. Seja o numero hibrido Z = 1 + 3i + € + h. Determine o inverso de Z.

Dadosa=1,b=3,c=1led =1,

C(Z) =+/la% + (b — c)? — c2 — d?|
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=12+ (3 -1)2-12 — 12|

=JI1+4-1-1]
=3,
logo
1-3i—e—h
Z 7l = :
V3

Proposicédo 9. O inverso de um numero hibrido é unico.

Verificagdo: Suponhamos que um determinado numero hibrido Z admita como

inverso os nimeros Z;! e Z;1, logo
1=2.2;'=2.2;1

Z7l =771

Teorema 2. SejaZ, =a+bi+ce+dheZ,=a +b'i+c'e+dh. O produto escalar

dos numeros hibridos é definido conforme abaixo:
9 q): KxK-R

Z1Zo+ 7574
9(21122):—1 2-'2- 21

_(a+bi+ce+dh)(a -bi-ce-dh)+ (@ +Dbi+ce+dh)(a-bi-ce-dh)
- 2

_ 2ad'+2bb —2bc' — 2 b ¢ - 2dd
= 2

=aa +bb' —bc'—b'c-dd’.

O produto escalar dos numeros hibridos gozam de algumas propriedades,

das quais elencamos:

ZZ+ZZy 2Z{Z -
) 9(Z,2) = "5 =" =77, = C(2) = C(2)* = 11ZII%;
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Z12Zy+ ZyZy _ 22211212,

(1 9(Z1,Z3) = 7 5 =9(Z3,21) = g(Zy,Z,) = 9(Z3,Z4);
y  g(Azy,Z,) = daa’ + Abb’ — Abc' — Ab'c -Add' = A(aa’' + bb" — bc' —
b'c-dd") = 2g(Z4, Z,);
(IV)  De modo analogo temos g(Z1,AZ,) = Ag(Z;,Z,);
Z,+Z))Z23+(Z1+Z))Z
V) 9(Zy + Z,, Z3)=( 142) 32( 1+22)%5
_ GiZs + 2,75) + (Zi + 22) 2
2
_ GaZs + 2,25) + (ZiZ3 + Z,75)
2

= 9(Z,, Z3) + g(Z,, Z3).

O produto escalar dos numeros hibridos é um produto escalar generalizado

para os sistemas de numeros complexos, hiperbdlicos e duais, dessa forma, podemos

entdo verificar a existéncia de produto escalar entre dois quaisquer numeros dentre

0s complexos, hiperbdlicos e dual, segundo a tabela abaixo:

Tabela 5 -Tabela de produto escalares

g(Zy,Z5) Complexo Z, Hiperbolico Z, Dual Z,
Complexo Z, aya; + by b, Qi aa, — by,
Hiperbolico Z, a,a, a;a, — dyd, Qs
Dual Z, aya, — bacy a0 s

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Exemplo 6. Sejam os numeros hibridos Z; =2+ 5i e Z, =3 — 2h. Determine o

produto escalar g(Z;,Z,).

Solucdo. Devemos determinar o produto escalar entre um nimero complexo e um

namero hiperbdlico, logo pela tabela acima temos

de fato

g(leZZ) = 23 = 6,

9(Z1,7,) = (2+5)(3 + 2h)2+(3—2h)(2—5i)

6 + 4h + 15i + 10ih + 6 — 15i — 4h + 10hi
2
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2

_ 6+ 4h+15i +10ih + 6 — 15 — 4h — 10ih

= 6.

Podemos ainda ver, de acordo com a tabela acima, que as seguintes igualdades séo
g(ee) =0

e

g(i,e) = —1.

verificadas:
e

gL,D)=9g1e)=g1Q,h)=gGh) =g(h)=0

Definicdo 7. Sejam os numeros hibridos Z; e Z,. O Produto Vetorial de dois niumeros
K x K - K, em que

hibridos Z; e Z, é definido como x
Zy X Zy = Z—lz—zg 414y
Do teorema 2 temos que
ZyZy = 29(Z1,Z3) — Z1Z,,

logo
27y X Zy = Z1Z5 — Zo7,

27y X Zy = Z1Zy — 29(Z1,Z3) + Z1Z,

2717, = 2Z1 X Z, + 29(Z1,Z,),

assim sendo temos
ZyZy =7y X Zy + 9(Z,,Z,).

Portanto, podemos escrever a seguinte tabela de produtos vetoriais para 0os nimeros

hibridos:
Tabela 6 - Produto vetorial dos nimeros hibridos
* |1 |1 £ h
1 0| —i —£ | —h
i |1 |0 h —& —1
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Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Nesta proxima sesséo trataremos do isomorfismo de matrizes e como este

isomorfismo propicia a representacdo dos numeros hibridos por matrizes = 2x2.

3.4 RELACOES E REPRESENTACOES MATRICIAIS

As matrizes que representam os numeros hibridos diferem de acordo com o
tipo e carater desses numeros. A importancia dessas representacfdes se fundamenta
na apresentacdo de um modo mais pratico de provar as formulas de Moivre e de

determinar, com tais representacfes matriciais, as raizes desses numeros hibridos.

3.4.1 A Representacéo Matricial dos Numeros Hibridos

Ja4 vimos anteriormente que a representacdo matricial € extremamente
importante a fim de facilitar a multiplicacdo dos numeros hibridos, uma vez que essas
matrizes e o conjunto de tais niumeros sdo isomorfos. Tanto é possivel escrever
determinada matriz a partir de um numero hibrido como também, a partir de uma
matriz, definir determinado namero. A classificacdo dessas matrizes se da de acordo
com o determinante e o discriminante da equacdo caracteristicas das matrizes

correspondentes 2x2.

Usando o isomorfismo entre os numeros hibridos e suas matrizes

correspondentes, fazemos

arnrcesam=aly Yea(ly oelt ralt

(6 o+ o+ € 29+ o)

(5 "aie)



48

Logo

a+c b—c+d).

<p(a+bi+ce+dh)=(_b+c+d 4—c

Teorema 3. O anel de nimeros hibridos K é isomorfo ao anel de matrizes reais
M2x2.

Demonstracao: Seja o mapeamento ¢ : K —» M,,, onde

a—c b—c+d)’

(p(a+bi+ce+dh)=(_b+c+d a—c

para Z =a + bi + ce + dh € K. Primeiro mostraremos que 0 mapeamento € um
isomorfismo de anel. Levando em conta a tabela de adicdo e multiplicacdo definida

para os numeros hibridos, as seguintes igualdades
(D 9 (Z122) =9 (Z1) ¢ (Z2)
(D @ (Zy + Zy) =9 (Z) + 9 (Z2)

sdo satisfeitas. Agora mostraremos agora que ¢ € bijetiva. De fato, se

¢ (Z) = ¢ (Zy)

paraZ; =a + bi + ce + dheZ,=a + b'i + c’¢ + d’h, entdo da igualdade de

)

matrizestemosquea=a’, b = b, c =c e d = d,logo Z, =Z, e ¢ é injetiva.

Por outro lado, para qualquer matriz real 2x2
_(a b
A= (c d)
h& um ndmero hibrido

Z=(5%) + (B0 + (55 + (59)h,
2 2 2 2
de tal forma que @(Z) = A, logo ¢ é sobrejetiva e, portanto, bijetiva. Assim sendo

concluimos nossa prova e verificamos que ¢ é um isomorfismo de anel.

Definicdo 8. A matriz ¢(Z) € M,4,(R) do nimero hibrido Z € chamada de Matriz
Hibrida de Z. Assim, de acordo com o isomorfismo acima, podemos escrever as

matrizes hibridasde Z, =1, Z, =i, Z; = ¢ e Z, = h, conforme abaixo:
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o=(; %) e@=(" ) e@=(; ) eom= ;)
Assim vemos por exemplo que, usando as igualdades
@ (th) = (i) ¢ (h)
-(5 0@ o)
- )
-G 2+ o)
=9 (i) + ¢ (h)

=@ (i + h),

temos que ih =i + h. Portanto podemos facilmente adicionar e multiplicar nimeros

hibridos usando as matrizes correspondentes

S I A G IR ) R R )

Teorema 4. Seja A uma matriz real M,,,, correspondente ao nimero Z, isto é, A=

¢ (Z). As seguintes igualdades sao verificadas:

2
Tr A)"—4detA
C(2) = detd, |1zl = /ldetA] e Ce(z)=""A7 .

Demonstracdo: Seja o numero hibrido Z = a + bi + ce + dh. Entdo temos

c—b+d a—c
=(a+c)a—c)—(b—c+d)(c—b+4d)
= |a® + b* — 2bc — d?|

= |a®+ b* — 2bc + ¢? — ¢* — d?|
=la®*+ (b —c)? — ¢* — d?|

=12Z]



50

=1C(Z)l.
A segunda igualdade se verifica a partir de
Ce(Z)=—=(b-c)* + ¢* + d*
=a* —a* — (b-c)* + ¢* + d?
=a?—[a*+ (b—c)*—c*—d?

2
=4Ta—(a2+ b? — 2bc + ¢?— ¢?— d?)

2

4a
= (a® + b* — 2bc- d?)

4a* _ 4(a*+b* = 2bc-d?)
4 4

_ 4a*— 4(a® + b* — 2bc - d?)
- 4

_ (Tr A)*—4det A
= ” :

onde TrA=2ae detA=C(Z2).

Corolario 4.1. O inverso de um numero hibrido Z € K existe se, e somente se, 0

det(¢ (Z)) # 0.
Facilmente vemos da definicdo de inverso de um numero hibrido Z, a saber,

1 Z
=Tt
que se C (Z) = det (¢ (Z)) = 0, Z n&o admite inverso.

Corolario 4.2. AA= (Tr A)? —4.detA é igual ao discriminante do polindmio

caracteristico da matriz A, dessa forma Ce (Z) = e

Prova. Partindo da igualdade abaixo obtemos o resultado esperado.

Ce(Z)=—=(b—c)*>+c*+d?
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=a’—a*—(b—c)*+c?+d?

_4a? —4a® — 4(b — ¢)* + 4c® + 4d?
B 4

_4a* —4[(@*+ (b—c)*—c*—dF
B 4

_(TrA)?-4C(Z)
B 4

_ (Tr A)2—4detA
B 4

Definicdo 9. A classificagdo dos numeros hibridos depende inteiramente do

determinante e do tragco da matriz correspondente 2x2.

Vemos que C (Z) =detA, logo se detA >0, detA =0ou detA <0, Zé um

namero hibrido tipo — tempo, tipo — luz ou tipo — espaco, respectivamente. Temos

, AA Tr A)*>—4 det A
tambémque Ce (Z) =— = (rA)*4deta

2 ” , logo

() Se (Tr A)? < 4detA, Ce(Z) < O0eZéelitico( complike);
(I)  Se(Tr A)? = 4detA, Cs(Z) = 0eZ éparabdlico( duallike);
()  Se (Tr A)? > 4detA, Cs(Z) > 0e Z é hiperbélico( hiperlike );

Lembremos que os numeros hibridos sdo associados a suas matrizes
correspondentes pelo isomorfismo de matrizes, onde uma matriz representa um, e
somente um numero hibrido. Se um isomorfismo distinto fosse usado, as equacfes
basicas da unidade real, dual, complexa e hiperbdlica também mudariam. Por

exemplo, se tivéssemos o isomorfismo

+d b+
@11 Ky = My, ¢1(ab,c,d) = (a_b a_ccl)'

teriamos

1 0

0l a+d b+c)

)+bites+dn=("T" OT¢

¢, (a,b,c,d) = ¢, (a + bi + ce + dh) =a(
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+ bi+ce+dh =
(6 o (

- a+d b+c)

—b a-d

bi+ce+dn=("F4 Prey_ (@ 9)

—b a-d 0 a

d b+c)

bi+cet+dn=(" "

bi+ce+dh=b(" )+c(§ )+a(i 2)

logo as matrizes representacfes das unidades real, complexa, dual e hiperbdlica

seriam

1oy ) io(C o)eco o) en=( 2

e as relacbes fundamentais seriam hi = —ih = 2e - i, 0 que facilmente pode ser

verificadas. Assim sendo, um novo conjunto de numeros hibridos seria definido como
K, ={a + bi + cs + dh, i?=-1, h? =1, ih = —hi = 2¢ - i}

de sorte que haveria um grande impacto nas estruturas que se conhece acerca dos
nameros hiperbolicos como por exemplo, nas rotagcdes no plano Lorentziano, cuja

matriz rotacao seria

cosh © + senh © 0 )

cosh © + hsenh 6 = ( 0 cosh © — hsenh ©

observando que a mudanca em relagcdo a matriz rotacdo tradicional no plano
Lorentziano se da em funcdo da incompatibilidade da matriz representacdo da
1 O)

unidade hiperbdlica, a saber, h & (0 _1

3.4.2 As Representacdes Polares dos Numeros Hibridos

A representacao polar de um numero hibrido esta diretamente relacionada ao
tipo e carater deste numero, o que indica que esta representacdo dependera se 0
namero hibrido é eliptico, hiperbdlico ou parabdlico, e indica também que ndmeros
hibridos tipo — espaco, tipo — tempo ou tipo — luz tém representacdes diferentes.
Assim sendo, trés teoremas distintos apresentardo as representacdes polares dos

numeros hibridos.
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Teorema 5. Cada numero hibrido eliptico pode ser escrito como
Z = ||Z]|(cos © + Vysen 6)

onde V, =% e VZ=-1

Demonstrac&o: Se o numero hibrido Z =a + bi + ce + dh é eliptico (C:(Z) <
0), entdo o vetor hibrido €, = ((b- ¢),c,d) € R® é tipo — tempo (C(Z) >

0), logo cada namero hibrido € timelike. Assim sendo, temos
C.(Z)==(h-c) +c*+d*<0
=b-0c)?—-c*-d?*>0

=a’+b-0c)-c?-d?*>0
=CZ)>0

0 que Nos permite escrever

1Zl =va® + (b-c)2 — 2 —d* e N(Z)=+/(b-c)?— c2— d2.

Do plano hibridiano temos que

a N (2) bi+ce+dh
c0sO =—, senb =—:r= e Voy=—F7—
121l A 0 N (2)
Assim sendo
Z =a + N(Z)VO

= cos O ||Z|| + sen B]|Z]||V,
= ||Z||(cos® + V,senO).
Teorema 6. Cada numero hibrido hiperbdlico Z pode ser escrito como

+||Z||(senh © 4+ V, cosh ©), se Z for tipo — espago
Z =1 t||Z||(cosh© + Vysenh ©), se Z for tipo — tempo ,
a(1+V,), seZ for tipo — luz

V(Z)

onde VO = W

eVi=1.
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Demonstracgdo: Se o nimero hibrido Z = a + bi + ce + dh é hiperbdlico, entdo

Ce(Z)>0e N2 = \/—(b —¢)% + ¢% + d? Por outro lado, o carater de Z pode ser
tipo — espaco (C(Z) < 0), tipo — tempo (C(Z) > 0) ou tipo — luz (C(Z) = 0).

Portanto, n6s devemos examinar cada caso separadamente.

(i) Se Z é um namero hibrido hiperbdlico tipo — espaco (C(Z) < 0 e Ce (Z) > 0, logo

NZ)=+-(b=c)2+c2+d*e ||Z|| =+—a?—(b—c)? + c? + d? Temos ainda que
© é o angulo entre o vetor posicdo de Z e o eixo hibrido, de modo que, do plano

hibridiano, temos

coshe=%, senh © =ﬁ e =%.
Assim sendo
Z=a+N(2)V,

= senh O||Z|| + cosh 6||Z]| V,

= ||Z||(senh © + cosh BV,),
com

v, = bi+ce+dh
N (2)

(ii) Se Z é um numero hiperbdlico tipo —tempo (Ce (Z) >0 e C(Z) > 0), entdo

N@Z)=+-(b—-0c)2+c2+d? e ||Z|| =+ a®+ (b —c)? — ¢ — d% Temos ainda que 6

€ 0 angulo entre o vetor de posicao de Z e o eixo real, Logo Z pode ser escrito como
Z = t||Z||(cosh © + V,senh 6)

onde

_ bit+ce+dh

cosh© = = senhezM Vo =
N (Z)

1Z11” 11l
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(iii) Se Z € um numero hibrido hiperbdlico tipo — luz (Ce (Z) >0 e C(Z) =0),
entdo a® + (b- ¢)* — ¢* — d* =0,mascomo (b- c)?— c? — d? <0, concluimos

que a® > 0¢e ||Z|| = 0, logo

N(Z) =+—-(b—c)?+c?+d?
N(Z)? =—=(b —c)? + c? + d*
N(Z)*—a*=—a*—(b—c)* +c* + d?

a?—=N(Z)?=a’+(bh—-c)>—-c?>—-d?’=0

a=N(2),
logo
Z=a+ N(2Z)V,
=a+al,
=a(l+71,),
onde

_ bi+ce+dh _ V(2)
T N@ O a

Vo V¢ =1.

Exemplo 7. Determine a forma polar do nimero hibrido Z; = 3 + 2i + ¢ + 2h.
Vejamos que
C(Z)=a*+ (b —-c)*—c?-d?
=32+2-1)2?-1%2-2%
=94+1-1-4

=5>0

Ce(Z)=—-Mb-0)?+c*+ d?
=—2-1)7%+ 1% + 2°
=12+ 12422

=4>0,



logo Z; € um numero hibrido hiperbdlico tipo — tempo.
ho 3 ho v 2i+ e+ 2h
coS =—, sen = — e =
Vs V5 ° 2
Assim sendo Z; sera escrito como

Z, = ||Z||(cosh ©® + V, senh ©)

com V¢ = 1.

Exemplo 8. Vamos determinar a forma polar do numero
Z=3+ 20 + ¢ +3h

C(Z)=32+(2—-1)2—12 — 32
=9+1-1-9

=0

Ce(Z) =—12+12% 4+ 32
=9>0,
logo Z € um namero hibrido hiperbdlico tipo — luz. Assim
Z=a(1+V,)

=3(1+4Vp)
=3+ 3V,

onde

IZIl =0, N(Z) =3eVE=1.

56

hibrido

Exemplo 9. Escreva o numero hibrido Z =1 + i + 2¢ + 3h em sua forma polar.
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C(Z)=1>+(1-2)>—-22-32
=1+1-4-9

=-11<0

Ce(2) =—(1-2)2+2%+32
=—-14+4+9
=12>0,

logo Z é um numero hibrido hiperboélico spacelike, assim sendo Z podera ser escrito,

em sua forma polar, como

Z = ||Z||(senh © + V, cosh ©)

1 V12
=m<m+v"m>
=1+ V12V,
onde
sen® = —, cos O = E, IZ]l = V1l e N(Z) = V12,
Vi1 Vi1
com V2 = 1.

Coroléario. Sempre que um namero hibrido hiperbdlico Z = a + bi + ce + dh néo

for tipo — luz, isto €, C(Z) # 0 e Ce(Z) > 0, Z pode ser escrito como

Z = Kp(cosh© + Vsenh 0),
onde

1,se Z for tipo —tempoea > 0
—1,se Z for tipo —tempoea <0
K= ,
V,seZ for tipo — espacoea > 0
k —V,se Z for topo — espagoea <0
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+ N (Z)

a bi + ce + dh
p=||zu,e=1n] : - 2rera

’eV N (2)

Teorema 6. Todo numero hibrido parabdlico pode ser escrito como
Z = ||Z|l(e + Vo)
onde

_V@

Vo = Tz VE=0 e €e=sgn(S(2).

Demonstracdo: Se o numero hibrido Z = a + bi + ce + dh é parabdlico, entao o vetor
hibrido £, = ((b — ¢),¢,d) € R?® de Z é um vetor tipo — luz, isto significa que C.(Z) =

0, por conseguinte, [|Z|| = |a]. Assim sendo, de acordo com o sinal de a, 0 nimero

Z = |Zli(e + Vo)
representa Z, onde

V(2)

Vy=—2
° iz

VOZ = 0.

Exemplo 10. Seja o numero hibrido Z =2 + 8i 4+ 3¢ + 4h, um numero hibrido
parabolico tipo — tempo,com C(Z) =4 > 0eC.(Z) =0..Sendoa = 2 > 0, Z pode ser

escrito como

Z=2(1+V)
onde
8i + 3¢ + 4h
Vo= ———— e V¢ =0.
2
Teorema 7. De acordo com o tipo de um numero hibrido nao — tipo — luz Z =

a + bi + ce + dh, 0 argumento © desse numero hibrido pode ser definido da seguinte

forma:
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N (Z)

T — arctyg a Sea <0
0= N (2) ,se Z for eliptico,
arctg Tal sea >0
0= ln%,se Z for hiperbdlico
e
0=11 sez for parabdlico.

Iz’

O argumento 6 de Z é o valor do angulo entre o vetor de posicéo do referido
numero hibrido e os eixos hibrido ou real, de acordo com o carater de Z,

tipo — espaco ou tipo — tempo, respectivamente.

Seja 0 numero hibrido Z; = -3+ 2i + ¢+ 2h. Percebemos a priori que
C(Z))=5#0 e C.(Z;)=4>0 e portanto, Z; € um numero hibrido nao tipo —

luz hiperbélico. Temos ||Z;]| = V5 e N(Z;) = 2, logo

_ ln|a+N(Z1)| _ nﬁ
IZ I 5°

As coordenadas hibridianas de Z; sdo (—3,2) e encontram-se sobre a hipérbole de

equacdo x2 — y* = 5. O argumento de Z, é ln% e O esta entre o vetor posi¢ao de Z;

e 0 eixo real.
Semelhantemente, o argumento do numero hibrido eliptico tipo — tempo

Z=—-1+4+3i+e+h

N (Z
0= n—arctgL:n—arctg\/z

la]

uma vez que a a=-1<0 e N(Z) =+2. As coordenadas hibridianas de Z s&o

(-1, V2) e estdo contidas no grafico do circulo de equacdo x2+ y? =3. Como
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C(Z) = 3 > 0, logo o numero hibrido Z é tipo — tempo e 0 angulo 6 esta contido entre

0 vetor posicao de Z e o eixo real S(Z).

E por fim, tomando como exemplo o numero hibrido parabdlico
Z =2+8i+ 3¢+ 4h, uma vez que C(C.(Z) =0, seu argumento é 6 = 3/2 e suas

coordenadas séo (2,3), comV, = 81+32—£+4h =eVZ=0.

A tabela a seguir sintetiza cada teorema para um determinado numero hibrido

unitario ja apresentado até aqui:

Tabela 7 - Formas polares dos nameros hibridos

FORMA POLAR CARATER
TIPO Tipo-espago Tipo-tempo Tipo-luz
Eliptico [0) cos © +Vysen © )
Hiperbdlico senh © + Vycosh © cosh©® + Vysenh © a(l+Vy)
Parabdlico 1) (e + V), € = sinal S(Z) 1)

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Teorema 8. Todo numero hibrido hiperbdlico nio — tipo — luz Z pode ser escrito

comoinZ=Inp + Ve.

Demonstracdo: Sendo Z = k p(cosh©® + V senh®), comk € {1,—-1,V,-V} e p = ||Z||,

procedemos a derivacdo de Z conforme segue:
dZ = k[p’ (cosh® +V senh ©) + p (cosh© + V senh )]
=k [dp (cosh©® + V senh©) + p (senh© + V cosh 0) dO]

= k(cosh© + V senh©)dp + kp (senh© + V cosh ©) d©

__ kp(cosh©+V senh0)dp
p

+ Vkp(cosh © + Vsenh ©)dO

Zdp

=—+4VZdo
p

= z(%p+ Vde)
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e a equacao logaritmica pode ser escrita como

dz
|5 f—+vfde
InZ=Inp + Ve.

E possivel escrever ainda Z em funcéo de Euler partindo da forma logaritmica de Z,

conforme segue:
ImZ=Inp +Ve

Inz Inp+VO0

e =e
ean — elnp_eVO

Z = pe¥?,
Exemplo 11. Escreva o numero hibrido Z =3 + 2i + ¢ + 2h na forma logaritmica.

Temos que ||Z]| =+/5, C(Z) =5 > 0 e Ce(Z) = 4 > 0, portanto Z é um namero hibrido

hiperbolico tipo — tempo, assim sendo Z pode ser escrito na forma polar

Z =+/5(cosh © + Vsenh ©) ,

onde
=nV5eV =2i+£2—+2h,comV2 =1.
Entéo de
ImZ=Inp + Vo
Temos
an=ln\/§+2i+;—+2hln\/§,
:ln\/§(1+2i+;+2h>

n\/_

(24 2i+ &+ 2h).



62

3.5 FORMULA DE MOIVRE PARA OS NUMEROS HIBRIDOS

Teorema 9. Seja o numero hibrido Z=x+Vy, com V2?e{-1,0,1},

nao lightlike.

Z™ = p™ (cos n® + Vsennd) , se Z for eliptico
Z™ = k™p™ (cosh n© + Vsenhn®), se Z for hiperbolico
Z" = p" (e + ne™ V)", se Z for parabdlico

onde
©=argZe=sinal (S(2),p=IIZllek € {1,—-1,V,—V}.
Obs: Se Z = a(1 + V) € um namero hibrido ltipo — luz, entdo
Z" =am2" 1+ V).

Demonstracdo: Seja Z um numero hibrido hiperbdlico néo tipo — luz. Mostraremos

por inducao sobre n que
Z™ = k™p™ (cosh n© + Vsenhno).

Verifique-se que, se n =1, Z = Kp (cosh 6 + Vsenh ©), logo a igualdade € verdadeira
para n = 1. Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para um certo n > 1,

devemos provar entdo que a igualdade também é verdadeira para n + 1.

7= 77l = knpn (cosh n© + Vsenhn®) k p (cosh® + Vsenh 6)

= K™ 1p"*1(coshn6 cosh © + V2senhn® senh 6 +
Vsenh n® cosh © + Vsenh O cosh nO)

= K™*1p"*1(coshn® cosh® + senhnd senh © + Vsenhn® cosh® +
Vsenh © coshnB)

= K"*1p"*1[cosh(nd + 6) + Vsenh(né + )]
= K"*1p™"*1[cosh(n + 1)6 + Vsenh (n + 1)8].
Paran = 0, a férmula vale, pois, sendo K° =1, p® = 1,cosh0 = 1 e senh 0 = 0, temos que

Z° = k%% (cosh(0.6) + Vsenh (0.8))

1(1+V.0)
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= 1.
Sejan < 0 um inteiro. Entdo —n > 0e Z" = (Z~1)™™. Como

Z

Z_IZC(Z)

11
= —— (cosh© — Vsenh ©)
kp

= k™ 1p~1(cosh(—8) + Vsenh (—6)),
temos
@™ "= (0™ (cosh (—m)(— ©) + Vsenh((—n)(—6))
Z" = k"p"(cosh(n®) + Vsenh (n®)).
logo a igualdade vale para todo n € Z.

Uma vez que

Z7 = k7 'p71 (cosh © — Vsenh©)
podemos escrever
Z7" = k™"p " [(cosh (n©) — Vsenh (n0)]
= k™"p "[(cosh (—nm ©) + Vsenh (—n8)].

Similarmente as férmulas de Moivre podem ser provadas para 0os numeros hibridos

elipticos e parabdlicos.

Teorema 10. Todo numero hibrido Z tipo — luz pode ser escrito como A
a"2"1(1+V),sendo Z = a(1 + V).

Demonstracao: Recorreremos a inducao para provar a igualdade acima. Vemos que

a igualdade vale para n = 1. Admitindo por hip6tese que Z" é verdadeira, temos

ZMl =77 = a2 Y1+ V)a(1 + V)
— an+12n—1(1 + V)Z
= a"t12"" (1 + 2V 4+ V?)

=a"12" 11+ 2V + 1)
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= a™*12""1(2 + 2V)
= a"12"12(1 4 V)
= a™12"(1+ V),

logo Z™ = a™2™"1(1 + V) vale para todo n.

Exemplo 12. Seja o nimero hibrido Z; = v/2 + 3i + ¢ + h. Determine Z°.

Devemos a priori escrever Z; em sua forma polar. Como C,(Z) = -2<0e (C(Z) =
4 > 0, portanto Z € um numero hibrido eliptico e tipo — tempo, logo Z pode ser escrito

na forma polar como

4 V2 4
com
_ 3i+e+h 2 _ 4
0 \/E Vo
Portanto

20 = 20oos 10(2) # 2D 10 (7

V2
= 210 (coss—ﬁ+—3i+£+h sen 5—T[>
B 2 NG 2
_210<3i+s+h>
V2

=2°V2(3i + € + h).

3.6 RAIZES DOS NUMEROS HIBRIDOS

As raizes de um numero hibrido serdo examinadas do mesmo modo que as
raizes dos quatérnios. As raizes serédo determinadas de acordo com o tipo do nimero
hibrido, que pode ser eliptico, hiperbdlico ou parabdlico, e com o seu caréater, que

pode ser tipo — espaco, tipo — tempo ou tipo — luz. Seja W € K e n € Z*. O niUmero
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hibrido Z € K que satisfaz a igualdade Z™ = W ser4 chamado de raiz n-ésima de W.
Portanto as raizes de W € K serdo estudadas em dois casos separados, um quando

W nao for tipo — luz e outro quando W for tipo — luz.

Teorema 11. Seja W =a + bi + ce + dhum nimero hibrido que ndo € um tipo —

luz. Assim sendo as raizes de W serdo dadas conforme segue:

1. Se W é um numero hibrido eliptico, entdo W = p (cos 6 + V sen 6) tem n raizes

e estas séo dadas por

Zy = '{/E (cos e+§k” +V sen e+§k”)

ondem=20,1,2,..,n—1.

Demonstracéo: Se o numero hibrido W é eliptico, entdo W = p (cos©® + Vsen©0) e
V? = —1. Suponhamos queZ = p, (cos x +Vsen «) seja uma raiz n-ésimada
equacao Z" =W, logo pelo teorema 2.20 temos que

Z" = p}(cosnx +Vsennx)=p(cos® + VsenB),

portanto

pr=p =>p,= % e nx=0+2kn :>o<=e+%kn,

Assim sendo, substituindo p, e «« em Z obtemos

_n 6+2km 9+2k1‘[)
Z, = \/E(cos - + Vsen —)-

2. Se W é um numero hibrido hiperbdlico, entdo tal nimero hibrido é definido por

W = pk (cosh® + Vsenh ©) e tem suas raizes da forma

% (cosh g + V senh g) ,sen é impar

Zy = k% (cosh §+Vsenh g) ,senépareW éTipo — tempo coma > 0

Nao ha raizes nos outros casos

onde K € {1,—1,V,-V}.



66

Demonstracdo: Sendo W € K da forma W = pk (cosh©® + Vsenh 6) um numero
hibrido  nao-lightlike, temos entdo que V?=1. Suponhamos que
Z = k,p, (cosha + Vsenha), K €{1,—1,V,—V} seja uma raiz n-ésima da equacgéo

Z™ = W, logo pelo teorema 2.20
Z™ = kI}p} (coshna + Vsenhna) = pk (cosh©® + Vsenh6),
de modo que:
(i) Se n é um numero impar, entdo k} = k, uma vez que V2 = 1, assim a igualdade

k,p? (coshna + Vsenhna) = pk (cosh© + Vsenh 6)

sera satisfeita se e somente se k, = k. Entéo

pr=p = p,="fp

]
no=60 =>a= -,
n
. L . n e 0
de onde concluimos que se n é impar, Z = %/p (cosh —+ V senh ;) .

(ii) Por outro lado, se n € um numero par, k} = 1. Neste caso teremos a igualdade
p? (coshna + Vsenhna) = pk (cosh® + Vsenh 0),

em que k deve ser 1 a fim de se obter solugéo para a igualdade. Fazendo, portanto,

pr=p=p,="/p

non=0 =ua= o
n
obtemos para n par
n S} [S)
k/p (cosh ;+ V senh ;), Ke{1,-1,V,-V},

observando-se que, umavez que K = 1, que Z = a + bi + ce + dh € um numero

hibrido Tipo-tempo com a > 0 e h& quatro raizes quando n € par.
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3. Se W é um nimero hibrido parabolico, entdio W = p (e + V), € = sgn (5(2)), e

suas raizes sao da forma

|4

{( ’i/; (e + 5) ,sen éimpar

V
+7/ -, 6 | >0
+%/ep (e+n) senéimparece

kNéo ha raizes nos casos em que e < 0.

Demonstracdo: Se W é um nUmero hibrido parabdlico, entdo V? =0,

W=p(e+V)ee =sgn(5(Z)). Suponhamos que
Z=p,(e+oV)
seja uma raiz da equacao Z" = W, entao

" =pl (" + e lneV) = p(e+V).

Assim sendo,
pz€" = pe
prele™ = pee™
pz = pe "
p, = VeTp
e

€ Inepz = p
€ Inepz = pze"

np =1

1
(p:

;.
1. Se n é um ndmero impar, n — 1 é par, logo €®! > 0 e a raiz de W sera dada por

Z=‘{/E(e+%).
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2.Se n é par, entdo n — 1 é impar, com €1 > 0ou €"! < 0. Portanto a raiz de W

sera dada por

\%
Z=+n - | >0I
_,/ep (e+ n) com €

isto é, quando n for par W € K terd Z como raiz se, e somente se a parte escalar de W

€ positivo.

Seja o numero hibrido hiperbolico tipo —tempo W = 3 + 2i + ¢ + 2h. Vamos

calcular vVi¥. O nimero hibrido W tem ||Z]| =5 e N (Z) = 2, logo W em sua forma

polar é escrito como

w =45 (cosh 8 + Vsenh 0)
onde

204+ €+ 2h
cosh© = :f’

, senh © = el

Gl
Gl e

Das relagBes trigonométricas hiperbdlicas

5] S]
(i) cosh® = cosh? > + senh? >

.. ) )
(ii) cosh? - - senh? > =1
temos

S 0
cosh©® = cosh? > + cosh? 5 1

)
cosh©® = 2cosh? 5 1

hze_ cosho+1
cos > = >
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e de (ii) temos

i (5 5);
4= VW = kN5 (cosh 2+ semh
- 5 [+ D iev o D)
(G D i - D))
[l 2w o913
(s e [1fie-9),

Assim sendo

Temos ainda que
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/(3+\/§ =j§+\/§

-

portanto

7, = k 5+1+V51
k= T2 2 |2 2 |2

=4[5+ D +V(E5 - 1]

[ENN

paraK € {1,—-1,V,-V}.

Sejaonumero W = 2 + 8i + 3¢ + 4h um numero hibrido parabolico Tipo-luz. W

8i+3&e+4h

pode ser escrito em sua forma polar como W =2 (1 +V),ondeV = , Uma vez

que N (Z) = a = 2 e V? = 0. Podemos ver que VW e YW podem ser escritos como

8i + 3¢ + 4h
Zy= VW= V2 1+—§
8i + 3¢ + 4h
g (14 e
4
e
8i + 3¢ + 4h
Yw =32 1+—§

— W(l + 8i+3£+4h).
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Teorema 12. Se W é um numero hibrido tipo — luz, entdo W = a (1 + V) e suas

raizes sdo dadas por:

|( N2a )
+ (1+V),senépar
z=1 2

N

a
L 3 (1+V)sen éimpar

Demonstracdo: Suponha que W seja um namero hibrido Tipo — luz, assim W ser&

da forma W =a(1+V), V2=1. Seja Z=c (1+V) uma raiz de W, logoZ" = W.

Usando o teorema 2.20 temos
"= c" 21 (14 V).
Assim sendo
Zn=Ww
214+ V) =a(1+V)
ch2n-1l = ¢4

a
T on-1

e se n for impar, ¢ =

+ 12 12
portanto se n for par, ¢ = = V2a ‘/z_a .

Exemplo 13. Determine as raizes quadradas do namero

Z =2+6i+3e+ 2h.

Como Z € um numero lightlike, ele sera da forma

hibrido
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wW=20+V)
onde

2

_ 6i+3e+2h
-2

Portanto, do teorema acima, as raizes procuradas sao

6i + 3¢ + 2h
Zi =1+ —————
2
e
5 60 + 3¢ + 2h
2 — 2 "
E possivel expressar nimeros hibridos como uma base {€,,€,}, em que €, e
€, sdo componentes hibridos de tal base, que satisfaz as condi¢des ||€,]| = [|€,]| =

e e, =0, ez=e, e e32=e,, sendo tal base chamada de idempotente. Como
e,e, =0, os vetores representativos destes numeros hibridos sdo vetores
ortogonais entre si. Uma vez que um numero hibrido hiperbdlico pode ser expresso
como uma base idempotente, veremos como € possivel encontrar as raizes desse
namero de acordo com tal base, sem considerar o uso da férmula de Moivre. Sejam

0s numeros

pertencentes ao conjunto dos nimeros hibridos hiperbélicos, em que V? = 1. Uma

vez que
c(e;)=c(e;)=0,

€, e €, sdo numeros hibridos nulos. Estes dois nimeros sao ortogonais entre si,
portanto, cada numero hibrido hiperbélico Z = x + yV pode ser escrito como uma

combinacdo linear de €, e €, , isto €,

Z=(X_J’)e1 +(x+}7)e2,
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dessa forma, fazendoz_ = x—y ez, = x+y temos
Z: Z_el + Z+e2 .

Um numero hibrido naforma Z = z_ €, + z, €, também pode ser escrito na

forma

zZ, +z_ z, —z_ zZ, +z_ Z, —Z_
Z=<+ + ): + 4 %

uma vez que

zy +z.  (x+y)+(x—y)
2 - 2
_ 2x
)
=X

sendoZ =x+yVeV =€, —€,.

Definigdo 10. O conjunto

1=1{e, = e, = 1Y,

sera uma base para o conjunto dos nameros hibridos hiperbdlico no plano hibridiano

e sera chamado de base nula ou base idempotente.

As coordenadas de um numero hibrido hiperbdlico Z = x + yV relativo a base
{e, e,} seréo chamadas de coordenadas nulas de Z, isto é, as coordenadas nulas

deZsédoZz, = (z_,z,).
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Seja, por exemplo, o nimero hibrido Z =3+ 2i+ €+ 2h. Sendo a=3 e

2i+ €+2h

N (Z)=2,temos Z =3+ 2V,onde V = , logo as coordenadas nulas de Z séo

Z, = (1,5).

Podemos ver que Z também pode ser escrito como uma combinacao linear de

€, e €, do seguinte modo,

Z=1 (%) +5 (%) comV =22 §+2h.

Sejam dois numeros hibridos hiperbdlicos Z, = (z_,z,)e W, = (w_,w,) no
plano hibridiano abrangido por {1,V}. A igualdade destes dois numeros hibridos esta

definido como
Zn =W, © (z_,z;)=(w_,wy) & z_ =w_e z, = w,

As operacdes de adicdo e de multiplicacdo também podem ser definidas usando as

coordenadas nulas conforme abaixo:
Iy +W, = (z_,z.))+(w_o,wy) =(z_ + w_, z, + w, );
Zy Wy = (z_,2z4).(wo,wy ) = (2o wo, zp wy )

Exemplo 14. Sejam os numeros hibridos hiperbdlicos Z = 3 + 2V, cujas coordenadas
nulassédo Z, = (1,5)eW =5+ 2V’, de coordenadas nulas iguaisaW,, = (3,7) no

plano hibridiano abrangido por {1,V}. Determine Z,, + W,, e Z,, . W,,.
Zy +W, = (1,5)+(3,7)=1+3,54+7) =(4,12) =4+ 12V
Z, W, = (1,5).(3,7) = (1.3,5.7) = (3,35) = 3+ 35V

Teorema 13. Seja Z = x + hy um numero hibrido hiperbdlico de coordenadas nulas

Z, = (z_,z,). Assim sendo temos:

(i) O conjugado de Z,, € Z,, = (z;,z_).

(ii) O caraterde Z,, € ZZ = z_.z,.

(iii) Anormade Z, é ||Z, || = II(z—, z. )|l = /I z—.z, |.

(iv) O inversode Z, é Z;* = (Z71,Z{1).
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(v) Z7' = (ZIF, Z™) se m for impar e Z* = k(Z}*, Z™) se m for um nimero par, onde
me Zek €{1,—-1,V,-V}.
Demonstracao:

(i) Seja Z=z_€, +z,€, =z_ (%) + z, (%) Como o conjugado de

Z=x+hy éZ = x — hy, temos que

I1=2_€ +2z,€,
= (5)+ = (%)
) )

= z,€, +z_€,,
logo sendo Z,, = (z_,z,), Z, = (z4,z_).
(ii) Efetuando a multiplicacdo simples de Z = x + hy por Z = x — hy temos
c(2) =277
= (x + hy)(x — hy)

= x? + xyh — xyh — h?y?, comh? = 1

— x2 _ thZ

= 52 _yz
=x-y)(x+y)
= ZzZ_2Z,,

COMO Se queria provar.
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(iii) Observemos que a norma de Z é ||Z, || = +/|C(Z)|, por tanto, de (ii) temos que

1Z 1= V12— . 24 |.

(iv) Seja Z, = (z_,z,) um nuamero hibrido hiperbolico ndo nulo, portanto z, # 0 e

z_ # 0. Assim,

(v) A prova deste resultado se da através da multiplicacdo simples dos numeros
hibridos.

Corolario Seja o numero hibrido hiperbdlico Z = x + yV de coordenadas nulas

Z, = (z_,z,). Assim sendo as raizes m-ésimas de Z séo

(2™ zym  zu/m _ gzi/m

2 * 2
1/m __
I = ZY/™ 4 zm  gi/m_ z1/m
k 2 * 2

V,sem for impar

V),se m for par

commeZek €{1,-1,V,V}.
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Exemplo 15. Seja, por exemplo, o niumero hibrido Z = 13 — 8i — 12¢ — 4h. Determine

VZ e VZ.

Como N(Z) =12 >0, Z é hiperbdlico, portanto, para calcular vVZ e YZ devemos

recorrer ao corolério 2.26. Podemos escrever o referido nimero hibrido hiperbélico

2i+3&+h

comoZ =13 —-12V,comV =

.Sendo z__1e z,_25, temos que
ZY? = (13 — 12V)/?

— (251/2' 11/2 )

11/24251/2  11/2_951/2
=k< SR Sl v)

(1 + 5+1—5V)
2 2

=k(3-2V),

emquek €{1,—1,V,—V }. Assim sendo, as raizes quadradas de Z = 13 — 12V sado

obtidas a partir de k (3 — 2V ) pelas substituicdes de k e V, conforme segue:
. 2i+3&e+h 4. 2
) 1[3-2(3=2)|=3-%i-2e-2n

2i+3&+h

(i) —1[3 - 2( ) =-3+3i+2e+2n

2i+3e+h

(iii)V(3—2V)=3V—2V2=—2+3V=—2+3( )=—2+2i+3e+h

2i4+3e+h

(v)—V (3-2V) = —3V+2v2=2-3V=2-3( )=2-2i-3:—h
De modo analogo temos
713 = (13— 12V )1/3

— 251/3’ 11/3)

1+ 325 1-%25
=——+——V
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_ 1+ 325 + (1—%/%) (2i+3s+h)

2 2 3

1+ 325 [1-¥VY25\ [1-¥25 1- V25
= ) +< ) >l+<T>8+<T>h

3.7 OS NUMEROS HIBRIDOS E A CLASSIFICACAO DE MATRIZES

J4 vimos na terceira secdo que um numero hibrido Z € K pode ser
perfeitamente representado por uma matriz 2x2 e que sua classificacdo pode variar

de acordo o tipo e carater no numero hibrido. Como as igualdades

(trA)%—4detA
4

C(Z)=detAe(C.(Z) =
sao satisfeitas vemos que o tipo e carater de Z depende do determinante e do traco

da matriz ¢ (Z) = A.

Definigcdo 11. Uma matriz A pode ser classificada de acordo com o determinante e o

traco da matriz A, conforme segue abaixo:
SedetA > 0,amatriz A é tipo — tempo

SedetA < 0,a matriz A é tipo — espago .
SedetA = 0,a matriz A é tipo — luz

De acordo com o tipo do numero hibrido, conforme a segunda secao, ndés
podemos classifica-lo em eliptico (C.(Z) < 0), hiperbdlico (C.(Z) > 0), ou parabdlico
(Ce(Z) = 0).

Definicdo 12. Uma matriz A correspondente ao namero hibrido Z pode ser:

hiperbélica, se (trA)? — 4 detA > 0
eliptica, se (trA)? — 4 detA <0
parabdlica, se (trA)? — 4 detA =0

Seja, por exemplo, a matriz A = [; i] correspondente ao numero hibrido
5 7. 3 2 p
Z = e R 5h. ComodetA =—-17 < 0e (trA)* — 4 detA = 109 > 0, ¢(Z) € uma

matriz hibrida hiperbdlica spacelike. Ja a matriz B = [_51 _91] correspondente ao
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nimero hibrido W =2+ 8i +3s+4h. O detB=4>0 e (trB)?2 — 4 detB = 0, logo

¢(Z) € uma matriz hibrida parabdlica tipo — tempo.

Podemos ainda definir os autovalores e os auto vetores da matriz ¢(2) = A.
Sendo | a matriz identidade, A sendo a matriz correspondente ao namero hibrido

Z = a+ bi + ce + dh e ¥ um auto-vetor associado ao nimero hibrido Z, temos

AV = AV

AD = AP
AD — AP =0
(A—ADB =0

Uma vez que a igualdade acima é um sistema homogéneo e ¥ um autovetor,
v # 0, esse sistema é possivel e indeterminado, sendo uma de suas solucées a

solucéo nula. Assim sendo, det(A — AI) = 0, logo

(455a "2 D=0

a+c—A b—c+d
|

c—b+d a—c—/1|=0

(A+a)+c d+(b—-c)]| _
d—(b—-c¢) (—A+a)—cl

[((2+a)+c][(-2+a)—c]-[d=(Db-0)][d+(b—-c)]=0
(-2+a)?—-c?2-[d*-(b—-0c)?*]=0
(-A2+a)?—-c?—-d*’+(bh—-0¢)?>=0

A —2ar+a’+(b—-c))-c?—-d?*=0

_ —(—2a) £ J(2a)? —4[a? + (b — c)? — c? — d?]
B 2

A

. 2a ++/4a% — 4a? + 4[—(b — ¢)? + c? + d?]
B 2
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_2at JA[=(b — ¢)? + c2 + d?]

A 2
2a + 2,/C.(Z)
1=
2
A=a+.C.(2),

assim sendo temos A; = a + /C.(Z) e 1, = a — /C.(Z) sdo os autovalores da matriz
¢(2).

Se considerarmos a igualdade (A — AI)% = 0 para A = a + +/C.(Z) temos
Nfatc—A b—c+d\/x\ _ (0
(1)<c—b+d a—c—/11>(y)_(0)

a+c—(a++C(2)) b—c+d (x)_(o)
c—b+d a—c—(a+\/C€(Z)) y

<a+c—a—\/C£(Z) b—c+d )(X)_(O)
c—b+d a—c—a—m i

(c—,/CE(Z) b—c+d >(x) (0)
c—b+d —c—.C(2) y 0

(c —,/CE(Z))x +b—-c+dy=0
(c—=b+d)x— (c+w/C£(Z))y =0

logov; = (b—c+d, c—+/C(2)) ev; = (¢ +/Cc(2), c — b+ d) sdo autovetores
associados aos autovalores A; = a +/C.(Z).

‘. a+C—).2 b_C+d X
(”)(c—b+d a—c—lz>(}’)

a+c—(a—\/m> b—c+d x
c—b+d a—c—(a—m) (

(o)

a+c—a++C.(Z) b—c+d X\ _ (0
< c—b+d a—c—a-+ Cg(Z)>()_()
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c+.C.(2) b—c+d X\ _ (0
(c—b+d —c+ CS(Z)>(y)_(0)

(c+C(@))x+B—c+d)y=0
(c=b+d)x+ (c —,/CS(Z))y =0

logo vy = (c—b—d,c+/C:(Z) ) ev; = (c ++/C.(2), c — b+ d) s&o autovetores
associados aos autovalores A; = a + /C.(Z).

Assim sendo, fazendo A,= (trA)? — 4 detA , que corresponde ao discriminante
da equacéo polinomial caracteristica de A, vemos que se A, < 0 0os autovalores 1, e
A, sdo numeros complexos, se A, > 0 os autovalores 4, e 1, S80 humeros reais e se
A, =0 os autovalores A, e A, sdo iguais, dessa forma, os numeros hibridos

correspondentes a matriz A séo

Elipticosse Ay, < 0
Hiperbodlicosse Ay > 0.
Paraboblicosse Ay =0

Da mesma forma que classificamos um numero hibrido, podemos classificar
qualguer matriz 2x2 correspondente a tal nimero, considerando o isomorfismo entre
0os numeros hibridos e as matrizes quadradas 2x2. Portanto podemos escrever a

seguinte tabela:

Tabela 8 - Classificacdo de uma matriz hibrida

A detA>0 detA=0 detA<O0
(trd)? < 4 detA Timelike eliptico 1) 1)
(trA)? = 4detA | Timelike parabdlico | Lightlike parabdlico )
(trA)? > 4 detA | Timelike hiperbdlico | Lightlike hiperbélico | Spacelike hiperbdlico

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Podemos observar que a matriz rotagéo no plano euclidiano

[cos 0 —senb
sen® cosHO
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é eliptica uma vez que
Ay= (2 cosB8)? — 4detA = 4cos?0 — 4 < 0,com cos?0 < 1.
A matriz rotacdo no plano Lorentziano

[cosh 0 senh©
senh©® cosho©

€ hiperbdlica pois
A,= (2 cosh8)? — 4detA = 4cosh?0 — 4 > 0, com cos?0 > 1.

Temos, por fim, que a matriz rotacdo no plano galileano

P
€ parabdlica uma vez que

Ay=22—-4=0

Ay=4-4=0.

Na secdo 4 trataremos sobre o software Geogebra e suas funcionalidades,
bem como os desafios e possibilidades desta ferramenta no ensino dos numeros
hibridos. Apresentaremos a representacdo dos numeros hibridos no plano, bem como

a representacao de seu vetor hibrido no espaco.

4 SOFTWARE GEOGEBRAE A REPRESENTAQAO DOS NUMEROS HIBRIDOS
Nesta secdo daremos enfoque a representacdo dos numeros hibridos no
sistema de coordenadas bidimensional, com uma breve explanacdo sobre a
representacdo geométrica de funcdes afins com vista as semelhancas entre as
representacdes destas fungdes e dos numeros hibridos. Apresentaremos também a
representacdo geométrica de seus vetores representacdo e hibrido através do
software Geogebra, refletindo sobre a necessidade de apresentar esse tema de forma

diversificada, a fim de que a compreensao destes niumeros seja facilitada.

4.1 O USO DO SOFTWARE GEOGEBRA NO ENSINO DA MATEMATICA

O uso das tecnologias no ensino da matematica ganhou um importante e

significativo papel, o de promover o interesse pela aprendizagem de saberes
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matematicos amplamente contextualizados, mas que precisam de ressignificacao, a
fim de que a compreensdo destes saberes poupe trabalho e economize tempo,
melhorando assim a qualidade de vida de quem acomodou tais saberes. Por todos os
lados estamos cercados de saberes mateméticos que precisam ser melhor
compreendidos e, entre estes destacamos 0s saberes geométricos, estando estes
presentes desde uma simples medicéo da area de uma parede até os mais complexos

projetos de engenharia.

Nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM), parte IlI,
entre as competéncias e habilidades se encontram duas essencialmente importantes
no que tange a contextualizac@o sociocultural, a saber, “Entender a relagdo entre o
desenvolvimento de Ciéncias Naturais e o desenvolvimento tecnolégico e associar as
diferentes tecnologias aos problemas que se propuser e se propde solucionar” e
“Utilizar elementos e conhecimentos cientificos e tecnoldgicos para diagnosticar e

equacionar guestdes sociais e ambientais.”

Em busca da compreensdo destes saberes geométricos temos no software
Geogebra uma importante ferramenta de aprendizagem, onde a representacao de
linhas e formas possibilitam uma melhor interpretacdo fungdes, localizacao de pontos
no espaco, entre outros. Nesse interim, 0 computador passa a ser parceiro na busca
pela compreensao do mundo em nossa volta, intrinsecamente ligado a ressignificagao
de saberes amplamente difundidos em nosso cotidiano.

Embora os computadores ainda ndo estejam amplamente disponiveis para
a maioria das escolas, eles ja comegam a integrar muitas experiéncias
educacionais, prevendo-se sua utilizagdo em maior escala em curto prazo.
Isso traz como necessidade a incorporacdo de estudos nessa area, tanto na
formacdo inicial como na formacgdo continuada do professor do ensino

fundamental, seja para poder usar amplamente suas possibilidades ou para
conhecer e analisar softwares educacionais (BRASIL, 2001, p. 47).

4.2 NOCOES DE FUNCAO AFIM COM A UTILIZACAO DO GEOGEBRA

Definicdo 13. Conforme (LIMA, 2013) toda funcdo f: R — R dada por f(x) =ax+b

para todo x € R, em que a,b € R, € uma funcdo afim.
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Alguns livros didaticos e literaturas matematicas classificam as fungdes afins
como func¢des do primeiro grau, porém salientamos que fun¢des ndo possuem grau,

somente os polinGmios.
Podemos destacar algumas das fungdes afins.

(i) Funcdes Identidade f: R — R do tipo f(x) = x, para todo x € R;
(i) Funcdes Lineares f: R — R do tipo f(x) = ax, paratodo x € R;

(i)  Funcdes Constantes f: R —» R do tipo f(x) = b, paratodo x € R;

Vale salientar que fungdes f:R— R do tipo f(x) =ax+ b sdo funcgbes

translacdes da funcdo Identidade f(x) = x.

Definicdo 14. Segundo (LIMA, 2013), uma funcéo f: X — R é crescente quando
x1 <xp = fx1) < f(x2)

para todo x;, x, € X e f(x,), f(x,) € R, e decrescente quando
X1 < x5 2 f(x1) > f(xy)

para todo x;, x, € X e f(xy), f(x;) € R

A interpretacéo grafica de uma funcéao afim é de fundamental importancia para

a compreensao do comportamento de tal funcéo.

Definicdo 15. O gréfico de uma funcéo afim f: X - Rdadapor f(x) =ax+b,x €X é

sempre uma reta obliqua, onde a € o coeficiente angular da reta.

Prova: Sejam o0s pontos A(x;, y1),B(x3, y2) e C(xs3, y3), distintos dois a dois,

pertencentes ao grafico de f(x) = ax + b, a # 0, conforme a figura abaixo.



Figura 4 - Triangulos semelhantes no plano

Fonte: (IEZZI, MURAKAMI, 1993)

Se é verdade que
Aef,BeEfeCEf,

entao temos:

(i) (x, yiI)Ef>yr=ax; +b
(ii) (X2, y2) Ef =y, =ax, +b
(iii)  (x3,y3) Ef = y3;=axz3+b

Fazendo (iii) — (ii) obtemos

Y3 —Y2
X3 — X3

a =

e efetuando a diferenca (ii) — (i) obtemos

Y2—Y1
a= :
Xy —Xq

logo

Y3—=YV2 V2= 01
X3 =Xz Xp—Xi

a =
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e os tridangulos A,B e C sdo semelhantes, de onde concluimos que A,B e C sé&o

colineares.

Segue abaixo o gréafico da funcdo f:R — R, dada por f(x) = ax+ b em que

figuram os pontos A(1,1),B(2,2)e C(3,3), produzido no Geogebra.
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Figura 5 - Pontos A, B e C alinhados
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A
1
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Fonte: Produzido pelo préprio autor

A seguir temos o grafico demonstrativo das funcdes f: R — R, dadas por f(x) =
3x +3 e g(x) = x — 1, no Geogebra usando a ferramenta “inclinagao”, em que uma
vez selecionada a reta ou segmento, € dado o coeficiente angular. Foram

selecionados para ar e by 0s valores 3 e 3, respectivamente e para ag, e b, foram

selecionados os valores 1 e —1, respectivamente.



Figura 6 - Graficos de fungées afins usando a ferramenta “INCLINAGAO”
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Fonte: (JUNIOR, AW.S., 2018)

A seguir temos o grafico demonstrativo da funcdo f: R — R, dada por f(x) =

x+3 no Geogebra usando a ferramenta “controle deslizante” em que foram

selecionados para ay e by 0s valores 1 e 3, respectivamente.
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Figura 7 - Grafico da funcéo f:R — R com a ferramenta “controle deslizante”
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Fonte: (JUNIOR, A.W.S., 2018)

4.3 REPRESENTACAO GEOMETRICA DOS NUMEROS HIBRIDOS

Como exposto anteriormente, um namero hibrido € a generalizacdo dos
nameros Complexos, Duais e Hiperbdlicos, representados por quatro parametros de

nameros reais, a, b, c e d e que pode ser representado pela soma
z=a+bi+ce+dh=x+yV,

em que x e y sdo as partes escalar e vetorial do nimero hibrido z e a, b, c e d, seus

componentes.

Assim sendo os numeros hibridos séo vetores num espaco quadridimensional,

em que a quarta dimensdo sera vista como uma dimens&o auxiliar. E importante
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perceber que o plano que contém os vetores hibridos é um hiperplano ortogonal a

dimensao auxiliar, e que este é visto como o espaco tridimensional usual.

Figura 8 - Representacado do hiperplano hibridiano

ASD)

Q Z(Q ,N(Z)

Complexo

4

i
Hiperhilico / Dual
h* ye

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

(OZDEMIR, 2018) mostrou que, com a devida definicdo dos eixos da abcissas
e das ordenadas, é possivel representar um numero hibrido no sistema de

coordenadas bidimensional a semelhanca do sistema de coordenadas cartesianas.

A fim de possibilitar a representacao dos numeros hibridos em duas dimensées,
foram consideradas a parte real e o vetor hibrido unitario na construcdo dos eixos
hibridianos, sendo tais eixos classificados como eixo real, contendo a parte real, e eixo

hibrido, contendo a norma do vetor hibrido. Dessa forma, dado um numero hibrido

z=a+bi+ce+dh=x+yV,
o valor a estarano eixoreal S eovalor N(Z) =./|Cs(Z)|, em que
Ce(Z)=—(b—-0c)*+c?+d?

no eixo hibrido V.
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Esse sistema bidimensional, no qual estéo representados os numeros hibridos,
€ denominado “Sistema de Coordenadas Hibridianas” ou “Plano Hibridiano”, sendo as

coordenadas hibridas de um numero hibrido Z dadas por

Z=(xy) = (a,N(Z)) = (a,\/l—(b —c)2+c?+ dZI).

Na construcao do plano hibridiano, o eixo hibrido é formado essencialmente
pelo vetor hibrido unitario
__bi+ce+dh
N2

e conforme exposto acima, temos a seguir o sistema de coordenadas hibridianas:

Figura 9 - Plano hibriano
V" 4 Eixo hibrido

N(Z)|esennsscncas 4Z = (a,N(Z))

f S

4 ¢ PEixo escalar

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

1. Seja o numero hibrido Z = 2 + i + € + h. Temos que
C.(2)=—(b—c)*+ c?+ d?
=—(1-1)2+12+17
=2

e que
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N(Z) = {ICe (2)]
=72,

logo as coordenadas hibridas de Z s&o (2,v2), e o eixo hibrido, formado pelo vetor
hibrido unitario

_i+e+h

V2

Assim sendo, com o auxilio do Geogebra, podemos entdo representar Z conforme

segue:

Figura 10: Representacdo GeométricaZ =2+i+&+h

€7 figura 14.gb - O X

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
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d=1
®2=(2,1.1)

5 Z=(2,141)

. 4

0:5

05:43
29/05/2019 E|

5 7 b)

Fonte: produzido pelo proprio autor

2. Seja o numero hibrido w = =3 + 2i + € + 2h. Temos que
C.w)=—(b—=c)?+ c?+ d?
=-(2-1)*+1*+2?

=—1+1+4
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e que
N(w) = +/ICe (W)|
= 2’

logo as coordenadas hibridas de w séo (—3,2), onde o eixo hibrido é formado pelo
vetor hibrido unitario

V=i+-e+h

e seu gréfico € dado abaixo:

Figura 11: Representacdo de W = -3+ 2i+ &+ 2h

€7 figura 15.9gb
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Fonte: Produzido pelo préprio autor

Ja sabemos que a adi¢cdo de dois numeros hibridos € definida como a soma
dos componentes correspondentes de cada namero. Sejam
Z=a+bi+ce+dh e W=a +b'i+c'e+ d hdois nimeros hibridos dados, assim

sendo a soma sera dada por

Z+W=(a+a)+(b+b)i+(c+c)e+(d+d)h,
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sendo zero o elemento neutro.

3.SejaT=Z+W,comZ=2+1i+1e+1heW = -3+ 2i+ ¢+ 2h. O gréficode T

é dado a sequir:

Figura 12: Representacdo da soma de dois hibridos

7 figura 16.g9b - O X
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Fonte: Produzido pelo préprio autor

Como ja& sabemos da definicho 3, em um numero hibrido
Z = a+ bi+ ce+dh,ovetorV; = (a,(b —c),c,d) € chamado de vetor representacéo

de Z e pode ser escrito como
C(Z)=a?’+ (b—c)?—c?—d? =—(Vg,Vy)E}
com os seguintes sinais (—, —, +,+) em E;.

Vale lembrar, da Algebra linear, que a, (b — ¢), c e d nos d&o a variagido em cada
um dos quatros eixos de sistema coordenado de quatro dimensdes em que Z esta

representado.
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Da secado 3, mais especificamente de 3.2.1, o produto de z e w é obtido da

multiplicacéo distributiva
ZW=(a+bi+ce+dh)(a"+b'i+c'e+dh),
preservando a ordem da multiplicagéo das unidades, considerando a tabela 2.

Assim sendo, dados Z = a+ bi + ce+dhe W =a’' + b'i + c'e + d'h, temos que

Z.W = (a+bi+ce+dh)@ + b'i + c’e + d’h), comi? = —1,

h?=1e & =0.
€ dado por
ZW=X+Yi+Ue+Vh,
onde

X=aa' —bb'+dd" +bc'"+cb', Y=ab'+ba’"—db'+bd’, U= ac'+ca’ —cd +
dc' —db'+bd' eV =ad' +da’ —bc' + cb'.

3. Sejam os numeros hibridos Z =3+ 2i+e¢+3heW =1+ 3i + € + h. Temos como

coordenadas de Z = (3,3) e como coordenadas de W = (1,v/2). Efetuando o produto

de ambos os numeros hibridos apresentados obtemos

Z.W = (aa' — bb" +dd" + bc' +cb") + (ab' + ba' — db' + bd')i
+ (ac’+ca’' —cd"+dc' —db" + bd')e+ (ad' + da’' — bc' + cb')h

=(B-64+3+24+3)+(9+2-94+2)i+3+1-1+3-9+2)e+(3+3—-2+3)h
ZW =5+4+4i—¢+7h.

Desse modo temos as coordenadas de Z.W = (5,5). Com o auxilio do Geogebra

temos o grafico de Z. W abaixo:
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Figura 13: Produto de numeros hibridos
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Fonte: Produzido pelo préprio autor

Segundo a definichio 3.2 o0 conjugado de um numero hibrido

Z =S(2) +V(Z) = a+ bi + ce + dh, denotado por Z, é definido como
Z=5(Z)-V(Z) = a—bi—ce—dh,
a semelhanca dos quatérnios.

Dado o numero hibrido Z = 3 + 2i + ¢ + 3h, 0 seu conjugado sera 7=
3 — 2i — ¢ — 3h, conservando a mesma norma de Z e a mesma localizacdo geométrica
no plano hibridiano, tendo o reflexo gerado pela simetria do vetor hibrido percebido

apenas no hiperplano, conforme podemos ver no grafico abaixo:
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Figura 14: Representacdo do nimero Z e de seu conjugado Z
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Fonte: Produzido pelo préprio autor

Ja4 os comportamentos de um numero hibrido Z=3+2i+¢+3h e seu
simétrico dado por W = —3 — 2i — € — 3h revelam que a simetria das partes escalares
dos respectivos numeros gera uma rotacdo em torno do eixo hibrido, observando que
a simetria da parte vetorial s6 é perceptivel geometricamente no hiperplano, isto é, a
simetria da parte vetorial ndo gera mudanca de gréafico no plano hibridiano haja vista

que a sua norma néo sofre alteracao, como se vé no grafico abaixo:



Figura 15: Representacéo de Z e de seu simétrico
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Como visto anteriormente, o produto de dois niameros hibridos Z e W € obtido

>
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multiplicando-se distributivamente os termos do primeiro nimero pelos termos do

segundo, preservando a ordem da multiplicacdo das unidades. Dessa forma, sendo

Z=342i+e+3heW =1+4+3i+¢e+ h,temosque T = Z.W tem sua representagao

geométrica conforme segue:



Figura 16: Grafico do produto de dois numeros hibridos
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Em nossas pesquisas assumimos o desafio de investigar como a generalizacao
dos numeros Complexos, Duais e Hiperbodlicos contribuiu para a construcdo dos
nameros Hibridos, em especial como estes se relacionam entre si em tal construgéo,
bem como refletir sobre a importancia da construcdo desse novo conjunto NUMErico

para a ciéncia, na construcao de novos saberes.

Neste trabalho pudemos trazer as claras algumas contribuicées dos numeros
complexos, Duais e Hiperbodlicos para estudos que se consagraram pela aplicacao
pratica nas descobertas cientificas ao longo da historia, bem como as generalizactes
destes numeros contribuiram para a compreensdo da construcdo da ideia de

ndmeros.

Entendemos como a definicho de numeros Hibridos se deu a partir da
generalizagBes dos trés conjuntos acima mencionados, onde estes sdo instancias
daqueles, conforme sua definicdo deixa claro, e que que a generalizacdo na
matematica, em especial a que trouxe a existéncias os Hibridos, em muito contribui
para alargar os limites da ciéncia, na medida em que multiplica as possibilidades

construcdes e amplia o leque de argumentacdes.

Depreendemos de nossos estudos que a ndo comutatividade dos Hibridos em
nada prejudica a solidez e a robustez deste novo conjunto, onde o encadeamento dos
conceitos, propriedades, teoremas e axiomas sobre os Complexos, Duais e
Hiperbdlicos contribuiram para a construcdo de uma estrutura algébrica e geométrica

bem consistente.

Acentuamos uma pergunta no inicio deste trabalho, a saber, “como os nimeros
Complexos, Duais e Hiperbdlicos se relacionam entre si para formar os nameros
hibridos e qual a importancia, para a ciéncia, dessa generalizacado na construcéo de
novos saberes? Respondemos a essas perguntas evidenciando como, a partir da
estrutura destes trés conjuntos, (OZDEMIR, 2018) p6de fundamentar conceitos,
propriedades e teoremas sobre os Hibridos, bem como tais relacdes e propriedades,
bem como os diversos teoremas presentes neste trabalho, podem facilmente ser
provadas quando se olha sob o prisma do isomorfismo entre estes e o conjunto de

matrizes 2x2.
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Acreditamos que esta pesquisa em muito contribuird para novos estudos sobre
os numeros Hibridos, em especial na formacdo de professores de Matematica e
Fisica, ndo somente pelo fato de apresentarmos este trabalho na lingua vernécula,
mas pela identidade que tentamos imprimir, na medida em que acrescentamos uma
linha de pensamento no sentido de reforcar como o isomorfismo se tornou uma
importante ferramenta na compreensao da construcdo destes numeros, bem como a
representacdo geométrica do Geogebra vislumbra uma nova oportunidade para o

estudos destes numeros.

No Geogebra encontramos um importante na representacao dos Hibridos no
plano hibridiano, uma vez que nos possibilitou visualizar esses nimeros em sua forma
geométrica, possibilitando-nos compreendé-los como numeros representaveis no
sistema bidimensional a semelhanca do plano cartesiano, onde temos suas partes,

escalar e vetorial, associadas aos eixos escalar e hibrido, respectivamente.

Concluimos que nossos objetivos foram alcancados uma vez que em nosSs0S
estudos analisamos a construcdo dos numeros hibridos como nos propomos,
apresentamos a sua representacdo geométrica bem como buscamos ampliar o foco
de estudo sobre os numeros hibridos.

Esperamos, com esta pesquisa, difundir o conceito de nimeros hibridos entre
os alunos de licenciatura de Matematica e Fisica no Brasil, em especial nas
universidades publicas do Ceara, apresentando um material conciso e de facil
compreensao, que traga em seu escopo ndo apenas definicdes e teoremas, mas

também representacdo geométrica, com o Geogebra, e aplicacdes.
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