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RESUMO

O trabalho que se segue traz um tratamento sobre desigualdades algébricas e
geométricas com foco em resolver problemas envolvendo Geometria Plana e
Espacial. As desigualdades sédo fortes ferramentas para resolver problemas de
otimizacdo em diversos campos da ciéncia, em especial a geometria que possuem
suma importancia devido a seu carater historiografico e por permitir a caracterizacao
de objetos no plano e no espaco mediante relacdes métricas e mensuraveis. O
trabalho aqui exposto apresentara um tratamento sobre tais desigualdades enfocando
a isoperimétrica, dando a mesma um viés mais geomeétrico e acessivel aos alunos da
graduacdo em Mateméatica. Sera realizada uma pesquisa em livros e artigos
académicos que tratam do assunto analisando a abordagem dada ao mesmo. Em
seguida trabalharemos no texto que acreditamos suprir essa necessidade. O
resultado esperado sera um tratamento acerca da desigualdade isoperimétrica
fazendo uso, em esséncia, das desigualdades elementares (como desigualdade das
médias) e suportada pela geométrica euclidiana plana.

Palavras-chave: Desigualdades. Problemas isoperimétricos. Desigualdades

geométricas.



ABSTRACT

The following work brings a treatment of algebraic and geometric inequalities with a
focus on solving problems involving Plane and Spatial Geometry. Inequalities are strong
tools for solving optimization problems in several fields of science, especially geometry
that are extremely important due to their historiographic character and to allow the
characterization of objects in the plane and in space through metric and measurable
relations. The work presented here will present a treatment on such inequalities focusing
on the isoperimétrica, giving the same one more geometric bias to the one accessible
to the students of the graduation in Mathematics. Research will be conducted on books
and scholarly articles that deal with the subject by analyzing the approach taken to the
subject. Then we will work on the text that we believe meets this need. The expected
result will be a treatment of isoperimetric inequality using essentially elemental

inequalities (as inequality of means) and supported by flat Euclidean geometry.

Keywords: Inequalities. isoperimetric problems. geometric inequalities.
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1 INTRODUCAO

A Matematica sempre esteve presente na vida do homem e no
desenvolvimento da ciéncia. Desde tempos remotos no qual o homem se
mantinha pela caca e pesca, ja fazia uso da Matematica de maneira rudimentar,
intimista e majoritariamente intuitiva. A Matematica como ciéncia vem inclusa e
tornando-se decisiva no caminho evolutivo da humanidade, interagindo e
intervindo em transformacdes que ocorrem na vida em sociedade e no préprio
ser humano. A Matematica vem sendo desenvolvida pelo homem mediante suas
necessidades de sobrevivéncia no meio social, adaptacdo ao meio natural e, por
gue néo, curiosidade.

Ao decorrer da historia um problema curioso e desafiador para os
Matematicos foi o de obter valores extremos (maximos e minimos) para areas
de figuras planas e volumes de sdélidos geométricos. Problemas naturais
relacionados a determinar valores maximos e minimos aparecem em situacdes
corriqueiras, tais como: “Qual o retangulo de perimetro constante que possui a
maior area?”, podem ser resolvidos utilizando a Matematica aprendida na
educacao basica (extremos de uma fung¢édo quadratica por exemplo), o que nos
leva a questionar, investigar e colecionar um leque de situac8es-problemas cujas
solucdes envolvem desigualdades algébricas e de natureza geométricas, a
conhecer: desigualdade triangular, desigualdade entre as médias, dentre tantas.

Na perspectiva de sua jornada na educacado basica o estudante tem
restritas oportunidades de ter contato com problemas envolvendo desigualdades
(a néo ser as inequacdes promovidas por funcdes) e problemas de otimizacao
(geralmente correlatos a func¢des quadraticas), onde tal experiencia se da quase
sempre e somente na 12série do ensino médio onde o sujeito resolve de forma
passiva e quase sempre descontextualizada situagdes-problemas no tocante de
maximos e minimos mediado pelas func¢des quadraticas ou fungdes limitadas,
tais como funcdo seno e funcdo cosseno. De fato tal tematica pode ser
trabalhada sobre outra abordagem na educacdo béasica por se tratar de um
conceito simples com desdobramentos que enriguecem e ampliam a
perspectivado estudante no que tange sua compreensao e processo de
aprendizagem em matematica, saindo de uma postura intimista e passiva para

uma atuacdo ativa e construtiva de seu conhecimento. Todo amante da
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matematica reconhece a importancia das desigualdades nos mais diversos
ramos e campos da matematica, e por vezes até mais importantes do que as
préprias identidades, por sua interpretacdo geométrica, dentre muitas.

O problema de natureza isoperimétrica aqui explorado, da forma que
mais se encontra tratado em artigos e citagdes em livros textos de disciplinas da
grade da graduacéo, é observado como um problema do cerne e campo de agao
da Geometria Diferencial, no campo das curvas planas utilizando dentre outras
ferramentas integrais de Green, curvas parametrizadas e alguns outros trunfos
de andlise e calculo diferencial. A questdao é: dado que nos curriculos da
licenciatura em Matematica nas instituicbes que formam professores da
educacao basica nenhum traz como obrigatéria tal disciplina. Entdo como tratar
esse teorema em uma perspectiva mais acessivel a futuros professores da
educacéao basica?

O advento da Geometria Diferencial como macro campo da
Geometria aliando geometria euclidiana com muitas ferramentas da analise
matematica e calculo diferencial e integral leva sobre si as expectativas de
cientistas que anseiam pelo dinamismo da ciéncia, que certamente passa pela
sua evolucédo, principalmente com a descoberta de aplicacdes em outras areas
do conhecimento humano. Os estudos das curvas parametrizadas, superficies
em espacos de dimensdo finita e suas caracteristicas (curvatura média,
gaussiana, dentre outras) torna-se fundamental em diversas outras areas do
conhecimento, como Fisica, Engenharia, etc.

A desigualdade isoperimétrica, que habitualmente é encontrada no
inicio dos estudos de Geometria Diferencial, traz uma relagcdo entre o
comprimento de uma curva fechada e da area encerrada por esta, sob a forma
da desigualdade. Toda via tal demonstracdo é bem carregada e, por vezes, nao
€ apresentada nos cursos de graduacdo em Matematica; exceto aqueles que
possuem a disciplina de Geometria Diferencial (corriqueiramente cursos de
Bacharelado ou mesmo o Mestrado/Doutorado).

No trabalho que se segue buscaremos a responder o0 seguinte
qguestionamento: como tratar no ambito mais geométrico e “elementar’ a
desigualdade isoperimétrica na formacéao inicial de professores de matemaética,
nas instituicbes do estado do Ceara, usando como pilares a Geometria

Euclidiana Plana e desigualdades elementares, a fim de manter o carater mais
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geomeétrico da demonstracdo? A resposta dessa pergunta auxiliara na
compreensao do processo de construcdo e consolidacdo do conhecimento
geomeétrico e reflexo desse tratamento na formacéo inicial dos professores.

Por ter abordagem diferente da que classicamente encontra-se nos
livros indicados para esse estudo (Ver CARMO (2014)), a desigualdade
isoperimétrica ndo aparece com muita frequéncia em textos ou referencias
académicas, livros-texto ou artigos em especial aos destinados aos cursos de
graduacdo em Matematica (em particular aos de Licenciatura Plena) no Ceara,
como observa-se nas disciplinas dos cursos da Universidade Federal do Ceara
(UFC), Universidade Estadual do Ceara (UECE), Universidade estadual Vale do
Acarau (UVA), Instituto Federal do Ceara (IFCE) e UNILAB.

Esta pesquisa tem como objetivo ampliar o foco de estudo sobre a
desigualdade isoperimétrica, explorando propriedades e teoremas relacionadas
a si, analisando também e concomitantemente as propriedades e teoremas que
tratam de desigualdades geométricas em espacos euclidianos ou espacos
métricos normados de dimensao finita, uma vez que na generalizacao destes se
fundamenta a construcdo de outra geometria mais rebuscada: a Geometria
Riemanniana. Buscaremos entdo fortalecer a compreensédo desse resultado
mostrando como este se apresenta geometricamente, com rigor e generalidade,
além de suas aplicacoes.

A desigualdade isoperimétrica vem sendo tratada ao longo da Hist6ria
da Matematica, principalmente no desenvolvimento da Geometria ainda é objeto
de atencdo de muitos estudiosos. Muitas versdes e generalizacdes desse
resultado nos mais variados campos da Mateméatica Moderna ainda € estudada
em diferentes ramos.

A desigualdade isoperimétrica classica diz que dada uma curva
fechada e plana no plano euclidiano de comprimento L, que encerra uma area A
satisfaz a desigualdade L? — 41TA = 0 e pode ser generalizada para espacos
euclidianos de dimenséo superior (a exemplo do R*n). Das diversas solucdes
para o problema isoperimétrico para dimensao superior a dois, destacamos
Minkowski (1901) e de Blaschke (1916). A propriedade isoperimétrica no
contexto tridimensional pode ser representada pela desigualdade

A3 2 361TV?
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sendo “A” a area de superficie e V 0 volume de um sélido, onde se verifica a
igualdade somente em bolas fechadas.

Uma aplicacao trivialmente natural, porém, bem significativa para um
primeiro contato com o resultado, seria: Existe uma curva simples, fechada e
convexa no plano euclidiano cujo perimetro seja 6 u.c e que limite uma area de
3 u.a? Como = > 3, obtemos 62 - 4.11.3 = 36 - 1211< 0, contradizendo a desigualdade
isoperimétrica. Logo néo existe tal curva.

Quando falamos do estudo de geometria resgatamos alguns
conceitos e resultados oriundos das etapas iniciadas na educacdo basica.

Segundo Ferreira (1999, p.983) a geometria é:

ciéncia que investiga as formas e as dimensdes dos seres
matematicos” ou ainda “um ramo da matematica que estuda as formas,
plana e espacial, com as suas propriedades, ou ainda, ramo da
matemdética que estuda a extensdo e as propriedades das figuras
(geometria Plana) e dos sélidos (geometria no espacgo).

Ja para Boyer (1996, p. 5), “o desenvolvimento da geometria pode ter
sido estimulado por necessidades praticas de constru¢cdo e demarcacdo de
terras, ou por sentimentos estéticos em relagao a configuragdes e ordem”.

Kaleff (2003, p.14) faz referéncia aos escritos de Van Hiele em que “a
visualizacdo, a analise e a organizacdo informal (sintese) das propriedades
geomeétricas relativas a um conceito geométrico sdo passos preparatorios para
o entendimento da formalizacdo do conceito”. A questdo retérica sobre a
observacédo e interiorizacdo dos conceitos e ideias em geometria € discutida
também por Kaleff (2003, p.15) subsidiadas por pesquisas nas quais vé-se que
“(...) apontaram para a importancia de se incentivar nos meios educacionais o
desenvolvimento de habilidades de visualizar”.

Os PNC (Parametros Curriculares Nacionais) discutem a relevancia
do Ensino da Geometria por ser basilar também a outros campos do

conhecimento:

O aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo
em que vive. [...] O trabalho com nog6es geométricas contribui para a
aprendizagem de numeros e medidas, pois estimula a crianca a
observar, perceber semelhancas e diferengas, identificar regularidades
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e vice-versa. Além disso, se esse trabalho for feito a partir da
exploragdo dos objetos do mundo fisico, de obras de arte, pinturas,
desenhos, esculturas e artesanato, ele permitira ao aluno estabelecer
conexdes entre a Matematica e outras areas do conhecimento.
(BRASIL, 1997, p. 39)

O estudo do problema isoperimétrico teve sua escolha motivada por
diversas discussBes acerca de geometria e suas diversas variacbes e
abordagens. Lima (2012) ressalta a importancia de se entender geometria
mesmo sem aprender teoremas e formulas para determinar medidas. Na mesma
discussao, Lima (2012) diferencia a agdo de entender fatos geométricos ao fato
de saber determina-los mediante algoritmos. O entendimento da geometria
passa pela compreensdo da situacdo problema, nas possiveis formas de
resolver, na escolha de uma melhor abordagem até a fase da resolucéo e
reflexdo acerca do resultado atingido. Para o autor entender € mais amplo que
aprender, pois preza mais pelo contexto e significado do que pelo formalismo e
rigor matematico. Obviamente essa reflexdo cabe mais a educacao basica, haja
vista que a propria BNCC trata a necessidade de o aluno usar o conhecimento
como ferramenta para intervir na sua realidade.

Carmo (2014) apresenta uma introducao a Geometria Diferencial de
curvas e superficies utilizado classicamente como livro texto para um primeiro
curso sobre o assunto. E notdrio que tal livio é referencial nos cursos de
bacharelado em matematica e de mestrado em matematica dada sua
abrangéncia e boa didatica. Nesse contexto a geometria diferencial traz um
tratamento da geometria a luz do calculo diferencial e integral, onde as curvas e
superficies sdo os objetos de estudo, o calculo diferencial a ferramenta e as
medidas de natureza intrinseca e extrinseca sdo os produtos gerados. Tal
tratamento da geometria traz um grande salto nos estudos de caracteristicas das
curvas, tais como tor¢do e curvatura. No campo das superficies destaca-se o
estudo das curvaturas média, gaussiana além do advento das superficies
minimas e variedades diferenciaveis.

Carmo (2014, p. 37) apresenta o problema isoperimétrico mediante
seu contexto historico e localiza temporalmente algumas solucdes, todas
pautadas em Equacfes diferenciais e teoria de maximos e minimos locais. No
mesmo texto, entre as paginas 39 e 41 o autor apresenta uma demonstracdo do

fato atraves de curvas parametrizadas e integrais de linha, deveras bela porem
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com grande apelo da Geometria Diferencial. Nesse cerne um aluno do curso de
graduacéo que ndo tenha geometria diferencial na grade sentiria dificuldade na
compreensao da solugcéo, o que causaria estranheza dado que o problema em
si é de facil compreenséo.

A motivagdo desse texto é buscar um caminho mais ténue e tangivel
aos alunos de graduacdo enfatizando a geometria euclidiana plana e alguns
resultados elementares de desigualdades, como a desigualdade entre as
médias. Com isso buscamos um caminho alternativo ao estudo do teorema onde
o carater geométrico do mesmo toma a frente dos demais artificios.

A presente dissertacdo esta subdividida em quatro capitulos. No
capitulo 1 enunciamos e demonstramos algumas importantes e classicas
desigualdades elementares de cunho algébrico, com destaque para as
desigualdades de: Cauchy-Schwarz, Jensen, Young, Holder, desigualdades
entre médias (suas implicacGes diretas e indiretas),apresentando ainda suas
aplicacdes em geometria euclidiana e analitica, buscando ainda solu¢des mais
elegantes e menos corriqueiras para alguns problemas de natureza
isoperimétrica, a exemplo de: Dado Q um quadrado e T um tridngulo de
numericamente mesma area, qual dos dois apresenta maior perimetro? Tal
problema pode ser resolvido mediante aplicacdo da desigualdade entre médias.
Outra saida simples, porém, de sofisticada elegancia, é encontrada em
ANDREESCU (2006), mediante desigualdade triangular.

No capitulo Il enunciamos e demonstramos resultados mais voltados
a geometria trabalhando medidas de lado, angulos (internos ou externos) de
triangulos quaisquer e de certos poligonos regulares ou ndo. Mais adiante, no
capitulo Il apresentaremos alguns resultados voltados ao estudo de maximos
e minimos usando desigualdades (sem necessariamente recorrer ao calculo
diferencial e integral e suas ferramentas), prezando por solugbes mais
elegantes e de cunho mais geomeétrico, sempre que possivel. Por fim, no
capitulo 1V, chegamos ao ponto alto do texto: enunciar, contextualizar e
demonstrar a desigualdade isoperimétrica, enfatizando o uso de desigualdades

nessa demonstracao.
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2 OBJETIVOS

2.1 GERAL

e Apresentar uma solucdo para o problema isoperimétrico fundamentada

em Geometria Plana e nas desigualdades geométricas elementares.

2.2 ESPECIFICOS

e Descrever o problema isoperimétrico classico;
e Descrever as desigualdades elementares a fim de preparar o aluno de
graduacdo para o problema isoperimétrico;

e Demonstrar o problema isoperimétrico.
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3 METODOLOGIA

Na pesquisa a ser realizada se lanca médo de um método que
busque de forma eficaz robustecer o projeto garantindo-lhe confiabilidade e, para
tanto, preocupamos com o propésito da pesquisa, com a abordagem e com a
técnica utilizada para realizar a mesma, visando apresentar de forma clara o
objeto de estudo: a desigualdade isoperimétrica.

A metodologia que norteia o trabalho, quanto ao seu propdésito, é
explicativa, uma vez que buscamos compreender a generalizacdo da
desigualdade isoperimétrica, contribuindo para a formacao dos professores de
Matematica.

Quanto a abordagem, a pesquisa tem carater qualitativo, buscando
compreender e interpretar o comportamento das desigualdades geométricas
elementares, com énfase na isoperimétrica. Quanto a técnica temos as
pesquisas bibliograficas, onde se analisara alguns artigos e livros que tratem,
mesmo que de forma sutil, a desigualdade isoperimétrica.

Inicialmente sera feito um levantamento tedrico de livros académicos
e artigos sobre o tema, analisando a forma de tratamento do problema e como
isso se da ao longo do curso de graduacao em Licenciatura em Matematica nas
instituicBes de ensino superior no estado do Ceara. Logo apds sera analisada a
grade curricular das instituicdes que mais formam professores de matematica no
estado, observando inicialmente se ha a disciplina de geométrica diferencial e
em caso negativo, se a desigualdade isoperimétrica € contemplada em outra
disciplina de carater obrigatorio ou opcional. Por fim, apresentaremos um texto
com um tratamento mais geométrico sobre o0 assunto de forma a poder ser usado

como suporte para o tratamento de tal resultado.
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4 DESIGUALDADES ELEMENTARES

4.1 ALGUMAS DESIGUALDADES ALGEBRICAS

Um diversificado leque de problemas isoperimétricos (situacdes-
problema envolvendo a determinacdo de valores maximos ou minimos
associados a area de figuras planas determinadas por curvas fechadas e
convexas de perimetro pré-determinado) podem ser trabalhados mediante o uso
de desigualdades algébricas elementares e alguns truques de manipulacéo. Por
outro lado, muitas desigualdades podem (e por bom tom, devem) ser
interpretadas pelo seu viés geométrico como apresentaremos a seguir. Um
problema recorrente além de belo é a chamada desigualdade das médias, que
diz:

Dados x,y reais positivos, a média aritmética entre estes é sempre

maior ou igual a sua média geométrica. Escrevendo matematicamente temos:
x+y
> >
52 yxy (xy 20)

Tal resultado auxilia a tratar problemas de otimizacdo de natureza

mais geomeétrica, a saber:

“Dentre os retangulos com perimetro fixado, o quadrado
maximiza a area”

Ou ainda,

“De todos os retangulos com érea fixa, o quadrado minimiza o

perimetro.”

Enunciaremos a seguir alguns resultados voltados a desigualdades
algébricas classicas. Ao lancar mdo dessa abordagem no tratamento de
problemas de otimizacdo, tais solugbes serdo apresentadas de forma mais
imediata, em casos nos quais ocorre igualdade direta. Pautados nestes
paradigmas, ressaltados a importancia da uma analise cuidadosa dessa gama

de problemas listados ao decorrer do texto, observando como as desigualdades



cldssicas auxiliam na resolugdo de problemas de maximos e

Geometria.

4.1.1 Desigualdade das médias Aritmética-Geométrica

Definicdo: Dados x4, x5, ..., x, nimeros reais, definimos:

Média Aritmética; MA = %2t -+ Tn

n

Média Geométrica: MG = /x; - x, * ... - Xy

Média Quadratica: MQ = \@

Média Harmonica: MH = %
x—1+ E‘i‘""i‘a

Proposicéo 1.1. Quaisquer que sejam 0s reais nao-negativosxz, X2

X1+ X2+ .+ Xy n y
—_—2 /X" Xy ... "X
n \/ 1" X2 n
com a igualdade ocorrendo se e somente se X1 = X2 = ... = Xn.

Demonstracao:

20

minimos em

..., Xn,temos que,

i. A desigualdade é vélida para n do tipo 2%, ocorrendo a igualdade se e

somente se todos os numeros forem iguais.

ii. A desigualdade é verdadeira em geral com igualdade ocorrendo se e

somente se 0s numeros forem todos iguais.

Usemos inducéo finita sobre K =2 1, onde n = 2k :

Para k = 1, temos:

De fato, (\/x_l\/x_z)z 2 0 é valido para quaisquer x1 e X2 positivos. Segue que
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(\/_ \/_) 20 X1 +X2 - vale— O & w 2 VX1X;.

A igualdade ocorre se e somente se (vx; - \/xz)2 = 0, ou seja, se e somente

Se X1=X2.
~ X1+ X+ .t Xn S .
Suponha entdo que — 2"/x,x, .. x,,com igualdade ocorrendo se e
sé se
X1 =...=Xpparan =2k
Entao:

X1+ .t xp)+ (Xt +x2n) [x1+ +xn+xn+1+ +x2n]> \/xl -Xn + \/xn+1 X2ng
2n T2 n n 2 -

> \/’Vxl e X o X e Xon = X e X Xpgq e X
Na igualdade, deve-se ocorrer que

X1+ e Xn _ n xn+1+ - X2n _ n _

X1 . X - X e Xop—
n 1 n n n+1 2n

_ 11/X1...xn + n\/xn+1...x2n _2n
- 2 - \/xl e XnXny1.. Xon -

Para as duas primeiras igualdades, segue da hipotese de indugéo que deve ser

X1 ="=Xn€ Xn+1 == X2n

Jltima i 3 Xq e Xy = N Xpgq e Xom -
A Ultima igualdade ocorre se e s6 se /x; n = /Xp41 - Xop . EStAS

-

duas condi¢fes juntasimplicam que devemos ter X1 = = = Xn = Xn+1 === Xon E
também evidente que se os numeros forem todos iguais a igualdade ocorre.
Seja entdo n > 1 um natural qualquer e Xi, X2, ..., Xn reais nao-

negativos. Tome k um nimero natural tal que 2k> n. Usando a desigualdade das

médias para os 2k nimeros Xi, X2, ...Xn € 2 — n cépias de x= %/x;x; ... x,, ,
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teremos:

k k
Xy Xy o X F X H X 2 \/xlxz o+ x2on =25 gn g 2eom =
=1 L n 1

2k

. X1+ ..+ Xx
e segue portanto que x1+..+ X + (2= n) x = 2kx , ou ainda % 2X=

XXy e X .

Para verificar a igualdade, segue que se deve ter X1 =x2 == Xn= X

Em particular todos os niumeros xi, Xz, ..., Xn devem ser iguais.

Reciprocamente, caso esses numeros sejam todos iguais, decorre de
imediato a igualdade.

Vejamos agora uma demonstracdo mais geométrica desse fato:

A desigualdade entre as médias aritmética, geométrica e harmonica,

dado X = {x; ..., x,}, para x; € R} e n> 1, apresenta-se da seguinte forma:

MH< MG < MA, ocorrendo igualdade se, somente sex; = x, = - = X,

Nos limitaremos a mostrar a validade desta igualdade para n = 2, por
meio de uma prova visual geométrica em que x; e x, sao medidas de segmentos
dados.

Considerando a figura abaixo. Temos que AD = x; € BD = x,.
Considere uma semicircunferéncia de diametro AB e seja C a intercesséo dessa

circunferéncia com a perpendicular a AB por D.

Figura 1- Triangulo ABC

Fonte: Elaborado pelo autor
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X1t+Xxo
2

Temos AE = EB =

oOu seja, esses segmentos representam a Média Aritmética dos
segmentos x; e x;.
Tomemos agora a altura CD do triangulo ABC. Por RelagdesMétricas

no Triangulo Retangulo, temos que

CD2 = x,x, < CD =+/x1x,

nos dando que CD ilustra a Média Geométrica dos segmentos x; e x,.

Por fim, consideremos os triangulos semelhantes CDF e CDE.

Empregando os lados correspondentes convenientemente, obtemos:

CF _C_D CF _ VX1Xx2

CD CE +xix; xlzﬂ

Resolvendo essa equacao, teremos:

X1+x2 — 1 1

2 2 X1 Xg

0 que nos permite concluir que CF é Média Harmonica dos segmentos x; e x,.
Pelos procedimentos acima e observando que o comprimento do

cateto nunca supera o comprimento da hipotenusa temos que

MH < MG < MA

sendo MH = MG = MA somente no caso de x; = x,.

4.1.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A desigualdade de Cauchy-Schwarz, também conhecida tdo somente
como desigualdade de Cauchy ou desigualdade de Schwarz apresenta diversas
aplicacdes Gteis e manifesta-se em diversos ramos da Matematica como Algebra
Linear (aplicada a vetores) ou ainda em Analise Matematica surgindo no contexto
dos estudos das séries infinitas e dos produtos de integrais. Nao devemos
esquecer ainda sua relevancia na Teoria das Probabilidades para determinacéo

e testes de variancia e covariancia de amostras.
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Proposicédo 1.2(Cauchy-Schwarz). Quaisquer que sejam 0s nUmeros reais Xi,

..o, Xn, V1, ..., ¥n, t€MOS que,

(Z+ x5+ -+ xDOF+ yi+ -+ ) 2y + 0y, + o4 Xpyn)?

com a igualdade ocorrendo se e s6 se x; e yi S4o proporcionais, onde i=
1,2,3, ..., n.

Demonstracao:
Defina f (A) = (Xt A — y1)? + (x2A — y2)? + ... + (XnA — Yn)? um polindmio
de 2° grau em A.
Desenvolvendo quadrados e agrupando os termos da forma

adequada, temos:

f(A) = (0 + x5 + -+ 22N - 2001 + X5 + -+ X VA + (Y2 + Y3+ +
).

Como f (A) = 0 por ser a soma de quadrados de numeros reais, para

todo Areal, segue que A < 0.
Ou seja,
400y1 + XYz + ot XnYn)? SAGE + x5+ ) OF + vE 4+ ).
Resulta que:
Coyi+ %2z + 4 Xu¥n)? S (f + 25+ + ) OF + ¥3+ o+ v).
Tratemos entédo o caso da igualdade. Se caso A=0,entdof(A)=0e

yi=A-x, paracadai=1, 2, 3,..., n. E imediato que, supondo que yi= A - x;, para

todoi=1, 2, 3,..., n, aigualdade ocorre.
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Observacao: Apresentemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para espacos
vetoriais euclidianos. Sejam © e v vetores de um espaco vetorial V com produto

interno. Assim:

com igualdade ocorrendo se, e s0 se, i e v'sdo LD (linearmente dependentes).
A desigualdade triangular (Qque geometricamente nos mostra que cada lado de
um triangulo n&o ultrapassa a soma dos demais dois lados) pode ser

demonstrada usando o resultado supracitado.

Veja:

-

+U) =[P+ |IBI1P+2-u- v

&l

Il + 11517 = (d +5) - (
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
[ - o <[l - |I71l.

Teremos, pois:

Il + w12l + 19112 + 201 - 1191 = (R +1P0D>

donde segue o resultado.

Apresentemos uma aplicagdo bem geométrica para o resultado acima:

Aplicacdo: Seja P um ponto no interior de triangulo A,A,A5 e P;, P,, P, 0S pés

das perpendiculares de P a 4,45, A3;A,, A, A,. Localize o ponto P tal que

A4, | AyA AzA
1412 + 2413 + 3 1.
PPy PP, PP,

seja minimo.
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Solucdo. As fragdes envolvidas nessa soma relacionam bases e alturas (pense
sempre que distancias lembram alturas e que alturas lembram area) dos
tridangulos A,PA;, A,PA,, A;PA, e, portanto, nos fazem pensar que nas areas

desses triangulos, e area do triangulo A;A,A; sera a soma dessas areas.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

AAy | AyAs | AsA
(Plp: + PZP: + :le) (A14; - PP3+AzAz - PPi+AzA; - PPy) 2 (A1 Ayt AyAs +

A3A;)2
Como

AIAZ . PP3+A2A3 ) PP1+A3A1 ) PPZ = ZS

A1Ay+ AzAz + AsAq = p,

sendo S a area e o p o perimetro do tridangulo 4,4,45, chegamos a

AA A, A AzA 2

142 4 L2483 4 A3/ ZP—.

PP; PP, PP, — 25
. L, . A A Ay A AzA, . p?
Portanto, o candidato a valor minimo de =22 4 2223 4 Z3%1 4P
PPy PPy PP, 2§

Esse valor minimo sera atingido se a igualdade ocorrer na
desigualdade. A igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz ocorre com a

proporcao entre as respectivas parcelas das somas envolvidas, ou seja,

PP3 _ PPy _ PP,
A1A2 - PP3 A2A3 " PP1 A3A1 - PP2

de onde segue que o valor minimo é atingindo e é quando P é o incentro do



27

triangulo A;A,A;.

Teorema (Cauchy-Schwarz): Dados 2n nimeros reais a4, a,, ..., ay,, by, by, ..., by,

temos:

aiby + byby + -+ apb, < Ja? +a + -+ a2 /b? + b2 + -+ b2,

Valendo a igualdade se, e somente se,
G _%2_ %4
by b, by

Com by, by, ..., b, todos diferentes de zero.

Demonstracéo: Iniciaremos com o fato simples. Dados a e b niameros reais
quaisquer vale que:
(@a-b)’=20
Isto acarreta:
> +b2>2ab=ab <2+ 2 ()

Valendo a igualdade se, e somente se, a = b. Tomando:

A=.,a?+a?++a%eB= b?+bZ++DhbZ,

Considere os numeros:

G =%eh, =% comA#0eB#0.
A B

Substituindo estes novos numeros em (i) conseguiremos as

desigualdades abaixo:

_2 —2

Th < a, b,
a <S — —
—2

_— @ b,
azbz Y _+ I
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Somando todas estas desigualdades obtém-se:

_2 _2 —2 —2

—2 —2
_— —_— —_ aq a; an b1 b2
a;b, + a;b, + ... +a, b, < (7 Tt 7) + (7 =t

Note ainda que:

_a?+a%+-+ad

@A TG +eta, =
E, do mesmo modo:

—2 —2 —2 2 2., 2

by +b; +-+b, ==

Substituindo estas duas ultimas conclusées no segundo membro da

desigualdade:
_— — — 1 1
a1b1 + azbz + ... +anbnSE + E = 1

O que acarreta em:
a, by a, by a, b

n n
. e 2.2 <
A B A B+ A B =1

ou
a1b1 + azbz + + aleTl S AB

A igualdade ocorrendo se, e somente se,

a, = bl,az = bz, v, Ay = b‘l’l

0 que equivale a:
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Ou ainda:

a a;

aTl
b, b, b,

A
B

4.1.3 Desigualdade entre as médias quadratica e aritmética

Proposicédo 1.3. Para quaisquer numeros reais nao-negativosxi, X2, ...,Xn, tem-

se que
\/x%+ X2+ .+ x%z X1+ Xo+ o Xy,
n n
Ocorrendo igualdade se e somente se X1=X2=... =Xn.
PROVA:

Fazendo y1 = y2 = yn, = 1 na desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

X1+ X+ A x, SYXE+ X2+ 4 x2-Vn ()
De modo que a igualdade ocorre se, e somente se, se existir um
namero real positivo A tal que x1 = Apara todo i donde se conclui que todos 0s Xi
sao iguais. Para se obter a desigualdade pedida basta multiplicar ambos os
membros de (I) por 1/n.

Vejamos entdo para tal resultado:

Aplicacdo: Seja c o comprimento da hipotenusa de um triangulo retangulo cujos

catetos medem a e b. Prove que a + b < ¢V/?2.

Solucéo. Do primeiro exemplo, com n = 2, temos:
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a?+bp? > (a+b)2
2 - 2 )

Dai:

2 2
% > @@a%—bScﬁ.

A igualdade ocorre se a = b e o triangulo é isGsceles e retangulo e por
Pitagoras verifica-se que a = b = ¢V2/2

4.1.4 Desigualdade de Bertoulli

Proposicéo 1.4 (Bernoulli) — Dados n natural e x > -1 real, temos (1+x)"= 1 +

nx, ocorrendo a igualdade para n >1 se e s6 se x = 0.

Prova. Facamos inducéo sobre n, sendo o caso n = 1 imediato. Suponha, por

hipotese de inducdo, que (1 + x)" =21 + nx; como 1 + x > 0, temos
@A+x)"=A+x)L+x)"2(1+xX)(1+nx)=1+(n+Lx+nx2=1+ (k + 1)x,

ocorrendo a igualdade sees6se (L +x)"=1+nxenx2=0,i.e.,seesdsex=
0.

Aplicacédo 1: Dados n natural e a e b reais positivos, mostre que
(1+ 9+ (1 +2n 2 om1,
b a
Ocorrendo a igualdade se e s6 a = b.

Prova. Dividindo ambos os membros da desigualdade do enunciado por 2",

vemos que basta provar que
1 a 1 b
1- 5+ —Zb)” +(1- > +—2a)n > 2.

1 1 b . . .
Como - 5T %> -le- v~ -1, aplicando a desigualdade de Bernoulli a cada
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parcela do primeiro membro acima e somando os resultados, obtemos
(1_l+i)n+(1_l+£)n 22+n(i+£_1)_
2 2b 2 2a 2b 2a

Basta, agora, aplicar a desigualdade entre as médias para obter

LA Y AT )
2b 2a 2b 2a

. P a b . z
com igualdade se e sO se 55 5. €. seesosea= b.

Aplicacado 2:Use a desigualdade Bernoulli para mostrar que a sequéncia
a, =1+ %)” é crescente, ou seja, que a,, < a1, paratodon>1.

Soluc&o: Note que a, = (1 + Tll)": (@hyn = @H)"

T nn
5 G+l 1 (n+2)"t1 .ot n"-(n+2)" o
Entao an - an + 1 an - (n+1)n+1 (n+1)n - (n+1)2n+1 _ —
(n+2) _[n-(n+2 n (m+2) _[(n+1)2—1]n_ (n+2) 14 ~1 "
n+2) "+ (+D) " (412 T e+ D (n+ 1)?
Como ﬁ > —1 segue, ela desigualdade de Bernoulli, que
(n+2) | -1 n_ (n+2) | —n
(n+2) [1 + (n+1)2] = (n+2) [1 + (n+1)2] ’
. ap+1 (n+2) . -n _ (n+2) . (n+1)2—n_
Assim segue que “= > (s [1+ | = oy - S =

(n+2)(n®+n+1) _ n®+3n2+3n+2
(n+1)3 T n343n2+3n+1 ’

Portantoa,, . > a,.

4.1.5 Desigualdade de Abel

Proposicdo 1.5 (Abel). Sejam n> 1 natural eas, a, ..., an, b1, b2, ..., bn nimeros
reais dados, comar = a2 = ... 2 an 2 0. Se M e m denotam respectivamente 0s
elementos maximo e minimo do conjunto de somas {b1, b1 + bz, ..., b1 + b2+ ... +

bn}, entéo:
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mai <a1 b1 + a2 b2 + ... + an bn< Mau.

Prova. Provemos a desigualdade da direita, sendo a prova da desigualdade da

esquerda totalmente anéaloga.
Facaso=0esi=b1+..+bjpara1<i<n. Entdo
— — -1
Yimaiby =Y ai(si— sioq) =Xinais; - Xico ai+1s;
=Y"1l(q. — q; 4 <Y M(a; — ajq) + Ma, = Ma
i=1 (al al+1) Si AnSn= Lij=1 i i+1 n 1

Para referéncia futura, observamos que, nas notacfes da prova do

teorema acima, a igualdade
n —yn-1
Yic1 @by = Y57 (@ — aiyq) Si + anSy

E conhecida como a identidade de Abel, sendo quase t&o Util quanto a

desigualdade de Abel em si.

Aplicacdo (Roménia — adaptado). Sejam n> 1 inteiro e Xa, ..., Xn, Y1, ... Ynreais

positivos tais que X1 y1<X2y2< ... <Xnyn €, para 1 <ksn,x1+ .. + X y1 + ... + Yk«

Prove que

Prova. Inicialmente, observe que

n 1 _yn 1 _yn Xi—Yi
i=1yi lzlxi lel XiVi . (3)

Por outro lado, a condigéo X1+ ... + Xk 2 y1 + ... + yk para 1 < k < n pode ser
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escrita como
(Xt -y1) + ...+ (Xk-yk )20

para 1 < k < n. Assim, fazendo a= — ebi=x— yipara 1 <i<n, temos 0 <ai<

XiYi
Xi—yi .
ax< ... <an, b1+...+bi20e;—yy‘:aibipara1S|Sn.
iYi

Aplicando a desigualdade de Abel a (3), obtemos entdo

n 1 n 1 Ll . :
=15 " i=1x—iZan min{b1+ ...+ b;1<i<n}20.

4.1.6. Funcdes Convexas e a Desigualdade de Jensen

Definicdo(Analitica) Seja | um intervalo ndo vazio deR.A fungcdo f. I— Ré
ditaconvexaem | quando f(axo + (1 — a)x1) < af(xo) + (1 — a) f (x1),
para todos os pares de pontos (xo, x1) em | e todoa € (0, 1).Quando a
desigualdade muda de sentido dizemos que a funcéo é céncava. A funcéo f é
dita estritamente convexa quando vale a desigualdade estrita para xo # X1.

Figura 2- Parametrizacdo de um intervalo

a ] b

v

(o=0) (o=1)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 3- Interpretacdo geométrica da definicdo analitica de funcéo

convexa

fix)

aﬁ.\‘j)ﬂf—wﬁx J
fi=)

Jix,)

\'d

X z X
1 2

Fonte: Elaborada pelo autor

O significado geométrico de convexidade é claro: considere na
Figura3 o segmento que une o ponto (x1f (X1)) ao ponto (xz, f(x2)). Dizer que f é
convexa significa que, para todos xi, x2em | e todo z em (x1, X2), 0 ponto (z, f (3))

do gréfico de f estd abaixo do segmento que une (x1, f (x1)) e (x2, f (x2)).

Definicdo (Geométrica):Seja | um intervalo ndo vazio de R. A funcao
f: 1 >R é convexa em | se e somente se E = Epi(f) ={(x,y) | x € | e f(x)<y} € um
conjunto convexo, Epi(f) chama-se epigrafe de f de R?. A Figura3 sugere que,
se u esta entre xo e X1 e P, esta abaixo de P,,Py;, ainclinagédo de P,,P, (ou melhor:
da reta que une P,,P,) € menor que a inclinacdo de P,,P,;, que por sua vez é
menor que a inclinagdo de P,Py;. O proximo resultado de geometria elementar

esclarece o argumento.

Proposicdo: Sejam Py, = (Xo, Yo), P, = (U, V), € Py; = (X1, y2) trés pontos
sobre o gréfico de f: R—>R, onde f &€ convexa, com u € (Xo, X1). Entdo as trés

propriedades seguintes sdo equivalentes:
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Figura 4- A propriedade fundamental de um epigrafe convexo

x i X

Fonte: Elaborada pelo autor

(1) P, esta abaixo de P, Py;
(i) inclinacdo (P, P,) < inclinagdo (PyoPyy);

(i)  inclinacdo (P,yPy,) < inclinagdo (P,Py,).
Prova. A Figura 4 ilustra esta demonstragao.

(i) = (ii): A propriedade (i) quer dizer que a imagem de u por f esta abaixo da
reta que une P, e P,; (e passa por P,). A equacédo desta reta € dada por
y—z=“—_y‘0’(x—u)- 0)

X1—X

Como qualquer ponto da reta que unePy, e Py, satisfaz a equacdo (i), em

particular o pontoP,,, facamos x = xo e y = yo; entdo temos

L, Y17¥o _
Yo—Z= X% (X —w).

Logo, a imagem de u pela reta é dada por

_ Y1i~Yo _
Z=Yyot+ %o (u —xo).

Sabemos que a imagem de u por f € menor que a imagem de u pela reta dada

por (i), ou seja, v <z onde que v = f(x), ou



Y1 — Yo
1~ Xp

VSyo+ (u —xo)

Como u — x0>0, temos

V—Yo < Y1—Yo
u-xo ~ X1—Xq

que € justamente a propriedade (ii).

(i)=(iii): Temos que

V=Yo < Y1—Yo
u-xg ~ X1—Xg

Como u—x>0 e x1—Xxo> 0, podemos escrever

(V — yo)(X1 — Xo0) < (y1 — Yo)(u — Xo),

VX1 — VX0 — YoX1 + YoXo £ Uy1 — Uyo — Xoy1 + XoYo,

UYo -UY1 - YoX1 < VXo - VX1 - XoY1.

Somando yixiem ambos os membros da desigualdade, obtemos

Y1X1 - YoX1 + UYo - Uy1 < Y1X1 - YoX1 - VX1 + VXo,
X1(y1 — yo) — u(y1 — Yo) < y1(X1 — Xo) - V(X1 — Xo),
(X1 —u) (y1 —yo) < (y1 — V) (X1 — Xo).

Como x1 —xo>0 e x1—u >0, entdo

Yi—Vo Y17V
X1—Xg _ X1—Uu

(i) = (i): Temos que

Yi—Vo Y17V
X1—Xg _ X1—Uu

Como X1 —Xo> 0 e x1—u >0, entdo

36



37

(Y1 = Yo)(x2 — u) < (y1 — V)(X1 = Xo),
Y1X1— Y1U - YoX1 + You < Y1X1 — Y1Xo — VX1 + VXo,
VX1 - VX0 — X1Yo < -Xoy1 + Y1iU — You.
Somando xoyo em ambos 0os membros da desigualdade, obtemos
VX1 - VX0 — X1Yo + XoYo < XoYo - XoYy1 + YiU — You

V(X1 — Xo) — Yo(X1 — Xo) < u(y1 — Yo) - X(Y1 — Yo).

Logo, como x1 — Xo> 0, temos

v <y, + 20 (u—x,).
0

X1 X,
Em outras palavras, (ii) e (iii) acima significam

f(w)—f(x0) < f(x1) = f(Xo) < f(x1)— f(w) (ii)
u—=xg T X1—Xp T X1—u

expressao que pode ser obtida através da representacao de u € (Xo, X1)

aplicada na definicdo de convexidade. Temos que u = axo + (1 - a)Xa.

Entao,

_ X1—u
a puy
X1— Xp
e
u-— Xq
l-a=
X1—Xo

Substituindo obtemos

f(u) < 222 f(x0) + ——= f(x1).

u
X1— Xo X1—Xo

Como x1 — Xo> 0, entdo
f(u) (X2 — xo) < x1 — u) f(x0) + (U — Xo) f(xa),

f(u)xa - f(u) xo < xaf(xo) — uf(xo) + uf(x1) — xof(x1).
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Somando xof(xo) em ambos os membros da desigualdade, obtemos

f(u)xa - f(u) Xo + Xof(X0) < Xof(xo) + Xaf(xo) — uf(xo) + uf(x1) — Xof(xy),
f(u)(X1 — xo0) - f(X0)(X1 — Xo0) < f(X1)(u — Xo) - f(Xo0)(u — Xo),

(f(u) — f(x0))( X1 — Xo0) < (f(x1) - f(X0))( U — Xo).
Portanto, como X1 — Xo> 0,

f(x1)—f(x0) (u— xo) = f(x;) + f(x0)—f(x41) (

X1—Xp X1—Xp

f(w) < f(xq) + X, — U)
Proposicédo 1.7 (Jensen). Seja f: (a,b)>Ruma funcao duas vezes diferenciavel.
Se f'(x)20 em todo o intervalo (a,b), entdo para quaisquer X1, X2, X3 ...,Xn € (a,b)

dados vale a seguinte desigualdade:

fl)+ f(x)+ .+ (n)y f(x1+ X+ .+ xn)

n n
Em particular, f € convexa.
Por outro lado, se f ”(x) < 0 em todo intervalo (a,b), temos que para quaisquer

X1, X2, ..., Xn€ (a,b) vale a sentenca:

fFlx)+ FO)+ o+ (xn) <f(x1+ Xo+ ..t xn)

n n

Demonstracao:

Provemos o caso <0 pois a demonstracdo no outro caso € totalmente
analoga. Usemos inducdo finita sobre n. O caso n = 1 é imediato. Suponha entédo
gue a desigualdade seja valida para quaisquer (n — 1) niumeros reais no intervalo

(a, b). Fagamos entéo o passo indutivo para n.

Fixe inicialmentexa, x2, ... ,Xn-1€ tome Xn= X.

Facamos xitxe+ ... + Xn1 =l e f(xy) + f(x) + ...+ f(x,—1) =K. Queremos
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provar que

k+f(x)<f
— =

(HTx) para qualquer x € (a,b).

Definamos entdo a fungéo

n

Derivando, obtemos

g0 =2 " (22).

n n

I+ l ~ . , . . . ~
Se x = Tx:>x: — .entéo g (x) = 0.Perceba ainda que f € mondétona nao-

crescente em (a,b) dado que f’ < 0 pra todo x em (a,b).

, entdo g

, entdo g '(x)<0 e que sex<ﬁ

. . l
Assim, podemos concluir que se xX>—

, , , . . . . [
(x) = 0. Dai, o Calculo Diferencial nos permite afirmar que x = — € um ponto de

maximo global de g(x) no intervalo (a,b). Diante disso temos:

(-
ax)<g (ﬁ): 5-%, X< f (ﬁ) (Hipdtese de inducéao).

n n n-1
k+f(x) l+x
Logo, g(x) < 0 donde — <f (T)

As condicdes para a igualdade dependem bem mais da funcéo f dada.
No caso mais comum temos "< 0 de forma estrita no intervalo (a,b).Pela
demonstracao dada conclui-se que a igualdade ocorrera se e s sex1=X2 = ... =
Xn.

Observagao: Provemos que a desigualdade acima implica na

convexidade de f.
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Demonstracéo:

. m A . . . .
Dado aem (0,1) seja n—" uma sequéncia de racionais convergindo para a. Agora,
k

fixados x, e x; em I, aplique a desigualdade aos n; numeros x, ..., x, (m; vezes),
X1 e X1 (Mg - My, VEZES), Obtendo

f(’:—;‘)-xw(l-(r: x) < (X )-f(x0) + (1 - =~ ().

Fazendo k tender a infinito, e levando em conta que f é continua (pois f é

derivavel), obtem-se a desigualdade desejada: f(a. xo +(1- ). x;) < o.f(xy) + (1- a).f(x;).

A desigualdade de Jensen também pode ser aplicada para intervalos
quaisquer, desde que a funcéo f seja convexa (ou cbncava) em todo o referido
intervalo.

Um fato interessante é que podemos obter a desigualdade das
médias aritmética e geométrica partindo da Desigualdade de Jensen. Facamos
iSSO.

Considere entéo a funcado logaritmo natural f(x) = Inx. Como f’(x) = -

1/x2 < 0 entdo In é cbncava e teremos que:

n
=1 Xi Yo ln X1+ X+ 4+ x
In( ‘n’ ‘) = °n . Isto acarreta que In(%) >

(%o = xp e xp).

Como f(x) = Inx € uma funcao crescente, concluimos que o resultado se segue.
Teorema(Desigualdade de Jensen generializada): Sejam | um intervalo nao
vazio de R e f uma fungdo convexa em I. Entéo, para qualquer colegéo {xu, ..., Xk}
de pontos em | e qualquer cole¢cédo de numeros {aa, ..., ak} satisfazendo

o >0paral=1,...keY<, a =1, 0)

vale a desigualdade de Jensen:

fEiSs axi) <Tisy of(x)).
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Demonstracao. Considere primeiro k = 2. A relacéo é trivial se aiou az é zero;
se nao, temos justamente f (axo + (1 — a)x1) < af(xo) + (1 — a) f (xa).
Agora, suponha por indugcédo que a relacao é verdadeira para k — 1;

sejam as colecdes {x1} e {ai} como em (1.10). Se ak € 0 ou 1, ndo ha o que provar.

Se nao, fixemos

Entado, temos

k-1, _
Ok + Zi=1 o = 1,
o+ A = 1
Portanto,
Ak = 1- a,

onde ake (0,1). Sejaa; = % parai=1, ..., k—1. Temos que
Gz0eYla; =1. (i

Entao

Z%(zl Xy = %(;11 &ixi + (1 — a) Xk-

Nesta relac&o, o pontoX = Y X' @;x; estd em |, isto é, entre o menor

Xi € 0 maior xi. Aplicando (ii), obtemos:

FZIS 1 i) ST + (1 — Df(xi) = 7 + ef(xi0).
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Entdo o resultado segue da suposicao de inducéo aplicada a x:
af(X) = @ f(Et ) < aXitaf(x) = T ogf(x).
O conjunto descrito por (i) € chamado de simplex unitario de RX. Uma
colecdo de ai's satisfazendo (ii) € chamado de multiplicadores convexos e 0

correspondente x = YK a;x; € uma combinagio convexa dos xi's

Aplicacdo 1:Sabemos que a funcéo — In é convexa em (0, +0). Entdo, vale a

desigualdade de Jensen:
-In (Zk 1 QX< - Z =104 Inx; =- Zi( 11nXO(1 =-In (Hl 1Xa1)

para todos xi> 0 e a = (a1, ..., Ok) NO simplex unitario. Através da monotonicidade

da funcéo exponencial, obtemos
k o k
o1 Xj <Xizq 4X;.

,i=1,...,n, temos a classica

=R

No caso particular em que a; =
desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica:
n\/X1X2 ...Xn S %.
Aplicacdo 2: Veja que a funcgéo f(x) = x.Inx é convexa em (0, +o) pois f(x) =
logx + 1 e f’(x) = 1/x de modo que f’(x) > 0 para todo x em (0, +0). Aplicando a

desigualdade de Jensen, temos

(Zl 1a;x;) In (Zl 1@ xl)<Zl 1 @ (x;lnx),

In (Zi'(zlaixi)zi“aixiﬁzlic:ﬂ JPE = ([T, ).

a'xl

Como a fungao In é crescente, temos(T; a; ;) K= H[TE ) 2
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Aplicacdo 3. (Ma =2 Mg generalizada) Sejam X1, X2, ..., Xn nNUMeros reais nao

negativos e a; +a, + -+ a, =1, com 0s ars nUmeros positivos. Vale que:
= () U< a; - x,

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, X1 = X2 = ... = Xn.

Demonstracao: Observe inicialmente que se existir i para o qual xi = 0 a

desigualdade vai valer, com a igualdade se verificando se xi = 0, Vi = 1,2,...n.

Assim, vamos supor Xi, Xz, ..., Xn NUMeros reais positivos e a1 = az = ... = na

nameros reais positivos, com a, + a, + -+ + a, = 1. Usando o fato de f(x) = In(x)
ser uma funcéo cbncava (pois f''(x) = -xiz< 0) e aplicando as desigualdade de

Jensen obtemos:
a; - n(x) +ay-n(xy) ++a,-n(x,) <ln(ay-x;+ay, - x;++a, x,) =
In(x)* + n(xy)*2 4+ -+ In(x,)* < In(ayx;,+a, x,++a, x,) =
In((x)* - In(xy))% - .- (p)™) < In(ag " xq +ay x5, + -+ a, - xy)

e pelo fato de f ser crescente, vale o resultado que queremos.

4.1.7 Desigualdade de Young

Proposicdo 1.8: Sejam a e b reais ndo-negativos e p, g > 1 satisfazendo% +$ =

1, entao

Ocorrendo a igualdade se, e somente se a? = b19.

Prova: Usando a desigualdade Ma = Mg generalizada para os nUmeros x; =

1 1
al,x, =blew; ==, w, =— temos:
14 q
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[T () Visyi wy - x;,

chegamos a

1 1
%” + bq—q > (a®)? - (b9)4 = ab.m

4.1.8 Desigualdade de Holder

Proposicédo 1.9 Sejam x4, x5, ..., X,€¥y1, V2, --., ¥, NUMeros ndo negativos e p, q >

1, satisfazendo% + i =1, entao

Dim1 Xy < F 1xp)p Qi< )q

Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, (x?,x),...,.x0) e (v, v, o, v

forem proporcionais.

Demonstragdo: Sejam u = QL 1xp)Pev— Qi1 )q Pela desigualdade de

Young,

%< %(%)p +(CHe, parai=12,.,n

u v

Isto implica em

(5 <re(S) 2 (5)

i=1
T Y (B 1) + (T ) = 4
4.1.9Desigualdade de Minkowsky

Proposicdo 1.1.10: Sejamxy, Xy, ...,Xp€Y1, V2, ., Y NUMeros nao
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negativos e p > 1 entado

1

iz (ity)?P Je< (2T i- 1xp)p+(21 1Y )p

Com a desigualdade ocorrendo se, e somente se,

(X1, X2, s Xn) € (Y1, Y2, -, Yy fOrem proporcionais.

Demostracao: Para a demonstracao desta desigualdade considere a identidade

abaixo e nela fagamos z; = (x; + y;)? . Entéao,
Z?:l(xi + yi)p = 1X (xl + yl)p L+ Z Iyl(xl + yl)p t= ?=1xizi + Z?=1Yizi-

Usando a desigualdade de Holder obtemos,

_p
p

=1 (% +3’i)p32?—1xlp)% -(anlz _1)1 P+ (XL 1Y1 P (X 1Z ) r=
[Zin=1(Xi+yi)p] P 1Xp)p (X )P ]

Xis: Xityi
L yi) [21 1Xp)p+(21 1y1)p]
[21:1(Xi+YI)p]

Donde,

[21 1(X1 + YI)p]p<Zl lxp)p + (21 1y1 )p
4.2 ALGUMAS APLICAQOES DE DESIGUALDADES ALGEBRICAS

1) Dispondo de 80 metros de arame um fazendeiro deseja circundar uma area
retangular junto a um rio para confinar animais. Qual a area maxima que tal
cercado pode assumir admitindo que lado que faz fronteira com o rio ndo sera

cercado para que 0s animais possam usar a dgua do rio para beber?
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Figura 5- Problema do fazendeiro

Area
circundada

Fonte: Elaborado pelo autor
Solucéo:

Sejam os lados do retangulo x e y, de sorte que, sem perda de generalidade, x
<y (caso contréario seria totalmente anélogo). Visto que o perimetro da cerca &

80 m, temos que 2x+ y = 80. Usando a desigualdade das médias, segue:

ZJC% 2 ,/2xy.
Dado 2x +y = 80, entdo: ,/2xy < 40. Elevando ambos os membros ao

quadrado, resulta 2xy< 1600 <xy< 800. Como a area do cercado retangular é
expressa por Xy, concluimos que a area maxima que tal cercado pode atingir é
800m? ocorrendo quando y = 2x, donde x = 20m e y = 40m.

Outra solucédo para tal problema (mais voltada a educacao basica) é
escrever y como funcao de x na igualdade 2x+y = 80, ou seja, y = 80-2Xx. Assim,
a area S do cercado expressa em funcdo de x serd S = x(80-2x) = -2x2 + 80x,

cujo valor maximo é dado pela expressao

6400 6400 . ~ .
=——=_800. Uma terceira solucao pode ser dada via

max{S} = - e

derivadas, que deixaremos a critério do leitor.

2) Dentre todos os solidos retangulares sem “tampa” com area de superficie pré-

fixada, encontrar aquele que limita o volume maximo.

Solucéo:

Sejam X, y e z os comprimentos das arestas do paralelepipedo (Figura 5) e “S”
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sua area superficial.

que:

Figura 6- Problema do paralelepipedo

g

X

Fonte: Elaborada pelo autor

Entdo, S = xy + 2xz + 2zy, pela desigualdade entre as médias, temos

3 3
(g) — (xy+29;z+22y) Z4X2y222-

3
Assim, para o volume V = xyz do sélido temos que V < % (3)2 . Portanto

o volume maximo € atingido quando ocorre a igualdade, ou seja, quando xy =

2xz = 2zy. O ultimo resultado implica que as arestas do sélido com volume

maximal sdo unicamente determinadas e expressas por

X=Vy = Eez—l E
=YY= 3827243

3) Prove que, dentre todos os retangulos inscritiveis a um circulo de raio “r’ fixo,

0 quadrado € aquele que delimita maior area.

Solucgéo:

Denote por x e y as dimensdes do citado retéangulo e fixe um real r > 0 como raio

do circulo no qual o retangulo estara inscrito (Figura 6). Dessa forma a area

limitada pelo retangulo sera expressa por S= xy.
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Figura 7- Retangulo inscrito

Fonte: Elaborado pelo autor

Invocando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos que:
(2r2=4r2=x2 +y2 (i)

Por outro lado, pela desigualdade das médias, temos também que:

xzﬂZ,/xy ox+y22/xy

(X + y)? 2 4xy<= X2 + y2 + 2xy = 4xy
X2 +y? 2 2xy (ii)

Por (i) e (ii) conclui-se que 4r? = 2xy e dai que S= xy < 2r2, ocorrendo a igualdade

se, e somente se, X =y, isto é, se ABCD for um quadrado inscrito no circulo.

Comentario: Uma solucdo alternativa para o problema acima pode ser
apresentada através de trigonometria, semelhante ao método de coordenadas
polares utilizado nas solucdes de integrais. Seja entdo a a medida do angulo
CAB na figura 1.3. No triangulo ABC, retangulo em B, temos x = 2rcosa e y = 2r-
sen a. Assim, a area S= xy do retdngulo ABCD pode ser expressa por S = X.y =
(2r.cosa).(2r.sen a) = 2r? (2sena cosa) =2r?sen(2a) < 2r? pois qualquer a dado,
sen(2a) < 1 (o seno € uma funcao limitada superiormente). Segue o resultado.
O estudo das desigualdades (sejam elas de natureza algébricas,
aritméticas ou geométricas) podem ser tratadas a luz trigopnometria de forma

mais eficaz e direta, fazendo substituicdes e mudancas de variaveis que auxiliam
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na melhor compreenséo e solucdo do problema, além de primar o contexto
geomeétrico do mesmo. Um bom artificio para resolver problemas de maximar ou
minimizar expressdes envolvendo trigonometria € reescrever a expressao
resultante, em uma expressdo em termos de um Unico seno (ou cosseno), para
que se possa usar o fato de que este é limitado superior e inferiormente, isto

é,|senx| < (Jcosx| < 1.

Observemos entdo alguns problemas com tal abordagem.

1 1

. " . tbhtco S S
4) Para reais positivos satisfazendo a + b + ¢ = abc, mostre que e

3 . .
<5.e determine quando a igualdade ocorre.

Solucao: Sendo a,b e c reais positivos existem a, fe y em (0, g)para 0s quais

a =tga b =tgB c = tgy.

Assim, teremos que

1 1 1 _ 1 1 41
Vita? V1+b? Vi+c?  Ji+tg?a J1+tg?B  Ji+tg?y

Da trigonometria elementar, nos vem os seguintes resultados:

1 .
| +tg?x = sec? x onde secx = — qualquer que seja X € (O, g)

Logo,

1 1
+ +
Vit a? Vi+b? Vi+c?

= cosa + cos f3 + cosy.

Sabemos que em (0, g) a funcéo consseno é cdncava, haja vista que cos™x = -
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. cosa+cosfp+cos + B+
cosx <0. Decorre da desigualdade de Jensen que B ’< cos(“—ﬁy).

3

Supomos por hipétese que a + b + ¢ = abc, o que implica em tga + tgB + tgy =

tga .tgP .tgy.

Com um pouco mais de trabalho e usando por duas vezes a tangente do arco
duplo obtemos uma expressédo para determinar a tangente do arco soma de trés

arcos a, B, y em funcao das trés tangentes dadas, a saber:

tgo + tgp + tgy — tga .tgP .tgy
—tga-tgp —tgB-tgy —tga-tgy

tg(a+B+7)=-

Vemos entdo que tg(a+ B+y)=0ea+pB+y=T.

cosa+cosf+cosy e
< cos (5)
CcOoS 3

Concluimos entéo que .

= 1;donde cosa + cosp + cosy=

3 .
5 € por fim que

1 1 1 3
+ <=,
Vi+ a2 Vi+b2  Vi+c? 2

onde igualdade ocorre se, e somente se, a = =y = gou sejaa=b=c=+/3/2

5) Obtenha o valor maximo de3x + 4y dado que x2 + y2 = 16 onde X e y séo

ndmeros reais.

Solucéo:

Dados x e y reais sabemos que existe algum 6 o qual satisfaz

X y
C0S 6= ——=-e senf = ———.
/x2+ yZ [x2+ yZ
Assim, sendo S = 3x + 4y, tem-se que —— =3 ——— + 42

VxZey? T fxZiy?  fxZey?

Dai
(.

= 3.cos 6 + 4.senf e consequentemente S= 4.(3cos 0 + 4senb).

IR
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Admita agora um triangulo retangulo PQR de sorte que seus catetos mecam 3

u.a e 4 u.a. Por Pitdgoras sua hipotenusa medird 5 u.a. Denotemos por aum

3

angulo agudo interno a ABC. Segue que cos o :ise sena = . Sem perda de

generalidade escrevamos4 = 5sen o e 3 = 5cosa .

Substituindo em (1I):

S = 4.(5sena..cos&+ 5cosa.sen ) = 20-(seno..cosd+ coso.send).

Pela expresséio que denota o0 seno da soma dos arcos obtermos
sena..cosé + cosa.send = sen(a +6), por onde conclui-se que S = 20.sen (a + 6). Para
qualquer @ nos reais é certo que|sen 8| < 1, entdo|sen (a + )| < 1 ou ainda -1 <
sen(a+0 ) < 1.

Manipulando a expressdo acima, temos:
-20 <20.sen(a +6) <20 < -20 <S< 20 < -20 < 3x + 4y < 20.

Logo o valor maximo para 3x + 4yé 20 ao passo que o valor minimo é -20. Segue o
resultado.

Tal problema também pode ser atacado mediante o uso da desigualdade de
Cauchy-Schwarz para dimenséo 2, pois é valida a desigualdade(x? + x2)(y? +
y2)2(x1y; + x,¥,)% . Tomandoxi = 3, X2 = 4, y1 = X, y2=y, temos: (3x + 4y)? < (3?
+ 42) (x2 + y2) = (9+16).16=25.16=400.

Dai, [3x + 4y| < 20. Logo -20 < 3x + 4y < 20, conforme ja haviamos concluido na

solucéo anterior.

Tal valor € alcancado quando existe um real positivo A, tal que x = 3L e y = 4\

. . 4 A . 12 16
onde conclui-se facilmente quei = < € por consequéncia x = —ey = —.

6) Um quadrado ABCD de lado Le um triangulo PQR de lados a, b e ¢ tem
numericamente a mesma area. Determine qual dentre esses poligonos tem o
menor perimetro. Existe alguma condigdo com a qual esses perimetros sejam

também numericamente iguais?
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Solucéo:

Dados a, b e c medidas dos lados do triangulo PQR e L a medida do lado do

quadrado ABCD temos que 2p=a+b+ce+/p(p—a)(p —b)(p — ) sdo o
perimetro e a area do tridngulo, respectivamente, ao passo que 4L e L2 sdo

seus equivalentes do quadrado. Por hipétese temos:

Jp(p—a)@-b)p—c) =R

Que equivale a escrever

p(p—a)—-b)(p—-c)=I" 0

Pela desigualdade das médias:

p+(p—a)+ (p—b)+ (p—c) _ 4p— (a+b+c) _ 4p—2p _ 2p
Vr(p—a)@-bp—o s ; R e

p(p—a)p—b)p-c) < (L)

Por (i), conclui-se que | < %p<:> 2p = 4l. Isso mostra que o perimetro do triangulo

€ maior que o perimetro do quadrado. Quanto a suposta igualdade, a mesma sé

ocorreria se, ainda pela desigualdade das médias para fins de igualdade:

(p—a)= (p—-b)= (p—c)=pe=a=b=c=0

O que nos leva a um absurdo. A desigualdade se restringe a 2p> 4l e, portanto,

o tridangulo sempre tem 0 maior perimetro numerico.
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5 DESIGUALDADES GEOMETRICAS

Trataremos aqui de desigualdades geométricas, algumas mais triviais
e outras menos imediatas sempre observando suarelevancia e aplicagbes nas
diversas areas e campos das ciéncias, em particular a Matemética.

O estudo das desigualdades geométricas remonta temporalmente dos
primordios da prépria geometria. O livro | de Os Elementos, atribuido a Euclides
de Alexandria, apresenta uma gama vasta de resultados acerca de
desigualdades entre lados e &angulos de um tridngulo, com destaque a
Proposicdo XX, enunciada como: “a soma de dois lados € maior do que o
terceiro” que observada como um teorema se faz basilar para tantas outras de
igual forca e relevancia nos estudos de poligonos planos. Um belo resultado que
trataremos ao decorrer desse capitulo diz respeito a uma desigualdade entre
entre o circunraio R e o inraio r de um triangulo, a saber R = 2r, atribuida a Euler
em 1765.

5.1 ALGUMAS DESIGUALDADES GEOMETRICAS

5.1.1 Desigualdade triangular

Proposicéo 2.1:A soma das medidas dos comprimentos de quaisquer dois lados

de um triangulo dado é superior a medida do terceiro lado.

Figura 8- Desigualdade triangular

Fonte: Elaborada pelo autor
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a<b+c
Observando a figura8acima, temos entdo que ib < a + c.

c<a+b

Vale observar que cada um lado tem medida maior que o médulo da

diferenca das medidas dos outros dois lados.

a>|b—c|
{b<|a—c|.
c < |a-b|

Demonstracao:

Considere D um ponto sobre a semirreta oposta a semirreta AC satisfazendoAD
= AB (i)

Temos:

DC = AC+ADS DC = AC+AB  (ii).

Observando a figura perceba que ABD ¢ isésceles de base BD. Implicando que
Z/CDB = ZABD. Como A é interno ao angulo CBD, entdo ~CBD>~/ABD de onde
concluimos que~ZCBD>~/CDB (iii).J4 em BCD, de posse de (iii) e cientes que o
menor angulo corresponde o menor lado, temos BC<DC e por (ii), temos que
BC<AC+AB, ou simplesmente, a<b + c (desigualdade triangular).De forma
analoga, podemos mostrar que b<a + ¢ (I) e c<a + b (Il). Observamos ainda que,
por (1), a>b — ¢, e por (I1), a>c — b. De qualquer modo, a <|b - c/. Analogamente

verifica-se que b</a—cle c</a - bl.
5.1.2 Desigualdade de Weitzenbdck

Proposicéo 2.2: Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um triangulo ABC e S

a medida de sua area. Entdo a2 + b? + ¢ 2 4v3S, e a igualdade ocorre se, e

somente se, o triangulo ABC for equilatero.
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Pela desigualdade triangular temos:

b<a+c ={a+c—>b>0.

{a<b+c {b+c—a>0
c< a+b a+b—c>0

Pela desigualdade das médias temos ainda que temos

(b+c—a)+(a+c—b)+(a+b—c)
3

2Y(b+c—a)la+c—b)(a+b—c),

De onde concluimos que

(a+b+c

. )32(b+c—a)(a+c—b)(a+b—c) (i).

Em contraponto, para quaisquer reais positivos a, b e ¢ sdo validas

a’+ b%? > 2ab
b% + ¢? > 2bc. Somando membro a membro obtemos:
a® + c? > 2ac

2(a2 + b2 +c?) 22(ab + bc + ac) © 3(a2 + b%2 + ¢?) 2(a2 + b2 + c?) + 2(ab + bc +

ac)
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3@+b2+c)2(a+b+cP=/(a +b + o)t at+b?+c22 /g (a+b+ o)

az+b2+c22 J3(a +b+c) () i,

Substituindo (i) em (ii), teremos:

a2+b2+CZZ\/B(a+b+c)(b+c—a)(a+b—c)(a+C—b)=

J6p - (2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2¢)
onde 2p =atb+c é o perimetro de ABC. Dai:

a2+b2+022\/3-16p-(p—a)(p—b)(p—6):4\/§'\/P'(P_a)(p_b)(p_c)



56

=443 - Syistoque Jp-(p—a)(p—b)(p—c) =S.
A igualdade ocorre se, e somente se, a = b =c e notamos que ABC for

equilatero.

Apresentamos logo abaixo uma solugéo com abordagem mais voltada ao uso da

trigonometria:

Solucédo trigonométrica:

Seja a a medida do angulo interno correspondente ao vértice A, e assim oposto
ao lado de medida a. Segundo a Lei dos cossenos, temos a2 = b2 + ¢2 - 2bc.cos
a. Adicionando b2 + c2 aos membros da sentenca, temos:az + b2 + c2 = 2(b2 + c?)

— 2bc.cosa (i)

A trigonometria aindanos da S = %.b.c.sena. Decorre 4v/3.S = 2v/3.b.c.sena (ii)
Fazendo (i) - (ii), obtemos:

a2z + b2 + ¢2 - 4/3S = 2.(b?+c?) — 2.b.c.cosa - 2v3.b.c.sena = 2(b? + ¢?) —
abo(2- cosa + 2 -sena)= 2.(b2 + ¢2)- 4.b.c.cos(% - a)z 2.(b2 + c2) — 4be=2.(b
-c)?220.

Logo, a2 + b2 + ¢2 = 4/3S,de sorte que a igualdade decorre se, e s0, cos(g - a):
leas= g e b = c. E isso s6 ocorre se, e somente se, ABC for um triangulo

equilatero.
5.1.3 Desigualdade de Erdds-Mordell

Proposicédo 2.3: Seja ABC um triangulo qualquer, de lados medindo a,bec,e M
um ponto interior, tal quex = AM,y = BM e z = CM. Entéo, sendo p, g er,
respectivamente, as distancias de M até os lados BC, AC e AB, entdo vale a
seguinte desigualdade: x +y +z2=2(p+q +1).

Demonstragéo:

a-hg

Na figura 9, h, denota a distancia de A até BC. Temos: S= >

. Como S pode ser

obtida como soma das areas de BMC, AMC e AMB, segue que a -ha=2S = ap +
bg+ cr.
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Figura 9- Desigualdade de Erdds-Mordell

D
a

Fonte: Elaborada pelo autor

Sendo hasp+x1a(p+X)Zaha=ap+bq+cr:>ax2bq+cr:>xg%q+% 0
Analogamente obtemos as desigualdades y= % +%(ii) ez % + %(iii).

Somando membro a membro as trés desigualdades formuladas acima temos:

oy pte ) rae D) iltr ez 2 a=2pasn
usando acima o fato que a soma de um nimero com seu inverso é sempre maior

ou igual a 2 (consequéncia direta da desigualdade das médias).

Nota histérica: Essa demonstracdo foi apresentada em um problema proposto
por Paul Erdos (1913-1996), em 1935 American Mathematical Montlye resolvida
por Louis Joel Mordell (1888-1972). Em 1957, Nikolas Kazarinoff e em 1958
Bankoff apresentaram demonstracdes mais elementares abrindo o leque

superiora 20 demonstracdes distintas para essa desigualdade.
5.1.4 Desigualdade de Euler

Proposicéo 2.4: Sejam R> 0 e r >0 raios do circuncirculo e do incirculo de um
tridngulo qualquer ABC, respectivamente, de lados a, b e c. Vale a desigualdade:
R= 2r. Ocorre a igualdade se e somente se o triangulo for equilatero.

Demonstragéo:

Denote por S a éarea do triangulo ABC. Entdo a geometria nos d& trés
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possibilidades para escrevermos sentengas para S:
abc =4RS, S=pr, S2=p(p-a)(p —b)(p —¢).

Perceba que (a+ b —-c).(b + c—a).(c + a—b) < abc (i), bastando tomarx =a + b
—c,y=b+c—-aez=a+c—-bedaiconclurque2a=y+z 2b=x+ze2c=x
+y. Pela desigualdade das médias obtemos: x +y = 2\/x_y, X+z22/xzey+z
> 2\/ﬁ. Multiplicando as desigualdades, temos que (X + 2).(y + 2).(X +y) 2 2\/x_y
- 2\xz - 2\/ﬁ =8xyz,ou seja, (@a+b-c)(b+c—a)(c+a—Db)=<abc.

Por (i) temos que (2p — 2a).(2p — 2b).(2p — 2c) < abc<= 8(p —a).(p—b).(p-c) =
abc. Dai, (8%2) <4RS&2S < pR. Como S = pr, entdo pR 22pr<R22r.

Para a igualdade devemos ter x =y = z donde decorre que a = b = c e portanto

ABC é equilatero.

Apresentemos abaixo alguns outros problemas e resultados que versam sobre

desigualdades geométricas e suas aplicacoes.

P1) Seja P é um ponto interno ao triangulo ABC. Demostre a desigualdade
PB + PC<AB + AC.

Figura 10: Triangulo qualquer

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstracdo: Observe o triangulo apresentado acima. Prolongue o
segmentoBP de sorte que este intercepte o segmento AC no ponto Q conforme
a figura. Aplicando a desigualdade triangular, temos: AB + AQ>BQ = BP + PQ (i)
e PQ + QC> PC (ii). Adicionando membro a membro das desigualdades (i) e (ii)

obtemos AB + PQ + AQ + QC > BP + PC + PQ. Usando o fato que AQ + QC =
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AC, concluimos por fim que PB + PC < AB + AC.

P2) Dados p, R e r como sendo respectivamente o semiperimetro, o
cincunraio e inraio de triangulo ABC qualquer de lados a, b e c deduza a

desigualdade

|p? — 2R?* — 10Rr + r%| <2 (R-2r),/R (R - 21).
Prova: Inicialmente temos que

_ _ _ 3_ 2 -
2= (p a)(pp b)(p-c¢) _p-p (a+b+c)+z;(ab+bc+ac) abe _ _pz +ab+ bc + ac -4Rr

Dai, 0, =ab+ bc +ac=p2+r2+ 4Rr. Sendoog; =a+b+c=2peg; =abc =
4pRr.

Abrindo as contas, temos:

(@a—Db)2 (b—-c)?(c—a)2=c0? - 403 - 40305 + 180,0,03 -2705 =
= -4r2 ((p? — 2R? — 10Rr + 12)% — 4R (R — 21)%).
Assim, (p? — 2R? — 10Rr + r2)2 — 4R (R — 2r)* < 0 que equivale a
desigualdade |p? — 2R? — 10Rr + r?| <2 (R - 2r){/R (R — 2r), como

queriamos demonstrar.

P3) Sejam lados de um triAngulo ABC medindo a, b e c. Verifique que 3(bc
+ac +ab)s(a+b +c)*4.(bc +ac +ab), ocorrendo aigualdade quando ABC

for equilatero e reciprocamente.

Demonstracédo: E facil ver que 2bc < b2 + ¢, 2ab < a2 + b2 e 2ac < a2 + c2
Somando as trés desigualdades citadas, temos 2(a2 + b2+ c?) = 2(ab+bc+ac).
Adicionando 4(ab+bc+ac) a essa sentenca, temos:2(a? + b+ ¢2 + 2(ab + bc +
ac))z 6(ab + bc + ac) <(a + b + c)? = 3.(ab+bc+ac), com igualdade se, e so se,

a = b = c. Reciprocamente sendo a, b e ¢ lados de um dado triangulo, pela

desigualdade triangular temos:| b - ¢/ <a, |c - al<b e|a - bl <c. Logo (b - c)2 <a?,
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(c —a)?2 <b? e (a— c)? <c2. Somando as desigualdades acima temosa? + b2+ c2 <
2(ab + bc + ac) donde (a + b + ¢)%< 4(ab + bc + ac). Por fim, segue que 3(ab +

bc + ac) < (a+ b + c)%< 4(ab + bc + ac), concluindo nossa demonstracao.

P4) Sejam: ABC um triangulo; a, b e c as medidas de seus lados e2p=a+b

. 36 b
+c. Demonstre que vale a desigualdadea? + b2+ c22 E(p2 + %) ocorrendo a

igualdade se e s6 se ABC for equilatero.

- . . 1
Demonstracao: Como deduzimos anteriormente, temos a2 + b2+ ¢? 25.(a +b+
c)?, com igualdade ocorrendo quando a = b =c. Tomando a + b + ¢ = 2p vemos

4 . , -
que a2 + b2+ c2 2 ng.Recorrendo a desigualdade das médias obtemos abc <

a+b+c)3

E(a+b+c)]3=( -

4 36 20\3 1] _ 36 a+b+c\3 1
2 2 2> X2 =2°1,,2 22Y) L2l =22192 o>
I‘OQC)a-|_b+C_3p 35[p +(3) p] 35p+( 3 ) p]_

36

- (pz + aTbc). Com igualdade ocorrendo se ABC for equilatero e

reciprocamente.

P5) Seja ABC um triangulo de lados a, b e ¢, e cujos angulos internos

respectivamente opostos sédo denotados por a, B e y. Mostre que:
33
0 <sena + senf + seny < -

Demonstracdo: Temos a, B,y € (0,7) o que nos da sena >0,sen>0e seny

> 0 e de imediato sen a + sen 3 + seny > 0. A funcéo f(x) = senx € claramente

cbncava no intervalo(0,) haja vista que sen’x = cos’x = - senx < 0. Pela
. . sena + senf + seny o+ B+ v\ _ T\ _V3 .

desigualdade de Jensen temos: S < sen(——— )= sen () =~ Visto
3V3

que sdo angulos internos de um triangulo.Logosen a + senf3 + seny < e

2
3v3 .,
ortanto 0 <sena + senf + seny < — como desejavamos. Ocorre a
Y 2

igualdade se, e s6se,a= B =Y.
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P6) Seja ABC conforme o problema anterior e figura abaixo. Prove que sen a +

sen 3 + seny 2 sen(2a) +sen(2B) +sen(2y).

~ . b
Resolucdo: A Lei dos Senos nos oferta que — = =~ =2Rosena +
sena senf seny
_ a+b+c _ S g
senf3 + seny= i 0]

Figura 11- Tridangulo inscrito

Fonte: Elaborada pelo autor

Da formula do seno do arco duplo temos sen(2a) +sen(2B) +sen(2y) = 2(sena.cosa

+senf.cosf +seny.cosy) = % (a.cosa + b.cosf +c.cosy). Visto que a.cosa + b.cosf

+c.cosy= %S, temos sen(2a) +sen(2B) +sen(2y) = ;—i. (i)

Dividido (i) por (ii) segue que:

S
+ + = _ S R? R .
senatsenBrseny _m -5 B _ R4 hoisR 2 2r decorrente da
sen(2a) + sen(2p) + sen(2y) =z Rr 2S 2r

Desigualdade de Euler. Segue o resultado.
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6 UM TRATAMENTO PARA PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS VIA
DESIGUALDADES

6.1 PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

1) Dentre todos os retangulos de perimetro pre-fixado, a area maxima corre

no quadrado.

Demonstracao: Representemos por x e y a medida do comprimento dos lados

do retangulo de um retangulo ABCD qualquer. Identifiguemos seu perimetro por

P donde vem P = 2(x + y). Advém da desigualdade das médias que —Zx;rzy

P P P2 .
2 /2x - 2y<:>;2 2./xy. ] xy< TEOXY S — onde ocorre a igualdade se, e somente,
P . A ~ e
X = y= -, 0 que nos leva a concluir que o retangulo em questdo € de fato um

quadrado cuja medida do lado é 2.

2) Dentre todos os triangulos de perimetro conhecido é o equilatero que

apresenta maior area.

Demonstracdo: Consideremos para tanto um triangulo ABCde lados com

comprimentos a, b e c identificando o perimetro como 2p = a + b + c. Por Heron a

area de ABC é expressa por S = /p(p—a)(p—b)(p—c). Aplicando a

desigualdade das médias, temos:

(p—a)+(—b)+(-
Vo - 0@ - Dp -0 sT-orrro=t

Por isso,

r\3 _p?v3
s<p(%) =5
Ocorrendo igualdade se, e somente se (p —a) = (p —b) = (p — ¢) implicando

em a =b =c. Logo a maior area ocorre no triangulo equilatero.



63

3) Observados os paralelepipedos reto-retangulos de area fixada, o cubo

apresenta maior volume.

Demonstrag&o: Denotemos por X, y € z o comprimento das medidas de cada
uma das arestas do paralelepipedo citado. Sua area S € tal que S = 2xy + 2xz+

2yz e seu volume é dado por V = xyz. Pela desigualdade das médias,

3
PRI > [2xy - 2xz -2yz©% > 8x2y2z2. Segue que V2 < % (g)3 donde

temos
1 .52 ~ o .
V< ﬁ(g)z. Temos entdo que o volume é méaximo ocorrendo a igualdade sobre

a condicdo xy = xz=zy < X =y = Z, isto é, se paralelepipedo for de fato um

cubo.
4) Dados todos os quadrilateros de lados fixos aquele que admite maior area é
o ciclico ou inscritivel.
Demonstracdo: Provemos inicialmente uma formula para a area de um quadrilatero
Convexo ABCD de lados fixos a = AB, b = BC, ¢ = CD e d = DA cujo perimetro

denotaremos por 2p =a + b + c +d.

LEMA: A area de ABCD ¢é expressa por

abcd(1+cos(A+ C))

5=~ D)o~ B)(p — ) — L

Prova: Tragando a diagonal BD = x, atraves de BD fatiamos ABCD em dois triangulos

ABD e CBD. Assim suas areas ficam definidas como:

Sigp = Ead - send

1 A
Scep = Ebc -senC.

Visto queS,; = Supp + Scpp tEMOS:
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Sq = %ad - senA + %bc -senC< 25, = ad - send + bc - senC.
Logo:

(254)% = (ad -send + bc - senC)? = a2d? sen2? A + b2c? sen? C + 2abcd - send - senC.
Logo:
452 = a2d? sen? 4 +b2c? senz  + 2abed - send - senC. (i)
Aplicando a lei dos Cossenos em ABD, segue que:
X2 + a2 + d2 - 2ad - cosA.
E agora em CBD obtemos:
X2 + b2 + ¢2 - 2bc - cosC.

Concluimos pois que:

a2+ d2-2ad - cosA = b2+ c2 - 2bc - cosC.

E portanto:

2ad - cosA - 2bc - cosC = a2+ d2- b2 + c2 = (2ad - cosA - 2bc - cosC)? = (a2 + d2 - b2
+¢?)
. 4a2d? - cosA + 4b2c? - cosC — 8abcd- cosA - cosC = (a2 + d? - b2 + ¢2). Dai,

(ii)

(a® + d? — b* + ¢*)?

a2d? - cosA + b2c? - cosC — 2abced - cosA - cosC = " .

Somando (i) e (i), membro a membro obtemos:

(a® + d? — b* + ¢%)?

452+ =a2d? (sen24 + cos2A) + b2c? (sen2C + cos2C) +

2abcd - (sendsen( - cosAcos(). Portanto,

(a® + d? — b* + ¢%)?

4S2+ =a2d? + b2c2 - 2abcdcos (4 + ). Que é equivalente a

1652+ a* + d* — b? — ¢*)* = 4a2d? + 4b%c2 - 8abcdcos(4 + C). Dal,

1652 = 4a%d? + 8abcd + 4b2c? - 8abcd - 8abcdcos(4 + €) - (a® + d? — b% — )2
1652 = (2bc — 2ad)? - (a® + d? — b* — ¢?)* - Babcd[1 + cos(4 + C)].

168z = (2bc + 2ad + a* + d? — b* — ¢*)(2bc + 2ad - a* — d* + b* + ¢?) -
8abcd[1+cos((4 + C)]

1652 =[(a+d)?- (b —c)q[(b + c)2 - (a—d) 2] -8abcd[1+cos((4 + C)].
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1655 =(a+d-b+c)a+d+b-c)b+c—a+d)(b+c+a—d)-8abcd[l+cos((4 +
0)].
Como2p=a+b+c+d, entdo:

1652 = (2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2c)(2p — 2d) -Babcd[1+cos((4 + C)]. Dai,

S5 = (p—a)(p - b)(p—c)(p — d) - LLAELLE DL | g0,

Sq = \/(p - a)(p - b)(p - C)(p _ d) __ abcd [1+c;)5((g+é)]-

Vemos que o valor maximo de S, ocorrera no caso em que cos(4 + ) for minimo

onde certamente cos(4 + €) = -1. E facil ver que 4 +C = 1 e concluimos que o

quadrilatero dado é ciclico.
5) Dentre todos os paralelogramos de lados conhecidos e fixado o comprimento
de uma das diagonais, o losango possui area maxima.

Demonstracao: Considere o paralelogramo ABCD abaixo e admita BD = k a medida

da diagonal BD dada.

Figura 12- Paralelogramo

D a C

A a B
Fonte: Elaborada pelo autor

A area do paralelogramo ABCD é numericamente igual a soma das areas dos
triangulos ABD e CDB (que séo congruentes haja vista que AB =a=DC e BC
= b = DA e£ZDAB = /DCB (congruéncia LAL)). Logo a area de ABCD
corresponde ao dobro da area de ABD. Sendo ABD um tridngulo qualquer

provamos anteriormente que sua area € maxima quando o mesmo for equilatero.
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Segue que a = b e consequentemente ABCD é um losango.

6) Obtenha um trapézio de area unitéria de sorte que o comprimento de sua

diagonal maior seja minimo.

Demonstracdo: Seja ABCD um trapézio de &rea 1 e tomeC; eD; projecdes
ortogonais de C e D sobre AB, nessa ordem. Chamemos h a altura de ABCD,

supondo ainda AC; = BD,, ou seja, AC = BD. Dado que AC; + BD; = AB + CD

temos AC; ZAB;CD = SA‘;CD = % Por Pitagoras, AC? = AC? + h? > %+ h? =2

<AC = /2. Observe que % + h? >2 vem do fato que a soma de um numero

com seu inverso € sempre maior ou igual a 2, decorréncia da desigualdade das

médias. Provamos entdo que o menor minimo para de AC é V2.

7) Considere os triangulos inscritos em um circulo de raio R > 0 fixado. O

que possui maior area é o equilatero.

Demonstracdo: Chamemos a, b e cos lados do triangulo ABC inscrito no circulo de

centro O e raio R > 0. Sejam também a, B e y dngulos internos de ABC.

Figura 13- Tridangulo inscrito
A

Fonte: Elaborada pelo autor

Sabemos que S= ‘;—';C. Aplicando a Lei dos Senos temos:

abc

@ _ b _ ¢ _JrReo8R3I=

sena senf’ seny sena -senf -seny’

Dai,
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4RS _8R3

sena -senf -seny

Donde S = 2R? - sena - senf - seny. Pela desigualdade das médias, vem S = 2R? -

sena+senf +seny)3 _

2
. % (sena + senf + seny)q.

sena - senf} - seny < 2R%(

. . 3V3 ,.
Como vimos anteriormente,sena + senf + seny s%— (i).

2R? (3V3\°_ 3V3:R2
_(_) =

, e tal
27 2 4

2
Segue que S < % (sena + senpf + seny)® <
valor é alcancado em (i), se e somente sea=p=y = g Logo ABC é equilatero de

lados medindo a =b = ¢ = RV3.

8) Dentre todos os quadrilateros convexos inscritos em um circulo de raio
R > 0, o quadrado possui a maior area.

Figura 14- Quadrilatero ciclico

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstracao: ldentifique por a = AB, b = BC, ¢ = CD e d = DA como lados do
quadrilatero ABCD, inscrito no circulo de raio R > 0 centrado em 0. Trace 0s raios
AO = OB = OC = 0D = R. Construimos aqui OAB, OBC, OCD e ODA triangulos

isosceles de lado comum R (vide figural4).

Na figura observa-se um quadrilatero tal que o centro O € interior a este. Indique

comoaq, B, y € @ medidas dos angulos ZABO, #BCO, ZCDO e #DAO, nessa

ordem e sentido. Usando a Lei dos senos em OAB obtemos——— = R

sen(m—2a) ~ sena

= 2Rcosa. De forma analoga os triangulos OBC, OCD e ODA nos dao as
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sentencas b = 2Rcosf, ¢ = 2Rcosy e d = 2Rcosb. Definamos agora por p 0

a+b+c+d

semiperimetro de ABCD onde portanto p= = R(cosa + cosf3 + cosy +

cosb) - (i) A formula de Brahmagupta (especifica para quadrilateros ciclicos) nos

permite escrever Sypcpy/ (@ — a)(p — b)(p — ¢)(p — d). Pela desigualdade das

médias,

Temos (p_a)+(p_b):(p_c)+(p_d) 2%/(o—a)(p — b)(p — c)(p — d), tendo entdo

p-a)+@—-b)+(@—c)+ (p—d)=4p—2p=2p e por fim g 2\/Sapcp=Sapcp S
(ii)

Substituindo (i) em (ii) segue que

R2
SapcpS (cosa + cosP + cosy + cos0)?.

Veja para x em(O, g) a funcéo f(x) = cosx é cbncava uma vez que f’(x) = -Cosx
<0 para todo x no fixado intervalo. Suponha sem perda de generalidade que a,

B, y e @ estejam todos em (Og) Usando a desigualdade de Jensen temos:

+ + + cos0 + B+ v+ . VAT
cosa + cosp 4C°SY cos) < cos(%. Como por hipétese ABCD é ciclico segue

quea + B+ y+ @=m. Assim, cosa + cosf3 + cosy + cosO < 4005(%) = 24/2.

2
Segue que Supcp < RT(Z\/?)2 = 2R2 ocorrendo a igualdade S,zcp = 2R2 se, e sO se,
a=B=y=0= %- Concluimos assim que ABCD é um quadrado cujo lado mede

RV/2. E facil ver que se um ou dois (mais do que isso é impossivel) dos angulos

de ABCD néo pertencesse ao intervalo (O, g) a desigualdade de Jensen aplicada

a funcéo coskx,

+ + + cos0 + B+ v+ O\ _. . . -
cose COSB4 OV FOT < cos(%g)alnda assim seria verificada

pois a partir de g 0 cosseno assume valores negativos, isto €, com angulos

maiores ou iguais ag rad, a soma cosa + cosf + cosy + cosO € ainda assim é

2
menor do que \/2——

9) Considerando paralelepipedos retangulos inscritos numa esfera de
raio R conhecido, o volume é maximizado quando o paralelepipedo

é na verdade um cubo.
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Resolucao: Dadas as medidas a, b e c como arestas do paralelepipedo em questao,
sabemos que a diagonal D é coincidente com um dos diametros da esfera, onde

portanto temos D = 2R.

Figura 15- Paralelepipedo na esfera

Fonte: Elaborada pelo autor

Temos queD? = 4R2 = a2 + b2 + ¢2 e usando a desigualdade das médias temos

4R? 2+ b+ c? 3 . ,
que —— = % > \a?b?c? = YV?, onde V é o volume do paralelepipedo.

2

4R\3 _3|16R* .
Portanto, V' < (?)3 = ’T ocorrendo a igualdade se, e somente se,a? =b2 =c?

2R

4R? . P ~ .
=—~ou melhor dizendo, a = b = ¢ =—. Concluimos ent&o que o paralelepipedo

al

em questao é de fato um cubo.
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7 A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA

A desigualdade isoperimétrica classica diz que toda curva fechada,
plana e convexa no plano euclidiano de comprimento L que encerra uma area A
satisfaz a desigualdade L? - 41TA = 0 e pode ser generalizada para espacos
euclidianos de dimenséo superior (a exemplo do R™n). Das diversas solucdes
para o problema isoperimétrico para dimensao superior a dois, destacamos
Minkowski (1901) e de Blaschke (1916). A propriedade isoperimétrica no
contexto tridimensional pode ser representada pela desigualdade

A3 = 361TV?

sendo “A” a area de superficie e V o0 volume de um sélido, onde se verifica

a igualdade somente para bolas fechadas.

7.1 UMA SOLUCAO ATRAVES DE POLIGONOS

Nessa sec¢do, antes de tratar do problema isoperimétrico para curvas
em geral, vamos considerar uma versao restrita aos poligonos de n lados, que
chamamos n-agonos. Essa solugéo, por seu carater geométrico, inclui ideias
muitos antigas (Zenodorus, em torno de 200 a. C.).

Problema Isoperimétrico para n—agonos: Fixado n natural e um
namero positivo A, dentre todos 0s n—agonos convexos de area A, qual tem o
menor perimetro?

Primeiramente justificamos que existe um n-agono do problema
isoperimétrico, que aqui é conveniente pensar na versao equivalente com
perimetro fixo L. Observamos que cada n-agono fica determinado pela
localizagédo de seus n vértices (x1 y1), (X2¥2), -y (X, %) NO plano R? ={(x, y) | X,
y€ R}. Assim, um n-agono P, pode ser visto como um elemento de R?". a saber,
a 2n-upla (xq,y1, x5, ¥2, ..., X5, ¥n). COm isso, a area de P, pode ser interpretada
como uma fungdo A: R?® — R.

Queremos nos restringir ao conjunto dos n-agonos convexos de
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perimetro L e demonstrar que nesse conjunto a fungdo area tem um maximo.
Como todos os pontos do plano sao ‘iguais’, podemos fazer mais uma restricéo
e pensar que o dominio de R?"™ ao qual queremos restringir A é o conjunto dos
pontos que sao vértices de B, com perimetro L e que além disso o ultimo vértice

€ a origem, ou seja,

{((x1; yl); ey (xn—l,yn—l)l Xn = O) Yn = O) / | | (xll y1)| | + Z?=_11 " (xil YL) -
(xi41, Yivn) 1= L, <((xj;yj) — (x,y),v>=0}.

Quanto a convexidade, temos: Para cada i, seja u; o vetor com
origem em (x;, y;) € extremidade em (x;,1, Vi+1)- Faca (x,41,Yn+1) = (x1,y1). Agora
tome v; como o vetor obtido de u; por uma rotacéo de 90° no sentido anti-horario.
Como nestas condigcbes temos conjuntos fechados e limitados, temos a
compacidade do conjunto em questéo.

Como o conjunto acima é um conjunto compacto e a funcdo A é
continua, tem-se que existe um maximizante. Assim, concluimos que o problema

isoperimétrico para n—agonos tem solugao.

Proposicédo 4.2.1. Se B, € um n-agono de area A que € solucédo do PI, entdo P,

equilatero, i. e., todos os lados de P, tém mesma medida.

Demonstracdo: Vamos supor por absurdo que B,tem dois lados
consecutivos de medidas distintas (AB e BC) e mostraremos que existe um
n-agono de mesma area que B,, porém com perimetro menor. Com isso, temos
um absurdo e podemos concluir queP,nédo é a solu¢do que buscamos.

Suponha que AB e BC sao lados consecutivos de P,e considere a reta
AC, que tem o segmento AC inteiramente contigo em P,, ja que ele é convexo.
Considere r a reta paralela a AC pelo ponto B. Observe que se trocamos B por
qualquer outro ponto B’ de r, e formarmos um novo poligono Q, entdo Q tera a
mesma area ponto P,. Tome A’ como reflexdo de A pela reta r. Note que os
comprimentos | AB| e | A’B| coincidem, bem como quaisquer comprimentos | AX| e

| A’X| com Xer. Assim, trocando B por um ponto B'er tal que | A’B|+ |B'C|é o

[N
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menor possivel, encontramos o ponto B por um ponto B’ que ao substituir B
diminui o perimetro de B,. O ponto que minimiza a soma acima é o ponto M
indicado na Figura 4.1 que satisfaz | AM| = | CM|. Com isso concluimos que B,, é

um n-agono equilatero.

Proposicéo 4.2.2Se B, é um n-agono que € solucédo do PI, entdo B, é regular, i.

e., todos os lados e angulos de P, ttm mesma medida.

Figura 16- Poligono equilatero

!

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstracao: Pela proposicdo anterior, ja sabemos que P, é equilatero.

Para a prova dessa proposicdo vamos considerar a versao
equivalente do problema isoperimétrico, i.e, vamos encontrar o n—agono de
perimetro fixo que tem a maior area. Vamos demonstrar que os vértices de P,
devem estar todos sobre uma circunferéncia. Para tal, lembramos um fato sobre
circunferéncias: Se o segmento PQ é diametro de uma circunferéncia C e X &

um ponto do plano tal que PXQ mede 90°, entdo X esta sobre C.
Caso 1: n = 2k € um numero par.
Considere P e Q dois veértices opostos de Pn, isto é, existem K — 1

vértices de P, entre P e Q. Sejar a reta por P e Q e observe que r divide B, em

dois poligonos de mesma area. Isso se da porgue os poligonos tém 0 mesmo
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perimetro e estamos supondo que B,€ solucdo de problema isoperimétrico.
Assim, se um dos poligonos tivesse area menor do que o outro, poderiamos
substituir o de area menor pela reflexdo de area maior, obtendo assim um
poligono de area maior do que A é mesmo perimetro de P,

Seja um dos vértices de P, entre P e Q. Afirmamos que PX(Q mede
90°.Se Q detona o (k + 1)-4gono que corresponde a parte B, que contém X, entdo

a area de Q é dada por

A(Q) =A(PolP) + A(PXQ) + A(PolQ),

Com PolP e PolQ como indicados na Figura2.6. Pensando que o poligono PolQ
da figura € um poligono rigido, vamos mover Q sobre a reta r carregando o
poligono PolQ sobre o segmento XQ. Observe que isso ndo altera o perimetro
de Q nem as areas de PolP e PolQ. Assim, se posicionamos Q sobre r de modo
que PXQ meca 90°, maximizamos a area de PXQ e portanto a area de Q.
Tomando R o poligono que é a unido de Q com sua reflexao sore a reta r, temos

gue ou R = B, ou R tem area maior do que a area B,.

Figura 17: Poligono equiangulo

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 18: Poligono equiangulo Il

_/‘\.

QQn

- Q,

-

Fonte: Elaborada pelo autor

Com isso concluimos que para qualquer X vértice de P,, temos PXQ
medindo 90-. Usando o fato de Geometria Plana acima mencionado, concluimos
que B, tem seus vértices sobre uma circunferéncia de diametro PQ. Portanto B,

€ regular.

Caso 2: n é um numero impar.

Considere Q,, 0 poligono regular de 2n lados que sabemos ser
solucdo do Pl para 2n -agonos. Ligando n vertices de Q,, pulando um a cada
passo, de modo que nenhum par de vertices consecutivos seja utilizado,
obtemos Q,, poligono regular de n lados. Além disso, denotamos por T o
triangulo formado por dois lados consecutivos de Q,, e o lado correspondente
de Q,,.

Seja B,0 poligono solugéo do problema isoperimétrico para n-agonos.
Colando sobre cada lado de B,um triangulo T, veja Figura 4.3, obtemos um
poligono de 2n lados P,,. E necessario que P,, seja congruente a Q,,,, caso
contrario teriamos uma contradicdo com o primeiro caso. Mas se P,, = Qun,
entdo P, = Q,, 0 que conclui essa demonstragao.

Na dultima proposicdo ndo s6 demonstramos que 0s poligonos
regulares sao solugdes do problema isoperimétrico, como que eles séo as unicas

solugdes.
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Agora vamos comparar poligonos com nameros de lados diferentes e
verificar que se mantemos o perimetro L dos poligonos e comparamos as
solugdes do problema isoperimétrico para n—agonos com n variando, a area da

solugdo aumenta se n aumenta.

Proposicéo 4.2.3.A funcdo A(n) = area do n-agono regular de perimetro

L é uma funcgéo crescente.

Demonstracdo. Seja B, 0 n—agono regular de perimetro L. Para calcular a area
de B, dividimos B, em n triangulos isosceles congruentes entre si cuja base

mede L/n e o angulo oposto a base mede 211/n. Assim,

A(n) = ==

comh,, 0 que se chama apétema B,, indicada na figura 18.

Figura 19- Ap6tema

N———
P/n

Fonte: Elaborada pelo autor

Tem-se que h,, cresce com n e iSso pode ser via trigonometria, pois tem-

se que h, = =2 Coz(”/ n)

, que uma funcgao crescente de n.
Corolario 1: Vale uma desigualdade isoperimétrica para poligonos, isto é, se P
€ um poligono convexo de perimetro L, entdo a area A(P) de P é tal que A(P) <

A(n) satisfaz para todo n = 3,
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chot(rt/n)< L?
an T anm

A(P) <

7.2 OUTRA ABORDAGEM SOBRE O PROBLEMA ISOPERIMETRICO
ATRAVES DO METODO DAS REFLEXOES

Com a suposicdo de que existe solucdo para o problema
isoperimétrico, pode-se considerar R uma regido do plano de area n que é
delimitada por uma curva suave C, de modo que C tem o menor dentre todos 0s
possiveis comprimentos de uma curva que delimita uma regido de area .

Inicialmente, analisamos porque podemos escolher a area n sem
perda de generalidade. Isso se deve ao que chamamos de homogeneidade do
plano euclidiano, que nada mais € do que dizer que olhar o plano com uma lente
de aumento ndo altera suas propriedades. A consequéncia disso para o
problema isoperimétrico é o fato que se conhecemos uma solucédo de area m,
dilatando-a ou encolhendo-a, conhecemos uma solucao correspondente a area
qgue escolhermos.

Para justificar esse fato, fixamos um ponto O do plano e definimos
uma espécie de multiplicacdo em relacdo O, o que nada mais € do que fazer
uma homotetia de centro O. Assim, dado um ponto X e uma namero positivo X,
0 ponto X é o ponto da semirreta de origem O que contém X que estd a uma

distancia X multiplicado pelo comprimento de OX, X lox |, do ponto O.

Sao validas as seguintes propriedades para as homotetias:
1. Se R é uma regido do plano de area a, entdo a regido xR = {» X | XeR} tem
area x2a

2. Se C é uma curva plana de comprimento c, entdo XC tem comprimento xc

Lema 1 (homogeineidade do problema isoperimétrico). Se R € uma solucao do
problema isoperimétrico de area a e » € um namero positivo, entdo xR € uma

solucéo do Pl de area x2a.
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Levando em conta o resultado acima, podemos escolher o nUmero positivo = e tratar

do problema isoperimétrico para area n.Assim, seja R uma solucao do PI de arear.

Proposicéo 4.3.1.Se h € uma reta horizontal que divide R em duas regifes de
mesma area, entao h divide a curva C que delimita R em duas curvas de mesmo

comprimento.

Demonstracao. Essa proposicao pode ser demonstrada por absurdo. Suponha
gue a parte de C abaixo da reta h tem comprimento menor. Entéo, seria possivel
substituir R pela regido formada pela parte de R que esta abaixo de h unida com
uma reflexdo dessa regido através de h, como mostra a Figura. Com essa
substituicdo, a area da nova regido permaneceria a mesma de R e o

comprimento da sua fronteira ficaria menor.

Figura 20- Reflexao

Fonte: Elaborada pelo autor

Por causa da Proposicdo acima podemos supor que a regidao R é
simétrica com respeito a reflexdes em relacdo a reta h. Caso isso ndo ocorra,
basta substituir R pela regido obtida pela metade inferior de R unida com sua
reflexao.

O mesmo procedimento da prova da Proposicdo acima, tomando
agora v uma reta vertical que divide R em duas regibes de mesma area, permite
concluir que divide C em duas curvas de mesmo comprimento. Assim, podemos

supor também que R é simétrica com respeito a reflexdes por v.
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As retas h e v sao perpendiculares. Seja O o ponto em que elas se
encontram. Tem-se que qualquer reta pelo ponto O divide R em duas regides de

mesma area delimitadas por curvas de mesmo comprimento.

Figura 21- Rotacé&o

Fonte: Elaborada pelo autor

Até aqui observamos que se o problema isoperimétrico tem uma
solucédo, podemos supor que existe um ponto O, tal que qualquer reta por O
divide a regido R em duas de mesma area e a curva C em duas de mesmo
comprimento.

Uma propriedade sobre solucbes do problema isoperimétrico que se
verifica em diversos contextos éo fato de que essas solucbes sdo sempre
conjuntos convexos. Vamos usar esse fato, cuja prova apresentamos aqui,

também em outras solu¢des do problema isoperimétrico.

Definigc&o: Uma regido S do plano é dita convexa se dados dois pontos A

e B pertencentes a S, o segmento AB esta contido em S.

Lema 2 (Convexidade). Se S é uma solugdo do problema isoperimétrico

no plano, entdo S é convexa.

Demonstracao. Suponha por absurdo que S é uma solugcéo do Pl que nao é
convexa. Entdo existem dois pontos A e B de S tais que o segmento AB ndo esta

contido em S. Assim, AB deve sair e entrar em S pelo menos uma vez. Sejam A’
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e B' os primeiros pontos de saida e entrada em S. Considere S' a regido obtida

substituindo o trecho da fronteira de S que vai de A" a B’ pelo segmento A'B'.

Figura 22- Convexidade das Solucgdes

Fonte: Elaborada pelo autor

Tem-se que a regido S' tem area maior do que a area de S e, como o
segmento é o caminho mais curto entre dois pontos no plano, S’ tem perimetro
menor do que S. Esse fato contradiz a suposicdo de que S € solugéo do problema
isoperimétrico. Mais precisamente, poderiamos encolher S’ por uma homotetia
de modo que a area da regido encolhida coincida com a area de S e o perimetro
dessa regido seria menor do que o de S, portanto menor do que o de S. Usando
a convexidade das solu¢des do problema isoperimétrico, demonstramos a ultima

proposicao dessa solucgéo.

Proposicdo 4.3.2. Seja R a solucao do problema isoperimétrico de area nque
estamos supondo simétrica em relacao a reflexdes com respeito a h e v. Entéo
qualquer reta r pelo ponto Ode interseccao entre h e v encontra a curva C

ortogonalmente.

Demonstracao. Se existisse uma reta r por O que nao interseccionasse C
ortogonalmente, como sabemos que r divide R em regides de mesma area e C
em curvas de mesmo comprimento, poderiamos obter uma solugéo ndo convexa
para o Pl, como mostra a Figura. Com isso, teriamos uma contradicdo com o

Lema da convexidade.

As Unicas curvas planas que interceptam todas as retas por um ponto
O ortogonalmente séo os circulos de centro O. Assim, concluimos que se existe

uma regido isoperimétrica que delimita uma area de medida =, entdo essa regido
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pode ser delimitada por um ou mais circulos concéntricos. A regido delimitada
por mais de um circulo concéntrico ndo é convexa, portanto, a solucao que

procuramos € necessariamente um circulo.

Observacao: Ressaltamos aqui que essa primeira demonstracdo prova que o
circulo € uma solucédo partido do pressuposto que dentre todas as regides de
area m, existe uma cuja curva de fronteira € o mais curta possivel. Essa &€ uma
hipotese bastante forte. Suponha que existe um nimero natural n que € o maior
de todos. Entdo é facil mostrar que esse niumero é 1, ja que caso n # 1, existe
um método de obter um nimero maior que n, a saber, eleva-lo ao quadrado: nz>
n. Todos sabemos que 1 ndo é o maior nimero natural, mas a unica falha na
demonstracdo acima € supor a existéncia de um maximizante. Fica a pergunta
agui se ndo estamos falhando da mesma forma ao supor a existéncia de uma

curva minimizante delimitando uma regido de area .

Figura 23: Angulo com aretar

2

Fonte: Elaborada pelo autor

Veja por fim algumas aplicacdes da desigualdade isoperimétrica:

Aplicacdo 1. Sdo dadas uma reta r no plano e uma corda flexivel C de
comprimento L. Pousando C no plano de forma a que suas extremidades estejam
sobre r, obtemos uma figura limitada por r e por C e cuja area depende da forma
gue dermos a corda. Mostre que a figura de area maxima entre todas as assim

obtidas € um semicirculo com base emr.
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Demonstracéo.

Tomando a reta r como eixo de rotacao, rebata a figura limitada por r e C no
semiplano oposto a essa figura. Suponha por contradicdo que essa figura com
area maxima ndo seja um semicirculo, assim, se rebatermos a mesma no eixo r,
obtemos uma curva fechada simples com area maxima e que ndo é um circulo.

Absurdo, pois contradiz o Teorema da Desigualdade Isoperimétrica.

Aplicacdo 2. Dados dois pontos p e q no plano e uma corda flexivel C de
comprimento L > |p — q|, determine a figura de maior area entre aquelas limitadas

por C e pelo segmento de reta pqg.

Demonstracéo.

Afirmacdo: A curva obtida com as condicfes estabelecidas € um arco de circulo.
Se L <|p - q|, entdo a curva C nado delimita area. Construa uma curva C’ com
comprimento fixo L’ tal que a curva C U C’ = S seja fechada, simples e regular.
Pelo Teorema da Desigualdade Isoperimétrica, a area maxima que a curva S
pode delimitar é quando S for uma circunferéncia. Logo segue que a curva

estabelecida na proposi¢cédo acima € um arco de circulo.
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