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Resumo

O objetivo deste trabalho é servir de guia para que os professores possam orientar
e enriquecer sua pratica pedagogica de maneira adequada, além de capacitar o leitor
para resolver problemas do cotidiano, tais como: avaliar empréstimos, entender e optar
sobre investimentos, dentre outros semelhantes. Com isto, destacar a importancia de se
processar o seu ensino e aprendizagem. Consideramos que esse ¢ um assunto de grande
relevancia no dia a dia das pessoas , principalmente, apds a estabilizacio da economia
brasileira em virtude do plano real, onde as pessoas passaram a ter acesso facilitado a
linhas de crédito, adquirindo financiamentos e empréstimos com maior freqiiéncia. Isso
justifica uma solida aprendizagem e futura aplicacao da Mateméatica Financeira. Por
meio de seu estudo, o leitor pode ser preparado para realizar transacdes comerciais e
financeiras que ocorrem no seu dia a dia, como optar pela melhor forma de pagamento,
a vista ou a prazo, analisar alternativas de investimentos, entender o funcionamento

do mercado financeiro, organizar suas financas pessoals etc.

Palavras-chave: Problemas do Cotidiano, investimentos, Ensino e Aprendizagem,

Matematica Financeira.



Abstract

The goal of this work is to serve as a guide so that teachers can orientate and enrich
their pedagogical practice in an appropriate manner as well as to enable readers to
solve problems of their daily lives, such as: evaluating loans, understand and decide on
investments, among other similar. With this, emphasize the importance of processing
your teaching and learning. We believe that this is a matter of great importance in the
daily lives of people, especially after the stabilization of the Brazilian economy because
the real plan, where people now have easier access to credit, acquiring Financing and
loans with higher frequency. This justifies a solid learning and future application of
Financial Mathematics. Through their study, students can be prepared to perform
commercial and financial transactions that occur in your daily life, such as choosing
the best form of payment, cash or term, analyzing investment alternatives, understand

the functioning of financial markets organize your personal finances etc.

Keywords: Daily problems, Investments, Teaching and Learning , Financial Mathe-

matics.
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1 Introducao

Inicialmente quero justificar o uso do termo ferramenta no titulo deste trabalho. De
acordo com o Wikipédia, a enciclopédia livre, o termo ferramenta deriva do latim ferra-
menta que significa dispositivo, utensilio ou mecanismo, fisico ou intelectual, utilizado
para facilitar a realizacdo de tarefas diversas. Portanto, a Matematica Financeira pode
ser considerada uma ferramenta, pois € um dispositivo intelectual usado para facilitar
a execu¢ao de diversas atividades no ambito financeiro. Dito isso, a partir de agora
dissertaremos sobre essa poderosa ferramenta que é a Matematica Financeira.

Com o advento da globalizacdo e do neoliberalismo, cada vez mais a populagio é
influenciada por uma cultura que busca o consumismo em detrimento ao acimulo de
dinheiro. O desejd de acbmpanhar a maioria e nao querer ficar para tras tem induzido
muitos a contrairem dividas, que as vezes, levam anos para serem pagas.

Em linhas gerais, é tacito que com o crescimento da economia brasileira e a esta-
bilizagao da inflacdo, gerou-se a oportunidade de pessoas de quaisquer classes sociais
terem acesso a bens de cousumo, bem como a obtencao de linhas de crédito com mais
facilidade. Essa facilidade combinada com as ofertas de produtos e servigos veiculadas
de forma agressiva e exaustiva nos diversos meios de comunicacio, estd produzindo um
ciclo consumista e de endividamento sem controle.

Segundo Eker [4], o modelo financeiro de uma pessoa consiste numa combinagio dos
seus pensamentos, dos seus sentimentos e das suas agdes em questoes de dinheiro. E
esse modelo é formado fundamentalmente da informagao ou programacao que a pessoa
recebeu no passado, sobretudo quando era crianga. Essa programacao ou condicio-
namento tem como fontes primdrias: pais, irmaos, amigos, autoridades, professores,
lideres religiosos, midia e cultura.

Notamos que a falta de instrug@o financeira, a associagao do dinheiro ao prazer
imediato e a falta de planejamento da vida econdmica se tornaram uma constante na
realidade da maioria das pessoas. Entdo, podemos inferir que esse tripé tem servido de
suporte para o endividamento e o fracasso financeiros de grande parte da populagao.
Portanto, a grande dificuldade das pessoas em lidar com dinheiro advém do modelo
financeiro formado em suas mentes.

Conforme Kiyosaki [6], em decorréncia da falta de praxis educacionais em nosso
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pais, no que tange ao desenvolvimento das habilidades e competéncias financeiras dos
seus cidadaos, conclui-se que a escola, nesse sentido, ndo tem logrado éxito. Afinal,
percebemos a falha na aquisicdo de conhecimentos especificos que capacitem os alunos
a serem bem-sucedidos na administracao de suas financas.

O fato da Matematica Financeira possuir diversas aplicagdes no atual cenario econé-
mico e em situagoes presentes no dia a dia das pessoas, como: financiamentos de imdveis
e automoveis, realizacao de empréstimos, compras a crediario ou com cartao de crédito,
aplicagoes financeiras, investimentos em agoes, decidir por uma compra a prazo ou &
vista, entre outras situagoes, faz com que ela tenha relevante importancia na formacao
dos aprendizes.

E dentro dessa perspectiva que brotou a idéia de realizarmos um trabalho que
contemplasse a Matematica Financeira, ndo como um conjunto de férmulas, regras
e problemas sem contextualizagdo com a realidade das pessoas, mas como uma fer-
ramenta poderosa, capaz de promover o planejamento da vida econdmica e auxiliar
na tomada de decisao frente a uma operacao financeira. Assim, os cidadaos saberao
administrar e investir seus recursos financeiros, promovendo uma melhor estruturagao
pessoal e familiar.

Portanto, o intuito deste trabalho é servir de igni¢do para esse processo de des-
pertamento e aprendizagem, preparando o leitor para analisar situa¢ées comercials e
financeiras do seu cotidiano de maneira critica, desempenhando, assim, o seu papel de
cidadao consciente dos seus direitos e deveres. Para alcancar as metas citadas, estrutu-
ramos o trabalho da seguinte forma: inicialmente, abordaremos os principals aspectos
historicos da Matemética Comercial e Financeira, bem como alguns mecanismos do
funcionamento do mercado financeiro. A partir dai, introduziremos os aspectos teéri-
cos da Matematica Financeira de forma objetiva, exemplificando-os com casos praticos,
e em seguida, mostraremos e analisaremos algumas situacoes vivenciadas no cotidiano
em que a aplicacao do conhecimento financeiro é fundamental para o entendimento,
julgamento e tomada de decisdo, tais como:

- Comparacdo entre as diversas op¢oes de investimentos;

- Utilizacdo do crédito (cartdao de crédito, crédito pessoal, cheque especial, etc.);

- Observacao de operacoes de empréstimos e de financiamentos de bens duraveis
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(eletrodomésticos, automoveis e imoveis);

- Anélisar a melhor forma de compra, a vista ou a prazo, conforme situacio-
problema;

- Construgao de um plano de aposentadoria complementar;

- Formac¢ao de um fundo para atender uma necessidade futura.

Na se¢ao a seguir destacaremos a historia da Matematica Comercial e Financeira
e o funcionamento do mercado financeiro, por entender que esse recurso didatico é

importante para o processo de ensino aprendizagem.
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2 Aspectos Historicos e o Funcionamento do Mercado

Financeiro

Por meio da histéria da Matematica Comercial e Financeira o professor tem a possi-
bilidade de desenvolver atitudes e valores frente ao conhecimento matematico. O aluno
reconhecerd a Matemética como uma criagdo humana, que surgiu a partir da busca de
solugGes para resolver problemas do cotidiano, conhecers as preocupacoes dos varios
povos em diferentes momentos histéricos, identificando a utilizagao da Matematica em
cada um deles e estabelecerd comparacoes entre os conceitos e processos matemati-
cos do passado e do presente. Dito isso, discorreremos em seguida sobre essa valiosa

ferramenta.

2.1 A Histoéria da Matematica Comercial e Financeira

Ao longo da Histéria o homem percebeu uma relagao entre o dinheiro e o tempo.
Gongalves [7] aponta, dentre as virias definigdes existentes, um conceito para a Mate-
matica Financeira como a ciéncia que estuda a evolugio do dinheiro no tempo. Esta
evolugdo, se refere ao conceito de juros, que é uma defini¢do muito antiga, divulgada
e utilizada ao longo da existéncia humana. Desde a época dos sumeérios antigos, ha
registro de tAbuas matematicas utilizadas para mediar as transacoes comerciais; demos-
trando a familiarizagio com conceitos que sio usados atualmente, tais como: contratos
legais e usuais, faturas, recibos, notas promissorias, crédito, juros simples e compostos,
hipotecas, escrituras de vendas e endosso.

Também ligado ao conceito de juros e ao uso da Mateméatica Comercial e Financeira,
estd o surgimento dos bancos. Essa institui¢do passou a ser necessaria para mediar,
com um certo grau de garantia, as relagOes comerciais entre as pessoas possuidoras de
muito dinheiro e as que precisavam de empréstimos. Os juros eram devidos & utilizacdo
do dinheiro recebido ou, mais especificamente, era a “compensacio” do temor de quem
havia emprestado e se exposto a grande risco. Sendo assim, os juros passaram a ser
chamados de usurario, o dinheiro emprestado, de capital do usurario e o credor, de

usureiro. O responsavel pelo cdmbio monetario exercia sua profissdo sentado num
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banco de madeira em algum lugar do mercado; dai o inicio dos termos “banqueiro” e
“banco”.

Os pioneiros na criacdo dos bancos na Historia foram os sacerdotes. Havia o cos-
tume nos cidadaos egipcios, babilonios, gregos e romanos de confiarem seu ouro a
Igreja. Com a criagdo do “Banco do Espirito Santo” ;| a Igreja Catolica estimulava a
arrecadacdo dos fiéis para satisfazer as “necessidades” do Papa e emprestava dinheiro
a juros altos. Lancou um anatema e condenou as masmorras da inquisi¢ao os cidadaos
que emprestassem dinheiro; porém, nao conseguiu conter a avidez por ganhos e lucros
nas pessoas, muito menos o proprio desenvolvimento do comeércio que exigia a criacdo
de uma ampla rede bancaria.

As cidades-estado da Italia, com seu vasto comércio, foram pioneiras nessas ativi-
dades. O primeiro banco privado foi fundado em 1157, em Veneza. Logo na sequéncia,
nos séculos XIII, XIV e XV, é criada uma rede bancéaria e a igreja foi obrigada a
aceitar a realidade. Assim, os bancos foram um dos grandes responsaveis pelo apri-
moramén’co da Matematica Comercial e Financeira. Nos dias de hoje, dentro de um
banco, continuam existindo pessoas que tem dinheiro excedente para guardar e pessoas
que precisam de dinheiro para investir em seus neg6cios. Assim, o banco oferece tanto
um lugar seguro e rentavel para as pessoas que tem dinheiro, quanto empréstimos para
as pessoas que deles necessitam. Nestas transagdes, o banco lucra com a diferenca
gerada entre os juros que recebem das pessoas que tomam emprestado e os juros que
pagam as pessoas que guardam seu dinheiro, esta diferenga recebe o nome de spread.
Esse valor nao deve ser negativo, pois se o for, indicarad que o banco esta pagando um
juro maior para quem guardou o dinheiro e recebendo juro menor de quem lhe deve,
ou estd emprestando para pessoas com negocios ruins. Afim de que isso ndo ocorra,
existem leis que protegem os que depositam seu dinheiro no banco e autoridades que
fiscalizam o cumprimento dessas leis. Pode-se observar entao, que ao longo do tempo,
o que mudou foi a forma de controlar as negociagoes financeiras para reduzir os riscos;
um dos mecanismos exigidos é o conhecimento da Matematica Financeira.

Com o crescente interesse pela educagio e o incremento da atividade comercial no
Renascimento, surgiram os os primeiros textos populares de aritmética. A Aritmeética

de Treviso, publicada em 1478, é a obra mais antiga de aritmética e o primeiro livro
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da matemaética impresso no mundo ocidental. Percebe-se, que a Matematica Finan-
ceira esteve presente ao logo da histéria, apenas realizada com diferentes recursos. Os
procedimentos usados antigamente para o calculo dos juros e a obtencao do lucro, pra-
ticamente nao mudaram, apenas foram acrescidos de garantias para diminuir os riscos
tanto para os clientes como para os bancos. Cada pais, encarrega-se de estabelecer um
conjunto de 6rgaos que regulamenta, fiscaliza e executa as operagOes necessarias a cir-
culagdo da moeda e do crédito na economia, compondo o Sistema Financeiro Nacional
(SFN).

No Brasil, o SFN é composto por diversas institui¢oes, podendo ser dividido em
dois subsistemas. O primeiro é o normativo, formado por institui¢oes que estabelecem
as normas e diretrizes de funcionamento, além de definir os pardmetros para a inter-
mediacio financeira e fiscalizar a atuacio das instituicdes operativas. E composto por:
Conselho Monetario Nacional (CMN), Banco Central do Brasil (BACEN), Comisséo
de Valores Mobiliarios (CVM) e pelas Institui¢oes Especiais (Banco do Brasil, BNDES
e Caixa Econodmica Federal). O segundo sistema & o operativo, que é composto por
instituicoes que atuam na intermediacao financeira e tem como funcao a transferéncia
de recursos entre fornecedores de fundos e os tomadores de recursos, a partir de regras,
diretrizes e parimetros definidos pelo subsistema normativo. Estdo nessa categoria as
instituicoes financeiras bancarias e nao bancarias, o Sistema Brasileiro de Poupanca
e Empréstimo (SBPE), além das instituicdes ndo financeiras e auxiliares. O subsis-
tema, operativo é subordinado & regulamentacio estabelecida pelo Conselho Monetério
nacional (CMN) e pelo Banco Central do Brasil (BACEN).

Sabendo que o sistema financeiro é constituido por um conjunto de instituicoes e
instrumentos financeiros que possibilitam a transferéncia de recursos dos ofertadores
para os tomadores e criam condi¢bes para que os titulos tenham liquidez no mercado,

a seguir vamos detalhar o funcionarnento do mercado financeiro.
2.2 O Funcionamento do Mercado Financeiro

O processo pelo qual as pessoas interessadas em vender algum produto ou servigo

interagem com pessoas que querem comprar esse mesmo produto ou servigo é denomi-
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nado mercado. Depois de analisadas as suas op¢oes compradores e vendedores, realizam
a transagao que melhor atende as suas necessidades, estabelecendo um valor de equi-
librio num processo conhecido como lei de oferta e procura. Esse principio pode ser
aplicada a qualquer mercado. No mercado financeiro, ocorre o mesmo mecanismo, re-
lacionado, entretanto, ao seu produto especifico: 0 uso do dinheiro no tempo (Oliveira
e Pacheco,[2]).

O crescimento da economia esté intimamente ligado ao investimento em producao.
O fato é que de um lado estdo as empresas que, de um modo geral, precisam com-
plementar seus recursos, que sao escassos, com recursos de terceiros. Do outro lado
do processo, estao os investidores que, muitas da vezes, possuem excesso de recursos;
com isso, para que se desenvolva uma relagao financeira entre eles, é necessario que
o interesse de ambas as partes seja atendido. Para as empresas (tomadores de re-
cursos) os recursos visam financiar seus investimentos com o objetivo de aumentar a
sua producdo, ja para os investidores (poupadores), emprestar seus recursos significa
remunera-los. Dessa forma, quando ambos se encontram, cada lado analisa suas alter-
nativas e conclui a transagao a um determinado montante, prazo e juro. Vale ressaltar
que a relagao pode se inverter, ou melhor, os poupadores podem desempenhar o papel
de tomadores de recursos enquanto que os tomadores de recursos podem desempenhar
o papel de poupadores.

Porém, a conclusao dessa transagao ¢ um processo complicado, pois os interesses,
na maioria das vezes, nao sao compativeis. Frente a essa dificuldade é que surgiu a
necessidade de se criar um agente intermediario (mercado financeiro) especializado em
conciliar interesses de poupadores e tomadores de recursos. Suas principais fungoes
sao: intermediacdo financeira, reducdo do risco de inadimpléncia, reducao do risco por
meio da especializacao e definicao mais clara do preco do dinheiro.

O crescimento da economia depende muito da eficiéncia do mercado financeiro,
prova disso, é que quando ele opera de forma eficiente as empresas tém acesso facilitado
a recursos mais baratos, estimulando a producdo e o consumo de mercadorias. Por
outro lado, a ineficiéncia do mercado financeiro provoca a redugao dos investimentos,
desacelerando a economia. Por isso, os governos dos paises dedicam total atencao aos

seus mercados financeiros e criam institui¢des para reguld-los.
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A intermediac@o financeira entre o poupador e o tomador de empréstimos pode
ocorrer de forma direta ou indireta. No caso da intermediacdo direta, a instituicdo
financeira capta os recursos do poupador, sob a forma de depésito em conta corrente
ou poupanga, depositos a prazo (CDB/RDB), entre outras, e os repassa ao tomador de
empréstimos. Nessa forma de intermediagio, nao héa o contato direto entre o investidor
e o tomador de recursos, sendo assim, a instituicdo financeira exerce um papel fun-
damental nessa rela¢ao, pois é a garantidora do investimento feito pelo poupador. J4
na intermediagao indireta, a instituicdo financeira atua simplesmente como prestadora
de servigo, colocando em contato direto poupador e tomador de empréstimos. Nessa
intermedicao, a institui¢do financeira atua no campo do mercado de capitais com a
fungao de captar recursos para o tomador de empréstimos através da emissao de titulo
de divida (debénture ou nota promisséria) e localiza investidores interessados em ad-
quirir esses titulos emitidos. Sendo assim, o papel dela se resume em emitir titulos e
distribui-los, nao garantindo o retorno do investimento ao poupador. Por esses sevigos
prestados a institui¢do financeira recebe uma taxa ou fee.

O mercado financeiro pode ser dividido em quatro segmentos:

v" Mercado monetario: por meio dele ocorre as operagdes, a curto prazo, em que
o governo controla os meios de pagamentos, via operacao de mercado aberto,
operagoes de desconto e depositos compulsorios. As operagoes sao de curto prazo.

v Mercado de crédito: por meio dele ocorre operagdes, a curto e médio prazo, envol-
vendo institui¢oes financeiras com a missdo de capitalizar as empresas e financiar
o consumo. Os bancos atuam na intermediacdo direta, ou seja, sdo devedores dos
investidores e credores dos tomadores de empréstimos na instituicao.

v" Mercado cambial: por meio dele ocorre a operagao de troca de moedas.

v Mercado de capitais: por meio dele ocorre as operagoes, a longo prazo, em que o
banco atua na intermediacao indireta, ou seja, emite e distribui titulos ( a¢Ges,

debéntures, notas promissorias, etc)

A partir de agora vamos apresentar alguns aspectos tedricos de forma bastante

simples, objetiva e didatica, amparada em casos praticos e exemplos resolvidos.
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3 Aspectos Introdutérios da Matematica Financeira

De acordo com Tosi [1], o objetivo principal da matemética financeira é nos munir
de todo um aparato técnico e tedrico que nos ajude a: comparar diversas alternativas
de empréstimos e investimentos; analisar a evolugfo do dinheiro ao longo do tempo,
determinando o valor dos rendimentos referentes a sua aplicacio financeira, ou melhor,
o valor dos juros associados; constatar e criticar fraudes; tomar decisdes; dentre outras.

Portanto, nesta se¢ao, vamos dar enfoque aos principais conceitos que regem a ma-
temdtica financeira, bem como as terminologias e informagdes praticas, objetivas e
atualizadas, imprescindiveis para a leitura e compreensdo das diversas situagdes encon-
tradas no mercado financeiro. Além disso, para exemplificar a aplicagio dos conceitos,
vamos 1nos amparar em situacoes-problema que explorem as modalidades de operacoes
realizadas no mercado brasileiro, tanto em termos de investimentos, quanto de financi-
amentos e empreéstimos; dessa forma, estaremos mostrando a teoria sendo aplicada de
forma imediata em experiéncias vivenciadas no dia a dia, ou seja, em situagoes reais.

Dentro desse enfoque de ensino-aprendizagem, vamos aproveitar a oportunidade e
utilizar as calculadoras, comum ou cientifica, na resolu¢ao dos problemas propostos,
pois atualmente é bastante natural a utilizacdo de calculadoras e computadores no
ambiente escolar. Com essas ferramentas, o aluno pode se concentrar mais nas estra-
tégias de um problema, nas descobertas, nas relacoes entre os conceitos matematicos,
deixando os calculos para que a maquina execute; pois, acreditamos que 0s recursos
tecnologicos podem ser utilizados como elementos de apoio para o ensino, fontes de

aprendizagem e como ferramentas para o desenvolvimento de habilidades.

3.1 Conceitos e Exemplos

Dentro do enfoque de apresentar a teoria de forma bastante simples e direta, se-
guindo uma sequéncia légica quanto ao inter-relacionamento dos assuntos e seus res-
pectivos graus de complexidade, amparado em exemplos, casos praticos e problemas
resolvidos, vamos partir do estudo da porcentagem, que é o pré-requisito mais impor-

tante para o desenvolvimento da Matematica Financeira.
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3.1.1 Porcentagem

Porcentagem é um termo bastante difundido no dia a dia , prova disso, sdo os dados

estatisticos, a presenca desta disciplina nas escolas, os jornais impressos, os telejornais,
as revistas, as propagandas, as atividades econémicas, etc.

O simbolo “%” significa “por cento”, dai, “x%” indica que, de cada cem partes,
tomamos “x” partes. Por exemplo,

30% significa que, de cada 100 partes, tomamos 30 partes. Note que

30% (forma percentual) = %)6 (forma fracionaria) = 0, 03 (forma decimal ou unitaria).

Além disso, multiplicando-se a taxa na forma decimal ou unitéaria por 100, obtere-

mos a taxa percentual e dividindo-se a taxa percentual por 100 obteremos a taxa na

forma decimal ou unitéria.
Exemplo 3.1. 0,25-100=25, o que significa 25% e 40%=40/100=0,4.
Vejamos um exemplo contextualizado.

Exemplo 3.2. A partir desta terca-feira (1/1/2013) o valor do saldrio minimo, que
atualmente é de R$ 622,00, aumenta em 9%. O reajuste foi anunciado pelo governo
na semana passada. Diante dessa informagao, pergunta-se:

a) Qual o valor do auwmento?

Solugao pela calculadora comums:

Pressione | Visor | Significado

622 x 9% | 55,98 | Calcula 9% de RS 622,00

Mutematicamente, temos: 9% de R§ 622,00, que equivale a (9/100)- 622=5598/100=R$
55,98.
b) Qual serd o novo valor do saldrio minimo?

Solucao pela calculadora comum:

Pressione | Visor | Significado

622 4 9% | 677,98 | Calcula R$ 622,00 aumentado em 9%
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Solugdo Matemdtica: R 622,00 acrescido do valor encontrado no item (a) nos dé
622,00 + 55,98 = R§ 677,98.

Uma pergunta que surge nesse momento é “como resolver o item (b), pela solucéo
Matematica, sem usar o resultado encontrado no item (a)?” Podemos recorrer a um
importante conceito, o Fator de Atualizagdo, que sera objeto de estudo na préxima
secao.

Como foi dito acima, a seguir abordaremos o estudo sobre o Fator de Atualizagao

por ser um dos segredo da Matematica Financeira.

3.1.2 Fator de Atualizacgao

O Fator de Atualizacgo corrige o Valor Principal (PV'), aumentando-o ou reduzindo-

0, e é classificado em Fator de Aumento ou Fator de Redu¢édo. Para entendermos o que
sao esses fatores, previamente vamos fixar o seguinte principio:

“o Valor Principal (PV), que é a base de calculo, & diretamente proporcional a 1.

Com isso, se sobre o Valor Principal (PV) incidir uma taxa unitaria (z), aumentando-
o0, obteremos um Valor Atual (VA) que serd diretamente proporcional ao Fator de
Aumento (1 + 7). Caso contrario, o Valor Atual (V A) sera diretamente proporcional
ao Fator de Redugao (1 —1). Consequentemente, os fatores que representam aumentos
sao maiores que 1 e os que representam redugoes sdo menores (‘%12 1. A }c)'(‘)/ncluseio é

= ——, 0 que 1nos

v'Para operacoes de aumento, temos a seguinte relagio: 0+9) 1
i

fornece a expressao

[VA=PV - (1+1)]

v'Para operagoes de reducdo (desconto), temos a seguinte relagao: AT

—_
I
<
~—
s

de onde obtemos

(VA=PV-(1-i) ]

E importante comentarmos que o Valor Principal (PV) pode ser considerado o
Valor Inicial, assim como, O Valor Atual (V A) pode ser considerado o Valor Final. E
ainda, vale ressaltar que Salvo qualquer mengao em contrario, sempre que em alguma
férmula de nosso trabalho usarmos o simbolo %, estaremos nos referindo & taxa unitaria

ou decimal e nao & percentual.
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Agora, vamos retomar o item (b) do Exemplo 3.2, e resolvé-lo matematicamente,
ou seja, usando a relagdo VA = PV - (1 + 1), com a taxa unitaria i = 0,09, obtemos

VA= R$677,98.

O préximo exemplo diz respeito a uma taxa presente no nosso cotidiano.

Exemplo 3.3. Em Goidnia, o valor do IPTU tem desconto de 10% para pagamentos
a vista. Se o valor do IPTU de uma residéncia for de R$ 450,00 e o pagamento for a
vista, pergunta-se:

a) Qual serd o valor do desconto?

Solugdo pela calculadora comum:

Pressione | Visor | Significado

450 © 10% | 45 Calcula 10% de R$ 450,00

Solugao Matemdtica: 10% de R$ 450,00 equivalem a (10/100)- 450,00 = 4500/100
= R§ 45,00.
b) Qual serd o valor a ser desembolsado?

Solugao pela calculadora comum :

Pressione | Visor | Significado

450 - 10% | 405 Calcula R$ 450,00 descontado de 10%

Solu¢ao Matemdtica: R$ 450,00 subtraido do valor encontrado no itemn (a) teremos:
450,00 - 45,00= R§ 405,00.
Pela relagio VA = PV - (1 — i), obtemos a mesma resposta, pois i = 10%; logo,

VA =450,00-(1—0,1) = 450,00-0,9 = R$405, 00.
Os dois proximos exemplos referem-se & aquisicdo de bens de consumo.

Exemplo 3.4. Uma loja estd vendendo um determinado eletrodoméstico nas sequintes

condi¢oes:
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v a vista comn 10% de desconto sobre o valor de tabela, ou

v'a prazo: o valor de tabela é dividido em duas parcelas iguais e consecutivas,
vencendo a primeira no ato da compra e a segunda, 30 dias apds o pagamento da
PrIMeLra.

Qual a taza percentual cobrada pela loja nas vendas a prazo?

Vamos trabalhar com a hipdtese de que o valor de tabela (Valor Principal) seja de
R$ 100,00.

Como € uma operagio de desconto, a relagio VA = PV - (1 —1) com i = 10%, nos
di VA = R$90,00, que é o valor d vista do bem.

Para o pagamento a prazo, como sGo duas parcelas iguais, teremos R$ 50,00 no ato
da compra e R§ 50,00 para 30 dias. O valor financiado é a diferenca entre o valor a
vista e a entrada; logo, R$ 90,00 - R$ 50,00 = R$ 40,00.

Portanto, em 30 dias, o comprador terd que desembolsar R$ 50,00 pelos R§ 40,00
financiados.

Comno teremos um aumento, vamos usar a relacdo, VA = PV - (1+1), para calcular
a taza percentual pedida. Segue que

50,00 = 40,00 - (1 4+14) = i = 25%.

Exemplo 3.5. Uma mercadoria era vendida no més de marco por R§ 150,00. No més
de abril, foi reajustada em 10%, e em maio, em 15%. Pergunta-se:

a) Qual o valor do produto apds esses dois aumentos?

Solugao pela calculadora comums:

Pressione Visor | Significado

150 + 10% +15% | 189,75 | Calcula 150 aumentado sucessivarnente de 10% e 15%

Solu¢ao matemndtica: como se trata de aumento, usaremos a relacdo
VA=PV . (1+1).

O walor atual apds o primeiro aumento é VA = 150 - 1,1 = R$165,00 e o wvalor
atual apds o sequndo aumento é VA = 165-1,15 = R$189,75. Logo, o valor do produto
é de R§ 189,75.
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b) Qual o percentual total de aumento acumulado que sofreu tal mercadoria mo
periodo?

O nosso objetivo agora, € encontrar a taza percentual que aplicada, uma inica vez,
em R$ 150,00, resulta em R$ 189,75; ou seja, queremos um aumento dnico que seja
equivalente aos dois aumentos sucessivos.

Tratando-se de um aumento, vamos usar a relacdo VA = PV - (1 + 1) para obter
189,75 = 150,00 - (1 +4) = i = 26, 5%.

Note que os aumentos sdo calculados uns sobre os outros (principio que rege a
capitaliza¢do composta) e que a taxa percentual total de aumento nio é obtida sim-
plesmente pela soma das taxas percentuais de aumentos aplicadas sobre as bases de
célculo. No exemplo anterior, a taxa total de aumento percentual foi de 26,5%, e nio
25% (10%1-15%). A taxa de 256% estaria correta se ambos os aumentos (10% e 15%j
fossem aplicados a mesma base de calculo inicial (principio que rege a capitalizacio
simples), ou seja, R$ 150,00. Nesse caso, 0s aumentos nao seriam sucessivos, e sim
simultineos.

Uma pergunta natural é: Como resolver o item (a), pela solu¢io matemética, sem
precisar de duas etapas? E se fossem varios aumentos sucessivos?

Aplicando a formula VA = PV - (1 4 4) de forma recorrente, deduziremos uma
formula geral. Para a deduc@o da formula é importante notarmos que o Valor Atual

(VA) de uma etapa sera o Valor Principal (PV) da etapa seguinte:

VA, = VA (1+1is)

VA = VA, (1 + Zn)

Multiplicando-se as equagoes membro a membro, encontraremos

VA=PV-(1+i) (L+d) (1 +ds) .- (1+4n)] (1)

Observe que para taxas iguais (i; = 1o = ... = i, = 1), teremos VA = PV - (1+4)",

que é justamente a férmula para o calculo do montante a juros compostos.
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Agora, vamos retomar o item (a) do Exemplo 3.5 e resolvé-lo matematicamente com
uma uunica etapa, ou seja, usando a relagdo (1). Ocorreram dois aumentos sucessivos,
portanto

VA=150,00-(1,1) - (1,15) = R$189, 75.

Por analogia, concluimos que para descontos sucessivos, vale a formula

VA=PV.(1-11)  (1-ig) - (1-1g) - o - (1-in). (2)

De forma geral, podemos usar a igualdade (1) para os casos em que certo valor
inicial sofre aumentos e descontos sucessivos; para tanto, basta usarmos as taxas de

desconto sendo negativas. O proximo exemplo aborda essa questéo.

Exemplo 3.6. Observe abaizo os dados coletados a respeito da variagao do dolar em
dias e hordrios diferentes. '

22/05/2012 - 12:01 - Délar sobe 0,15% e vale R$ 2,0440

22/05/2012 - 16:43 - Délar encerra em alta de 1,76%

23/05/2012 - 16:42 - Délar fecha em queda de 1,64%

24/05/2012 - 16:48 - Délar fecha em queda de 0,59%

(Fonte: http://www.financeone.com.br/moedas/cotacoes-do-dolar#).

De acordo com as informacgées acima, responda:

a) Qual era a cotagao do délar wmediatamente antes do aumento de 0,15% ?

Tratando-se de uma operagao de aumento, utilizaremos VA = PV - (1 + 1) para
obter

2,044 = PV - (1,0015) = PV = R$2, 041.

Note que um procedimento errado seria descontar 0,15% de R$ 2,044 com o intuito
de wvoltar ao valor antes do aumento. Desse fato, tiramos uma licdo fundamental: “a
taza que leva o valor presente ao walor futuro ndo € a mesma que traz o valor futuro
para o valor presente.”

b) Qual a cotagdo do ddlar imediatamente apds a queda de 0,59% ¢

Observe que PV = R$2,041 ; 43 = 0,15% = 0,0015 ; i = 1,76% = 0,0176;
i3 = ~1,64% = —0,0164 e 14, = —0,59% = —0, 0059.
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FEsse ¢ um problema de operagées sucessivas, com aumentos e reducoes. Recorrendo

a (1) e lembrando que sdo dois aumentos e dois descontos, obtemos
VA=2,041-(140,0015) - (1+0,0176) - (1 — 0,0164) - (1 — 0,0059) = R$2,033.

Solucao pela calculadora comum :

Pressione Visor | Significado

2,041 + 0,15% + 1,76% - 1,64% - 0,59% | 2,033 | Calcula operagdes sucessivas

A partir da préxima se¢do vamos analisar a evolugdo do dinheiro ao longo do tempo.

Para tanto, vamos abordar inicialmente o conceito de juro.

3.1.3 Juros

Segundo Lapponi [5], o juro possui diversos conceitos. Por exemplo, o dicionario
Houaiss define o juro como a quantia que remunera um credor pelo uso do seu dinheiro
por parte de um devedor durante um periodo de tempo determinado, ou como a renda
ou rendimento de capital investido. Portanto, se um investidor empresta seu dinheiro
a um tomador de empréstimo, ele deixa de dispor desse capital por um certo prazo
para receber uma recompensa por esse sacrificio denominada juro.

Para calcularmos o valor dos juros sdo necessarios os seguintes fatores:

v' Capital ou valor principal: valor em dinheiro envolvido numa transacio finan-

ceira, que serd emprestado ou aplicado em determinada data.

v' Taxa de juros: é o custo ou remuneragio percentual paga pelo uso do dinheiro

por certo prazo.

v" Tempo ou periodo: prazo em determinada unidade de tempo (dia, meés, ano,

etc.), em que o capital foi empregado a determinada taxa de juros.

Vale ressaltar que:
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v' Juros exatos sao aqueles calculados em relacdo ao ano civil (também chamado de
ano-calendario), que é o ano de 366 ou 365 dias, caso seja ou nio bissexto e com
meses de 28, 29, 30 ou 31 dias.

v' Juros comerciais ou ordinarios sdo aqueles calculados sobre o ano comercial, que
¢ o0 ano de 360 dias com meses de 30 dias. E muito utilizado em operagoes

financeiras. Neste trabalho, até que se fale o contrario, sera usada essa convencao.

v O ano civil é utilizado para a contagem dos dias e o ano comercial ¢ utilizado

para o calculo das taxas de juros.

v Regime de capitalizagdo: refere-se ao processo de formacao dos juros, que po-
derd ser simples ou composto. A incorporagio desses juros ao capital é o que

denominamos de montante, ou seja, montante = capital + juros .

Por meio do préximo exemplo vamos mostrar a diferenca entre juros simples e

compostos.

Exemplo 3.7. Um capital de R$ 1000,00 ¢ aplicado por 5 anos & taza de 20% ao ano.
Pede-se:

a) construa uma tabela que mostre a evolugdo do dinheiro pelo regime de capita-
lizagao simples e deduza uma formula geral para o cdleulo do walor dos juros

simples.

b) construa uma tabela que mostre a evolugdo do dinheiro pelo regime de capitali-
zagao composta e deduza uma formula geral para o cdlculo do montante a juros

compostos.

Para resolver o item (a), lembre-se que no regime de capitalizacio simples o valor

dos juros em cada periodo € calculado aplicando-se a taza de juros sempre sobre o valor
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do capital inicial. Veja:

Periodo | Juros Simples Montante

0 Capital inicial =R$1000,00

1 R$ 1000,00 - 0,2=R$ 200,00 | R$ 1000,00+R$ 200,00=R$ 1200,00
2 R§ 1000,00 - 0,2=R§ 200,00 | R$ 1200,00+R$ 200,00=R$ 1400,00
3 R$ 1000,00 - 0,2=R$ 200,00 | R$ 1400,00+R$ 200,00=R$ 1600,00
4 R$ 1000,00 - 0,2=R$ 200,00 | R$ 1600,00+R$ 200,00=R$ 1800,00
5 R$ 1000,00 - 0,2=R$§ 200,00 | R$ 1800,00+R$ 200,00=R$ 2000,00

O wvalor dos juros em cada periodo € constante e vale C -i. Sendo J a soma dos

Juros de n perfodos, deduzimos que:

onde
J € o valor dos juros simples, C € o capital inicial, 1 € a taza de juros na forma
decimal ou unitdria e n € o prazo expresso na mesma unidade de ternpo da taza de

juros. Lembrando que
M=C+/,

onde M €é o montante, C € o capital e J sao 0s juros.
Para o item (b), recorde-se que no regime de capitaliza¢ao composta o valor dos juros

em cada periodo € calculado aplicando-se a taza de juros sempre sobre o montante do
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periodo anterior. Veja:

Periodo | Juros compostos Montante

0 Capital inicial =R8§1000,00

1 R$ 1000,00 - 0,2=R$ 200,00 | R$ 1000,00+R$ 200,00=R$ 1200,00
2 R$ 1200,00 - 0,2=R$ 240,00 | R$ 1200,00+R$ 240,00=R$ 1440,00
3 R$ 1440,00 - 0,2=R$ 288,00 | R$ 1440,00+R$ 288,00=R$ 1728,00
4 R§ 1728,00 - 0,2=R$ 345,60 | R$ 1728,00-+R§ 345,60=R$ 2073,60
5 R 2073,60 - 0,2=R$ 414,72 | R$ 2073,60+R$ 414,72=R$ 2/88,32

Pela definicao de juros compostos e usando a recorréncia, temos: My = C + (C-i);
dai,
]\/[1 = C- (1 + i)
M, = M;-(1+1)

Multiplicando-se membro a membro as equagoes, encontraremos:
M=C -1+ (1448 ...-(1+d))=C (1 +i)",

onde 1 € a taza de juros na forma decimal ou unitdria e n é o prazo ou nidmero de

periodos, expresso na mesmna unidade de tempo da taza de juros.

Note que o valor dos juros simples e dos juros compostos € igual no primeiro periodo
de capitalizacdo; porém, apés esse periodo, o valor dos juros compostos € superior ao
valor dos juros simples. Logo é razoavel perguntar: Quando o valor dos juros simples
é maior que o valor dos juros compostos?

Para responder a essa pergunta analisaremos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.8. Qual o montante a ser pago em wm empréstirno de R§ 100.000,00, pelo
prazo de 15 dias corridos, a uma taza de 20% ao més? Faga os cdculos tanto no regime

de capitalizacao simples quanto no de composta.
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Lembre-se de que a taza de juros e o prazo devem estar na mesma unidade de tempo.
Os dados do problema sao: i = 0,2a.m., n=15 dias = 0,5 més e C = R$100.000, 00.
O cdlculo dos juros simples é J =C -i-n = ... = R$10.000. Dessa forma o montante,

pelo regime de capitalizacao simples, € dado por
M = C + J = R3$110.000, 00.
calculando o montante pelo regime de capitalizagdo composta:
M = C-(1+4)™ = 100.000-(1+0, 2)>> = 100.000-1/1, 2 = 100.000-1, 09544 = R$109.544, 00.
Note que o valor dos juros simples é superior ao dos juros compostos para periodos

menores do que 1. Para visualizar esse resultado observe o grafico a seguir:

VF A

hwos
Compostos

Jwros
Sinples

VP,

=Y

Figura 1: Grafico comparativo entre Juros Simples e Juros Compostos.
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Na proxima secdo destacaremos as principais propriedades do regime de capitaliza-

¢ao simples.

3.1.4 Regime de capitalizagao simples

J& vimos no item (a) do exemplo 3.7, a defini¢ao de capitalizagao simples e a deducio
da formula que calcula o valor dos juros simples. Vamos agora, apresentar conclusdes

importantes a respeito desse tipo de capitalizacio.

v O valor dos juros em cada periodo é constante, pois a taxa de juros sempre é

aplicada sobre o valor inicial.

v" Os juros crescem linearmante com o prazo, caracterizando uma func¢io afim. De
fato; sabemos que J = C -7 - n; como o capital (C) e a taxa (7) sdo constantes,

podemos escrever J, = C - i - n; isto €, J & uma funcao linear.

v Analogamente & observacao anterior, o montante cresce linearmente com o prazo,

pois M, =C - (1+1i-n).

v’ Para n inteiro, tanto os juros quanto os montantes, formam uma progressio

aritmética de razao C - 1.
v As taxas de juros proporcionais sao equivalentes.

Precisamos formalizar os conceitos de taxas proporcionais e taxas equivalentes.

v'Duas taxas sdo proporcionais quando os seus valores guardam uma proporcao
com o tempo a que elas se referem. Para fazer o calculo, é preciso reduzir o tempo a
uma mesma unidade. Problemas envolvendo taxas proporcionais podem ser resolvidos

por meio de Regra de Trés simples.

v' Denominam-se taxas equivalentes aquelas que, aplicadas a um mesmo valor pre-

sente, geram um mesmo montante, para um mesmo intervalo de tempo.

v" Pode-se compatibilizar o periodo (n) ou a taxa (i), alterando uma ou outra va-

ridvel, uma vez que as relagbes sdo proporcionais.
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Vejamos uma aplicacdo desses conceitos.

Exemplo 3.9. Guilherme aplicou R$ 1200,00 a juros simples comerciais, & taza de
60% a.s.(ao semestre), de 15/06 a 23/09 do mesmo ano.

a) Qual a taza mensal proporcional & taza dada?

Como 1 sementre equivale a 6 meses, basta fazer 66—0 = 10, encontrando uma taza
de 10% a.m.

b) Qual a taza anual proporcional & taza dada?

Como 1 ano € equivalente a 2 semestres, basta fazer 2-60 = 120, encontrando uma
taza de 120% a.a.

¢) Qual o montante obtido para cada wma das tazas encontradas nos itens a e b?

Primeiramente, vamos contar os dias usando o ano civil; lembrando-se que o pri-
meiro dia deve ser excluido. Assim, Junho terd 15 dias, Julho terd 81 dias, Agosto
terd 31 dias e Setembro terd 23 dias. Logo o dinheiro rendeu durante 100 dias

Vamos calcular o montante usando a taza de taza de 10% a.m.

Como o0s juros s@o comerciais, temos que: 1 més equivale a 30 dias; dai, 100 dias

equivale a 30 més. Aplicando os dados na férmula M = C - (141 -n), teremos

100 4
M = 1200 (1+0,1- ) = 1200 - 5 = RS1600, 00.

Agora,vamos calcular o montante usando a tava de 120% a.a. = 1,2 a.a.
Como os juros sdo comerciais, temos que 1 ano equivale a 860 dias; dai, 100 dias

equivale a 360 O Aplicando os dados na formula: M =C - (1+1i-n), teremos:

100 4
M=1200-(14+1,2- —)=1200- - = R$1600. 00.
(141, 360) 00 3 RS ,

Concluimos que as tazas de 120% a.a. e de 10% a.m. sao proporcionais e equiva-

lentes.

Uma observacao importante, & que o regime de juros simples é utilizado apenas
nas operagoes de curtissimo prazo (Cheque Especial, boleto de condominio, carnés de
lojas, etc) e no processo de desconto comercial simples de titulos.

Se uma pessoa deve uma quantia em dinheiro numa data futura, é normal que en-

tregue ao credor um titulo de crédito, que é o comprovante dessa divida. Todo titulo
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de crédito tem uma data de vencimento; porém, o devedor pode resgata-lo antecipada-
mente, obtendo com isso um abatimento denominado desconto. Portanto, o desconto
¢ uma das mais comuns aplicacoes da regra de juro e por esse motivo trataremos desse

assunto em seguida.

3.1.5 Desconto simples

Vamos supor que vocé tenha em maos um cheque pré-datado para trés meses no
valor de R$ 800,00 e necessite troca-lo hoje. E claro que receberd, por ele, um valor
inferior a R$ 800,00. Esse cheque, entao, estard sendo descontado. Assim, em uma
operagao de desconto chamamos de N, ao valor nominal, de face ou futuro (valor do
titulo na data do vencimento) e de A, ao valor atual ou descontado (valor do titulo na
data do desconto).

O desconto & a diferenca entre o valor nominal de um titulo (duplicata, nota pro-
missoria, letra de cambio, cheque pré-datado, etc.) e seu respectivo valor atual; ou
seja,

O desconto simples é efetuado com base no regime de capitalizagdo simples. Nessa
modalidade estd incluido o desconto comercial ou bancario (ou “por fora”) e o desconto
matematico ou racional (ou “por dentro”).

Neste trabalho nao sera contemplado o estudo do desconto racional simples, pois
nao tem sido utilizado no calculo dos produtos do mercado financeiro brasileiro. Por
outro lado, o desconto comercial simples ¢ amplamente aplicado. Denominamos de
desconto comercial simples (D) o equivalente ao juro simples (J), produzido pelo valor
nominal do titulo (V) durante o tempo de antecipagao (n) a uma taxa de desconto (i)

fixa. Sendo assim, concluimos que: se J = C -1 - n, entdo

onde D é o desconto, NV & o valor nominal, ¢ € a taxa de desconto e n é o tempo de

antecipagao. Consequentemente, se D =N — Ae D= N -1 -n, entdo

‘A:N-(l—z’-n),
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onde A é o valor atual, N é o valor nominal, i é a taxa de desconto e n, o tempo de
antecipacao.

Analisando a formula do desconto comercial simples, observa-se que ele deve ser
usado com bastante cuidado, uma vez que, em situacoes de taxas e prazos elevados o

valor do desconto pode ser superior ao valor do titulo. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.10. Uma empresa deseja descontar wma tdnica duplicata de valor nominal
R§ 10.000,00 com vencimento previsto para 39 dias corridos. Sabendo que o banco
realiza tais operacdes cobrando uma taza de desconto de 3% a.m., IOF, imposto sobre
operagoes financeiras que € aplicado sobre o valor atual, ¢ aliquota de 0,0041% ao dia
e adicional fizo de 0,38%, tarifa de cobranga de R$ 6,00 por titulo descontado e tarifa
de contratacio de R$ 60,00, calcule:

a) O wvalor do desconto:

Aplicando a formula D = N -i-n, com N = 10.000, n = 39 dias e i = 3% a.m.,
obtemos

D = R$390, 00.

b)Valor atual no ato da contratagio:

Utilizando o fato de que D =N — A, com D = 890 e N = 10.000, temos
A = R$9.610, 00.
¢) O walor do IOF:

IOF(por 39 dias) = 0,000041-9.610 - 39 = R$15,37.
IOF (adicional fito) = 0,0038-9.610 = R$36,52.
IOF(total) = 15,37+ 36,52 = R$51, 89.

d) O wvalor liquido (VL), que € o valor nominal subtraido do desconto e dos encargos

(IOF e tarifas), creditado na conta corrente da empresa:
VL= N — D — IOF(total) — tarifas = 10.000 — 390 — 51,89 — 6 — 60 = R$9.492, 11.

e¢) A taza mensal efetiva de juros compostos paga pela empresa nessa operagao.
Na verdade a operacdo de desconto € wma operagdo de empréstimo, onde, o va-

lor nominal e o walor liguido creditado sao, respectivamente, o montante e o capital.
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Portanto, no caso em questio, a empresa toma emprestado um capital de R§ 9.492,11
por 39 dias, a uma tara mensal composta, e vai pagar por isso um montante de RS
10.000,00 ao banco. Logo, essa taza composta é justamente a taza efetiva pedida.

Sabendo que 89 dias = 30 "meses = 1,8 meses e recorrendo & formula M = C-(1+4)",
encontramos

i = 4,09%a.m.

Uma vez que todos 0s encargos financeiros dessa operacdo sao cobrados no ato da
contratacao, o custo efetivo total para o tomador é superior ao informado por meio da
taza de desconto (8% a.m.).

O regime de capitalizacdo que vamos estudar a seguir é o mais comumente usado

no sistema financeiro e, portanto, o mais atil para calculos de problemas do dia a dia.

3.1.6 Regime de capitalizacao composta

Ja vimos no item (b) do Exemplo 3.7, a defini¢ao de capitalizagao composta e a dedu-
cao da formula que calcula o valor do montante. Vamos Entao, apresentar conclusoes

importantes a respeito desse tipo de capitalizacao.

v' O valor dos juros para o periodo atual de céalculo é obtido pela aplicagdo da
taxa de juros sobre o montante acumulado até o inicio desse periodo. Com isso,
o valor dos juros crescem exponencialmente ao longo do tempo. Sabemos que

M=C-(1+4)"e M =C+J,logo, J=C-[(1+1)" —1].
v O montante cresce exponencialmente com o prazo, pois: M = C - (1 + )"
v' Para n inteiro, os montantes formam uma PG de razdo (1 + ).
v As taxas de juros equivalentes nao sao proporcionais. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.11. Um capital de R$ 100,00, aplicado a uma taza de 10% ao més, gerou
R§ 313,84 no final de um ano. Qual a taza semestral necessdria para fazer esse mesmo

capital produzir esse mesmo montante em um ano?
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Corno a taza € semestral e o prazo € anual, vamos encontrar o prazo semestral.

Temos que 1 ano equivale a 2 semestres; logo
M=C (149" =1i="77,16%a.s.
Portanto, as tazas i = 10% a.m. e i = 77,16% a.s. sdo equivalentes e nio proporcio-

nas.

E importante atentarmos para dois fatos.

i) Nos juros compostos é sempre indicado converter a unidade de tempo do prazo

para a unidade de tempo da taxa.
ii) O calculo de taxas equivalentes, na capitaliza¢do composta, nao se resume a uma
simples divisao ou multiplicacdo de taxas, como ocorre na capitalizacao simples.
Questionamento que surge nesse momento: “como calcular taxas equivalentes a
juros compostos™
Vamos supor que uma taxa anual ¢, e uma taxa mensal i,, sejam equivalentes,
ou seja, geram o mesmo montante M quando aplicadas a um mesmo capital C, num

mesmo intervalo de tempo n. Para facilitar o entendimento vamos adotar o intervalo

de tempo como sendo de 1 ano. Comn isso, temos

M = C-(1+i,)}

M = C-(1+in)"™
Logo,
(L i0)' = (14 im)™.

Se for dada a taxa mensal, calculamos a anual. Para isso, basta isolarmos 7,. De
fato,

. 12
to=(14+97T — 1.
Analogamente, se for dada a taxa anual, calculamos a mensal:

im = (1414)7 — 1.
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Generalizando, encontramos a seguinte formula

N4
t

Zq:(l—i_l) _1a

onde 7, corresponde & taxa que eu quero, 7; é a taxa que eu tenho, g é o periodo da
taxa que eu quero e t é o periodo da taxa que eu tenho.

E importante ressaltar que ¢ e ¢t devem estar na mesma unidade de tempo.

Exemplo 3.12. Qual o taza anual equivalente a juros compostos a 5% a.m.?
Dados: iy = 5% a.m=0,05a.m., t =1 més e g = 1 ano = 12 meses.

Aplicando a formula: i, = (14+4)t — 1, temos
ig=(1+0,05)T —1=(1,05)2 — 1 = 0,7959 = 79, 59%a.a.

Exemplo 3.13. Quanto uma pessoa deve aplicar hoje, para ter acumulado, a titulo
de juros, a quantia de R§ 15.000,00 daqui o 24 meses? Considere que o aplicagdo
foi realizada a wma taza de juros de 1% ao més, seqgundo o regime de capitalizacao
composta.

Os dados do problema sao: J = R$15.000,00, n = 24 meses ¢ 1 = 1% ao més =

0,01 a.m.. Assim,
J=C [(1+1)" -1 = C = R3$55.610, 21.

Atualmente, no mercado financeiro, existe uma série de terminologias e conceitos
sobre as taxas de juros que muitas vezes confundem os proprios profissionais das ins-
tituigoes especializadas. Portanto, na se¢ao a seguir, procuraremos abordar, de forma
simples e clara, o conceito de mais algumas terminologias existentes, uma vez que

outras ja foram estudadas anteriormente .

3.1.7 Estudo das taxas

Taxa Nominal é aquela cujo periodo de capitalizacdo ndo coincide com aquele a
que ela se refere. Para resolvermos problemas que trazem em seu enunciado uma
taxa nominal, adotamos, por convengdo, que a taxa por periodo de capitalizacao seja

proporcional 3 taxa nominal.
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Exemplo 3.14. Qual o montante de um capital de R$ 5.000,00 no fim de 2 anos,

com juros compostos de 24% ao ano capitalizados trimestralmente? Sabemos que
. . . . 0,24
C' = R$5.000,00, n = 8trimestres e i = 0,24 a.a.(taza nominal); logo, 1 = =

0,06 a.t.(taza por periodo de capitaliza¢do). Dessa forma,
M=C-(1+41i)"=5.000-(1+0,06) = 5.000 - (1,06)® = R$7.969, 00.

Taxa Efetiva (if): & a que representa o custo ou remuneracao efetiva total da
operagao financeira em pauta, tomando-se como base de célculo o valor do capital que
realmente foi recebido ou desembolsado na data da contratagao.

E evidente que, a0 adotarmos a convencao, a taxa paga nao é a oferecida e, sim,
maior. Essa € a taxa efetiva (if).

A taxa efetiva (i), que é definida no mesmo periodo da taxa nominal, é equivalente

a taxa por periodo de capitalizacao.

Exemplo 3.15. Um banco emprestou a importincia de R$ 35.000,00 por 2 anos.
Sabendo que o banco cobra uma taza composta de 86% ao ano, com capitalizacio se-
mestral, qual a taza efetiva anual e qual o montante a ser devolvido ao final dos 2

anos? .
O enunciado nos dd: C = R$35.000,00, n = 4 semestres e i = 0,18 a.s. Desejamnos
conhecer M e i, Sabemos que
. A
g = (14+4)r—1
1 ano
iy = (1 +0, 18) 1 semestre — 1
2 semestres
i = (1’ 18) 1 semestre — 1
i = 0,3924 = 39,24%a.qa.
Vamos calcular o montante usando a taza efetiva, mas poderia ser usada a taza por

periodo de capitalizacdo, uma vez que $Go equivalentes.
M =C-(1+4)"=35.000-(1+0,3924)% = 35.000 - (1,3924)% = R$67.857, 22.

Dando sequéncia ao estudo das taxas, vamos mostrar a relacio entre Taxa Real

(I;), Taxa Aparente (I,) e Taxa de Inflagao (I;); porém, antes, devemos saber que:
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Inflagdo é o fendmeno do aumento persistente e generalizado dos precos de bens e de
servigos, com consequente perda do poder aquisitivo da moeda e, taxa aparente, é
aquela que vigora nas operagoes correntes. Essa taxa é formada por dois componentes:
um correspondente & inflagdo e outro correspondente ao juro real. Dito isso, observe a
demonstracao abaixo.

Sendo C o capital inicial, I, a taxa real, I, a Taxa Aparente e [; a Taxa de Inflacao,

podem acontecer os seguintes casos:

e Com uma inflacao igual a zero e uma taxa de juros I, o capital inicial se trans-

formara, ao final de um periodo, em C - (1 + ).

e Com uma taxa de inflacio I;, o capital inicial, ao final de um periodo, equivalera

e Com uma taxa de juros I, e uma taxa de inflacdo I;, simultineamente, o capital
inicial equivalera a C' - (1 + L) - (1 + L;).

o Com uma taxa aparente I,, o capital inicial se transformard, ao final de um
periodo, em C - (1 + 1,).

Como as duas dltimas expressoes sao equivalentes, ja que ambas traduzem o valor

efetivamente recebido, tethos: C-(1+1,) =C - (1+ L) - (1 + ); dali,

(+L)=(1+1) (1+1)

Exemplo 3.16. Um empréstimo foi feito a uma taza de 82% ao ano. sabendo que a
inflagao nesse ano foi de 21%, calcule o taza real anual.

Como I, = 0,32 ¢.a. e I; = 0,21 a.a., basta aplicar a igualdade anterior, para obter
I, =% a.q..

Note que quando a taxa aparente € menor do que a taxa de inflacdo significa redugéo
do poder de compra, ou seja, desvalorizagdo do dinheiro.

O conceito de desconto no regime de capitalizagio composta é o mesmo do desconto
simples, entretanto, empregamos o desconto composto para operagdes a longo prazo, ja
que a aplicagao do desconto simples comercial, nesse caso, pode levar-nos a resultados

sem nexo. Veja isso, com mais detalhe na se¢ao seguinte.
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3.1.8 Desconto composto

O desconto composto é efetuado com base no regime de capitalizacdo composta,
ou seja, utilizando-se taxas de juros exponenciais. Nessa modalidade, a exemplo do
desconto simples, estdo incluidos o desconto racional e o desconto comercial ou bancario.

Como no mercado financeiro brasileiro, o desconto composto comercial tem de-
monstrado pouca aplicagdo pratica, vamos omitir o seu estudo neste trabalho. Dito
isso, vamos nos dedicar ao estudo do desconto composto racional que sera de suma
importancia em assuntos futuros.

Desconto racional composto, por dentro ou real ocorre quando o valor do desconto é
calculado segundo os conceitos de valor atual (A) e valor futuro (N) a juros compostos.
Nessa modalidade, o valor do desconto pode ser definido como a diferenca entre o valor
nominal do titulo (valor futuro) e seu respectivo valor presente (valor atual), ou seja,
D=N- A. Por definigao, a relagao entre o valor nominal e o valor atual é dada pela
formula da capitalizagao composta: M = C - (14 4)™, onde o montante (M) é o valor
nominal (NNV); assim como, o capital (C) é o valor atual (A); com isso, podemos dizer
que o valor nominal (N) é o montante do valor atual (A). Entao, a formula pode ser

escrita da seguinte forma:

(N =A-(1+i0)",

onde N, A, i e n correspondem, respectivamente, ao valor nominal do titulo, ao valor

atual do titulo, a taxa de juros e ao prazo.

Exemplo 3.17. Um titulo de R§ 60.000,00 foi resgatado vinte meses antes de seu
vencimento a uma taxa de juros de 5% ao més. Calcule o wvalor atual e o desconto
desse titulo sequndo os conceitos de desconto racional composto e desconto comercial
simples.

Dados: N = R$60.000,00, n = 20 meses ¢ i = 5% a.m..

Recorrendo aos conceitos de desconto racional composto e desconto comercial sim-

ples, respectivamente, obtemos
N=A4-(1+49)"= A= R3$22.613,36 ¢ D = 60.000 — 22.613,36 = D = R$37.386, 64.
D=N-i-n= D = R$60.000,00 e D=N—-A= A=0.
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Esse resultado confirma a limitacao da aplicacao do desconto comercial simples. Por
isso, em situacoes de inflacao alta e prazos longos, as operagbes de desconto simples
devem ser substituidas por operacoes de desconto composto, evitando as distorgoes
demonstradas nesse exemplo.

Para efeito de uma melhor compreensao dos proximos agsuntos é importante saber-
mos que ao deslocarmos um capital para o futuro, estamos fazendo uma capitalizacao,
ou seja, colocando juros nesse capital. Por outro lado, quando deslocamos um capital
para o passado, estamos fazendo uma descapitalizagdo, ou seja, retirando os juros que
estdo embutidos nesse capital.

Vamos, na proxima se¢do, aprender a calcular o valor de uma divida (ou de um
empréstimo, ou valor & vista de uma mercadoria); para tanto, aplicaremos a descapi-

talizacao.

3.1.9 Valor atual de um conjunto de capitais

De modo geral, dado um conjunto de valores monetarios Ny na data 1, N, na data
2, N3 na data 3, e assim por diante até o valor N, na data n, chamamos de valor atual
desse conjunto, a uma taxa 4, ao valor indicado por A, que, aplicado a taxa ¢, gera as
rendas Ny, Na,...,Np; isto é:
<1T¢>1 i (1]12@2 i (1]13@3 L —<1]f§>n'

Exemplo 3.18. Uma pessoa temn dividas de R$ 2.000,00, R$ 3.500,00 ¢ R$ 5.000,00

A=

que vencem dentro de 2, 5 e 6 meses, respectivamente. Quanto devera aplicar hoje, a
Juros compostos e @ taza de 1% a.m., para poder pagar 0s compromissos?

O problema nos dda: i = 0,01a.m., Ny = R$2.000,00 ¢ n = 2meses, N5 =
R$3.500,00 e n = 5meses, Ng = R$5.000,00 e n = 6 meses. Portanto,

Ny Ny N3 2.000 3.500 5000
= = R$10.000, 95.
Gxol "ot arar - @wone T wone T momp - LoL0000,

Portanto, o valor a ser aplicado é R$ 10.000,95.

A=

Neste trabalho, por seu carater elementar, abordaremos, a partir de agora, apenas
as rendas (sucessOes de prestagOes ou de depositos) certas, counstantes e periodicas.

Portanto, observe as definigoes seguintes de acordo com Crespo [3].
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v" Rendas certas: ocorrem quando o nimero de prestacoes ou depositos, seus ven-

cimentos e seus respectivos valores sao prefixados.

v' Rendas constantes: ocorrem quando o valor de todas as prestacoes ou depdsitos

Sa0 iguais.

v" Rendas periédicas: ocorrem quando o periodo (més, trimestre, ano, etc) da renda

& sempre 0 mesmo.

A seguinte informacao é util: Quanto a data do vencimento do primeiro termo

(prestagdo ou deposito), uma renda certa pode ser postecipada, antecipada ou diferida.

v" Renda postecipada: ocorre quando o vencimento do primeiro termo se di no
fim do primeiro periodo a contar da data zero, isto é, da data da assinatura do

contrato.

v" Renda antecipada: ocorre quando o vencimento do primeiro termo se da na data

Zer1o0.

v" Renda diferida: ocorre quando o vencimento do primeiro termo se da no fim de

um determinado ntimero de periodos (periodo de caréncia), a contar da data zero.

Vanos, na proxima secio, aprender a calcular o valor de uma divida (ou de um em-
préstimo, ou valor & vista de uma mercadoria) que sera paga em prestacoes periodicas
de quantias constantes, sobre as quais incide a mesma taxa, para tanto, aplicaremos a

descapitalizagao.

3.1.10 Sequéncia uniforme de pagamentos peridédicos

Consideremos um valor financiado (atual) A que deve ser pago em n prestagdes iguais
de valor N nas datas 1,2,3,...,n (renda postecipada) e suponhamos que a taxa de
juros compostos cobrada no financiamento seja 7 por periodo de tempo. Chamamos
esse conjunto de sequéncia uniforme de pagamentos periodicos. Podemos indicar o
valor atual das prestacoes, representado por A, aplicado & taxa 4, como sendo

N N N N

A:(1+z’)1+(1+¢)2+(1+i)3+“'+W'
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Considerando que o 2° membro dessa expressao é a soma dos termos de uma pro-

1 N
Tessao geométrica finita, cuja razéo é g = - e cujo 1° termo é @y = ——, obtemos
g geom ni y =7 T y L= 105
14+ -1
A=y O -1 (3)
i(1+1)"

Se a primeira prestagdo for paga no ato (renda antecipada), teremos um valor
financiado (atual) A que deve ser pago em n prestacoes iguais de valor N nas datas
0,1,2,3,...,n — 1. Supondo que a taxa de juros compostos cobrada no financiamento

seja ¢ por periodo de tempo, segue que

4 N n N n N N N
D () (1492 T (L)
Somando os n primeiros termos da PG de razio q = T3 e 1° termo a; = N,
)
obteremos a seguinte formula
144" -1
A=N-(1+41)- %
W(l4+0)n

Exemplo 3.19. Um banco concedeu um empréstimo para uma pessoa adquirir um
carro. O pagamento deveria ser feito emn 12 presta¢oes mensais de R§ 1.400,00 cada
uma, sem entrada (renda postecipada). Qual o valor do empréstimo sabendo-se que a
taza de juros cormpostos cobrado pelo banco foi de 8% a.m.?

Dados: N = R$1.400,00, ¢ = 0,03 a.m. e n = 12 prestagoes. Dai, seque que

N 12
A:N.w: 1.4()0.(1’03)_1
i1+ ) 0,03(L, 03)12

= R3$13.936, 50.
Exemplo 3.20. Qual seria o valor do empréstimo, no exemplo anterior, se a primeira
prestacdo fosse paga no ato (renda antecipada)? E se a primeira presta¢io fosse paga
3 meses depois de realizado o empréstimo (renda diferida)?

Primeiramente, vamos calcular o valor do empréstimo no caso em que a primeira

prestag¢do € page no ato da operagao.

1+i)"—1 (1,03)12 — 1

L

i1+
Agora, vamos calcular o valor do empréstimo no caso em que a primeira prestacdo

€ paga 3 meses depois de realizada a opera¢do. Como a 1° prestacdo € paga na data
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3, vamos calcular o valor do empréstimo na data 2 (As). Para tanto, vamos usar a
1+ -1
formula A= N - (L’)—— e obter Ay = R$13.936, 50.
i1+
Agora, vamos descapitalizar Ay = R$13.936,50 dois periodos, para obtermos o seu
valor na data zero (Ag). Para tanto, basta usarmos a férmula M = C-(1+1)", obtendo

A = R$13.136, 49.

Na proxima secao veremos como determinar o montante constituido por depésitos

periddicos de quantias constantes sobre as quais incide a mesma taxa.

3.1.11 Montante de uma Sequéncia uniforme de depobsitos periddicos

Consideremos n depésitos mensais iguais a N, nas datas 1,2,3,...,n (renda poste-
cipada), rendendo juros compostos, a uma taxa ¢ mensal. Queremos saber qual a soma
dos M montantes desses depositos na data n (isto €, logo apos ter sido feito o altimo
deposito).

O montante do 1° depdsito na data n é N - (1 4}V e 0 montante do 2° deposito
na data n & N - (14 1) 2. Procedendo de modo analogo com os outros depésitos,

obtemos o montante do ultimo depoésito na data n, que vale N. Assim,
M=N-(1+)" Y+ N 1+ 4+ N-(1+)" +.. +N.

Os termos do 2° membro dessa expressao constituem uma Progressdo Geométrica

cuja razao vale g = e cujo 1° termo & a; = N - (1 +4)™ Y. Logo,
1 g

(1+i)“—1'

M=N-

[

Se o primeiro deposito for feito na data zero(renda antecipada), teremos n depésitos
mensais iguais a IV, nas datas 0,1,2,3,...,n — 1, rendendo juros compostos, a uma
taxa ¢ mensal. Queremos saber qual a soma dos M montantes desses depositos na data
n (isto é, um periodo ap6s ter sido feito o ultimo depodsito). Dessa forma,

M=N-(1+)"+N-(1+)"D 4 4 N-(1414);

e entao

(1+i)" =1

M=N-(1+1)- :
1
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Exemplo 3.21. Uma pessoa deposita mensalmente R$ 600,00 num fundo que rende ju-
ros compostos, & taza de 1,5% a.m. Qual serd seu montante no instante imediatamente
apds (renda postecipada) o 30° depdsito?

Dados: N = R$600,00, 1 = 0,015 a.m. e n = 30 depdsitos. Assim,

1+ -1 (1,015)30 — 1
; 600 0.015 $22.520, 00

M=N-

Exemplo 3.22. Qual seria o montante, no exemplo anterior, um periodo apds(renda
antecipada) o 30° depdsito?

(1,015)%0 —1

1+ -1
T 0,015

M=N(1+1) = 600 - (1,015) - ~ R$22.857, 80.

Nos sistemas de amortizagao de um empréstimo a longo prazo, regra geral, os juros
sao sempre cobrados sobre o saldo devedor, o que significa considerar apenas o regime
de juros compostos. Desse modo, 0 ndo pagamento de uma prestacdo, isto &, o nao
pagamento do juro em um dado periodo redunda em um saldo devedor maior, ja que
estd sendo calculado juro sobre juro. Na proxima secdo estudaremos os sistemas de

amortizacao tradicionais.

3.1.12 Sistemas de amortizacao

Quando contraimos uma divida, devemos salda-la por meio do pagamento do prin-
cipal e juros contratados. Os critérios para amortizacao de dividas podem obedecer a
diversos métodos.

Na devolugdo de um empréstimo, cada prestacdo é composta de duas parcelas: uma
referente ao pagamento de juros e outra referente a cota de amortizagdo.

Se P, é a k-ésima prestacdo paga, temos: FPr = Jy + A, sendo E o valor do
empréstimo recebido e Py o valor da primeira prestagio paga. Assim, P, = J; + A;.

A parcela de juros J; corresponde aos juros calculados sobre F e a cota de amortiza-
¢ao A;j ird gerar um saldo devedor Sy dado por S; = E— A;. Como, Py = Jo+ A, onde,
Ja 880 os juros calculados sobre S; e Ay gera o saldo devedor S;, ja que Sy = S; — A,.

De forma geral, P, = Jy + Ag, onde Ji sdo os juros calculados sobre Sip_1 e Ag

gera o saldo devedor S, ja que S; = Sp_1 — Ai. As diferentes formas de devolugio de
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um empréstimo é o que denominamos de sistema de amortizagdo. Dentre essas formas
utilizadas na prética, destacam-se as quatro a seguir.

1 - Pagamento do principal e juros no final da operagéio

Nesse sistema, a divida serd paga no vencimento por meio de uma, tnica prestacéo,
contendo o valor do principal mais os juros do periodo. Os juros serdo calculados
segundo o regime de capitalizacao contratado (simples ou composto). Tal sistema ja
foi visto anteriormente.

2 - Sistema americano de amortizacao

Nesse sistema, ha o pagamento periédico dos juros e a amortizacio do principal se

da no final da operacdo, conforme demonstrado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.23. Uma pessoa tomou emprestada de wm banco a quantia de R$ 100.000,00,
pelo prazo de 5 meses, comprometendo-se a pagar, no final de cada més, juros de 10%
e o total do principal, junto com a @ltima parcela de juros, no final do contrato. Cons-

truir uma tabela demonstrando mensalmente o estado da divida e 0s valores pagos a

titulo de juros e principal.

Como E = R3$100.000,00, i = 0,1 a.m. e o valor dos juros mensais vale principal X

taza, obtemos

Jrmensal = 100.000 - 0,1 = R$10.000, 00.

Tabela demonstrando o estado mensal da divida

Periodo (k) | prestagao (Py) | juros (Ji) amortizagdo (Ay) | saldo devedor (Si)
o | I R$ 100.000,00

1 R$ 10.000,00 | R$ 10.000,00 | ————— R$ 100.000,00

2 R$ 10.000,00 | R$ 10.000,00 | ————— R$ 100.000,00

3 R$ 10.000,00 | R$ 10.000,00 | ~———— R$ 100.000,00

4 R$ 10.000,00 | R$ 10.000,00 | ————— R$ 100.000,00

5 R§ 110.000,00 | R$ 10.000,00 | R$ 100.000,00 | ————-

Total R§ 150.000,00 | R$ 50.000,00 | R§ 100.000,00 —_——

No Brasil, esse sistema de amortizagao € pouco usado, devido aos riscos de crédito
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assumidos pelo financiador, uma vez que a maior parte da divida sera recebida somente
no final do contrato. Da mesma forma, em momentos de incerteza com relacdo a
flutuagdo da taxa de juros no mercado, os financiadores preferem nao expor seu capital
por prazos muito longos, em funcao da relagao entre risco e retorno.

3 - Sistema de Amortizagdo Constante (SAC)

Esse sistema, amplamente utilizado no Brasil nos financiamentos imobiliarios, con-

siste, como o proprio nome diz, em amortizar o principal da divida por meio de parcelas
constantes e sucessivas, obtidas pela divisdo do valor do empréstimo pelo nimero de
prestagoes do contrato. O valor de cada prestacao sucessiva no SAC é composto por
uma parcela de juros vencidos, calculados sobre o saldo devedor, e outra correspondente
a uma parcela fixa a titulo de amortizagao de capital.
Exemplo 3.24. Um empréstimo de R$ 100.000,00 deverd ser pago por meio de &
parcelas mensais e sucessivas vencendo a primeira 30 dias apds a contratagao, segundo
o Sistema de Amortizacdo constante (SAC). Sabendo que a taza de juros cobrada em
tal operagao foi de 10% ao més, construa uma tabela demonstrando mensalmente o
estado da divida.

Sabemos que E = R$100.000,00, ¢ = 10% a.m. e n = 5 parcelas. Pela definicao de
SAC, A = %; dessa forma,

. 100.000

= R$20.000.

A tabela abaizo mostra a evolugao mensal da divida.

Periodo (k) | prestacdo (Py) | juros (Ji) amortizag¢do (Ay) | saldo devedor (Sy)
0 e ————- - R$ 100.000,00

1 R$ 30.000,00 | R$ 10.000,00 | R$ 20.000,00 R$ 80.000,00

2 R$ 28.000,00 | R$ 8.000,00 | R$ 20.000,00 R$ 60.000,00

3 R$ 26.000,00 | R$ 6.000,00 | R$ 20.000,00 R$ 40.000,00

4 R$ 24.000,00 | R$ 4.000,00 | R$ 20.000,00 R$ 20.000,00

5 R§ 22.000,00 | R$ 2.000,00 | R$ 20.000,00 | ————

Total R§ 130.000,00 | R$ 30.000,00 | R$ 100.000,00 ———
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Observamos que no SAC o saldo devedor do empréstimo decresce em progressao
aritmética e por conseguinte os valores dos juros e da prestacdo também decrescem em

razdo fixa. Dessa forma, podemos deduzir as seguintes férmulas:

Sk =80 — Ay - k, (4)

onde Sy, é o saldo devedor apés o pagamento da k-ésima prestacgdo, Sy é o saldo devedor

inicial (valor do empreéstimo), A é o valor da amortizagdo do periodo k e k € o periodo.

(5)

onde Jy & o valor do juro do periodo k, Sx_; € o saldo devedor ap6s o pagamento da

(k — 1)-ésima prestacao e i € a taxa de juro.

B, = J,+ A, (6)

onde Py equivale ao valor da prestacao do periodo k, Jy corresponde ao valor do juro
do periodo k e A, & o valor da amortizagdo do periodo k.

Vejamos no proximo exemplo a aplicacdo das férmulas deduzidas acima.

Exemplo 3.25. Utilizando os dados do Eremplo anterior, calcule o wvalor do saldo
devedor apos o pagamento da terceira parcela e o wvalor da quarta prestagao. Pri-
metramente, vamos determinar o saldo devedor apds o pagamento da terceira parcela
aplicando a férmula (4). Obviamente, k = 3; logo, Sz = R$40.000, 00.

Agora, vamos determinar o valor da quarta prestacao usando, respectivamente, as
relagdes (5) e (6). Como k = 4, seque que Jy = R34.000,00 e entdo, P, = 4.000 +
20.000 = R$24.000, 00.

Vale observar o seguinte:

v' Os valores das parcelas ¢ do saldo devedor sdo, geralmente, reajustados mensal-

mente pelo mesmo fndice de atualizagdo das cadernetas de poupanca.

v Nesse sistema, o valor das prestacoes tende a decrescer com o decorrer do tempo,

caso nao haja indices muito elevados de atualizagdo monetaria.
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v" A maioria dos bancos exige que o valor da prestaco inicial comprometa no ma-
ximo entre 20% e 30% do valor da renda liquida familiar do financiado. Dessa
forma, como os valores das parcelas sdo decrescentes, ajustam-se, de forma mais

adequada, & curva de atualizacao salarial, diminuindo o risco de inadimpléncia.

v' As parcelas de um financiamento imobilidrio possuem em sua composicdo os
seguintes componentes: amortizacao, juros, seguro de morte ou invalidez perma-

nente, seguro de danos fisicos ao imovel e tarifa de servigos de administragao.

4 - Sistema Price ou francés de amortizagao

Esse sistema consiste no pagamento da divida por meio de prestagtes de valores
iguais, com periodicidade constante e com termos vencidos (postecipados). Nesse sis-
tema, cada prestacdo contém uma parcela de juros e outra de principal amortizado. O

valor das prestagbes é obtido por meio da formula (3)

Exemplo 3.26. Um empréstimo no valor de R§ 100.000,00 deve ser liquidado por
meio do pagamento de 5 prestagdes iquais e mensais, vencendo a primeira 30 dias apds
a data da contratagao, por meio do Sistema Francés de Amortizagdo. Sabendo que a
taza de juros cobrada foi de 10% ao més, calculemos o valor das prestacdes a serem
pagas. Veja que A = R3100.000,00, n =5 parcelas e i = 0,1 a.m.; daf,

A+ —1

A=N
D

= N = R$26.379, 75.

Iremos agora, construir uma tabela demonstrando o estado mensal da divida, con-
ternplando o valor dos juros pagos, amortizacdo do principal e saldo devedor imediata-
mente apds o pagamento de cada prestacdo. Para tanto, devemos considerar que cada

prestacao contém o valor do juro, calculado sobre o saldo devedor da divida existente no
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final do periodo 1mediatamente anterior, e uma parcela do principal a ser amortizado.

Perido (k) | prestacao (Py) | juros (Ji) amortizagdo (Ay) | saldo devedor (Sk)
0 e e ———— R$ 100.000,00

1 R$ 26.879,75 | R$ 10.000,00 | R$ 16.379,75 R$ 83.620,25

2 R$ 26.879,75 | R$ 8.362,02 | R$ 18.017,73 R$ 65.602,52

3 RS 26.979,75 | R$ 6.560,25 | R$ 19.819,50 RS 45.783,02

4 R$ 26.379,75 | R§ 4.578,80 | R§ 21.801,45 R$ 23.981,57

5 R§ 26.379,75 | R$ 2.398,16 | R§ 23.981,57 ———

Total R$ 181.898,75 | R$ 31.398,75 | R$ 100.000,00 | ————-

A tabela nos diz que o valor da amortizagdo do principal vai aumentando & medida
que as prestagoes vao vencendo, fazendo com que o saldo devedor, ao longo do tempo,
fique menor. Além disso, o valor dos juros contido em cada parcela vai tornando-se
menor, em fungdo do diminui¢do do saldo devedor ao longo do tempo.

Caso desejassemos saber o saldo devedor apés o pagamento da k-ésima prestacgao,
deveriamos calcular o valor atual das (n — k) parcelas restantes pela formula (3), e

consequentemente, obteriamos

(144" *—1

Sk, =N Z(1+Z)n_k )

onde Sj corresponde ao saldo devedor apds o pagamento da k-ésima prestacao, N € o
valor das prestacoes, n equivale ao nimero de prestagoes, k& é o periodo e 7 é a taxa de
juro. Dessa forma, podemos calcular os juros contidos na k-ésima prestagdo por meio
da igualdade abaixo.

onde J corresponde ao valor do juro do periodo k, Sy, corresponde ao saldo devedor
ap6s o pagamento da (k — 1)- ésima prestagdo e i equivale a taxa de juro. Com isso,

podemos calcular a amortizacao contida na k-ésima prestacido através da relacao

| Ae = Py — Ui
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Na igualdade acima, Py & o valor da prestac@o do periodo k, Ji € o valor do juro

do periodo k e Ay equivale ao valor da amortizagdo do periodo k.

Exemplo 3.27. Com base nos dados do exemplo anterior, vamos calcular o saldo
devedor apés o pagamento da terceira parcela, o wvalor dos juros contidos na quarta
prestacao e o valor da amortizagdo contida na quarta prestacdo. Calculando o saldo
devedor apds o pagamento da terceira parcela (k = 3), obtemos S3 = R345.783,02.
Calculando o valor dos juros contidos na quarta prestacdo (k = 4) temos que Jy =
R$4.578,30 e, calculando o valor da amortizacdo contida na quarta presta¢io (k = 4),
concluimos que Ay = R$21.801,45

Vale ressaltar que:

v Geralmente as prestacdes sdo postecipadas, caso contrario, o problema faré refe-

réncia & data do primeiro pagamento.

v Na Tabela Price, quando a taxa estiver referida a um periodo de tempo diferente

do periodo das prestacOes, essa serd uima taxa nominal.
v' A primeira prestacao serd maior no SAC.

v No Sistema Americano sao pagas as maiores cotas referentes aos juros(o saldo

devedor permanece constante).

Finalmente, de posse de todo aparato técnico que foi desenvolvido, vamos mostrar

a sua utilidade para o planejamento financeiro.
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4 Aplicacoes

Nesta secao, utilizaremos as ferramentas anteriormente expostas para aplicarmos
em diversas situacoes do cotidiano que envolvemn Matematica financeira com o intuito
de orientar o leitor a tomar decisoes inteligentes, entender as operagdes financeiras, ¢
administrar e investir melhor o seu dinheiro a fim de fazé-lo render mais. Para isso,

serdo apresentados trés exemplos praticos.

Exemplo 4.1. Constru¢ao de um plano de aposentadoria complementar

Digamos que vocé tenha como objetivo financeiro atingir uma renda de R$ 5.000,00
por més apds se aposentar. Entao, para garantir essa renda voce pode escolher, por
exemnplo, o caminho & sequir. Antes de apresentar os cdlculos, € preciso esclarecer
que a renda de R$ 5.000,00 por més, atualizada pela inflagdo, serd proporcionada pelo
rendimento da poupanca formada apds o prazo que serd exposto abaizo.

Considerando que, com um bom patriménio formado, nao serd dificil manter uma
média de rendimentos liguidos de 0,5% ao més na aposentadoria, vamos calcular o
montante (1nassa critica) a ser acumulado; para tanto, basta realizarmos a seguinte
operacao: M = % = R$1.000.000,00. Podemos agora, explicar a primeira opcao,
que consiste em investir R$ 931,78 por més a juros liquidos de 0,8% ao més
durante quarenta anos.

Para mostrar a evolucdo da aplicagao proposta, vamos usar a formula que nos for-
nece o montante de uma sequéncia uniforme de depdsitos periddicos, em que o primeiro
depdsito se dd na data zero (renda antecipada). Sabemos que M = R$1.000.000, 00,

1 =0,003 a.m. e n =480 meses; assim,

(1+i)"—1

1

M=N-(1+4)- = N = R$931,78.

As opc¢oes abaizo geram o mesmo rendimento:

o Investir R$ 2.842,69 por més a juros liquidos (obtidos apds descontar a inflagao

e o imposto de renda) de 0,83% ao mes durante vinte anos.
o Investir R$ 84,16 por més a juros liquidos de 1,0% ao més durante quarenta anos.
o Investir R$ 1.000,85 por més a juros liquidos de 1,0% ao més durante vinte anos.
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Perceba que os juros e o tempo fazem muita diferenca. Hoje, investimentos tra-
dicionais (fundos, CDBs, titulos do governo) rendem cerca de 0,3% ao més liquidos.
Para conseguir rendimentos melhores, tem de recorrer a ativos de Tisco, como agdes
ou outras formas de investimentos que valham mais na venda do que na compra. Em
alguns meses vocé percebard que obter algo em torno de 1% ao més nos mercados
de agoes, imdveis ou similares requer estratégias relativamente simples, basta adquirir
certa experiéncia, acompanhar as noticias e acreditar nas empresas mais sélidas, com-
prando agoes principalmente quando estiverem baratas, o que ocorre nos periodos que
pessirmistas costumam chamar de crises.

Sequindo uma estratégia e mantendo-se informados, vocé poderd estar aposentado
com um saldrio superior ao que ganha hoje em bemn menos tempo do que imagina. E
claro que quanto mais cedo vocé comegar a poupar, Menos Penoso serd o Processo e que
a taza de rendimento € fundamental para definir o valor final de um investimento a

longo prazo.

Exemplo 4.2. Comparando as alternativas para aquisicao de um carro zero-
quilometro

Suponhamos que vocé tenha como objetivo adquirir wm auiomdvel - GOL(G6) 1.0
4P bdsico, pintura solida (O wvalor do bem cotado junto a SAGA wveiculos foi de RS
27.790,00 no dia 08/02/2013). Vamos apresentar trés opgoes. A primeira delas con-
siste em fazer wm financiamento em 36 meses, usando o Sistema Price com renda
postecipada (que é o mais cornum), com taza média de juros de 1,6% ao més (cotagdo
feita no Banco do Brasil no dia 08/02/2018). Temos: A = R$27.790,00, i = 0,015
a.m. en = 36 meses. O valor das parcelas é N = R$1.004,70 (basta aplicar a férmula
A=N. G

A vantagem dessa estratégia € que o bem € adquirido imediatamente; a desvantagem
consiste nos juros altos e gasto médio mensal de R$ 300,00 (seguro-+IP VA +manutengdo+outros).
Concluimos que o gasto mensal com a aquisicdo imediatamente do bemn é de R§ 1.5304,70
e o desembolso total vale 1.304,70 - 36 = R$46.969, 20.

Vale ressaltar que o valor médio do bem apds os trés anos de uso equivale a 75% do
valor do novo (R§ 20.842,50 pela tabela FIPE); logo, a perda total (desembolso total -

valor médio do bem apds os trés anos) resulta em R 26.126,70.
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A sequnda op¢@o € o consdrcio de 36 meses, usando o Sistema Price com renda
postecipada e taza de juros de 0,5% ao més (cotado junto a SAGA consdreios). Posto
que A = R$27.790,00, ¢ = 0,005 a.m. e n = 36 meses, obtemos o valor das parcelas

assim:
(I+4)"—1
i(1+14)

E importante saber que: o valor da parcela é corrigido pela fabrica de acordo com o

A=N = N = R$845, 43.

valor do bem; 0s juros sdo mais baizos que de um financiamento; o bem ndo é adquirido
wmediatamente, mas por meio de sorteios mensais ou lances.

A terceira e ultima alternativa € investir na caderneta de poupanga o valor que se
gastaria com a aquisi¢do imediata do bem. Utilizando a férmula que nos fornece o
montante de uma sequéncie uniforme de depdsitos periddicos e postecipados, temos

"\
M=N- (HZZL = M = R$50.532,97.

Optando por esta olternativa, o investimento feito durante os trés anos permite
comprar o autorndvel comn sobras (alternativamente, vocé poderia comprar o carro em
um prazo menor e gastando menos).

Com esse exemplo pretendemos tncentivar as pessoas a receber juros em vez de pa-
gar; mas, pare isso, deve-se deizar de consumir no presente para economizar e investir,

em prol de acumular dinheiro para ser usado no futuro.

Exemplo 4.3. Substituticao de dividas

Ao precisar de dinheiro, uma alternativa interessante pode ser a venda de wm bem
para obtengao de recursos imediatos. Por ezemplo, se vocé tiver uma divida de R§
10.000,00 no cartao de crédito e possuir na garagem um veiculo jd quitado com valoy
igual ou superior, pode vender seu automdvel e comprar um outro financiado. Fsta
prdtica nao eliming o divida, mas garante o pagamento de juros bem menores do que
aqueles que vocé pagaria em muitas outras modalidades de empréstimo. Hoje os juros
de wmn financiamento de autorndveis nao chegam a passar dos 2% ao més. Mas note que
esta nao deve ser uma prdtica a ser incentivada, uma vez que se estd perdendo um bom
valor em juros. Deve ser considerada apenas como uma alternativa ao empréstimo,
quando este se faz essencial.

Veja as alternativas de financiamento e empréstimo na tabela abaizo.
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Tipo de crédito Juros médios mensais*

Cartées de crédito 12,81%
Financeiras 10,15%
Cheque especial 8,47%
Emprétimo pessoal 3,74 %
Emprétimo cooperativo 2,37%

Empréstimo consignado 1,98%

Financiamento de autos 1,92%

Financiamento imobilidrio | 1,16%

Emprétimo familiar(CDI) | 0,7%

Fonte: Ipead/UFMG, na internet, em http://www.ipead.face.ufmg.br/ em 07/2012
O ezemplo nos dd alternativas, mas o ideal € sempre fugir dos financiamentos e

empréstimos. Quando nao houver alternativa, deve-se optar pelo mais barato sempre.
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5 Consideragoes Finais

Numa nacao em que transagoes financeiras sdo frequentes, conceitos basicos de Ma-
tematica Financeira ndo podem estar ausentes na formacdo dos cidaddos. Segundo
Kiyosaki |6] as escolas se concentram nas habilidades académicas, mas ndo nas habi-
lidades financeiras, ou seja, ndo se ensina sobre dinheiro nas escolas. Consideramos
que esse fato é bastante preocupante pois os contetidos de Matematica Financeira tém
grande importancia na vida de qualquer cidadao que necessita compreender o mundo
do trabalho, do consumo, das financas, dos investimentos , inserindo-se nele de forma
critica e consciente.

No entanto, nao se trata apenas de incluir alguns toépicos de Matematica Finan-
ceira no rol de conteidos do Ensino Médio, mas é necessario aborda-los em diferentes
momentos da vida estudantil, em qualquer nivel, e em situacdes-problema que per-
mitam aos alunos atribuir-lhes significados e perceber a importancia das ferramentas
matematicas para resolvé-las. Outro aspecto que ndo pode ser esquecido refere-se as
possibilidades que a abordagem dessas tematicas abrem para o uso de recursos tecnold-
gicos, como por exemplo, a preparagao dos estudantes para utilizagao de calculadoras
e planilhas eletronicas.

Todas as pessoas precisam desenvolver as suas proprias capacidades e preferéncias,
bem como interpretar as mais variadas situagoes e tomar decistes fundamentais rela-
tivas & sua vida pessoal, social ou familiar. A educac¢do em Matematica Financeira
pode contribuir, de um modo significativo e insubstituivel, para ajudar as pessoas a
tornarem-se individuos nao dependentes, mas, pelo contrario, competentes, criticos e
confiantes nos aspectos essenciais em que a sua vida se relaciona com a matemaética.
Isto implica que todas as criancas e jovens devem desenvolver a sua capacidade de
usar a matematica para analisar e resolver situacoes problematicas, para raciocinar e
comunicar, assim como a auto-confianca necessaria para fazé-lo. Apropriar-se, mesmo
que de maneira bastante elementar, de conceitos e procedimentos da Matematica Fi-
nanceira, é sem duvida, condi¢do necessaria para a politizacdo, no sentido amplo, do
cidaddo. Faz parte das condicOes basicas para sua insercio critica na sociedade.

Portanto, face ao acima exposto, este trabalho procurou explorar de forma simples,

objetiva e didatica, aspectos essenciais que devem ser abordados em um curso elemen-

o7



tar sobre Matematica Financeira. E ainda, esperamos encontrar, principalmente nos
leitores dedicados, a ressonéncia dos resultados a que se propde este trabalho, em face
da praticidade, objetividade com que tal assunto é tratado. E claro, que em nenhum

momento tivemos a pretensdo de esgotar o assunto, haja visto, a maguitude do mesmo.
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