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RESUMO

SILVA, J. P. Um estudo sobre conicas: equacoes polinomiais de segundo grau. 2019. 121 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)

— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

Este trabalho tem como objetivo estudar equagdes polinomiais de segunda ordem em duas
varidveis que podem ser representadas, através de uma mudanga de varidveis adequada, por uma
equagdo reduzida de uma conica (degenerada ou ndo). Elementos basicos em Algebra Linear e

Geometria Analitica sdo necessarios para o estudo.

Palavras-chave: Conicas, Equaces polinomiais, Algebra linear, Geometria analitica, Dobradu-

ras.






ABSTRACT

SILVA, J. P. A study on conic: second-degree polynomial equations. 2019. 121 p. Dis-
sertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

This work aims to study second order polynomial equations in two variables that can be repre-
sented by a suitable change of variables by a reduced equation of a conic (degenerate or not).

Basic elements in Linear Algebra and Analytical Geometry are required for the study.

Keywords: Conic, Polynomial Equations, Linear Algebra, Analytical Geometry, Folding.
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INTRODUCAO

Os historiadores atribuem ao matematico Menaecmus (380 - 320 a.C. aproximadamente),
discipulo de Eudéxio na Academia de Platdo, a descoberta das curvas conicas ou se¢des conicas
quando trabalhava na resolucio do problema da duplicacio do cubo. Foi ele o primeiro a mostrar
que elipses, pardbolas e hipérboles sdo obtidas como se¢des de um cone quando cortado por
planos ndo paralelos a sua base. Mais tarde, o astronomo e matemdtico grego Apolonio de Perga
(262-190 a.C.) recompilou e aprimorou os resultados conhecidos até entdo sobre o assunto na
sua obra Secoes Conicas. (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF, 2013)

Porém, o enfoque analitico das cOnicas s acontece com Fermat, uma vez que os matema-
ticos gregos ndo possuiam uma notagdo algébrica adequada. Seus estudos e analises deram lugar
a sete equagdes que ele podia obter como formas irredutiveis a partir da equacao polinomial de

segunda ordem em duas varidveis.

flx,y) = ajnx* + 2a12xy+a22y2 +2a13x+2ax3y +azz, no qual a;; € R. (D

Segundo os valores dos coeficientes dessa fungdo, Fermat classificou os lugares geomé-
tricos de f(x,y) = 0, obtidos na seguinte nomenclatura: reta, hipérbole equilétera, par de retas

concorrentes, parabola, circulo, elipse e hipérbole axial.

Nosso objetivo € classificar os pontos que satisfazem f(x,y) = 0 no qual f é dada em (1)
nos casos em que ao menos um dos coeficientes dos termos quadraticos (aj; ou ajp ou azy) seja

ndo nulo.

Inicialmente, reservamos o Capitulo 1 para abordar conceitos basicos de Algebra Linear
e Geometria Analitica. No Capitulo 2 apresentaremos formalmente as principais conicas nao
degeneradas a saber: elipse, hipérbole e pardbola tanto do ponto de vista geométrico quanto

algébrico. Ja no Capitulo 3, faremos um estudo da fung¢do (1) em trés casos particulares:

1. As fungdes quadraticas (1) no qual aj, = 0.
2. As fungdes quadriticas, tal que a3 e ap3 de (1) sejam nulos.

3. As fungdes quadrdticas (1) com o caso geral.

No Capitulo 4 apresentaremos uma proposta de atividade pedagdgica que podera ser
desenvolvida com alunos da Terceira Série do Ensino Médio, com o objetivo de estabelecer uma

relacdo entre Conicas e Dobraduras.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo, vamos apresentar o conceito de vetores e suas aplicacdes no estudo de
retas e planos.

1.1 Vetores

A palavra grandeza é frequentemente utilizada para definirmos termos cientificos e pode

ser definido como tudo aquilo que pode ser medido ou contado.

Em Matematica distinguimos dois tipos de grandezas: as escalares e as vetoriais.

1.1.1 Grandezas escalares

Existe um grupo de grandezas que sio definidas quando conhecemos seu valor numérico
(magnitude ou modulo) e a unidade de medida correspondente, essas grandezas sdo chamadas de

grandezas escalares. Vejamos alguns exemplos a seguir:

1. 8kg de Massa;
2. 25m? de Area;

3. 45°C  de Temperatura.

1.1.2 Grandezas vetoriais

Existem porém, um grupo de grandezas que, além do valor numérico e da unidade

associada, requer-se outras caracteristicas para uma descri¢do completa.

Definimos grandezas vetoriais como uma entidade matemadtica que possui trés caracteris-

ticas associadas: um valor numérico, uma dire¢ado e sentido.
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Neste trabalho estamos interessados em definir uma grandeza vetorial associada a pontos
em um plano. Dados dois pontos A e B distintos pertencentes a um plano, denotamos por zﬁ 0

vetor associado a esses dois pontos definidos conforme as trés caracteristicas associadas a seguir:

(1) O nimero associado a 1@ ¢ um nimero real positivo indicado por |ﬁ|, também chamado
de médulo de f@ definido como a distancia (comprimento segundo uma unidade fixada)
entre os pontos A e B, representada por d(A, B).(BARBOSA, 1985)

Tal distancia satisfaz as seguintes propriedades:
a) Para quaisquer dois pontos A e B do plano, tem-se d(A, B) > 0. Além disso, d(A, B) =
0 se e somente se A = B.
b) Para quaisquer dois pontos A e B do plano, tem-se d(A, B) = d(B, A).

¢) Para quaisquer trés pontos do plano A, B e C,tem-se d(A,C) < d(A,B) +d(B,C).
Igualdade s6 ocorre se C pertence ao segmento AB.

(i1) Uma dire¢do associada az@ = feixe de retas paralelas a reta que passa pelos pontos A e
B.
(i11) Um sentido associado a E = escolha da orientagdo de uma das retas paralelas a reta

determinada por AB. Usualmente definimos o apontamento de A para B. Veja a figura
abaixo.

Sentido 1 Sentido 2

Figura 1 — Retas paralelas

Ao longo deste texto adotaremos a notagdo de vetor v = 1@ quando A # B e denotamos
V=AA=0.

Dessa forma nao podemos chamar um vetor de segmento de reta orientado. De fato, suponhamos
as retas s e t paralelas a reta r. Sejam os pontos A e B pertencentes a reta s, € os pontos C
e D pertencentes a reta 7, tal que d(A, B) = d(C, D). Considere v| = ABe vy = CD. Temos

claramente que v| = v5.
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r//s/ft

Figura 2 — Paralelas

Vamos verificar a igualdade segundo os axiomas.

(i) [71] = |%| pois d(4,B) = d(C, D).
(ii) A reta que passa por A e B é paralela a reta que passa por Ce D, isto é s || .

(iii) v possui o mesmo sentido de v, uma vez que v parte de A para B e v, parte de C para D.

Como conclusio, podemos afimar que o segmento orientado CD € uma das infinitas representa-
¢Oes possiveis que um vetor pode ter.
Vamos utilizar Geometria Analitica para ilustrar exemplos de vetores. No sistema carte-

siano abaixo considere os seguintes pontos.

by A=(02)
B=(5.2)
A= === m s s TB c=(0,0)
| D=(50)
I
. 4 - —» X
C D

Figura 3 — Plano cartesiano

Podemos afirmar que os vetores Iﬁ e C% sdo idénticos mas 1@ ndo € idéntico a D?
e G = S
Analogamente BA ¢ idéntico a lf mas BA nao € idéntico a @

(i) |AB| = |CD| = |D¢| = |BA| pois d(A,B) = d(C,D) = d(D,C) = d(B,A) = 5.
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_>
(i1) zﬁ, C?, ZY‘ e BA possuem a mesma dire¢do pois a reta que passa por A e B € paralela a

reta que passa por C e D.
(ii1) E e @ possuem o mesmo sentido mas C% e lf nao.
Definicao 1. Dado um vetor v = zﬁ, definimos seu vetor oposto por —V = BTL\>

Exemplo 1. Na Figura 3 os vetores 1@ e lf s30 Opostos.

1.1.3 Operacées com vetores

Nesta se¢do vamos apresentar algumas operagdes usuais com vetores.
1. Soma de um ponto com um vetor

Dado um ponto P e um vetor v = 1@ em um plano, podemos exibir um (tinico) ponto C

tal que I% = zﬁ Chamamos o ponto C a soma do ponto P com o vetor V, isto é

C:P+\7<:>I%:\7

7 d
/ /
Al By
— — @ - —
/ /
/ /
/ 7/
/ /
/ / AB = PC
y /
/ /
P c 7
) 7z
/ /
/ /
v /

Figura 4 — Construcao do ponto C

Sao vélidas as seguintes propriedades.
< - — =
(1) A+0=A. Pela definicdo, X =A+0 :A—i-fTA> SAX =AA & X =A.

__>
(i) A —hﬁ = B. Pela defini¢do, X = A —hﬁ € o unico ponto tal que AX = Iﬁ Logo,
X =B.

(i) (A—V)+V=A.Defato X +V=AcXA=VecAX ="V X=A—V.

(iv) A+V =B+V = A = B (cancelamento do vetor).
__>
Justificativa geométrica. Indicando X = A+ 7V = B+, por defini¢do temos AX = BX . Assim,
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os segmentos AX e BX sdo paralelos e os pontos A,B e X sdo colineares. Veja a Figura 5.

Figura 5 — Vetores paralelos

B — = ‘
Também temos |AX|=|BX]| e entdo, como os vetores AX e BX possuem o mesmo sentido,
temos A = B.
. . _ . . v - o
Justificativa algébrica. Escrevendo X = A +V =B+ V temos AX =V = BX. Logo,

XA = —v—=XB.

H
Portanto, pela propriedade, concluimos A = X + XA = X —|—)?§ =B.
(v) A+ =A+V =i =V (cancelamento do ponto).
_>
Indicando X = A+ = A+, temos AX = ii e também AX = V. Logo, i = V.

2. Soma de vetor com vetor

.~ . — = . . .
Definicao 2. Dois vetores AB e CD sdo equipolentes quando eles possuem a mesma direcdo, o

mesmo sentido € 0 mesmo comprimento. Indica-se Iﬁ ~ CD.

Definicao 3. Sejam dados dois vetores V = E ew= C? Definimos a soma desses vetores com
um vetor S = 5?9 que se obtém construindo, a partir de um ponto arbitrario O do espago, os

e . . —=
segmentos OM e Aﬁ respectivamente, equipolentes aos vetores AB e CD.

Facamos a partir de O as seguintes aplicacoes:

Somando (1) e (2) temos,

<l
+
S

|
<
+
Sl
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w

Figura 6 — Soma vetorial

O método utilizado para somar dois vetores no exemplo acima é chamado de regra do
poligono ou poligonal. Esse método ndo se restringe apenas a dois vetores, podemos somar n
vetores, basta para isso ajustar a extremidade de um vetor na origem do outro, o vetor soma sera
dado pelo vetor que une a origem do primeiro vetor com a extremidade do ultimo vetor a ser

somado, como mostrado na Figura 6.

Sao vélidas as seguintes propriedades.

1. Comutatividade: ¥ +vV=v+1i

3. Elemento neutro: it +0 = 04 ii = ii
4. Elemento simétrico: i + (—if) =0

5. Associatividade soma com ponto: P+ (i + V) = (P+1i) +V

As propriedades anteriores podem ser descritas geometricamente.

N Ao
s rd
\\ v,
- D \ U ’
B 0 \ B=C "’
e et < o
= U4+ \ \ U+ v
D=A
C ,) o
’ \
! \
AR "
A (/ X
ke g
C A

Figura 7 — Comutatividade



1.1. Vetores

29

w
V ﬁfn r
ut |
I g | f(d+ T) + w
w =y |
w
o—=0 \ |
3
w [
1 S | :ﬁ+ﬁ’r
= v+ (d+
I T s g
i u N
\ PR
b
Figura 8 — Associatividade
B
N ii=AB e—ii=BA
P -t i+ (—i)=AA =0
A A
Figura 9 — Vetor oposto
y’ s C=P+ (i+7)
' L7
U
| P
1 C=D+7%
v
m =(P+ud)+7v
D -P+i C = (P+a)+
U+ v
e
(s
P 2

Figura 10 — Associatividade com ponto
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3. Multiplicacdo de um nimero real por um vetor

Defini¢ao 4. Dados um niimero real A # 0 e um vetor i, o produto A pelo vetor i é um vetor

A -1 (ou A#) definido da seguinte forma: (segundo a defini¢do de vetor)

(i) Mddulo: |Au| = |A|.|ul;

’

(ii) Dire¢do de Aii é a mesma de i;

(iii) Sentido de Aii serd o mesmo de i se A > 0 e, sentido contrario ao de i, se A < 0.

i 21 —2u 1/2u

Figura 11 — Multiplicacdo de vetor por escalar

Sao vélidas as seguintes propriedades:

1. Distributiva da multiplicagdo em relacdo a adi¢do de escalares

(a+B).ii = oii + B.i.

2. Distributiva da multiplicagdo em relacdo a adi¢do de vetores

3. Associatividade
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1.2 Equacao vetorial da reta

Pelo axioma de incidéncia, dados dois pontos A e B distintos, existe uma tnica reta r que

contém os pontos A e B.

Figura 12 — Reta AB

Seja X um ponto qualquer pertencente a reta r. Uma questao natural € indagarmos se X

pode ser determinado em func¢do de A e B. De fato, todo X pode ser expresso da seguinte forma
X —A+1AB, 1€R, (1.1)

_>
no qual a igualdade significa que AX = t.ﬁ.

A entidade (1.1) é chamada de equacdo vetorial da reta AB.

Exemplo 2. Se r = 0, entao,

X =A+1.AB
X =A+0AB
X —A.

__>
Equivalentemente, AX = O.E = X =A.

Exemplo 3. Ser = 1, entao

X =A+1.AB
X =A+1.AB
X =B.

__>
Equivalentemente, AX = Iﬁ < X =B.



32 Capitulo 1. Preliminares

Exemplo 4. Todo ponto do segmento AB pode ser expresso da forma.
X :A+I.E, noqual 0 <z < 1.
Observacao: A equacgido vetorial da reta AB também pode ser expressa da forma

Y:B—i—s@, s e R.

5 . . > AR
Dado P pertencente a reta r e v um vetor direcdo da reta r (isto é v=CD, V C, D
pertencente a reta » com C # D), entdo a equag@o vetorial da reta r pode ser expressa da seguinte

forma

__)
X=P+tvV< PX=tv,noqualt € R.

Podemos interpretar a equacgao acima, como a rapidez com que o ponto X se desloca
sobre a reta r, com velocidade vetorial constante v, no tempo ¢ e posi¢ao inicial P.(BOULOS;
CAMARGO, 1987)

/ X =P+t.7
P / t.

)
4
o |

Figura 13 — Soma ponto mais vetor

1.3 Equacao vetorial do plano

Considere trés pontos ndo colineares (ndo pertencem simultaneamente a uma reta co-

mum). Afirmo que existe um tnico plano & que contém os pontos A, B e C.
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B
L
L]
c
A
L
(a4

Figura 14 — Plano «

Seja X um ponto qualquer do plano &. Uma questao natural, € saber se X pode ser

expresso em funcao dos pontos A, B e C.

B
L ]

L ]

c

A
[ ]
®x
(43

Figura 15 — Ponto X do plano

Seja r a reta paralela a reta AB (ou j@) passando por X. Como A, B e C sdo ndo colineares,

entdo a reta r intercecta 54? . Considere X| o ponto de interse¢do entre essas retas, isto € X| = r N

N

Figura 16 — Intersecdo das retas r e AC
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Tomemos s a reta paralela a AC passando por X. Novamente, como A, B e C sdo ndo
colineares, entdo a reta s intercepta a reta AB. Seja X, o ponto de intersecdo entre essas retas,
isto é, X, = s Nreta AB

Figura 17 — Intersecdo das retas s e AB

Como X pertence a reta AC e X, pertence a reta AB, entdo

—>
Jt; € Rtal que X :A+t1.RistO éAX :tl.R

—>
dt, € Rtal que X; :A—f—tz.z@ isto é AX, = tg.z@.

Figura 18 — Vetores no plano

— =

— — —
Como AX; || X‘l)_(} , podemos descrever a soma AX| +AX, por AX] + X.

=A

=l

Assim,

- =
AX = AX; +AX,
H

AXZIIR—FQE

X :A—Ftlz@-{—tzﬁ.

Concluimos que dado qualquer ponto X pertencente ao plano & formado por trés pontos A, B, C

ndo colineares, podemos escrevé-lo da seguinte forma

X:A—Ftlzﬁ-{—tzzﬁ, (1.2)
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comty,h € R.

Note que a identidade dada em (1.2), ndo € a tinica maneira de representar o ponto X no
plano. Analogamente podemos escrever da seguinte forma.
_>
X = B+ 51BA + 5,BC

com 51,5 € R.

Definicao 5. Sejam v, i vetores nao nulos e ndo colineares, e P um ponto. A expressdo X =
P+ 11V + i, com t1,t € R é chamada de equacdo vetorial do plano determinado por V, i

passando por P.

Vamos ilustrar os conceitos de reta e plano vetorial no exemplo abaixo.

Exemplo 5. Considere a escadinha representada na figura abaixo. Queremos determinar:

ry

b .
Lot Lg

2 2

Figura 19 — Escada vetorial

(a) A equagdo vetorial da reta FB’,

(b) A equacio vetorial da reta paralela a reta FB' que passa por C,

(¢) A equacdo vetorial do plano A’BF,

(d) A equagio vetorial do plano A’BF passando por F’,

(e) A entidade geométrica que representa a intersec¢do do plano A’BF com a reta AC,

(f) A entidade algébrica que representa a intersecc¢@o dos planos A'BF e CEE’.
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Resolucao:

(a) A equagdo vetorial da reta F B’ é dada por:

—
X=F+tFB, tcR.
(b) A equagio vetorial da reta FB' que passa por C é dada por:
—
X=C+tFB, tcR.
(¢) A equagdo vetorial do plano A’BF é dada por.
Vs AP A
X=A"+11AB+nA'F, 1t,tp€eR.
(d) A equagio vetorial do plano A’BF passando por F’ é dada por:
T G-
X=F+1t1AB+nA'F, t,tpeR.

(e) A entidade algébrica que representa a intersecdo do plano A’BF com a reta AC’, é
g q p ¢ p

dada por:

— —>
X= A+1nAB+1nA'F, t,hcR.
—

X = A+sAC, seR.

(f) A entidade algébrica que representa o plano A'BF NCEE’, é dada por:

— =

X= A+1nAB+nA'F, t1,nheR.
—>

X= C+95CE+sCE, s1.5cR.

1.4 Alguns conceitos em Algebra Linear

Iniciaremos a se¢do com o conceito de espago vetorial.

Definicao 6. Um espaco vetorial real E consiste de um conjunto nio vazio, cujos elementos sdo
chamados vetores, munido de duas operagdes, +: E X E — E chamada somae, . :E xR — E

chamada multiplicacdo por um niimero real que satisfaz as seguintes propriedades:

Considere a,f € Re i, V,w € E,

e Comutatividade,

SU
+
<l
|
<l
_|_
SU

e Associatividade,

=
+
5}
+
sy
Il
<!
_|_
=l
_l_
\%/1
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Elemento neutro: existe 0 € E tal que,

i+0=04+i=i.

Elemento simétrico: dado i € E existe —u € E tal que,

Distributividade.

Multiplicagao por 1

Comutatividade,

Distributividade,

Exemplo 6. Para todo n € N*, o simbolo R” representa o espago vetorial euclidiano n-dimensional.
Os elementos de R” sdo as listas ordenadas i = (¢, ..., &), de n nimeros naturais. No qual

o €R,para i=1, ... ,n.

Por defini¢ao, a igualdade vetorial i = V significa n igualdades numéricas o; = f3; para

i=1,..,n

Os nimeros ¢y, ..., 0, sdo chamados as coordenadas do vetor #. As operagdes do espago

vetorial R" sao definidas por

(al +B17 7O‘n+Bn)u
(o, ...,a0).

<l
Il

U+
o.

S
I

O conjunto R” munido das operacdes + e - (soma e produto) satisfaz os axiomas de um
espaco vetorial real, em especial o elemento neutro € 0= (0, ...,0) e o elemento simétrico de

U= (ay,...,0p) é —ti=(—0y, ...,—0).

Exemplo 7. Um matriz real a = [a;j]nxn, € uma lista de nimeros reais a;; com indices duplos, no
qual 1 <i<me 1l < j<n. Representa-se a matriz a como um retangulo numérico com m linhas

e n colunas, no qual o elemento a;; situa-se no cruzamento da i-ésima linha pela j-ésima coluna:

ailr ... QAinp

ay ... dayy
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O vetor (aj1, app, ... ,aip) € R" € 0 i-ésimo vetor linha da matriz a e o vetor (a1, a2, ..., am;) €
R™ € o j-ésimo vetor coluna da matriz a. Quando m = n, diz-se que a € uma matriz quadrada.
O conjunto M(m) de todas as matrizes m X n é um espaco vetorial munido da operagdo soma

dada por a+ b = [a;; + b;j] no qual a = [a;j] e b = [b;;] e da operacdo multiplicagdo por escalar,

oa = [oa;j]. Amatriznula0 € M(m xn) é dadopora;;j =0parai=1,..,mej=1, ..,neo
simétrico de a = [a;;] ¢ —a = [—a;j].
Defini¢iao 7. Um vetor v é uma combinagdo linear (CL) dos vetores v}, V3, V3, ..., V, se existirem

escalares A1,A;,...,A, € R tais que

V=MV + ...+ 7. (1.3)
Algumas observacgdes e comentarios

(i) O vetor nulo 0 é combinacdo linear de qualquer vetor v, uma vez que 0= 0v.
(ii) O vetor v € sempre uma combinacdo linear dele mesmo, pois vV = 1V.
(iii) O vetor v serd multiplo do vetor i, se existir A € R tal que Vv = Au.

(iv) Dizemos que v é gerado pelos vetores vi, va, V3, ..., v, quando V for combinacdo linear de

Figura 20 — Combinagao linear

Observamos que se V é combinagdo linear de {V}, V,, V3, ..., V, }, os escalares A1, A3, ..., Ay,

podem ndo ser tnicos. Observe o exemplo abaixo.

Exemplo 9. Considere v, v, e ¥ como na Figura 20. O vetor v € uma combinagdo linear de

{V1, V», ¥} e pode ser representado das seguintes formas:

V=1V + 1V,

V= 0\71 + 1\74— 0\72.
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Definicao 8. Dizemos que um conjunto de vetores {V, ...,V,} € linearmente independente (LI)
quando, dados Ay, ..., 4, € R, tivermos A;V| + ... + A,V = OeM==..=1,=0.

Exemplo 10. Sejam dois vetores d e b nao paralelos e ndo nulos num plano. Vamos verificar

que os vetores sdo linearmente independentes. Considere a combinagao linear abaixo:
Md+ b =0.

Suponhamos que A; # 0, entdo

Md = —Xb
. Mg
— _l_lb'

Nota-se que os vetores d e b possuem a mesma direcdo, o que ¢ uma contradi¢do pois d e b

foram escolhidos ndo paralelos, o que conclui A; = 0. Voltando a equacio inicial temos

Md+Mb = 0 (A4 =0)
Aob =

ol

Como b # 0 temos A, = 0. Logo, com A; = A, = 0 chegamos a concluséo que os vetores {d, E}

sdo linearmente independentes.

Definicao 9. Dizemos que um conjunto de vetores {vi,...,v,}, com n > 2, é linearmente

dependente quando nao for linearmente independente.

Se {Vi,...,V,} sdo vetores linearmente dependentes, entdo existe A; # 0 para algum
ke{l,...,n}talque V| + ...+ LV +... + L0, = 0.

Consequentemente existem By, ..., Bx_1, Bri1, - ,Bn € R tal que vy = Bivi+ ...+
Br—1Vk—1 + Brr1Vkr1 + - -+ BuVin-

Exemplo 11. Sejam trés vetores v, v> e ¥ como na Figura 20. Vamos verificar a dependéncia

linear entre os vetores {V, V,, V}. Como

vV = vi+v
Vv—vi—wv = 0
WwW—1vi—1vy = 0,
logo A =1, A, = —1 e A3 = —1, portanto ndo nulos. Assim chegamos a conclusdo que os

vetores sdo linearmente dependentes.

1.5 Conceito de Base

Agora estamos interessados em encontrar dentro de um espago vetorial £ um conjunto
de vetores tais que qualquer outro vetor de E seja uma combinacao linear deles. Denominaremos
um conjunto de vetores desse tipo de base.(BOLDRINI et al., 1980)
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Defini¢ao 10. Uma base f para um espago vetorial E é um conjunto de vetores {vj, ..., vy} tais

que

(i) Todo vetor Vv pertencente ao espaco vetorial £ € uma combinacgao linear dos vetores

{1, vk

(ii) O conjunto dos vetores {v], ..., v, } é linearmente independente.

Como consequéncia, dado v € E, existem tnicos escalares ¢1, ... ,t, € R tais que
V=Hvi+ ... +t,V,.
Denotamos por (V)g = (71, .-,,) as coordenadas do vetor ¥ na base 3.

Exemplo 12. Suponhamos V = O? e P um ponto do primeiro quadrante do plano formado pelos

vetores €], €, ortogonais passando pelo ponto O.

=

Y

Figura 21 — Plano R?

Considere X a reta que contém O e direcdo e e seja Py pertencente a reta X o tnico
PP — S > o PP
ponto tal que Py P € ortogonal a reta X. Consequentemente OP; € combinagao linear de €] e Py

¢ combinagio linear de €3, isto €, existem #1,7; € R tais que (V)g = (11, 2) €

— .
OP; =1tey,

Plz = l‘ze}.
Assim

0P —OP +PP

(ﬁ =1e| +he.
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y A

=l

Y
=y

Figura 22 — Vetor V na base f3

A demonstragio pode ser estendida a qualquer ponto de R? (outros quadrantes).

Conclusio, v é combinacao linear de €1, €, e pelo Exemplo 10 o conjunto determina

uma base para o plano.

Exemplo 13. Considere a Figura 19. A colec¢do B} = {ﬁ LAA ,1@ } determina uma base em
R3.

Como os vetores sdo dois a dois ortogonais, repetindo o argumento do Exemplo 11 e
utilizando projec¢do de pontos no espago nos respectivos planos AA’B, AA'F, podemos escrever

qualquer vetor 0? no qual P € um ponto genérico no espago como combinacao linear dos vetores

{ﬁ,m,ﬁ}, isto é

AP = AP +PP
= leﬁ+l2A_A>/+ﬁ

—
= l‘lzﬁ—l—tzAA/—i—l‘y@,
paraty, t, t3 € R.

Afirmamos que a combinag¢do linear € Ginica. Suponhamos que existam ¢y, 2, 13, §1, 52, §3 €
R tais que, .
V= l‘lzﬁ —l—l‘zAA/ —|—lgzﬁ

e
V= slﬁ + 57AA" + g@.
Subtraindo as identidades temos,
—
(11— 51)AE + (1 — 52)AA + (5 — 53)AB = 0. (1.4)

Suponhamos que (] —s1) # 0, entdo

ap - (ms) (3-s3)
)

F = A+ |-
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Figura 23 — Escada vetorial

Concluimos que F pertence ao plano AA’B que é um absurdo. Portanto ¢t; —s1 = 0, isto é t; = 5.

Retornando a (1.4) temos,

—>
(l‘l —Sl)A‘F —+ (l‘g —Sz)AA/—f— (l‘3 —S3).ﬁ =0 (l‘l = Sl)
_>/ ?
(l‘z — SQ)AA + (t3 - S3)A = 0.
Suponhamos t, — s, # 0, entdo
ax = BB
(12 —52)
PR C a1y ]
(t2 —52)

Concluimos que A" pertence a reta AB que é uma contradigdo. Portanto t, — s, = 0, isto € 1, = s.

Voltando a equacdo dada em (1.4) temos,

—
(11 —51)AE + (12— 52)AA + (13— s)AB = 0 (11 =s1), (1o = 1)
(Z‘3 — 83 )zﬁ = 0.
Como zﬁ = 0, temos que 13 — 53 = 0 0 que implica 3 = s3. Conclusio, t; = 51, fp =52 € 13 = 53
e isto nos mostra que a combinacao linear € tnica.

O exemplo anterior nos mostra mais. Sejam {é}, &3, &3 } uma base em R* e Q um ponto

qualquer. Definimos os pontos

Pl iQ+517
P2£Q+€_‘2,
Ps=Q+é;.

Logo, Py, P>, P; e Q ndo podem estar no mesmo plano. Consequentemente seguindo o argumento

. — = —
anterior, temos {QP;, OP; e QP3} forma uma base no espago.
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—
Exemplo 14. Analisando a Figura 23, podemos verificar que {BB’ ,lﬁ ,ﬁ } determina uma
base.
De fato, Sejam P;, P>, P; dados por

-7
P —E+BB,
P, — E+DE,
P, —E+FE.

Ao anteri do na i { BE',DE, FE ;
Pela observacao anterior, como P;, P>, P; sdo ndo coplanares, entao {BB ,DE F } determina

uma base.

— —
Exemplo 15. Considere as bases f3; = {E,AA/ ,ﬁ teBo= {ﬁ ,ﬁ,AA’ } para o espago dado
—
na Figura 22. A representa¢io do vetor v = AF’ em cada uma das bases sera dada por:
Na base f3; :
— : -2 —>/
(#), = (0, 1, 1) pois ¥ = 0AG + 1AA’ + 1AF.

Na base f3, :
—
(), = (1,0, 1) pois ¥ = 1AF +0AG + 1A’

Observacao. Analisando o exemplo anterior, percebemos que a ordem dos elementos de uma
base é importante. L.ogo se trocarmos a ordem dos vetores em uma base obtemos outra base e

consequentemente novas coordenadas do vetor V.

1.6 Produto interno

Se quisermos enriquecer nosso estudo sobre espagos vetoriais, introduzindo nog¢des
geométricas tais como perpendicularismo, angulo, distancia, etc, precisaremos adicionar aos

axiomas, uma ferramenta chamada de produto interno (LIMA, 2006).

Definicao 11. Um produto interno num espago vetorial real £ é¢ um funcional bilinear, simétrico
e positivo em E, ou seja, o produto interno é uma funcdo E x E — R que associa a cada par de

vetores X, y € E um nimero real denotado por < x,y >, que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Bilinearidade (linecaridade em cada entrada): dados quaisquer x, y, z, w € E ¢ A, € R temos

<x+Ay,z> = <x,z>+A<yz>, (linearidade na primeira entrada).

<x,z+Aw> = <x,z>+A <x,w>, (linearidade na segunda entrada).

(i) Simétrico: dados x, y € R temos

<X, y>=<y,x>.
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(ii1) Positividade: para qualquer x € E temos
<x,x>>0.

Exemplo 16. Seja f : R x R — R no qual f(x,y) = x.y. Vamos verificar que a funcao f representa
um produto interno para R.
(i) Bilinearidade: dados V xi, x, y, A € R temos

fx1+Ax,y) = (x1+4Ax).y
= x1.y+Ax.y
= f(X],y)‘i—l()Q,y)

f, y1+Ay2) = x.(y1+Ay2)
= xy1 +xAy;

=[x, 1) 4+ Alx, y2).
(i1) Simetria: dados V x, y € R temos
f(x,y)=f(y,x), uma vez que x.y = y.x.
(ii1) Positividade: dado V x, € R temos
flx,x) = xx
= x > 0.
Exemplo 17. Considere o espago euclidiano R”. A fun¢ao
<X, ¥y>=x1y1 + ... + X0 V0,

no qual X = (xi, ...,x,) € ¥ = (y1, ..., yn) determina um produto interno.

Demonstracao:
(i) Bilinearidade: considere X = (x1, ..., Xy ), entdo y = (y1, ..., ¥n) € Z = (21, .-, 2n),
<X+AZLY> = (x+Az)yr + -+ (2 + Az
= xy1+Azyr + o+ Xyn + Aznyn
= (1 + -+ Xayn) + A1+ - F2nyn)
= <X, V> 4+A<Z, >
e

<X, ¥+ B> = xin + Bza) + oo+ xa(n + Bzn)
= x1y1 + Bx1z1 + .. + X0 + BXnzn
= (x1y1 + .- +xnz20) + B(x121 + ... +x020)
= <X,y>+B<X,7>.
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(i1) Simetria: dados V x, y € R” temos
<X, V> = xiyi e XV =X ety =< Y, X >
(iii) Positividade: dado V x, € R" temos
<X, X> = x1x1+ . Fxx, = x% + ... —l-x,% > 0.
O produto interno definido no Exemplo 17 € chamado de produto interno candnico
do R”. Vejamos agora uma propriedade interessante do R>. Considere 8 = {?, f,%} uma base
ortonormal do espaco (base constituida por vetores dois a dois ortogonais e unitarios). Sejam i e

V dois vetores no espago e 6 a medida do angulo entre eles. Vamos denotar (ii)g = (x1,x2,%3) €

(¥)g = (y1,)2,¥3) as coordenadas dos vetores ii e V na base f3.

Figura 24 — Lei dos cossenos

Pela Lei dos cossenos

w* = i@ +|v* —2.]d|.|¥|.cos®
V—i? = |@]*+ |9 —2.|i|.|¥].cos0
=12 1312 15712
@l [Fcoso = +‘V|2 —af” (1.5)

Os médulos dos vetores {i, V, i —V} em funcdo das suas respectivas coordenadas em relagéo a

base 3 sdo dados por

il = (1) + (x2)? + (x3))7
W= (014 022+ (m)?)?
i = (1 =y1)%+ (2 —y2)? + (x3 —y3)2)2.

Substituindo em (1.5) temos

i + [V — [V — i) 1
5 = g(x%ﬂLx%JrX% 31334+ 35 = [(x1 = 1)* + (2 — 2)* + (13 — ¥3)?]),

= X1.y1 +Xx2.y2 +Xx3.y3.

Conlusao:
<u,v> = [il.|V].cos6. (1.6)

A identidade (1.6) é uma representacao geométrica do produto interno definido no Exemplo 17
em R3.
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CAPITULO

UM ESTUDO GEOMETRICO DAS CONICAS

Neste capitulo abordaremos o estudo das Cdnicas, que € um assunto bem antigo segundo
a historia da Matematica. Os historiadores atribuem ao matematico Menaecmus (380 - 320
a.C. aproximadamente), discipulo de Eud6xio na Academia de Platdo, a descoberta das curvas
coOnicas ou se¢des cOnicas quando trabalhava na resolucdo do problema da duplicacdo do cubo.
Foi ele o primeiro a mostrar que elipses, pardbolas e hipérboles sdo obtidas como se¢des de um

cone quando seccionado por planos nao paralelos a sua base.

Nos escritos de Pappus de Alexandria, credita-se ao gedmetra grego Aristeu (370-
300 a.C.) a publicacdo do primeiro tratado sobre se¢des cOnicas. Mais tarde, o astrobnomo e
matematico grego Apolonio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e aprimorou os resultados
conhecidos até entdo sobre o assunto na sua obra Secées Conicas.(DELGADO; FRENSEL;
CRISSAFF, 2013)

2.1 Elipse

Nesta secao realizaremos um estudo sobre elipses, definindo-as inicialmente do ponto
de vista geométrico. Posteriormente com elementos de Geometria Analitica, obteremos uma

expressao algébrica que as representem.

Definicao 12. Considere @ um plano e 0 < ¢ < a. Considere dois pontos F| e F; distintos
pertencentes ao plano a e d(F,F>) = 2c. Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos P
pertencente ao plano o cuja soma de suas distincias aos pontos F| e F, € igual a constante 2a,
isto é

Eip={Pe€ a : d(P,F1)+d(P,F>) =2a}. (2.1)

Uma pergunta natural € a seguinte: como podemos encontrar tais pontos do conjunto

&lip? Sejam C o ponto médio do segmento F1F e r a reta mediatriz ao segmento passando por C.
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Os pontos F; e F> sdo chamados de focos da elipse e a reta passando por F| e F, é chamada de
reta focal.

Por construcao geométrica existem pontos B e B>, denominados vértices da elipse,
pertencentes a reta ortogonal a reta focal, passando por C, denominada reta ndo focal r tal que
d(By1,F1)+d(By,F>) = 2a, uma vez que a > c. De fato, como a reta r ¢ a mediatriz ao segmento

F1F>, temos que By, B, € rN &, se e somente se d(B1,F1) = d(B>,F>) = a. Logo pelo Teorema
de Pitdgoras temos b =v/a? — ¢2 é a distancia de B; e B, ao centro C da elipse.

0 B,

ol J

r 1l FF,

Figura 25 — Vértices sobre a reta ndo focal

Note que existem somente dois pontos distintos pertencentes a elipse e a reta focal,
denotados por A e A, chamados de vértices da elipse sobre a reta focal. Vamos agora determinar

a localizacdo do vértice A sobre a reta focal, por simplicidade (andlogo para Aj).

Inicialmente suponhamos que A pertenga ao segmento F1F;. Entdo,

d(F1,A)) =d(F\,F,) —d(A1, F) : x 1

d(Fi,A1)+d(A, B) =d(F,F) 6 o o
2a =2c¢ B ! h
a=c,

Figura 26 — Vértice entre os focos
contradicdo. Logo A; e A, ndo pertencem ao segmento Fi F;.

Afirmamos que existe um ponto A; a esquerda de Fj, pertencente a elipse tal que
d(A1,F1) =a—c> 0. De fato,
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d(Ay,B) =d(Ay,F) +d(F,P) o s

d(A,F,)=a—c+2c=a+c 71—:—(#—:—7

d(A1,B)=2a—a+c | |

d(A1,F) = 2a—d(A,, Fy) 3
d(A1,B)+d(A1,F) =2a

Figura 27 — Elementos da elipse

Portanto Ay € &;.

Analogamente, podemos mostrar que o simétrico ao ponto A; em relagdo a C denominado
A», distante a — ¢ do foco F, também pertence a elipse. Consequentemente o tamanho do

segmento AjA; € 2a, conforme a Figura 27 acima.
Vamos agora encontrar outros pontos pertencentes a elipse distintos dos anteriores.
Para isso facamos o uso da Geometria Analitica. Definimos o sistema de coordenadas dado
— — — 7 _) — P _> o~
por S = {C;u,it>} no qual i} é o versor de CA; e u» é o versor de CBj. Por defini¢do, em
coordenadas em relagio ao sistema S, um ponto P = (x,y) pertence ao conjunto &j;, quando:

d(P,F)+d(P.F) =2a

Vit n/i—e2+y2 =2

\/ (x+c)2+y2=2a—/(x—c)?+y? (2.2)
U
—\/ (= )2+y2)2 (2.3)

(x-l—c)z-l—yz:4612—4aw(x—c)z-l—yz-l—(x—c)z-l-y2

0

X2+ +y? =4a* —dar/ (x— )2 +y2 +x* = 2xe+ 2+

Simplificando e reagrupando os termos temos,

(\/(x+c)2+y2)2 = <2a
)

4ay/(x—c)2+y2 = 4a® — 4xc

v
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ay/(x—c)2+y? =da* —cx. (2.4)

Elevando novamente ao quadrado temos,

a?(x—c)* +a*y* = (a® — cx)? (2.5)

)

a’x* —2d%cx +ac? + a2y2 = a* —2d%cx + AP

=P +a y =a*t—d*?
(a® — ) +a*y? = a*(a* — ).
De fato, como a > ¢ > 0, segue que at—c?>0. Logo,

2.2
2 ay 2
X +—(a2—cz) =a".

Como a® = b? +¢? segue

Esta € a chamada equac@o geral da elipse &), na sua forma reduzida referente ao sistema S.

Vamos agora justificar que de fato as passagens (2.2) = (2.3) e (2.4) = (2.5) sdo equiva-

lentes. Precisamos mostrar que se:

2 2
Yy _
a_2+ﬁ_l
Entao,
az—chOeZa—\/(x—i—c)Z%—yzZO.
Com efeito, como 0 < ¢ < a e a® = b* + ¢2, temos
2 2 2
X X
i _2+i —1:>x2§a2:|x|§a:>—a§x§a
=a cxzaz—ca>a2—a2:>a2—cx20.
Analogamente,
2 2 2
y X y 2 2 2, .2
ﬁ_—+ﬁ_1:>y <b*"= —-b"+y" <0

= (x4¢)?+y? =2+ 2cx+ 2 +y? <a® +2a% + a* — b +y? < 4d?
2a —/(x+c¢)?2+y* > 0.

Em resumo temos a representacdo da elipse com seus elementos.
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2b

Figura 28 — Elipse

Nomenclatura:

F,F, : focos.

A1,A; : vértices sobre a reta focal.

B1,B; : vértices sobre a reta nao focal.

C : centro.

e 2c: distancia focal d(Fy,F>) = 2c.

AjA; : eixo focal de comprimento d(Aj,A;) = 2a.

BB, : eixo ndo focal de comprimento d(B},B;) = 2b.

Vamos apresentar agora alguns exemplos de elipses e sua equagdo reduzida, referente ao

sistema S de coordenadas.

Exemplo 18. Dados os focos Fi = (—4,0), F, = (4,0) e a = 5 vamos determinar a equagio

reduzida da elipse.

Os focos da elipse sdo F; = (—4,0) e F, = (4,0). Se d(Fy,F>) = 2c¢, entdo

d(F1,F,)=2c=c=4

bh=va®—c2=\/52—42=/25_16 =9 = 3.
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Logo, a equacdo geral da elipse referente ao sistema S € dada por

2 2 b
X y
(9@1117 a_2+ﬁ:17
5
2 2
x° oy
&y —+—=1
lp 55 g

Figura 29 — Elementos da elipse Exemplo 18

Exemplo 19. Considere uma elipse de vértices A; = (0,6) e A, = (0, —6), passando pelo ponto
(2, HT\B) Vamos determinar a equagdo reduzida da elipse e esbocgar seu gréfico destacando seus

principais elementos.

Como os vértices da elipse sdo A} = (0,6) e A, = (0,—6), entdo

d(Al,Az) =2a=a=0.

Temos que o ponto (2, %ﬁ) pertence a elipse, entdo
2LY
b2 a2
2 12¢/5\2
b? 62
4 4
72 + 5= I,
b =+?20.

Logo, a equacao geral da elipse referente ao sistema S € dada por

2 2 ¢
X y

Elip:—=+=5 =1

llP b2 +(12 ’ -v20 b 20
2 2
X y

Ep i — + = = 4

ir 501 36

Figura 30 — Elementos da elipse Exemplo 20
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2.2 Hipérbole

Nesta secao realizaremos um estudo sobre hipérboles. Iniciaremos com a defini¢ao
seguindo uma abordagem geométrica apresentando sua construcao, destacando seus principais
elementos e posteriormente apresentamos sua forma analitica e a obtenc@o da sua equagdo na

forma reduzida.

Definicao 13. Considere o@ um plano e ¢ > a > 0. Considere dois pontos F| e F; distintos
pertencentes ao plano « e d(Fi,F;) = 2c. Uma hipérbole € o lugar geométrico dos pontos P,
pertencentes a este plano o cujo o médulo da diferenca de suas distancias aos pontos Fj € F,

seja constante e igual a 2a, isto €

Sy ={Pca: |dP.F)—d(P,R) =2a}. (2.6)

Sejam C o ponto médio do segmento F|F> e A; um ponto da reta Fi F,. Os pontos F| e F;
sdo chamados de focos da hipérbole e a reta passando por F; e F> é chamada de reta focal, que

por simplicidade denotamos por r. Vamos averiguar se A| pode ser um ponto da hipérbole.

Inicialmente suponhamos que existe um ponto A a esquerda de Fj pertencente a hipér-

bole. Entao,

2c

d(A,F1) =d(A,F,) —d(F1,F)

Mo - - -
3O - = -

dA,F)—dAL,F) =dF,FR) s b
2a =2c
Figura 31 — Pontos da Hipérbole
a=c,

contradicdo. Logo A; ndo pode estar a esquerda de Fj.

Afirmamos que A| pertence ao segmento FjF, de tal modo que d(A,F}) =c—a > 0.
De fato,

I
[\
)

|

—
)

|
Q

~—

I
o
_|_
Q

Portanto A; € J7;,. Analogamente, podemos mostrar que o simétrico ao ponto A; em relagio a
C denominado A,, distante ¢ — a do foco F, também pertence a hipérbole. Consequentemente o

tamanho do segmento AjA; € 2a, conforme a Figura 32.
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®
1 - — —
el O i
X
J1®

c

%

Figura 32 — Focos da Hipérbole

Considere a reta ortogonal a reta focal passando por C, denominada reta nao focal, onde
C ¢é o ponto médio de FiF;. Podemos afirmar que ndo existe nenhum ponto da reta ndo focal
pertencente a hipérbole. De fato,

Se B pertence a reta nao focal e a hipérbole entdo por defini¢do temos
|d(B,F;) —d(B,F,)| = 2a.
Como d(B,F;) = d(B,F,), entdo
|d(B,Fi) —d(B,F;)| =2a = a=0, contradi¢io!

Portanto B ndo pertence a .7,.

Considere B e B, dois pontos distintos pertencentes a reta nao focal tal que d(B;,C) = b,

2

no qual b> = ¢> — a? para i = 1,2. Denominamos os pontos B; e B, por vértices da hipérbole

sobre a reta nio focal.

Figura 33 — Focos e vértices da hipérbole

Analogamente ao caso da elipse, vamos encontrar outros pontos pertencentes a hipérbole

distintos dos anteriores. Para isso facamos o uso da Geometria Analitica.
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Definimos o sistema de coordenadas dado por S = {C;u}, > } no qual &} é o versor de

|

— 2

P _— ~ .
CA; e u, € o versor de CBj. Por defini¢do, em coordenadas em relagdo ao sistema S, um ponto

P = (x,y) pertence ao conjunto .7}, quando:
|d(P,F\)—d(P,F,)| =2a

que € equivalente a

Vo2 432 =/ (x—c)2 42 = +2a.

Elevando os dois membros ao quadrado temos,

\/(x+e)?+y2=+2a+/(x—c)?+y? =
(x+¢)>+y* =4a* £4ay/ (x— )2 +y2 + (x—¢)* +?

0

X2+ 2xc+c?+y? = 4a’ t4ay/ (x — )2 +y2 +x2 — 2xc+ * +y2.

Simplificando e reagrupando os termos temos,

+4a\/ (x— )2 +y? = dxc —4a® = +ay/ (x— )2 +y? = ex— a?.

Elevando a expressdo anterior ao quadrado temos,

A (x—c)? +a*y? = (ex—d?)?

a’x* = 2a’cx+a* P + azy2 =c
a*x* —2d%cx +ac? + azy2 =c
P2 — A 4 dy = at — 2P

)

(CZ_a2)x2_a2y2 :aZ(CZ_aZ)‘

22 _2d%cx + at

232 _2a%cx + at

Como ¢ >a > 0= c? —a® > 0, logo

2.2
2 ay 2

X m =a . (27)

Como ¢? = a? +b* = b> = > —a? e assim,a expressao (2.7) torna-se

x2 y2

e bzzl.
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Esta é a chamada de equagdo geral da hipérbole .77}, na sua forma reduzida referente ao sistema

de coordenadas S.

Reescrevendo a equacdo da hipérbole temos que

22 2
Xy 2_ g2 (X
b2x?
— 2
y=E T
Note que para x suficientemente grande temos:

b%x? b
y=+ —;C —b? =y~ 4 —x.

a a

Obtemos entdo as assintotas da hipérbole, que s@o duas retas que passam pela origem do sistema

de coordenadas e t€m inclinacdo + g em relacdo ao eixo CF, (reta focal).

A Figura 34 abaixo representa uma hipérbole e os principais elementos, no sistema
—>
S = {C:CF,CB;}.

Figura 34 — Hipérbole

Nomenclatura:

F,F, : focos.

A1,Ay vértices.

C: centro.

2¢ : distancia focal d(Fy,F,) = 2c.

AjA; : eixo focal de comprimento d(Aj,A;) = 2a.

BB, : eixo ndo focal de comprimento d(B1,B;) = 2a.

r,s . assintotas.
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Vamos apresentar agora alguns exemplos de hipérboles e como determinar sua equacio

reduzida referente ao sistema fixado S.

Exemplo 20. Dados os focos Fi = (—/7,0), F» = (/7,0) e a = 2 vamos determinar a equagio

reduzida da hipérbole e suas assintotas.
Os focos da hipérbole sdo F| = (—\/7, 0)e =07, 0). Se d(F1,F,) = 2c, entdo
d(Fl,Fz) =2c=c :\/7

b=vVc?—a?=\/(/7)2-22=3.

Portanto, a equagdo geral da hipérbole é:

2 2
XY ’
%p . ; - ﬁ —_— 1 ,
22 '

Xy

% e = 1 -4 -3 2 -1 1 3 4

P43
Observe que as equagdes das assintotas sao: )
y= igx. Logo: .

y= \/7§ X e y= —g X. Figura 35 — Elementos da hipérbole 1

Exemplo 21. Vamos determinar a equagao reduzida da hipérbole sabendo que F; = (0,1/10),
Fiy = (0,—v/10), a = 2 e a hipérbole passa pelo ponto (@, 3).

Os focos da hipérbole sao F; = (0,1/10) e F; = (0,—/10). Se d(F;,F,) = 2c, entdo
d(Fl,FQ) =2c=c=V10

b= /10— 22 =G,

Portanto, a equagdo geral da hipérbole é:

2 2
Yo X :
%p.;_ﬁ_l. \/
% y _:1 A e 2 ) 1 2 3 M

PT4a 6
Observe que as equagdes das assintotas sao:

y = %3x. Logo: /

Figura 36 — Elementos da hipérbole 2
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2.3 Parabola

Nesta secdo apresentamos um estudo sobre pardbolas, definindo-as inicialmente do ponto
de vista geométrico. Posteriormente com elementos de Geometria Analitica, obteremos uma

expressao algébrica que a represente.

Definicao 14. Considere o um plano. Sejam r uma reta e /' um ponto do plano ndo pertencente
a r. Definimos por parédbola de foco F' e diretriz r o conjunto dos pontos do plano cuja distancia

a F é igual a sua distancia a r, isto é

Pyap={P€a : d(P,F)=d(P,r)}. (2.8)
Seja C o ponto de intersecdo da reta perpendicular a reta diretriz r passando por F, tal
que a distincia do foco a reta diretriz é chamado de pardmetro da pardbola dado por d(F,r) =2p.

Vamos inicialmente definir um ponto V da pardbola com a seguinte propriedade: V € o
ponto médio do segmento FC, entio

d(V,F)=d(V,C) = p.
Como C pertence a reta diretriz r, entdo d(V,F) = d(V,r). Portanto o ponto V pertence a

parabola. A esse ponto chamamos de vértice da parabola.

Seja R pertencente a reta s, onde s € a reta paralela a reta diretriz r passando pelo vértice
da pardbola. Definimos o sistema de coordenadas dado por S = {V;i}, > } no qual i é o versor
de \7} e ir € o versor de V—P2

Por defini¢do, em coordenadas em relagdo ao sistema S, um ponto P = (x,y) pertence ao
conjunto &, quando d(P,F) = d(P,r).

Seja P’ um ponto pertencente a reta diretriz r, tal que P’ = (x, —p). Por defini¢éo temos que
d(P,F)=d(P,r)=d(P,P')
V=024 (= p)2 =/ (=22 + (4 )’
VE+0-p2 =0+

Elevando ambos membros ao quadrado, temos

4+ (y-p)P=0u+p)?
X 4+y?—2yp+p* =y +2py+ ph.

Simplificando e reagrupando os termos, temos

= 4py
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isto €,

y=". (2.9)

A equagdo dada em (2.9) é chamada equacéo geral da parabola &, na sua forma reduzida

referente ao sistema S.

Em resumo temos a representacio da pardbola com seus elementos.

(0: 'p)

P= (X= 'p)

Figura 37 — Parabola

Nomenclatura:

F : foco.

2p : parametro.

r . diretriz.

e V : vértice.

Vamos apresentar agora alguns exemplos de pardbolas e sua equagdo geral reduzida

referente ao sistema S de coordenadas.

Exemplo 22. Vamos determinar a equag@o geral da pardbola de foco F = (0, —3) e reta diretriz

r:y=3.
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Usando a defini¢do da parédbola, temos
d(P,F)=d(P,r)=d(P,P')
V=02 (532 =/ (=22 + (y-3)2,
VR 432 =/ (r-3)2 o

Elevando ambos membros ao qua-

drado, temos :

4+ (v+3)? = (y-3)%
X2 +y?+6y+9=y>—6y+9.

Simplificando e reagrupando os ter-

mos, temos
2
12

Exemplo 23. Vamos esbogar e determinar a equagio geral da parabola com vértice V = (0,0)

y:

na origem, cujo foco é o ponto F = (0,5).
SeV =(0,0) e F = (0,5), entdo

dV,F)=p=p=>5.

Logo a equacgdo geral da pardbola € representada

por:

V=(0,0)
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CAPITULO

CONICAS

Nessa secdo iremos demonstrar que toda equaga@o polinomial de segunda ordem em duas

variaveis, define uma conica (degenerada ou nao) no plano.

3.1 Forma matricial

Fixamos o conjunto R? = R x R que pode ser identificado como um plano gerado por
dois vetores {7, f} ortogonais e unitarios passando por um ponto O no qual O = (0,0), =
(1,0), j =2 (0,1). Dessa forma podemos associar o sistema de coordenadas S = {0;7, /} no qual
(7)s=(1,0),(j)s=(0,1), por abuso de notacio o (¥)s = (V)g no qual B = {i,j}. Além do
mais se P é um ponto de R?, temos (P); = (OP); = (x,y).

Considere uma funcdo polinomial de segunda ordem, também chamada de funcao

quadratica, dada por
£(x,y) = anx® + 2aipxy + any” +2a13x+ 2axy + as3, 3.1

no qual g;; € R, comay; # 0 ouayxy # 0.

Dada uma fungdo da forma (3.1), definimos o conjunto ¢ dos pontos P, em relagdo ao

sistema S de coordenadas, (P); = (x,y) que satisfaz f(x,y) =0, isto é
% ={(x,y) € R?| f(x,y) = 0}.

Nosso objetivo € demonstrar que o conjunto % é identificado como uma conica ou um

de seus casos degenerados, isto é: o conjunto vazio, um ponto, uma reta ou duas retas.

Exemplo 24. Dadas as func¢des f(x,y) abaixo, vamos encontrar o conjunto ¢ que satisfaz

f(x,y) =0 e identificar a cdnica associada.
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L f(x,y) =x*+y>+1

O conjunto solugdo para f(x,y) =

2. f(x,y) = x>+

% = {(x,y) € R?| f(x,y) =0}
¢ ={(x,y) ER’| X +)y"+1=0}
€ =0.

0 é um conjunto vazio.

¢ ={(x.y) €R*| f(x,y) = 0}
¢ ={(x,y) eR?| 2> +)* =0}
¢ ={(0,0)}.
O conjunto solugdo para f(x,y) = 0 é dado por um ponto.
3.f(xy) = (x+y)?
¢ ={(x,y) €R?| f(x,y) = 0}
¢ ={(x,y) €R?| (x+y)* =0}
¢ ={(xy) €R*|x+y=0}
¢ ={(x,—x), Vxe R}.
O conjunto que satisfaz f(x,y) = 0 é representado por uma reta.
4. f(xy) = (x+y)(x+y-2)
¢ ={(x.y) €R*| f(x,y) = 0}

(g = {(‘x7
Cg = {('x7

Temos como solugdo para f(x,y)

5.f(x,y) =x*—)?
€ =
€ =
C =
€ =
O conjunto solug@o para f(x,y) =

6.f(x,y) =x*+y*—1

¢
¢
¢

) ER?| (x4y)(x+y—2) =
—x), Vxe RuU{(x,2—x), Vxe R}.

0}

= 0, duas retas paralelas.

{(x,y) € R?| f(x,y) = 0}
{(x,y) e R?*| (" —y*) =0}
{(x.y) € R (x+y)(x—y) =0}
{(x,—x)}U{(x,x), Vx € R}.

0 sera representado por duas retas concorrentes.

{(x,y) € R?| f(x,y) =0}
{(x,y) e R*|x*+y*—1=0}
{(x,y) ER*|X*+y* = 1}.
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O conjunto solugdo para f(x,y)

2 2
7f<x7y):%+%_1

= 0 é dado por uma circunferéncia de centro (0,0) e raio 1.

¢ = {(x,y) € R?| f(x,y) =0}

C =

@ = {(xy)€R2|—+%—1—O}
(o) er T2 2y

A solugdo para f(x,y) = 0 é dado por uma elipse centrada em (0,0).

2

2
8-f(x7y):x?_y§_1

¢ —

€

%:

A conjunto solug@o para f(x,y)

9.f(x,y) =y* —2x

T ={(x
T ={(x

O conjunto solugdo para f(x,y) =

{(x,y) € R?| f(x,y) =0}
2

2
= {(xy) R~ ~1=0)

9
x2 y2
R?| = — = =1}.

= 0 é dado por uma hipérbole.

y) €R?| f(x,y) =0}
y) € R?| y* —2x = 0}.

0 € dado por uma pardbola.

Considere a fungdo polinomial de segunda ordem dado em (3.1). Vamos identifica-la na

forma matricial,

no qual

f(x,y)

= X'AX 4+ 2BX +ax3,

X a a
X = ,A= 1 12 eB:<a13 a23>.
y a2 a

Exemplo 25. Dada a fung@o f(x,y)

ajnn=4,a»=3,a12= =

= 4x? 4 5xy + 3y% + 5x — 5y + 3 temos:

5 5 5 . 3
a = —. da = ——cecda = 3.
27 13 27 23 D) 33

Logo sua representacdo matricial é dada por:

4 5/2

sh s )X+2< 5/2 5/2 ) +3
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2 0
Exemplo 26. A fungéo quadratica na sua forma matricial f(X) = X’ ( 0 2 > X —4 pode ser

=) (2 9)(1)

=2>+2y* —4.

identificada por

1

0
X pode ser
0 —1

Exemplo 27. A funcéo quadrética na sua forma matricial f(X) = X' (

fley) = y)(é ff)(i)

=x*—y%

identificada por

Vamos simplificar o estudo do conjunto %" associado a fun¢do (3.1) em dois casos

particulares:

(1) As fungdes quadraticas (3.1) no qual ap, seja nulo.

(i1) As fungdes quadraticas tal que a3 € ar3z em (3.1) sejam nulos.

3.2 Um estudo sobre as equacoes cujo termo a;; =0.

O objetivo dessa secdo é estudar ¢ = {(x,y) € R?| f(x,y) = 0} no qual f é dada por
(3.1) e ajp = 0. Para isso, vamos introduzir algumas defini¢cdes e propriedades sobre matrizes,

pois estas serdo de suma importancia no estudo a seguir.

Definiciio 15. Dada uma matriz A = [a;]ux. denominamos a matriz transposta de A a matriz

Al = [agj]nxm tal que agj =aj, paratodoi=1,...,metodo j=1,..,n.

Vamos apresentar alguns exemplos da definicdo apresentada acima.

2 31

Exemplo 28. Dada a matriz A = ( 7 9

) , sua transposta € representada por,
2x3

Al =

—_— W N
A O

3x2
Exemplo 29. Dada a matriz B = ( 715 ) 3 sua transposta € representada por,
X.
7
B'=| 1

5 3x1
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Defini¢io 16. Uma matriz é chamada simétrica ou auto adjunta quando A’ = A.

Decorre da defini¢do que, A = [g; j] om € UMa matriz simétrica, se € somente se m —n €

ajj=ajparai, j=1,...,n. Vejamos alguns exemplos.

2 3
Exemplo 30. Dada a matriz A = ( ) , sua transposta serd representada por,
35 2x2
2 3 . e
Al = 3 s .Como A = A’, entdo A é uma matriz simétrica.
2x2

Exemplo 31. Dada a matriz B = e assim B é uma

oo = N
N N =
<N B~ o0

2
entioB' = | 1
8

A DN =
<N B~ o

. L. 3x3 3x3
matriz simetrica.

Note que, os elementos de uma matriz simétrica sdo dispostos simetricamente em relacao
a diagonal principal. Vamos apresentar algumas propriedades sobre operagdo transposta de
matrizes.

Propriedades:

(i) (A+B)'=A"+B".
(i) (¢A) ' =aA’, aeR.
(iii) (AB)" =B'A".
(iv) A € M,[R]istoé,A=a € Rentdo A’ =a.
(V) Se A, B€ My, [R]e A=A, B=B’, entdo AB ¢ auto adjunto < AB = BA.
Vamos omitir a demonstrac@o dos itens (i) a (iv) e apenas apresentar a justificativa para o item

(v). De fato, se AB é auto adjunto entdo AB = (AB)’ = B’A" = BA.
Por outro lado, AB = BA = B’A" = (AB) . Logo AB é auto adjunto.

Voltamos ao inicio da Secdo 3.1. Considere uma fun¢do polinomial (3.1) cujo termo aj;

seja nulo, isto &,
flx,y) = a11x> + axny? + 2a13x + 2ax3y + azz, no qual a;; €R. (3.2)

Exemplo 32. Considere f(x,y) = x> +y* +4x+3y —8.

Suponhamos que exista uma mudanga de varidveis (x,y) — (x’,y’) tal que a equagdo

flx,y) =0 <gkx'y")=0,

no qual g(x’,y’) = a1 (x")? 4+ day(y’)* + ds3, isto é, a funcdo f(x,y) pode ser escrita em novas

varidveis (x’,y") no qual os termos lineares d;3 = dp3 = 0. Vamos propor a seguinte mudanga de
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variaveis

x= x'+c¢y,
y= y'+e,
no qual c; ¢; € R serdo escolhidos futuramente. Note que tal mudanca preserva a natureza da

fungdo f(x,y), isto é g(x’,y’) ainda permanece como uma fungdo quadrética. De fato,

Fx,y) = anx® + apny* +2a13x + 2ax3y + as;
=an(x'+c1)? +an(y +c2)?+2a3(x' +¢1) +2a3(y" +¢2) +az
= dll(x/)z —i—dzz(yl)z +2513x'+2523y' +ds3 = g(xl,yl)

no qual

ap =ar,
dpy = an,
diz =2ayc1 +2ai3,
dy3 = 2acy + 2az3,

a3 = ajic1 > 4 ancy® + 2ai3c1 + 2ax3cr + as;.

Vamos impor uma mudanga de varidveis como anteriormente tal que d3 = dx3 = 0.
Para isso considere a mudanga do sistema de coordenadas, S = (0;i,j) para o sistema de

coordenadas §" = {C 0 f} no qual,
(C)s = (e1,02)", (X)s=(x,)" e (X)sr = (x",y")".
Na forma matricial a equacgao € escrita da seguinte forma:

f(X) =X'AX +2BX +as3

¢ al 0
=X 0 . X—|—2<a13 a3 )X—I—a33,
22

e assim

g XN =fX'"+C) = (X'+C)VAX'+C)+2B(X'+C)+as;
= [(X")+CAX" +[(X") +C'|JAC +2BX '+ 2BC + a33
= (X')AX'4+C'AX" + (X')'AC+2BX '+ C'AC 4 2BC + a33.(3.3)

vV
parte linear ndmero real

C1

Nosso objetivo € encontrar C = ( ) € R? tal que a parte linear de (3.3) seja nula, ou seja

2

C'AX'+ (X")'AC+2BX' =0, VX'
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Observe que como A é uma matriz simétrica entdo A" = A, logo
(C[AX/)I‘ — (X/)Z‘AI(C[)Z‘ — (X/)[AC
Assim
C'AX'+ (X"YAC+2BX' = 0 vXx'
2C'AX'+2BX" = 0 VX'
20C'TA+B)X" = 0 vX'
U
C'A+B = 0
C'A = —B (aplicando a transposta)
(c'ay = (-B
A'C = —-B (A=A")
AC = -B. (3.4)

Assim, temos que se o Sistema (3.4) for possivel entdo existird uma mudanca de varidveis

X =X'+Ctal que f(x,y) =0 torna-se g(x’,y’) = (X'))AX'+k =0, no qual

k= f(C) = C'AC +2BC + as3.

c ay; a
Substituindo C = : , A= o2 p= < apiz ax ) em (3.4), temos:
€2 apy ax

a
a0 c1 ai3 = —a
= — =
0 a c a )= -4
2 2 23 2 s

supondo que aj1,az # 0. Concluimos que, se AC = —B' possuir solugdo, entdo ¢ = {(x’

R?|g(x’,y") = 0}, no qual
g(x',y") =0
)
ai (x")* +an(y')* + f(C) =0,

com
f(C)=C'AC +2BC + az3.

Vamos ilustar a discuss@o anterior com um exemplo.

Exemplo 33. Considere f(x,y) = %xz +y? +4x+3y—8.

') e
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Sua representacao matricial é dada por:

F(X) = X" ( (1)/4 ?>X+2< 2 3)2 )X—s.
S 4 ———

B

Assim,

e (3 1)(0)-(50)- 10
0 1 e ~3/2 o= -3/2.

Dessa forma

fler,en) = <—8 —3/2><(1)/4 ?)(_;jz)u(z —3/2)(__;2)—8
_ _(8 3/2)(__3?2>+2<—16—§)—8

9 18
— (16+2—-32_2_
(161222 4)

105
05

Logo. ¥ = {(x'.y') € R2|g(x’,y") = 0}, no qual

glx'y") = (X’ y’)((l)/4 ?)(;:>—$

Assim

v {(x,,y,)em (x'>2+<y'>2:1}

1 8)2
= {(x7y)€]R2\ (\/—:Ti) + = :1}.

Logo o conjunto solug¢do f(x,y) = 0 é representado por uma elipse, e seu esboco é dado pela

Figura 38.
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c=(0,0) '\

//
&//

L1

Figura 38 — Elipse transladada

Exemplo 34. Vamos esbogar o conjunto dado por ¥ = {(x,y) € R? : f(x,y) = 0}, no qual
flx,y) = =3x% +4y* + 16x — 12y.

Na forma matricial temos

f(X) =X'AX +2BX, no qual
30
A= eB=(8 -6 ).
0 4

16 —-12
aj1=—-3,a»n=4,a12=0, 0132728, 6123:7:—6 e az3 =0.

; -3 0 Cl -8 Ccl = 8/3,
Logo, AC = —-B & = =
0 4 c 6 o= 3/2.

Dessa forma

fler,e) = (8/3 3/2)<_3 2><§Z>+13£—%

—8 128 36
= (853 3/2)< 6)+T—7
_@ § 128 36

37273 2
37
5

Assim
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Como AC = —B' possui solucio, entio o conjunto ¢ = {(x,y) € R?| f(x,y) = 0} pode
ser escrito em relacdo ao sistema S’ = {C,7; j}, da forma € = {(x’,y) € R?| g(x’,y") = 0}, no

qual

gx',y) = (X')AX'+f(C)

= 3P
Dessa forma (x',y’) € % se e somente se
2 2 _8)2 —3)2
(X)z_ ()’)2:1<:>(X 3)2_()’ 2)2:1. (3.5)
) @ )
3 V12 3 V12

O conjunto %" dado em (3.5) € uma hipérbole na sua forma reduzida referente ao sistema

S’ = {C;i,} ou uma hipérbole transladada referente ao sistema S = {0:7, j}.

Abaixo temos o esbog¢o da conica.

.

Figura 39 — Hipérbole transladada

Ao analisarmos o esbo¢o acima, concluimos que quando propomos no inicio do estudo
desta secdo, um sistema de coordenadas conveniente para escrever (esbocar a conica), estivamos
na verdade provocando uma translacio no sistema de coordenadas S, consequentemente, anu-
lando os termos lineares de (3.1) podendo assim classifici-la como uma das cOnicas estudadas

no final do Capitulo 2.

Antes de avancarmos no estudo das equagdes quadraticas, faremos um estudo sobre

alguns conceitos de suma importancia, a saber: autovalores e autovetores.
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3.3 Autovalores e Autovetores

Definicdo 17. Seja M, ,(R) o conjunto das matrizes reais n x n. Dizemos que A € R é um
autovalor de A € M), ,(R) se existe um vV # 0 tal que

AV = AV. (3.6)

Um vetor V que satisfaz a igualdade dada em (3.6) é chamado de autovetor associado ao autovalor
A da matriz A.

Considere a matriz identidade I; = [a;;]nx, definida por
{ 1, se i=]j,
aij = . .
0, se i#].
Note que, se existe vV = 0 tal que vale (3.6), entdo

AV — AV = AIz7 — AV
(A—AlL)¥ =0.

A identidade acima representa um sistema linear com n equagdes e n incdgnitas, no

qual n representa a ordem da matriz A, V € o vetor com as incognitas e a matriz (A — A1) é a

matriz dos coeficientes. Como vV # 0, entdo temos um sistema homogéneo que admite solucao
ndo trivial, logo

p(A) =det(A—Al;) =0. (3.7)

O polinémio p(A) dado em (3.7) é chamada de polindmio caracteristico da matriz A.
Assim para encontrar A € R tal que (3.6) seja vélido, basta estudarmos as raizes do polindmio

caracteristico dado em (3.7).

Vamos ilustrar com um exemplo, partindo de uma matriz quadrada 2x2 qualquer A e

calcular o polindmio caracteristico associado a mesma.

Exemplo 35. Considere a matriz, A = ( a4
c

- ()(20)-(2 )

Calculando o polindmio caracteristico temos

b
J ) no qual {a, b, ¢, d} € R. Logo

a—A b

p(l)zdet( Y

>:(a—7L)(d—7L)—cb.
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Uma pergunta natural é questionar se autovalores distintos podem gerar os mesmos autovetores.

O préximo teorema nos responde.

Teorema 1. Se Ay, ..., A, sdo autovalores dois a dois distintos de uma matriz simétrica A, entéo os

autovetores correspondentes vy, ..., v, sdo dois a dois ortogonais e consequentemente linearmente
independentes.
Demonstracao: Sejam i, j € {1, ... ,m} distintos. Entdo

(Li—=Aj). <vi,v; >=A. <vi,v; > —A;. <vj,v; >
=< )u,-vi,vj >—-< v,-,?tjvj >
=<Av;,v; > — <v;,Avj >
=<vi,Alvj > — <v;,Av; >
=<vj,Avj > — <, Avj >
=0.

Portanto, se A; # A; temos que < v;,v; >=0ou sejav; L v;. Il

Definicao 18. Uma matriz A, x, € diagonizavel quando existir R uma matriz n X n invertivel tal

que R~'AR seja uma matriz diagonal.

Teorema 2. A € My, é uma matriz simétrica, entdo p(A) possui pelo menos uma raiz real.
Consequentemente A é uma matriz diagonalédvel.
Demonstracao.

Como a matriz A é simétrica, temos que A = A’ = b = c. Logo,

p(A) = 0

(a—A)d—-2A)—c* = 0
A2 —Aa+d)+ad—c* = 0.

Faremos uma anélise das solu¢des em fun¢do dos possiveis valores do discriminante. De

fato,

A= (a+d)*—4.1.(ad —?)
= a® +2ad + d* — 4ad + 4c?
= a* —2ad +d* +4¢*
= (a—d)*+4c%.

Note que p(A) possui a0 menos uma raiz real pois A > 0.

1. A> 0, teremos como solu¢@o duas raizes reais e distintas.
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2. A=0,entdoa =d e c = 0. Logo A € diagonalizavel.

Como o polindmio p(A) possui duas raizes e garantimos a0 menos uma raiz real, automatica-
mente a outra raiz também serd real. Conclusao, sempre existird um autovalor real associado a
matriz A. O

1

Exemplo 36. Dado a matriz A = ( 5

) .
| vamos determinar os autovalores de A € os
autovetores correspondentes.

Inicialmente vamos calcular o polindmio caracteristico associado a matriz A. Note que a

matriz A é simétrica.

-1 =2
A) =det(A—Ald) = =(1-1)*-4.
pa(h) =det(A-21d) = | 1_1‘ (1-4)
Consequentemente A; = —1 e A, = 3 sdo raizes de p(A) e assim autovalores de A.

Vamos calcular os autovetores associados a cada autovalor.

(i) Ay =—1.

Se ¥ é um autovetor associado a A; = —1, entdo:

B ) (BB R ARC
2 1-M\ y 0 2 2 y 0

Assim, resolvendo a primeira equacao do sistema (que € equivalente a segunda) temos

2x—2y=0=x=y.

Como v] = (x,y) e x =y temos que v] = (x,x) entdo v = x(1,1), no qual x € R* é uma

familia de autovetores.

(ii)) A =3.

Se ¥ é um autovetor associado a A, = 3, entdo:

" 1-4 -2 0 -2 -2 0
(A-MId)i=0< ! S N 2
-2 1-X y 0 -2 =2 y 0
Assim, resolvendo o sistema temos

—2x—-2y=0=y=—x.

Como v = (x,y) e y = —x, temos que V3 = (x, —x) entdo vy = x(1,—1), no qual x € R* é

uma familia de autovetores.

) |

) |
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3.4 Um estudo sobre equacées com a3 = a; = 0.

Considere uma funcao polinomial como em (3.1) cujos coeficientes satisfazem a3 =
a3 =0, isto é,
F(x,y) = anx® +2aroxy + any* + ass. (3.8)
O objetivo dessa segio é estudar o conjunto € = {(x,y) € R?| f(x,y) = 0}.

A representagdo matricial da fungdo f(x,y) é dada por

flx,y) =X'AX +az, (3.9)
no qual
x| )eas [ @ @2}
y apz ax
Da se¢do anterior vimos que se o sistema AC = —B' for possivel, entdo existird uma

mudanga de varidvel X = X '+ C tal que f(x,y) = 0 torna-se g(x’,y") = (X)) AX'+k =0, no
qual os termos lineares sejam nulos, o que ndo remete a este caso, pois 0s termos lineares ja sdo
nulos. De partida, nosso objetivo € propor uma nova mudanga de varidvel no qual o termo misto

nas novas variaveis seja nulo.

Suponhamos entéo, que exista uma nova mudanga de varidvel (x,y) — (x”,y”) tal que a
equagao
fley) =0 & h(x",y")=0
no qual h(x”,y") = a1 (x")? + @ (y")? + ds3, isto é, a fungdo f(x,y) pode ser escrita em novas

varidveis (x”,y”) no qual o termo misto dj, = 0.

Vamos propor uma mudang¢a no sistema de coodenadas de § = {O;?’, f} para S” =

{0;u7, w3 } no qual i e i, sdo os autovetores unitdrios associados aos autovalores da matriz A.

Para isso propomos a seguinte mudanca de varidvel, X = RX”, no qual R é a matriz R»,»

formada pelos autovetores unitdrios associados a matriz A.

Em coordenadas se vi = (x1,y1) e v = (x2,y2), sd0 os autovetores associados aos res-

pectivos autovalores A; e A, de A, entdo temos,

X1 b o X2 2

X5+Y5 /53

e assim,
~ =~ ~ =~
X1 X2
R=| JInl Vaod |- (3.10)
i »2

VabT Va3
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Tal matriz possui uma importante propriedade de diagonalizagdo, isto é

R'AR = ( M 0 )
_ , (3.11)
0 A

Esse processo € chamado diagonalizagdo de uma matriz e seré justificado na sequéncia.

Vamos demonstrar (3.11). Note inicialmente que a matriz R definida em (3.10) possui
a propriedade que R’ = R~!. De fato, a primeira coluna de R é formada pelas coordenadas do

autovetor i; unitario.

Como |ii;| = 1 podemos escrever ii] = (cosB, senO) para algum 6 € [0, 27t[. Sabemos
que iy € unitdrio e ortogonal a i1, dessa forma iy = (—sen, cosO) ou iy = (send, —cos0).

Assumindo S um sistema de coordenadas positivo,

Assim claramente temos R’ = R~!. Além do mais

A cos® \ [ Ap-cosO
send | Al - sen®
pois i} = (cos0, sen) é autovetor de A, e.
A —sen® \ [ —A-senB
cos® | Ay - cosO
pois iy = (—senB, cosB) é autovetor de A,. Dessa forma
6 0 0 —senb
AR=A| +A env) (3.12)
sen 0 0 cos6

Multiplicando (3.12) por R~! obtemos

R 'AR=R'AR
; [ cos@ 0 0 —sen0
—R'|A TA ,
I sen@ 0 0 cosB
; [ A -cosO 0 0 —Ay-senb
=R + :
I A1 -senf 0 0 Ay-cosb
cos®  senb A1 -cos@ —A,-sen0
—senB cos0O A -sen®  Ay-cos® |’

A 0
0 A |
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Aplicando a mudanga de varidvel X = RX” e utilizando (3.11) temos

f(X) :XtAX+a33 =0
= (RX")ARX" + az3
= (X")'R'ARX" + a33

M O
— X// t X//
(xX") ( 0 A > +as;3

h(x" ") =2 (x")? 4+ 20")? + azs. (3.13)

Note que em (3.13) preserva a natureza da fungdo, isto é f(RX ") permanece uma fungdo

quadratica andlogo ao caso estudado na Se¢do 3.2.

Facamos uma aplicacdo do estudo desenvolvido acima, no Exemplo 37 abaixo.

Exemplo 37. Considere f(x,y) = %xz +3xy+ %yz —5, no qual

3 3 3
an =5, an=7,an=7,a3=0,a3=0eas =-5.
A representacao matricial dessa fun¢do € dada por.

fx,y) = X'AX + azs, (3.14)

X:<x>eA:(3/2 3/2>.
y 3/2 3)2

Note que em (3.13) os coeficientes dos termos lineares sao nulos.

no qual

Vamos escrever o conjunto dos pontos (x,y) € R? no qual f(x,y) = 0 no conjunto
€ ={(x",y") € R?| h(x",y") =0}, no qual X = RX" e R é a matriz dos autovetores unitdrios

associados a matriz A.

Para isso vamos encontrar os autovalores e autovetores correspondentes da matriz A. Os

autovalores da matriz A sdo as raizes do polindmio caracteristico, logo

32— 3)2

palh) =derta—ain =| V70T

‘ =(3/2—2)%—(3/2)°.

As raizes do polindmio caracteristico sio A} =0 e A, = 3.

Vamos determinar agora os autovetores unitdrios associados aos autovalores da matriz A

que formardo a base do sistema a ser considerado.

1°) A, = 0.

S o (3/2-0 32\(x)\ [0 3..3)_
penaam oo (20 5Y () () a3 ) <0
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3x+3y=0&y=—x.

Como v} = (x,y) e y = —x temos que v} = (x,—x) = x(1,—1), Vx € R* é uma familia de
1

— | representando o gerador unitario

autovetores associado ao autovalor A; = 0, com u] = ( ,

t\)l’_‘
[\S)

dessa familia.

20) A, = 3.

A miF—Fe [ 3262 32\ (x)_ (0
Hd 32 3/2-6/2 )\ y 0/

—3x/2+3/2y= 0
Fazendo a multiplicag¢do, obtemos x/2+3/2y ’

Assim

—3x+3y=0&y=x.

Como v = (x,y) e y = x temos que vy = (x,x) = x(1,1), Vx € R* é uma familia de
1

autovetores associado ao autovalor Ay = 3, com w5 = (— i) representando o gerador unitdrio

2°V2
dessa familia.
Escrevendo o conjunto dos pontos (x,y) € R? no qual f(x,y) =0 no conjunto ¢ =
{(x"”,y") € R?| h(x",y") = 0}, no qual X = RX” e R é a matriz dos autovetores unitérios

associados a matriz A. Temos
h(x”,y") _ ll(x")2+7tz(y")2+a33 -0
0.(x")?+3.(b")?*=5=0

"— 44/, 3.15
y 3 (3.15)

A funcdo dada em (3.15) é representada graficamente por duas retas paralelas referente

ao sistema de coordenadas S” = {0;u}, 15 }.

Figura 40 — Retas paralelas
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3.5 Estudo das equacdes no caso geral

Considere uma fun¢do polinomial como em (3.1), no qual ao menos um dos coeficientes

associados aos termos de ordem 2 sejam ndo nulos, isto é
2 2
f(xy) = anx”+2axy +any” +2ai3x + 2axy + ass,

no qual a;j,k € R, comay ouaz #0.

O polindmio acima pode ser identificado na forma matricial,
flx,y) = f(X) = X'AX +2BX + as3,
no qual

X a a
X = ’A: H 12 CB:<(113 (123>.
y a2 an

Utilizaremos as ferramentas apresentadas nas secdes anteriores, isto €, iremos propor um
novo sistema de coordenadas, tal que o conjunto % seja apresentado de uma forma elementar
€ = {(x",y") € R?| h(x",y") = 0}, no qual h(x",y") representa a equagio reduzida de uma

conica (degenerada ou ndo).

Exemplo 38. Vamos determinar a conica %, dada a fungdo quadratica f(x,y) = 4x> — dyx +
7y* +12x+ 6y — 9.

Da Secéo 3.2 vimos que se o sistema AC = —B' for possivel, entdo existird uma mudanca
de varidvel X = X '+ C tal que f(x,y) =0, torna-se g(x’,y’) = (X'))AX' +k =0, isto é, os
termos lineares sejam nulos no novo sistema de coordenadas. Analisando a fung¢@o f(x,y) temos:

an=4,an="7ap=-2,a13=06,a3=3eaz3=-9,

no qual
Assim,

Agora,
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f(C) = C[AC+ZBC+a33

= (2 4)(_‘21 _3><j)—30—9
- <—6—3>(:?>—%

— 12+43-39
= 24,

Como AC = —B' possui solugio, o conjunto € = {(x,y) € R?| f(x,y) = 0} pode ser
escrito em relagdo ao sistema S’ = {C,7; /}, na forma € = {(x,y’) € R? tal que g(x’,y’) = 0},

no qual

gx’y) = (X')'AX'+2BC+ f(C)
= 4(x")* =4 +7(y")? - 24. (3.16)

Note que, ao estabelecermos a mudanca de varidvel, conseguimos eliminar os termos
lineares da func¢do f, que corresponde a realizarmos uma translag¢do do sistema S = {0;7', f} para
o sistema S’ = {C ,7;} Devemos entdo prosseguir nosso estudo na tentativa de eliminarmos
o termo misto de (3.16), para isso vamos recorrer a mudanca de varidvel estudada na Secao
3.4. Propomos a seguinte mudanca de varidvel X’ = RX”, no qual R é a matriz formada pelos

autovetores associados ao respectivos autovalores da matriz A que resulta em:
h(x",y") = (") + 22 (y")* + £ (C),

no qual A; e A, sdo autovalores associados a matriz A.

Para encontrarmos os autovalores associados a matriz A, basta encontrarmos as raizes do

polindmio caracteristico dado abaixo.

4—2 =2

=22 111 +24.
2 T-A

pa(R) = det(A— A1) =

Logo os autovalores de A sio A} =3 e A, = 8.
Vamos determinar os autovetores unitarios associados aos autovalores da matriz A que formarao

a base do sistema.

1°) Os autovetores associados a A; = 3 sdo dados por:

- 4-3 =2 X 0
wesam-ae (32 (2)-(2)
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x—2y= 0,

Fazendo a multiplicag¢do, obtemos
—2x+4y= 0.

Assim
x—=2y=0&y=ux/2.

Como v} = (x,y) e y = x/2 temos que v] = (x,x/2) = x(1,1/2), Vx € R* é uma familia de

autovetores associado ao autovalor A; = 3, com ] = \}, \} representando o gerador unitario

U\
Lll

dessa familia.

2°) Os autovetores associados a A, = 8 sdo dados por:

L o 4—-38 -2 b 0
(12 2)(0)-(2)

C e —4x—2y= 0,
Fazendo a multiplicacdo, obtemos
—2x—y= 0.
Assim
—2x—y=0&y=-2x
Como v» = (x,y) e y = —2x temos que v = (x,—2x) = —2), Vx € R* é uma familia de

autovetores associado ao autovalor A, = 8, com i = (— \/—3) representando o gerador unitdrio

dessa familia.

Escrevendo o conjunto dos pontos (x,y) € R? no qual f(x,y) = 0 no conjunto € =
{(x",y") € R?| h(x",y") = 0}, no qual X = RX" e R é a matriz dos autovetores unitarios

associados a matriz A. temos

hx"y") = (") +00")+ f(C) =0
3(x")2+8(y")2—24 =0
(x// 2 (y//)z

) +
VB V)

=1. (3.17)

A equacgdo em (3.17) é representada graficamente por uma elipse no sistema de coorde-
nadas S” = {C;u, > }.
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Figura 41 — Translagao e rotagdo da elipse

Exemplo 39. Considere f(x,y) = %xz +3xy+ %yz + x —y. Vamos determinar a conica %, tal

que
% = {(x,y) € R*tal que f(x,y) = 0}.
Temos que
3 3 3 1 1e 0
ajl=—,ap==,4d12==,a413 ==, a3 =—=¢eaz3=0.
1=5,0d2=75,4d12=75, 413 = 5, d23 5 ©a33

Logo a representacao matricial dessa funcio € dada por.

f(x,y) = X'AX +2BX +as3,

[ x [ 3/2 3)2 B
X_<y>,A_(3/2 3/2>e B_<1/2 —1/2).

Da Secdo 3.2 vimos que se o sistema AC = —B' for possivel, entdo existird uma mudanga
de varidvel X = X '+ C tal que f(x,y) = 0, torna-se g(x’,y’) = (X')'AX' +k = 0, isto é, os

no qual

termos lineares sejam nulos no novo sistema de coordenadas. Analisando a funggo f(x,y) temos:

AC:—B’(:)<3/2 3/2)(Cl>:(_1/z>:>{c1+62= —%
3/2 3/2 ¢ 1/2 cl4ey = %
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Como AC = —B' nio possui solucio, o conjunto € = {(x,y) € R?| f(x,y) = 0} ndo
pode ser escrito em rela¢@o ao sistema S’ = {C ,7,;} Devemos entdo seguir nosso estudo na

tentativa de eliminarmos o termo misto de f(x,y).

Vamos escrever o conjunto dos pontos (x,y) € R? no qual f(x,y) = 0 no conjunto
€ ={(x",y") € R*| h(x",y") =0}, no qual X = RX" e R é a matriz dos autovetores unitarios

associados a matriz A.

Para isso vamos encontrar os autovalores e autovetores correspondentes da matriz A. Os

autovalores da matriz A sdo as raizes do polindmio caracteristico, logo

3/2—4  3/2

pa(A) =det(A—Aly) = 32 322

| = (3/2—A1)>—(3/2)%

As raizes do polindmio caracteristico sio A} =0 e A, = 3.

Vamos determinar agora os autovetores unitdrios associados aos autovalores da matriz A

que formarao a base do sistema a ser considerado.

1°) Os autovetores associados a A; = 0 sdo dados por:
S = 3/2-0 3/2 0 3 3
A-M)X =0< / / = @2(—x—|——y>=0<:)
3/2  3/2-0 y 0 22

3x+3y=0&y=—x.

Como v} = (x,y) e y = —x temos que v] = (x,—x) =x(1,—1), Vx € R* € uma familia de
autovetores associado ao autovalor A; = 0, com ] = (i, ;1) representando o gerador unitario

V2

S

dessa familia.

2°) Os autovetores associados a A, = 3 sdo dados por:

A—MI)X =0 3/2-6/2 3/2 x\_ (0
e 32 3/2-6/2 ) \ y 0 )

—3x/243y/2= 0
Fazendo a multiplicacdo, obtemos %/2+3y/ ’

Assim, —3x+3y=0&y=ux.

Como v = (x,y) e y = x temos que v» = (x,x) = x(1,1), Vx € R* € uma familia de

autovetores associado ao autovalor A, = 3, com i) = (\%, Lz) representando o gerador unitdrio

dessa familia.

Escrevendo o conjunto dos pontos (x,y) € R? no qual f (x,y) = 0 no conjunto € =

{(x",y") € R?| h(x",y") = 0}, no qual X = RX" e R é a matriz dos autovetores unitarios
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associados a matriz A, temos que

fX) = X'AX+2BX+k=0
= (X")YR'AR(X")+2BR(X")

_ (x// y//>_(g 2).(;/)—1—2(1/2 —1/2>‘L2<1_1 i)(i//)

h(x",y") = 3.(y//)2—|—\/§x”=0

O")? = —gx”- (3.18)

A func¢do dada em (3.18) € representada graficamente por uma pardbola referente ao

sistema de coordenadas S” = {0;u},u> }.

v

Figura 42 — Pardbola rotacionada
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Resumo da Classificacao das Conicas

. . - 7 .
Considere um sistema de coordenadas S = {0; i, J } em R? e a cOnica

% = {(x,y) € R*tal que f(x,y) = 0},

no qual

Fx,y) = anx® + 2aixy + apy* + 2a;3x + 2ay +k,  (3.1)

para a;j,k € R. Sem perda de generalidade vamos supor que a;; ou ay # 0. A fun¢io f pode ser

escrita na forma matricial,

f(x,y) = f(X) = X'AX +2BX +k,

ap ax
seguindo 0s seguintes passos.

X a a2 .
no qual X = ( ) ,A= ( ) eB= ( aiz an > . Vamos reescrever o conjunto ¢
y

PASSO 1. Verificando se a conica possui centro transladado. Para isso devemos verificar a

solugdo do sistema AC = —B', isto é,
aip ap cr | _ [ a3
a2 ax (69) ass

PASSO 2. Caso o sistema anterior possua solucao, definimos C = ( “l

) e a conica em relagdo
)

%
ao sistema §' = {C; i ,7}, é escrita na forma ¢’ = {(x,)’) € R?tal queg(x’,)’) = 0} para
g(.y") = (X')'AX"+ £(C),
/

no qual X’ = ( x/ ) e f(C) =C'AC +2BC +k.
y

PASSO 3. Considere o sistema de coordenadas S” = {C;u_1>,u_2>}, no qual 7? € o autovalor
unitdrio correspondente ao autovalor A; da matriz A. Dessa forma a cOnica pode ser escrita da

forma

¢ ={(x",y") € R*tal queh(x",y") =0}

no qual

R(X") = M (") + (") + £(C). (3.19)
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PASSO 4. Analisar o significado da expressao (3.19) do Passo 3. Sao eles:

(

AM>0 >0 f(C)>0 =% ={0}

M>0 2>0 f(C)<0 =% =/elipse}

M>0 >0 f(C)=0 =% ={C}

A <0 <0 f(C)>0 = % =elipse}

M<0 <0 f(C)<0 =% ={0}

M<0 <0 f(C)=0 =% ={C}

A >0 <0 f(C)>0 = % = {hipérbole}

M >0 <0 f(C)<0 = % = {hipérbole}

M >0 A2<0 f(C)=0 = ¥ = {retas concorrentes}
)Ll>0 7(‘2:0 f(C)>0 :><g:{0}

A >0 =0 f(C)<0 = % = {retas paralelas}
M>0 A =0 f(C):O :><€:{reta}

Note que se AC = — B’ possuir solu¢io, entdo todos os casos possiveis estdo contemplados
na descri¢@o acima. De fato, se o sistema AC = —B' possui solugdo tinica entdo det A # 0. Como

a matriz A é diagonalizavel (veja na Se¢@o 3.3 Teorema 2) temos que detA = A1 A, # 0 e assim

a']71’2§é0'

PASSO 5. Caso o sistema linear AC = —B' ndo possua solugdo passamos diretamente ao Passo
3, isto é vamos calcular os autovalores da matriz A e os autovetores associados aos respectivos
autovalores de A. Sem perda de generalidade, considere A, = 0. De fato como det A = 0
automaticamente A = 0 é raiz do polindmio caracteristico. Dessa forma, a equagao da conica
com relagdo ao sistema S’ = {O; u, u_2>} dada pela mudanca de varidveis X = RX' € satisfeita

pela equagdo

X'AX +2BX +k=0
(X")YR'AR(X") +2BR(X") +k=0

g(y) = (XY [ )

X'+ 2BRX' +k =0,

no qual R € a matriz formada pelas colunas dos autovetores unitarios correspondente aos
autovalores A; e A, = 0. Observe que nao adianta aplicarmos o Passo 2 na equagao anterior, isto

é o sistema AC = —B/' para

- A O
A=
0 O

nao possui solu¢do. Matricialmente

, C=
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)Ll 0 Cl _ ¢
o o] 2]

nao possui solucdo. Entretanto podemos encontrar solugdo ¢ que satisfaca apenas a primeira

equacdo desse sistema, em outras palavras c¢; é solucdo da primeira equacdo do sistema
C'A + BR = 0. Considere C' = (c1,0) e o sistema 8" = {C;u{,u5}. Aplicando a mudanca

de coordenadas X’ = X" + C na equagdo g(x’,y") = 0 temos

(X" AX' +2BRX' +k=0
(X" +C)Y'A(X" +C)+2BR(X" +C) +k=0.

Seguindo a reducdo da equacgdo anterior conforme a Secdo 3.2 temos

(X"YAX")+2 (C'A+BR) X" + g(c1,0) = 0

e pela definicdo de ¢ temos

(X//)t_ [ ())Ll

(x”)+2[ 0 7 }X”—i—g(cl,O) —0.

no qual 1 é a segunda entrada da matriz linha BR. Dessa forma g(x’,y’) = 0 é escrita como
h(x",y") =0em que
h(x"y") = (") + 0y +g(c1,0).

Trata-se portanto, de uma parabola.

Nem sempre € facil reconhecer essas curvas do conjunto € a partir de suas equagdes.
No entanto, a partir de rotagdes e translagdes do sistema de coordenadas conseguimos reduzir
as equacoes as formas mais simples e a identificacdo das curvas cOnicas tornam-se quase que

imediata. Vamos aplicar os passos apresentados dentro desta se¢do nos exemplos que se seguem.

3.6 Exemplos

Exemplo 40. Dada a funcdo quadrética,

—11x2 3xy y* 9x Ty 29

Foe) =% 70 "0 30 10 80

Vamos determinar a cOnica

% ={(x,y) € R”tal que f(x,y) = 0}.
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PASSO 1. Vamos verificar se a cOnica possui centro transladado. Para isso devemos verificar a

solucéo do sistema AC = —B', isto é

~( —11/80  3/20 - e
A_< /20 _1/20>,B—<9/80 —7/20)ec_(62>.
Assim,

e B o < ~11/80 3/20> <c1 ) _ ( —9/80 ) ;3{ (= 3,
3/20 —1/20 ) \ e 7/20 = 2.

3
PASSO 2. O sistema anterior possui solucao, definido por C = ( 5 ) e a cOnica em relagdo ao
: ! 7 4 : /o 2 /oy
sistema S’ = {C, i, } é escrita na forma ¢’ = {(x',)’) € R*tal queg(x’,)’) =0} para

g,y) = (X')'AX" + f(C),

xl

no qual X' = ( , ) e f(C) = C'AC+ 2BC +k, entdo
y

flic) = C'AC +2BC + ax3
- —11/80 3/20\ (3
= (3 2) ( 330 1720 ) ( , ) 109/80

— (9780 7/20 ) ( z ) —109/80

— —80/80
= -1

~ s - . -
Reescrevendo a conica em relacdo ao sistema S’ = {C; i, ] }, temos

gx’,y) = (X')Y'AX'+2BC+ f(C)

. ~11 N2 3(x! ! 2
g(x'y) = ng) + <X&.(y)+(y23 1 (3.20)

PASSO 3. Considere o sistema de coordenadas §” = {C ;u_1>,u_2>}, no qual ﬁf ¢ o autovalor

unitario correspondente ao autovalor A; da matriz A.

Propomos a seguinte mudanga de varidvel, X’ = RX". A cOnica pode ser escrita da seguinte

forma
h(x",y") = M(x")+ (") + £(C).

Para encontrarmos os autovalores associados a matriz A, basta encontrarmos as raizes do polino-

mio caracteristico dado abaixo:

—11/80—4  3/20

=640+ 1214 — 1.
3/20 ~1/20—2

pa(A) =det(A—Aly) =
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Logo os autovalores de A sio A} = 1/16e A, = —1/4.

Vamos determinar os autovetores unitarios associados aos autovalores da matriz A que

formardo a base do sistema.

1°) Os autovetores associados a A} = % sdo dados por:

(A_Mld»?:a@(—n/s()—l/m 3/20) <x>:<0>
3/20 —1/20—-1/16 y 0/

—16x/8043y/20= 0

= —16x+12y =0 x=3y/4.
3x—9y/80= 0. Y v/

Fazendo a multiplicacdo, obtemos {

Como v] = (x,y) e x = 3y/4 temos que vi = (3y/4,y) = y(3/4,1), Vy € R* é uma

Y

(931198
IES

familia de autovetores associado ao autovalor A; = %, com i = ( ) representando o gerador

unitario dessa familia.

2°) Os autovetores associados a Ay = —4—11 sdo dados por:

AT —Ge [ 1301/ 320\ () _ (0
td 3/20 —1/2041/4 )\ y 0/

9x/80+3y/20= 0

=3x/20+y/5=0&y=—3x/4.
3x/20+y/5= 0. [20+y/ Y /

Fazendo a multiplicag¢do, obtemos {

Como v> = (x,y) e y = —3x/4 temos que v3 = (x, —3x/4) = x(1,-3/4), Vx € R* é uma
familia de autovetores associado ao autovalor A, = —%, com iH = (%‘, %3) representando o

gerador unitario dessa familia.

h(x",y") = M (x")2 + A2 (") + f(C)

1 1
h(x”,y") _ _(x//)z _ Z(y//)z —1.

O conjunto ¢ = {(x',y") € R?| g(x',y’) = 0} em relagdio ao sistema S” = {C,if; 1>}, é
escrita na forma ¢ = {(x",y") € R? tal que h(x",y’) = 0}.

h(x",y") N C 0 S 0 1. (3.21)

PASSO 4. Analisando (3.21) verificamos que o conjunto solugdo para h(x”,y” = 0), é repre-
sentada por uma hipérbole no sistema de coordenadas S” = {C;uy,ir}, graficamente dada

por
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7
<.

Figura 43 — Rotacdo e translag@o da hipérbole

Exemplo 41. Dada a funcdo quadratica

522 xy 2y x 2y
fe) =S+t oty %

Vamos determinar a cOnica

% ={(x,y) € R*tal que f(x,y) = 0}.

PASSO 1. Vamos verificar se a conica possui centro transladado. Para isso devemos verificar a

solucdo do sistema AC = —B!, isto é

(5736 1/18 - (o«
A_(l/lg 2/9>,B_<1/6 —1/3>ec_(62>.

AC— B ®<5/36 1/18 ) <c1 ) _ ( —1/6>;${ o= -2,
118 29 J\ e 1/3 o= 2

Assim,

PASSO 2. O sistema anterior possui solu¢@o, definido por C = ( ) e a conica em relacdo

. — = .
ao sistema S’ = {C; i, }, é escrita na forma ¢’ = {(x',y") € R?tal queg(x’,y’) = 0} para

g(xy") = (X')'AX"+ £(C),
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xl

no qual X’ = ( . ) e f(C) = C'AC +2BC +k, entdo
y

f(C) = C'AC+2BC+as3

5/36 1/18 -2 -2
= -2 2 +2-1{1/6 —1/3 |-
(2 2)(T e ) () (e ) ()
-2

= (-6 1/3)-( 2)+2-(—1/3 ~2/3 )

= 1-2

= —1.

Reescrevendo a cOnica em relagio ao sistema S’ = {C ; 7), ?}, temos

g(x’,y") = (X')'AX'+2BC+ f(C)

5 (O, @)
36 9 9

1. (3.22)

PASSO 3. Considere o sistema de coordenadas S” = {C;u_f,u_f}, no qual 7? € o autovalor

unitdrio correspondente ao autovalor A; da matriz A.

Propomos a seguinte mudanga de variavel, X’ = RX”. A conica pode ser escrita da seguinte

forma

h(x”,y") _ Al (x")2+lz(y")2+f(C),

Para encontrarmos os autovalores associados a matriz A, basta encontrarmos as raizes do polino-
mio caracteristico dado abaixo.
5/36 -1 1/18

palh) = denta— i) = | TS

i:324/12—117x +9.

Logo os autovalores de A sio A} = 1/4e A, =1/9.

Vamos determinar os autovetores unitarios associados aos autovalores da matriz A que

formarao a base do sistema.

1°) Os autovetores associados a A} = % sdo dados por:

AT 5o [ 31361/ 18\ (x\_(o
td /18 2/9-1/4 |\ y 0/

0

1

[<

Fazendo a multiplicacio, obtemos { =2x—y=0&y="2x

\Ol'< oo

Como vi = (x,y) e y = 2x temos que v = (x,2x) = x(1,2), Vx € R* é uma familia de

autovetores associado ao autovalor A; = 4, com i} = ( %) representando o gerador unitario

s|~

dessa familia.
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2°) Os autovetores associados a Ay = % sdo dados por:

A aiF G [ 3136-1/9 118\ (x\_(o
2 /18 2/9-1/9 ) \ y 0/

+1
+

[

&=

0
0 =>x4+2y=0&x=—-2y.

\Ol'< o0
I

[

1

oo

Fazendo a multiplicag¢do, obtemos {

Como v» = (x,y) e x = —2y temos que V5 = (—2y,y) = y(—2,1), Vy € R* é uma familia

de autovetores associado ao autovalor A, = %, com iy = (—%, \%) representando o gerador

unitario dessa familia.

") = M6 13"+ £(C)
1 1
hix" v = = M2 —(y"M2_1.
(3" = L") 24 07
O conjunto ¢ = {(x',y") € R?| g(x',y’) = 0} em relagfio ao sistema S” = {C, ;1> }, é
escrita na forma € = {(x”,y") € R? tal que h(x",y’) = 0}.

2 2
h(x" y") = %4_@3_2) 1 (3.23)

PASSO 4. Analisando (3.23) verificamos que a fun¢ao é representada por uma elipse no sistema

de coordenadas S” = {C;u),u>}, graficamente dada por

-3

Figura 44 — Rotacdo e translacdo da elipse

Exemplo 42. Dada a funcio quadrética f(x,y) = 4x> —20xy +25y> — 15x — 6y. Vamos determi-

nar a cOnica

% ={(x,y) € R*tal que f(x,y) = 0}.
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PASSO 1. Vamos verificar se a conica possui centro transladado. Para isso devemos verificar a

solugdo do sistema AC = —B', isto é

4 —10
A= ,B:(—15/2 —S)eC: .
—-10 25 lo)
Assim,

AC = —B & 4 ~10 e\ _ 15/2) ] 4e1—10c2= L
—10 25 ¢ 3 4e; —10c; = 8.

Camo o sistema linear AC = —B' néo possui solu¢do passamos diretamente ao Passo
3, isto € vamos calcular os autovalores da matriz A e os autovetores associados aos respectivos

autovalores de A

PASSO 3. Vamos escrever o conjunto dos pontos (x,y) € R? no qual f(x,y) = 0 no conjunto
€ ={(x",y") € R*| h(x",y") =0}, no qual X = RX" e R é a matriz dos autovetores unitarios

associados a matriz A.

Para isso vamos encontrar os autovalores e autovetores correspondentes da matriz A. Os

autovalores da matriz A sdo as raizes do polindmio caracteristico, logo

4—2 —10

A)=det(A—Al;) =
pad) =det(a=Ag) = | " "

‘:Az—z%.

As raizes do polindmio caracteristico sio A} =0 e Ay = 29.

Vamos determinar agora os autovetores unitdrios associados aos autovalores da matriz A

que formarao a base do sistema a ser considerado.

1°) Os autovetores associados a A} = 0 sdo dados por:

- 4-0 —-10 X 0
N e R O]

4x—10y= 0,

Fazendo a multiplicag¢do, obtemos
—10x+25y = 0.

Assim, 4x — 10y =0 < x = 5y/2.

Como v] = (x,y) e x = 5y/2 temos que vi = (5y/2,y) = y(5/2,1), Yy € R* é uma

|

2
, \/@> representando o

5

familia de autovetores associado ao autovalor A; = 0, com ] = <

gerador unitario dessa familia.

2°) Os autovetores associados a Ay = 29 sdo dados por:

o = -25 —-10 X 0
wesam-ae (2 ) (2) ()
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—25x—10y= 0,

Fazendo a multiplicag¢do, obtemos
—10x—4y= 0.

Assim, —10x —4y =0« y = —5y/2.

Como v; = (x,y) e y = —5x/2 temos que v = (x, —5x/2) =x(1,-5/2), Vx € R* é uma

familia de autovetores associado ao autovalor A, = 29, com ir = (%9, — \/%—9> representando o

gerador unitario dessa familia.

Escrevendo o conjunto dos pontos (x,y) € R? no qual f(x,y) = 0 no conjunto € =
{(x",y") € R?| h(x",y") = 0}, no qual X = RX” e R é a matriz dos autovetores unitdrios

associados a matriz A, temos que
f(X) = X'AX+2BX+k=0
= (X")YR'AR(X")+2BR(X")

e () ()t (2

A expressao anterior € dada por
h(x”,y”) —29. (y//)z _ 3\/5)6”.
Dessa forma, i(x”,y") = 0 pode ser escrita como:

3v29
N2 7

A funcdo dada em (3.24) € representada graficamente por uma parabola referente ao

(3.24)

sistema de coordenadas S” = {0;u7,i }.

Figura 45 — Pardbola rotacionada
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CAPITULO

APLICACOES DIDATICAS

Apresentaremos nesse capitulo uma proposta de atividade pedagdgica que podera ser
desenvolvida com alunos da Terceira Série do Ensino Médio, com o objetivo de estabelecer uma

relacdo geométrica e algébrica sobre Conicas.

4.1 Introducao

Sabemos que através de dobraduras podemos explorar uma série de conceitos em Geome-
tria. Entdo podemos propor o seguinte desafio: seria possivel construir uma pardbola, uma elipse
ou uma hipérbole, utilizando apenas dobraduras? A fim de responder a essa pergunta, com uso

de materiais simples, apresentaremos nesse Capitulo trés propostas de atividades pedagdgicas.

4.2 Objetivos

Pretendemos com a proposta dessas atividades tornar o aluno protagonista, permitindo
que o mesmo, seguindo simples etapas, construa geometricamente através de dobraduras as
principais cOnicas (pardbola, elipse e hipérbole) e fazendo uso de conceitos e teorias, possa

verificar algebricamente a veracidade das construgdes.

4.3 Publico

As atividades apresentadas serdo divididas em duas etapas: a primeira podera ser desen-
volvida no Ensino Fundamental com foco na construcdo geométrica através de dobraduras e a
segunda etapa destinada a alunos a Terceira Série do Ensino Médio, no intuito de formalizar

conceitos utilizando Geometria Analitica, Geometria Plana e Algebra.
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4.4 Teoria

Nesta atividade estaremos recordando as definicdes e as equacdes reduzidas das cOnicas
estudadas no Capitulo 3. Seja & um plano, 0 < ¢ < a e Fj F, distintos pertencentes ao plano «.
Uma elipse € o lugar geométrico dos pontos P cuja soma de suas distancias aos pontos Fj e F; é

igual a constante 2a > 0, isto é

(57ip ={Pca : dPF)+dPF,)=2a}.
Nomenclatura:

e Fy,F: focos. !

Aj1,A;: vértices sobre a reta fo-

cal.

B1,B,: vértices sobre a reta nao

20
focal.

C: centro.

2c¢: distancia focal.

A1A5: eixo maior

Figura 46 — Elipse

B1B;: eixo menor.

Adotando o sistema de coordenadas S = {C ;C?;,C?ﬁ> } com 672) L CE) e C o ponto

médio entre F| e F>, temos:

Fi=(-¢,0) A =(-a0) B =/(0,b)

F=(0,c) Ay =(0,a) By=/(—b,0),

No qual, a equacdo reduzida da elipse se torna a abaixo:

Seja o um plano, 2¢ > 2a > 0 e F; F; distintos pertencentes ao plano o. Uma hipérbole é o
lugar geométrico dos pontos P, pertencentes a este plano, cujo o médulo da diferenca de suas

distancias aos pontos Fj e F; seja constante e igual a 2a, isto é

Ay ={Pca : |dP.F)—d(PF) =2a}.
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Nomenclatura:

e F|,F,: focos.

A1,Ay: vértices.

C : centro.

2c¢ : distancia focal.

AjA;: eixo transverso.

B1B;: eixo conjugado. :
Figura 47 — Hipérbole
e r,s: assintotas.
No sistema de coordenadas {C;CT;, C?ﬁ) } com (?72) 1 C?ﬁ) e C o ponto médio entre Fj e F;, a

equacdo reduzida da hipérbole é dada por

x2 y2

2 b

Seja a um plano, dados uma reta r € um ponto F, pertencentes ao plano, com F ndo pertencente
a r. Uma Pardbola € o conjunto dos pontos P do plano que estdo a mesma distancia de F e r, isto
é

P = {P € ald(P.F) = d(P,r)}.

Nomenclatura:
e F': foco.

e 2p: parametro.

e r: diretriz.

, . (01' )
o V: vértice v ? __ 4

Figura 48 — Parabola

Usando o sistema de coordenadas {V; ﬁ, W}, a equacdo reduzida da pardbola é dada por
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4.5 Metodologia

As atividades serdo desenvolvidas em duas etapas. A principio daremos énfase na cons-
trucdo geométrica das Conicas, elaboradas por meio de uma sequéncia de dobraduras com papel
vegetal. Em seguida, complementaremos o estudo com uma andlise algébrica. Utilizando a
construcdo da atividade justificando as propriedades.

4.6 Descricao

4.6.1 Construcao geométrica da Elipse

Fixamos dois pontos distintos F| e F3, sobre o papel vegetal e utilizando um compasso,
partiremos com a constru¢ao de uma circunferéncia genérica centrada em um dos pontos, cujo

raio seja maior que o segmento F F>. Como mostra a Figura 49 abaixo .

Figura 49 — Circunferéncia

Observacao: uma elipse tem uma caracteristica importante, ela possui dois focos. Denominamos

por Fj e F; os focos da elipse a ser construida.

Marcaremos varios pontos ao longo de toda a circunferéncia. Para fixar ideias escolhemos

pontos, distantes entre si em aproximadamente 2cm.

Devemos fazer com que o foco, F;, fique sobreposto a cada um desses pontos, para isso
destacaremos quatro pontos (A, Ay, AzeA4) como exemplos, para demonstrar a sequéncia das

dobraduras.como mostra a Figura 50.

I Como sugestio, distincia entre focos de 8cm e raio da circunferéncia 10cm
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Figura 50 — Pontos sobre a circunferéncia

Dobramos a folha de tal modo que o segundo foco F, fique sobreposto a cada um dos

pontos, iniciaremos com o ponto A, como mostra a Figura 51.

Figura 51 — F;, sobre ponto A;

Com o segundo foco F, sobre o ponto Ay, vinque a folha na dobra, passando o dedo com

muito cuidado para ndo rasgar, como mostra a figura abaixo.
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Figura 52 — Primeiro vinco

Com a folha na mesma posi¢do, mantenha a parte inferior fixa sobre a mesa com uma
das maos e com a outra mao deslise a parte superior da folha, permitindo que F, fique sobreposto

ao préximo ponto A; e vinque novamente a dobra como a Figura 53.

Figura 53 — F; sobre o ponto A,

A condi¢do que vamos usar € que o segundo foco deva repetir o procedimento acima,

deslisando-se sobre toda a circunferéncia e para cada ponto marcado sobre a mesmo, a dobra



4.6. Descricdo 101

seja vincada.
A Figura 54 mostra como deve ficar a constru¢c@o depois de oito pontos escolhidos e

vincados.

Figura 54 — Formando a elipse

A qualidade no traco da elipse, estard diretamente associado com a quantidade de
dobraduras executadas, sendo assim, quanto maior a quantidade de pontos escolhidos, mais
definido ficard a curva da elipse.

Veja na Figura 55 abaixo, a evolugdo na definicdo da curva da elipse na medida que se

aumenta a quantidade de vincos onde cada vinco representa uma reta tangente a curva da elipse.

30 vincos 40 vincos 60 vincos

Figura 55 — Evoluc@o nos tragos da Elipse

Se executado as etapas com detalhes, sua dobradura ficard semelhante a Figura 56.
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Figura 56 — Elipse

Constru¢ao da elipse com papel vegetal <https://youtu.be/FjMPaBpHKEo>

4.6.2 Elipse: um estudo analitico da construcao

Com a elipse construida, facamos agora a segunda parte da proposta.

Primeiramente adotaremos o plano associado a elipse com o sistema de coordenadas

dado na Sec¢do 4.4, como mostra a Figura 57.

Figura 57 — Elipse no plano cartesiano


https://youtu.be/FjMPaBpHKEo
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Adotaremos um ponto qualquer sobre a curva da elipse e denotado por P; e entdo

tragaremos os segmentos F1 P; com distancia d| e F, Py com distancia d, como a Figura 58.

Para finalizarmos as marcagdes, definiremos os vérticies sobre o eixo focal e ndo focal e

as distancias entre os focos, entre os vértices focais e ndo focais, como mostra a Figura 59.

Figura 59 — Distancias entre os vértices focais e ndo focais

Analisando a Figura 59 e com o auxilio de uma régua, responda as questdes abaixo:
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1. Determine as distancias d; € d».
dy =4cm
dr = 6cm

2. Determine as distincias entre os vértices focais A{A» e ndo focais B;B;.
A1A2 = 10cm
BBy = 6cm

3. Determine as distancias entre os focos Fj e F;.
Fi1F>, = 8cm

4. Analisando a teoria descrita na Sec¢ao 4.4. Determine os valores de a, b e c.
Sendo, 2a = A1Ay = a = 5cm;
Sendo, 2b = BBy = b = 3cm;
Sendo, 2¢ = F1F, = ¢ = 4cm.

5. Monte a equagdo reduzida da elipse.
x? yz _ x? }‘2 —
aj+ﬁ—1<=>57+37—1.

Subsidios ao professor.

Para um melhor controle da atividade, seria interessante o professor aconselhar os alunos
a escolherem os pontos F e F;, distantes entre si ndo mais que 8 cm com F| nas proximidades
do centro da folha de papel vegetal.

Provar para os alunos que ao dobrarmos a folha de maneira a sobrepor um ponto da
circunferéncia ao ponto F, sucessivas vezes, obtemos uma elipse envolta por suas tangentes com
focos Fi e P>.

Justificativa: ao se dobrar o papel fazendo um dos pontos da circunferéncia, digamos (analisando
a Figura 60), A1, sobrepor F3, determinamos na dobra a reta t que € a mediatriz do segmento A F>
, isto €, a reta ¢t que passa pelo ponto M, ponto médio do segmento A F> e que € perpendicular ao
segmento.

O ponto P, obtido com a intersecc¢do da reta t com o segmento A1 Fj, € um ponto da elipse cujos
focos s@o os pontos Fi e F>. Verificamos esta tltima afirmacao observando que a congruéncia LAL
dos triangulos AF, PM e AA; PM nos garante que a soma das distancias PF| + PF, = PF; +PA| =
R, sendo R = 2a o raio da circunferéncia inicial. Temos, entdo, a propriedade métrica que define

a elipse cujos focos sdo F; e F, e cujo semi-eixo maior € o raio da circunferéncia.

d(PFl) —I—d(PFz) =2a
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Figura 60 — d(PF)) +d(PF>) =R

4.6.3 Construcao geométrica da Parabola

No papel vegetal, utilizando uma régua, partiremos com a constru¢do de uma reta r € um

ponto qualquer, ndo pertencente a reta. Como mostra a Figura 61 abaixo?.

Figura 61 — Reta e ponto

Sabemos, conforme a nomenclatura de Se¢@o 4.4 que uma pardbola possui varios elemen-

tos dentre eles um foco e uma reta diretriz. Sendo assim no decorrer da constru¢ao provaremos

2 Dimensdes adotadas na Figura, Reta com comprimento de 10cm e ponto distante da reta em 4cm
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que o ponto escolhido de e a reta r sdo respectivamente o foco e a reta diretriz como mostra a

Figura 62.

Figura 62 — Foco e Diretriz

Sobre a reta diretriz r marcaremos varios pontos. Para fins didaticos, escolheremos

pontos distantes entre si em aproximadamente lcm.

Figura 63 — Pontos sobre a diretriz

Devemos dobrar a folha, escolhendo um dos pontos marcados sobre a reta diretriz, de tal

modo que o mesmo fique sobreposto ao foco. como mostra a figura abaixo.
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Figura 64 — Ponto sobre foco

Para cada ponto marcado sobre a reta diretriz, devemos sobrepd-lo ao ponto do foco e

vincar a dobra com cuidado.

Figura 65 — Primeiro vinco

Note na Figura 66 que o vinco representa a reta mediatiz do segmento A F'.
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Figura 66 — Mediatriz

A condi¢@o que vamos usar € que seja repetido o procedimento para cada ponto escolhido

sobre a reta diretriz. Quanto mais pontos escolhidos, mais definido ficard o trago da paribola.

Uma melhor visualizagdo da pardbola acontece na medida que aumentamos o nimero de

pontos escolhidos sobre a reta diretriz.

20 pontos vincados 40 pontos vincados

10 pontos vincados

Figura 67 — Evolucao na construgdo

Note na Figura 67 que a curva ¢ formada pelas mediatrizes associadas a cada vinco que

também sao retas tangentes ao tragco da pardbola.

Construcao da pardbola com papel vegetal <https://youtu.be/OSwcUtKCWQM>

4.6.4 Parabola: um estudo analitico da construcao

Com a pardbola ja construida, facamos agora a segunda parte da proposta, isto € uma

abordagem analitica da construcao.


https://youtu.be/OSwcUtKCWQM
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1. Primeiramente vamos tracar uma reta ¢, passando pelo foco F e que seja perpendicular a

diretriz r.

Figura 68 — Vértice da Pardbola

2. As interseccoes da reta t com a pardbola e com a reta r chamaremos de V' e L respectiva-
mente.

Figura 69 — Mediatriz com reta focal

3. Tragaremos uma reta perpendicular a ¢, passando pelo foco F e chamaremos de s
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Figura 70 — Retas s || #

4. Chamaremos de A e A’ as respectivas intersec¢des da reta s com a Parédbola.

Figura 71 — Parabola no plano cartesiano
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4.6.5 Atividades

Analisando a Figura 71 e com o auxilio de uma régua, responda as questdes abaixo:

1. Determine as distincias e a relacdo entre os segmentos FV e VL.
FV =2cm
VL =2cm

2. Determine o parametro e monte a equacao reduzida da pardbola?
O parametro é dado por 2p onde p € distancia FV ou VL

sendo assim, o parametro FL = 4cm

Logo,

2
y=1
-%

3. Qual a relagdo entre os segmentos AA" € FV?

AA" = 8cm
VF =2cm
Logo,

AA' =4FV

4. Marque um ponto qualquer pertencente a pardbola e verifique que o ponto satisfaz a

equacdo reduzida encontrada em 2.

Figura 72 — Pardbola completa
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Subsidios ao professor.

Para um melhor controle da atividade, seria interessante o professor aconselhar os alunos

a escolherem a distancia do ponto F' a reta r entre 4cm e 10cm.

Provar para os alunos que ao dobrarmos o papel de modo a sobrepor pontos da reta r ao
ponto F. Repetindo o processo algumas vezes, temos uma pardbola envolta por suas tangentes.
Justificativa: quando se faz um ponto A; da reta r sobrepor F', se obtém na dobra uma reta ¢ que
¢ a mediatriz de FA| passando pelo ponto M, ponto médio do segmento AF; e que € tangente a

pardbola em P, conforme a Figura 73.

O ponto P pertencente a pardbola é o ponto de interseccdo da reta + com a pardbola.

Verificamos que as distancias PA; e PF sdo iguais, pois os tridngulos AFPMe AA|PM sao

congruentes pelo caso LAL.

-

P = == = —

S

Figura 73 — Defini¢do de pardbola

4.6.6 Construcao geométrica da Hipérbole

Fixamos dois pontos distintos Fj e F3, sobre o papel vegetal e utilizando um compasso,

partiremos com a constru¢do de uma circunferéncia genérica centrada em um dos pontos, cujo

raio seja menor que o segmento Fi F>. Como mostra a Figura 74 abaixo .

3 Como sugestdo, distancia entre focos de 10cm e raio da circunferéncia 8cm
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Figura 74 — Focos da Hipérbole

Observacao: uma hipérbole tem uma caracteristica importante, ela possui dois focos. Denomi-

namos por F| e F; os focos da hipérbole a ser construida.

Marcaremos alguns pontos ao longo de toda a circunferéncia. Para fixar ideias escolhemos

pontos, distantes entre si em aproximadamente 1cm.

Devemos fazer com que o foco, F, fique sobreposto a cada um desses pontos, para isso
destacaremos quatro pontos (A1, Az, A3, eA4) como exemplos, para demonstrar a sequéncia das

dobraduras.como mostra a Figura 75.

Figura 75 — Pontos sobre a Hipérbole

Dobramos a folha de tal modo que, o segundo foco F; fique sobreposto a cada um dos

pontos. Iniciaremos com o ponto Ay, como mostra a Figura 76.
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Figura 76 — F; sobre a cincunferéncia

Com o segundo foco F, sobre o ponto A, vinque a folha na dobra, passando o dedo com

muito cuidado para ndo rasgar, como mostra a figura abaixo.

Figura 77 — Focos da Hipérbole

Com a folha na mesma posi¢@o, mantenha-a fixa sobre a mesa com uma das maos e com

a outra mao deslise F, para o préximo ponto A, e vinque novamente a dobra como a Figura 78.
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Figura 78 — Formando a Hipérbole

A figura abaixo mostra como deve ficar a constru¢@o depois de quatro pontos escolhidos

e vincados.

Figura 79 — Construinda a hipérbole

Semelhante a construcio da elipse, repetiremos o procedimento deslisando-se o foco F;

sobre toda a circunferéncia.

Para ter uma melhor visualiza¢do na qualidade da hipérbole, aumente a quantidade de

pontos e consequentemente de dobras vincadas, sendo assim, quanto maior a quantidade de
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pontos escolhidos, mais definido ficard a curva da hipérbole. Veja na figura abaixo, a evolucdo

na defini¢do da curva da hipérbole para diferentes quantidades de vincos.

30 vincadas 100 vincadas 200 vincadas

Figura 80 — Hipérbole

Essa etapa deve ser realizada com paciéncia, pois exige uma precisao nas dobras. Se

executado com detalhes,o resultado final serd semelhante a Figura 81.

Figura 81 — Hipérbole

Construcao da hipérbole com papel vegetal <https://youtu.be/alXkGOqg6nlII>

4.6.7 Hipérbole: um estudo analitico da construcao

Partindo da Figura 81 e com a nomenclatura adotada Secdo 4.4, facamos agora a segunda

parte da proposta.

1. Primeiramente vamos marcar os focos e tragar o eixo focal Fi F;.


https://youtu.be/aIXkGOq6nII
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Figura 82 — Reta focal da hipérbole

2. Marque os vértices da hipérbole e determine o valor do parametro a.

Figura 83 — Hipérbole

3. Determine o valor da distancia focal.

Diretamente com a régua chega-se ao valor do parametro c.

4. Utilizando o Teorema de Pitdgoras, determine o valor do parametro b.

Com os valores de a e ¢, facilmente encontramos b.

5. Escolha um ponto qualquer pertencente a hipérbole e com o auxilio de uma régua determine
d1 € dz.
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Figura 84 — Hipérbole

6. Determine as assintotas da hipérbole.

No exemplo ao lado

a = 4cm;
b =3cm;
¢ = S5cm.

Assim a equagdo das assintotas
¢ dado por, y = :t%x.

Figura 85 — Hipérbole e seus elementos

7. Montar a equagdo reduzida da hipérbole.
No exemplo anterior, a equagdo reduzida da hipérbole é dada por,

2 2

2
X X

Subsidios ao professor.

Provar para os alunos que ao dobrarmos a folha repetidas vezes, de modo que um ponto
A da circunferéncia se sobreponha ao ponto F;. Pouco a pouco vao surgindo no papel dois

ramos de uma hipérbole envolta por suas tangentes.

Justificativa: ao colocar um ponto A; da circunferéncia sobre F; , produzimos nova-

mente, na dobra, uma reta ¢ que é a mediatriz de A F, por M.
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Podemos verificar que a reta ¢ tangencia a curva no ponto P, ponto de interseccdo da reta f com a

reta que passa pelos pontos F; e Ay, como vemos na Figura 86.

Temos os triangulos AF;PM e AA1PM congruentes pelo caso LAL, logo A1P = PF;.
Conseqiientemente, PF; — PF, = PFy — PA| = A1F| = 2a, que € constante, pois se trata do raio
da circunferéncia. Portanto, o ponto P pertence a hipérbole, que, por defini¢do, é a curva em que
a diferenca das distancias de qualquer um de seus pontos a cada um dos pontos fixos (os seus

focos) se mantém constante.

Figura 86 — Defini¢ao de hipérbole

Essa atividade foi inspirada no projeto de aula extraida do portal do professor (O Portal,
langado em 2008 em parceria com o Ministério da Ciéncia e Tecnologia, tem como objetivo apoiar
os processos de formagdo dos professores brasileiros e enriquecer a sua pratica pedagdgica. Este
€ um acesso publico e pode ser acessado por todos os interessados) desenvolvida pelo professor
"GUILHERME ERWIN HARTUNG"intitulada "Constru¢ao das Conicas com Dobraduras".
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