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RESUMO

O presente trabalho trata do ensino de recorréncia para alunos do Ensino Médio aliado a
ferramenta Google Sala de aula, tendo como foco as Olimpiadas de Matematica. Em particular,
serd apresentado uma proposta de sequéncia didética para o ensino de recorréncias, visando
ressaltar a importancia do contetdo e viabilizar uma autonomia do discente para a solugdo de
problemas relacionados a outros conteidos matemadticos, baseando-se em trés pilares para o
desenvolvimento matemadtico dos estudantes, sendo eles: conceituacdo, manipulacdo e aplicagao.

Palavras-chave: Recorréncias. Google Sala de Aula. TIC’s. Olimpiadas de Matematica.



ABSTRACT

The present work aims at teaching a frequency for high school children with a teaching tool.
In particular, a proposal for a didactic sequence for the teaching of returns will be presented,
aiming to reinforce the relevance of the content and to provide an autonomy for the solution
of a problem related to a mathematical process, based on three pillars for the development of a
method mathematical. students, they are: conceptualization, manipulation and application.

Keywords: Recurrences. Google Classroom. TICs. Mathematical Olympiads.
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INTRODUCAO

O desenvolvimento da matemadtica esta atrelado ao avango das necessidades humanas.
Em especial, o interesse aos estudos de progressdes e/ou padrdes comegou a partir dos babilonios
que, com a necessidade de se fixar as margens do rio Nilo, tentavam estabelecer um padrdo para
a ocorréncia de enchentes do rio, assim possibilitando determinar a melhor época do ano para a
plantagdo. As vezes é dificil definir um objeto explicitamente. Entretanto, pode ser mais facil
defini-lo em termos dele proprio. Esse processo € chamado de recorréncia. Por exemplo, a Figura
1, é produzida recursivamente. Primeiro, € dada uma imagem. Entao, € realizado um processo
de sobreposicao de sucessivas centralizagdes de fotos menores sobre a imagem anterior. Ainda
que existam varios exemplos de padrdes numéricos e geométricos em situagdes concretas, como

podemos padronizar tais sequéncias em funcdo dos seus termos antecessores?

Figura 1 — Nustracéo recursiva

Fonte: <http://www.estatisticacomr.uff.br/?p=98>

Apesar de ser um conteido de grande relevancia, dentro do ensino médio pouco ou
até mesmo quase nada € comentado a respeito das relacdes de recorréncias e/ou equagdes de
recorréncias, mesmo sendo trabalhado contetdos como as progressdes aritméticas e geométricas.
Partindo da ideia de que o pensamento recursivo traz ao individuo a possibilidade de enxergar
padrdes matematicos, sejam eles numéricos e/ou geométricos, tem como consequéncia uma
aprendizagem mais dedutiva e menos decorativa o conteudo de recorréncias € uma ferramenta
importantissima no desenvolvimento do pensamento matemdtico, visto que o mesmo ndo se
prende a “férmulas” e/ou equacdes prontas. Além disso, o pensamento recursivo nao s6 contribui
para um pensamento 16gico dedutivo, como também auxilia na solu¢cdo de problemas de outras

naturezas como, por exemplo, problemas de contagem e matematica financeira.

Por outro lado, as Olimpiadas de Matematica, em especial a Olimpiada Brasileira de
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Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), vém conquistando espaco nas escolas, principal-
mente como motivagao para os estudos voltados a resolucdo de problemas que, muitas vezes
ndo sdo relacionados a apenas um contetido. Analisando as questdes propostas na OBMEP ¢é
notdvel que para resolvé-las o aluno precise de algo mais que um modelo pronto, precisa, além
de ter certo dominio na linguagem, utilizar de forma criativa os fundamentos da matematica.
Como os problemas propostos nas olimpiadas de matematica englobam uma grande variedade
de conceitos matematicos, optamos por examinar somente alguns que tinham em sua essé€ncia

algo relacionado com recorréncias matematicas.

Mesmo que algumas olimpiadas de matemadtica englobem conhecimentos de nivel bésico,
se faz necessdrio um acompanhamento diferenciado para a preparacdo dessas competi¢des, visto
que o espaco em sala de aula nem sempre € propicio para o desenvolvimento dessas atividades.
Pensando nisso, visando um estreitamento da comunicacao entre professor/aluno, a ferramenta
Google Sala de Aula possibilita que o ensino seja mais produtivo, simplificando o processo
das tarefas, melhorando a colaboracdo e promovendo a comunica¢do, podendo criar turmas
online, postar tarefas e roteiros de aula, enviar feedbacks e ver tudo em um tnico ambiente. Vale
ressaltar que a ferramenta atuard apenas como um fator de auxilio para o professor desenvolver

determinadas atividades com a turma.

Esta dissertacdo estd dividida em quatro capitulos. No primeiro capitulo serd apresentado
de forma mais detalhada momentos histdricos relacionados ao estudo de sequéncias, além de
alguns resultados classicos que podem ser modelados a partir de recorréncias. No segundo
capitulo, o pensamento recursivo serd caracterizado, ressaltando a importancia do mesmo, junto
com o aparato tedrico (defini¢des, teoremas e exemplos) necessario referente as recorréncias.
Em seguida, na terceira parte do trabalho, serdo apresentados alguns problemas de outros topicos
de matematica. Por fim, no ultimo capitulo apresentaremos um pouco sobre as Tecnologias
de Informacao e Comunicacao (TIC), Google Sala de Aula e um projeto de ensino, aplicado
com alunos do Instituto Federal de Alagoas (IFAL), Campus Batalha, relacionando o ensino de

recorréncias com o Google Sala de Aula e Olimpiadas de Matematica.

Como fruto desta dissertacao, foi elaborado um material voltado para os professores de
matemaética do Ensino Bésico, em especial do Ensino Médio. O produto encontra-se disponivel
em <https://bit.ly/2R6w3hU>. Neste material estd presente a parte tedrica do contetiido, exercicios

e sugestdes de um possivel roteiro de atividades.
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1 UMA APRESENTACAO DA HISTORIA DAS SEQUENCIAS

O capitulo em questao dara €nfase a trechos histdricos e resultados cldssicos referentes
as sequéncias numéricas, buscando ressaltar a sua importancia em problemas que aparentemente
eram de dificil resolu¢do de maneira pratica. Além disso, serd exposto de maneira formal a idéia
do principio de induc¢io finita, visto que o mesmo tem uma grande relacdo com o estudo de

sequéncias numéricas.

Vale ressaltar que hd uma grande parte dos professores de matemética que ndo costuma
apresentar para seus alunos a histéria de um determinado contetido de matemdtica como me-
todologia de ensino, para contextualizar o assunto abordado pelo mesmo em sala de aula. E
acreditando que histdria pode ser introduzida em sala como aliado no ensino-aprendizado da
propria matematica, pois através dela podemos entender o porqué da existéncia de tudo que
pertence a esta ciéncia. Segundo, Fillos, Bonete e Caetano (2011) fundamentados nas ideias de

Pacheco (2010), afirmam que:

“A Histéria da Matemadtica nao se limita a um sistema de regras e verdades
rigidas, mas € algo essencialmente humano e envolvente. Permite direcionar
as explicacdes dos porqués da Matematica e entender que o conhecimento
matematico foi construido a partir de situa¢des concretas e necessidades reais e
de questionamentos advindos da prépria Matemadtica”. (Fillos; Bonete; Caetano,
2011, p. 93).

E importante lembrar que o uso da Histéria da Matemdtica em sala de aula ndo deve se
resumir a uma simples apresentacao de um acontecimento da época e sim devemos relacionar os
contetidos matematicos com a Histéria da Matematica. Segundo Sanayara, Veronice e Ana Paula

citando D’ Ambrosio (2013) afirmam que:

“As idéias matemdticas comparecem em toda a evolucdo da humanidade, de-
finindo estratégias de acdo para lidar com o ambiente, criando e desenhando
instrumentos para esse fim, e buscando explicacdes sobre os fatos e fendmenos
da natureza e para a prépria existéncia. Em todos os momentos da histéria e em
todas as civilizagdes, as idéias matemadticas estdo presentes em todas as formas
de fazer e de saber”. (2013, p. 97).

Sendo assim, € necessario contar a historia relacionando com a utilizagdo do contetido
na solucdo de problemas concretos da humanidade em momentos distintos, assim explicitando
para os alunos que a matematica atende as necessidades humanas nas solucdes de vdrios tipos de

problemas.
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1.1 Origem dos estudos das sequéncias numéricas

Algumas das contribui¢cdes mais relevantes da antiguidade para a matematica sdo en-
contradas em um certo nimero de papiros egipcios que de algum modo resistiu ao desgaste do
tempo, atualmente, encontra-se no Museu Britanico. Foi comprado em 1858 numa cidade a beira
do Nilo, por um antiqudrio escoc€s, Henry Rhind; por isso é conhecido como Papiro de Rhind

(ou Papiro de Ahmes em homenagem ao escriba que o copiou por volta de 1650 A.C.).

Figura 2 — Uma parte do papiro Rhind. Depositado no Museu Britanico, Londres

Fonte: <http://www.matematica.br/historia/prhind.html>

Segundo Lima (2013), em seu artigo Progressdes Aritméticas e Geométricas: Historia,
Conceitos e Aplicagdes, o estudo de progressdes comecgou a ser desenvolvido pelos babilonios
desde periodos que antecedem a era crista. Era preciso estabelecer padrdes para a enchente do Rio
Nilo, o que foi desenvolvido inicialmente com o objetivo de saber quando haveria inundagdo e
dessa forma plantariam na época certa e garantiriam seus alimentos; assim, tiveram que observar
os periodos em que ocorria a enchente do rio. Havia, portanto, necessidade de conhecer o padrao
desse acontecimento, onde segundo os estudos isso teve inicio ha 5.000 anos atras e teve sua
génese com os egipcios. Eles perceberam que o rio tinha suas inundacdes logo depois que a
estrela Sirius se levantava ao Leste, antecedendo um pouco o Sol. Observaram que isso acontecia
a cada 365 dias. Dai os egipcios criaram um calenddrio solar composto de 12 meses, 30 dias
cada més e mais 5 dias de festas, dedicados aos deuses Osiris, Horus, Seth, Isis e Nephthys. Os
egipcios dividiram os doze meses em trés periodos de quatro meses cada: que representavam
a semeadura, o crescimento e a colheita. Note que muito do desenvolvimento da matemaética
se deu com a necessidade do ser humano de buscar explicagcdo 16gica para os fendmenos da
natureza e de entender os ciclos com que estes ocorrem. Entdo, a histéria nos ajuda perceber

a presenga de tais padroes em nosso cotidiano. Sendo assim, podemos afirmar que fazer uso


http://www.matematica.br/historia/prhind.html

13

de uma abordagem histérica dos conteidos de matematica que serdo ministrados em aula pode
torna-los mais significativos e atraentes para os discentes. No tpico a seguir falaremos sobre
Sequéncia de Fibonacci, uma das sequéncias mais interessantes da matemadtica e, além disso,
apresentaremos o problema que teve total importancia no descobrimento de tal sequéncia, o

Problema dos Coelhos.

1.2 Fibonacci e o problema dos coelhos

Por volta de 1202, Leonardo de Pisa (1180 - 1250), um grande matemaético da idade
média, também conhecido por Fibonacci, publicou a obra Liber Abaci, que, além de expor
processos algoritmicos e aritméticos, apresentava problemas muito interessantes. Um desses
desafios, conhecido como “o problema dos coelhos” deu origem a sequéncia numérica a se-
guir, conhecida como “sequéncia de Fibonacci™: (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...). Onde o préximo
numero da sequéncia é encontrado com a soma de dois nimeros que o antecedem, lembrando
que s6 podemos considerar essa informacao a partir do terceiro nimero da sequéncia. Hoje
podemos observar que muitos elementos da natureza com configurag@o de flores e conchas estio

relacionados aos nimeros que formam essa sequéncia.

Figura 3 — Leonardo de Pisa (Fibonacci)

Fonte: <http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm4 1/quemefib.htm>

Agora iremos expor o problema que teve total relevincia no descobrimento de tal

sequéncia, e em seguida faremos uma conjectura para uma possivel solu¢do para o problema.

Um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num lugar cercado. Determinar quantos
casais de coelhos ter-se-do apés um ano, supondo que, a cada més, um casal de coelhos produz

outro casal, e que um casal comeca a procriar dois meses apds 0 seu nascimento.


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm
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Tabela 1 — Analise do problema dos coelhos de Fibonacci

Més | Numero de casais do | Numero de casais | Total
més anterior recém-nascidos

1° 0 1 1
2° 1 0 1
30 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Fonte: Elaborado pelo autor

Portanto, o nimero de casais de coelhos num determinado més € igual ao nimero total
de casais do més anterior acrescido do nimero de casais nascidos no més em curso, que € igual

ao numero total de casais do més anterior ao anterior.

A demonstracdo dessa sequéncia sera feita ao longo de nosso trabalho, ou seja, exata-
mente no capitulo que desenvolverd recorréncias, no qual trataremos de maneira mais elegante
tais problemas. No préximo tdpico falaremos um pouco sobre o matematico alemao Carl Frie-

drich Gauss, um dos mais importantes matematicos da historia.

1.3 Gauss e a soma dos termos de uma sequéncia

Conta-se a seguinte histéria sobre o matemético alemao Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), que ainda garoto foi um grande matemdtico que comecou a demonstrar sua genialidade
na escola primdria. Algum relato conta que a turma de Gauss na escola era bastante inquieta
e, certa vez, seu professor decidiu dar-lhes uma atividade que deveria envolvé-los por algum
tempo. O professor pediu aos seus alunos que fizessem a soma de todos os numeros naturais de
um até o cem. Surpreendentemente, menino Gauss conseguiu concluir a atividade em poucos
minutos. O professor conferiu os cédlculos e verificou que Gauss havia acertado. Pediu-lhe entdo

que explicasse como havia feito as contas de forma tao rdpida. Gauss prontamente mostrou sua

ideia. Entdo,
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1 + 100 = 101

2 + 99 = 101
3 + 98 = 101
49 + 52 = 101
20 + 51 = 101

Ele observou que, ao somarmos o primeiro com o dltimo, obtemos o resultado de 101, e
que, aos somarmos o segundo com o penultimo, também obtemos 101 como resultado e assim
sucessivamente. Isto dd um total de 50 pares de niimeros cuja a soma d4 101. Portanto, a soma

total € 50 - 101 = 5050.

Figura 4 — Carl Friedrich Gauss

:‘\‘ : ,_
Fonte: <https://qz.com/1265493/carl-friedrich- gauss-celebrating-the-father-of- the-predictive-algorithm/>

Questionado como descobriu o resultado com tanta rapidez, Gauss, entdo com dez anos
de idade na época segundo relatos, apresentou seu método, que algebricamente é descrito pela

expressao, a seguir:

Sp=1424+34+---+(n—1)+n (1)

Reescrevendo (1) com os termos da soma em ordem decrescente, temos

Sp=n+n—-1)++3+2+1 (2)

Somando, membro a membro, (1) e (2), obtemos

25, = (n+1)+(n+1)+---+(n+1) = n-(n+1)

n—termos
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Portanto,

n~(n—i—1).

Sp =
2

3)

Para ndo pairar nenhuma divida sobre o nosso resultado, a seguir vamos provar (3) via
Principio de Indu¢ao Finita ou Indu¢do Matematica. Para isso, enunciaremos um teorema de

Inducao Matemética e em seguida provaremos a propriedade anteriormente mencionada.

Para o leitor que desejar ver a demonstracao detalhada do teorema a seguir, indicamos o

livro Matematica Discreta, pag.27, (MORGADO, 2013).

Teorema 1.1. Seja P(n) uma propriedade relativa ao niimero natural n e seja ng um nimero

natural.

(i) P(no) é vdlida,

(ii) Para todo n > ng a validez de P(n) implica na validez de P(n+1).
Entdo P(n) é vdlida para todo n > ny.
Agora, provaremos via Indu¢do Matematica o resultado (3) enunciado anteriormente.

Demonstracdo. Considere a seguinte proriedade dos nlimeros naturais:

n-(n+1
P(n):Sn:1+2+3+---+(n—1)+n=(2 )
. 1-(14+1) ) .
(i) Observe que para ng = 1, temos que S; = — = 1. Assim, segue que P(1) é vilida;

(ii) Suponhamos que para algum n > 1 natural a propriedade P(n) é vlida, isto é,

n-(n—i—l).

Pn):S,=1424+3+---+(n—1)+n= 5

Provaremos que P(n+ 1) também é valida.

Inicialmente, observe que

Pn+1):14243+---4+n+(n+1).
P(n)
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Por (ii), temos

n-(n+1)
2

1) = n-(n+1)—2|—2-(n+1) _ (n—i—l)é(n—l—Z).

P(n+1)=

Assim, temos que a validez de P(n) implica na validez de P(n+1).

Logo, pelo Teorema 1.1, temos que P(n) é valida para todo n > 1 natural. 0

No tdpico a seguir trataremos dos nimeros figurados que segundo (Tatiane e Jodo Bosco
2012 p. 65 a 69) é um tipo de sequéncia interessante que descreve caracteristicas e relacdes

numéricas importantes e que seu estudo sempre intrigou 0os matematicos.
1.4 Nuameros figurados

De acordo com as ideias de Monteiro e Gabrielli (2009). Os nimeros figurados foram
criados pelos pitagoricos (discipulos de Pitdgoras), no século V a. C. sdo nimeros que podem

ser representados por um formato geométrico de pontos situados a uma mesma distancia.

Os pitagoricos esperavam compreender a natureza intima dos ndmeros, dessa forma
construiram os nimeros figurados que sao representados como unido de pontos numa determinada
figura geométrica, isto €, a quantidade de pontos representa um niimero, € estes sdo agrupados de
formas geométricas conhecida. Se estes formarem um poligono regular, sdo chamados de ntimeros
poligonais. Na sequéncia mostraremos exemplos de alguns nimeros figurados, destacando os
numeros triangulares, quadrangulares e pentagonais, e também faremos demonstragdes que

representam os fatos teorizados pelos pitagoricos.
1.4.1 Numeros triangulares

Sdo ndmeros que podem ser representados por pontos organizados em forma de um

triangulo equilatero.

Figura 5 — Sequéncia dos niimeros triangulares

L)
oY |
00

10 300 6000 000 1500000

Fonte: <http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal>
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Nota-se que, se considerarmos na figura 5 a quantidade de pontos em cada tridngulo
como um termo de uma sequéncia numérica, podemos associar a sequéncia de tridngulos a uma
sequéncia numérica dada por (1,3,6,10,15,---). Representando cada termo desta sequéncia por

T}, e observando a sequéncia, podemos concluir que,

T = 1
Ty = 142
T3 = 1+2+3

T, = 14243+---4n

Portanto, 7}, € a soma dos n primeiros inteiros positivos, ou seja, € a soma dos termos de
uma progressdo aritmética de n termos, utilizando a férmula encontrada no tépico 1.3, obtemos

a expressao

1.4.2 Numeros quadrados

S@o nimeros que podem ser representados por pontos organizados em forma de um

quadrado.

Figura 6 — Sequéncia dos nimeros quadrados
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Fonte: <http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal>

De maneira semelhante aos nimeros triangulares, a quantidade de pontos em um qua-

drado (),, pode ser determinada inferindo, a partir da figura 6, o seguinte raciocinio:

Q= 1
Q2 = 1+3
Q3 = 1+3+45

Qn = 143+54+-+(2n—1).


http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal
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Dai, segue que, (,, € determinado pela soma dos n primeiros nimeros inteiros impares.
Portanto, usando a férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética, entao,

concluimos que

1.4.3 Numeros pentagonais

Sdo ndmeros que podem ser representados por pontos organizados em forma de um

pentdgono regular.

Figura 7 — Sequéncia dos niimeros pentagonais

10 500 12000 20000 3500000
Fonte: <http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal>

A partir da figura 7 podemos associar cada nimero pentagonal P, com a quantidade
de pontos da figura que o representa e formar a sequéncia numérica (1,5,12,35,---). Podemos

observar que

P2 = 1+4
Py = 14447

Nota-se que a sequéncia formada pelas parcelas da soma acima € a soma dos n primeiros
termos de uma progressao aritmética, com primeiro termo a; = 1 e razdo r = 3. logo a,, =

1+ (n—1)-3=3n—2,daisegue que, P, =1+44+7+10+---+ (3n—2).

assim, chegamos a expressao

po_ (1+3n—2)-n _ 3n*—n
" 2 2

A titulo de curiosidade, veremos alguns teoremas relativos a nimeros figurados, como

eram enunciados e provados pelos pitagdricos.


http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal

Teorema 1.2. O niimero triangular T}, é igual a soma dos n primeiros inteiros positivos.

Demonstragdo. Inicialmente, analisemos geometricamente tais nimeros.

Figura 8 — Soma dos 4 primeiros inteiros positivos (7); = 10)

Fonte: <http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html>
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Observamos que um nimero quadrado na sua forma geométrica, pode ser dividido como

na figura abaixo.

Figura 9 — Forma geométrica de um nimero quadrado

Fonte: <http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html>

Vamos fazer a prova do teorema algebricamente.

Inicialmente, vimos o caso T}, isto €, o caso em que n = 4. Agora suponhamos que o

numero triangular, 7;, é dado por

n-(n+1)

Ty=1+2+3+fn="—y

Provaremos que a propriedade € vélida para o caso n + 1. Obserque que, a partir da figura

9, que podemos reescrever um nimero quadrado como dois nimeros triangulares. O caso da

figura 9, escrevemos o nimero quadrado como a soma de 73 e 7). Assim por (1.4.2), podemos

escrever o (n+ 1) — ésimo ndmero quadrado como:

n-(n+1)

Qne1=(n+1)? =T+ Ty = 2

+Tn+1~

Desenvolvendo (n + 1) e somando —7}, na tltima igualdade, temos


http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html
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o n-(n+l) (n+1)-(n+2)

2 2

Tht1=(n+1)

n-(n+1)

Logo, T;, = ¢ vdlido para todo n natural. [

Teorema 1.3. O n-ésimo niimero pentagonal é igual a n mais trés vezes o (n — 1) — ésimo

niimero triangular.

Demonstragdo. Note que podemos dividir um nimero pentagonal conforme a figura abaixo.

Figura 10 — N-ésimo Nimero Pentagonal
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Fonte: <http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html>

Seja o n-€simo numero pentagonal, P, dado pela soma de uma progressao aritmética:

‘(3n—1) 3n%-
Py 144474 43n—p— B 307 —n

2 2
Assim, como 3n? —n = 3n® — 3n 4 2n, temos que
P - 3n2—2n+2n :n+3n22—3n :n+3.n-(n2—1)

Logo, pelo Teorema 1.2, temos que

P,=n+3-T, 1

]

Teorema 1.4. A soma dos primeiros inteiros impares, comecando com 1, é o quadrado de n.

Demonstragdo. Na figura 11 vemos os primeiros numeros impares dispostos em camadas,

formando quadrados cada vez maiores.


http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html
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Figura 11 — Soma dos primeiros inteiros impares

Fonte: <http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html>

Observe que os nimeros impares formam uma progressado aritmética cujo primeiro termo

€ 1 e arazdo € 2. Calculando a soma da progressdo aritmética, temos que

14 (2n—1
143454+ (2n—1) = [ +(2n N_ e

]

Veremos mais adiante, que esse tipo de abordagem feita pelos pitagéricos utiliza uma
modelagem através de sequéncias de recorréncia para explicar os padrdes encontrados nessas
sequéncias. Nesse sentido, no proximo tépico abordaremos os Fractais que, em muitos casos,

pode ser gerado por um padrdo repetido, tipicamente um processo recorrente ou iterativo.

1.5 O surgimento dos fractais

No final do século XIX, Georg Cantor!, pegou num segmento de reta e dividi-o em 3
partes iguais. Em seguida, retirou a parte central, obtendo dois segmentos de reta mais curtos.

Usando repetidamente este processo, obteve algo como ilustra a Figura 12:

Figura 12 — Conjunto de Cantor

Ci

f-l_fl —— e ——
(g it = = = gt B = = = f—

Fonte: <http://www.obmep.org.br/bq/bq2009.pdf>

" Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (So Petersburgo, 3 de marco de 1845 - Halle, 6 de janeiro de 1918) foi
um matematico russo nascido no Império Russo.
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Cantor reparou que se fizesse este processo um ndmero infinito de vezes, iria obter um
numero infinito de segmentos de reta com um nimero infinito de espagos entre eles, concluindo
que este conjunto € superior ao infinito. Mais tarde, por volta 1872, ele criou a Teoria dos
Conjuntos, onde provou que existem diferentes tipos de infinitos usando a cardinalidade dos

conjuntos.

De acordo com as ideias de Sallum (2005). Em 1904, Von Koch? usou a ideia do conjunto
de Cantor, mas em vez de retirar um terco do segmento de reta, decidiu adiciona-lo. Ao fazer
esta particularidade comecou num tridngulo obtendo o famoso floco de Neve. A seguir, na Figura

13, vemos este exemplo de recorréncia geométrica.

Figura 13 — Floco de Neve de Koch

Fonte: <http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43>

Benoit Mandelbrot®, em 1975, usando a ideia Cantor e de muitos outros matematicos,

criou a Teoria dos Fractais.

Figura 14 — Benoit Mandelbrot

Fonte: <https://users.math.yale.edu/mandelbrot/>

2 Niels Fabian Helge Von Koch (Estocolmo, 25 de janeiro de 1870 - Estocolmo, 11 de marco de 1924) foi um
matemadtico sueco, que deu seu nome ao famoso fractal conhecido como o “floco de neve Koch”, que foi um dos
primeiros fractais de curvas a ser descrito.

3 Benoit B. Mandelbrot (Varsévia, 20 de novembro de 1924 - Cambridge, 14 de outubro de 2010) foi um
matematico francés de origem judaico-polonesa. E conhecido principalmente por suas contribuicdes no campo
da geometria fractal, tendo o termo “fractal” sido por ele cunhado em 1975.


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43
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Existem vdrias defini¢Ges para os fractais. A mais usual, evoca um processo de recorréncia
e é definida da seguinte forma: um fractal € um objeto geométrico que pode ser dividido em

partes, cada uma das quais semelhantes a original.

Benoit também mostrou que existem fractais na natureza. Na Figura 15 sdo retratados 4

exemplos destes fractais:

Figura 15 — Fractais existentes na natureza

Fonte: <http:
/12.bp.blogspot.com/-DOGkbNTm-Dw/UaDvBghBb4[/AAAAAAAAheY/dgwRGMpYzSA/s640/Imagem?22.jpg>

Apesar dos fractais terem sido descobertos apenas no final do século XIX, eles ja eram
utilizados hé bastante tempo no continente africano. A seguir temos 2 exemplos do uso dos

fractais na antiga Africa.
Pulseira de missangas

Os fractais eram usados na confeccao de diversos apetrechos, tais como: os simbolos
religiosos, na decoracao de tapetes, objetos de decoragdo, dentre outros, como mostra a Figura

16.

Figura 16 — Pulseira de missangas

Fonte: <http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3o0africana2.htm>


http://2.bp.blogspot.com/-D0GkbNTm-Dw/UaDvBghBb4I/AAAAAAAAheY/dgwRGMpYzSA/s640/Imagem22.jpg
http://2.bp.blogspot.com/-D0GkbNTm-Dw/UaDvBghBb4I/AAAAAAAAheY/dgwRGMpYzSA/s640/Imagem22.jpg
http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3oafricana2.htm
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Casas de Bal-la

Numa aldeia africana, com milhares de anos, atualmente localizada no distrito de Zambia,
as casas eram construidas em circulos dentro de circulos. Curiosamente o circulo tem uma
pequena entrada, as casas mais proximas da entrada sdo pequenas e a medida que nos afastamos
da entrada, o tamanho das casas aumenta. A casa mais afastada seria a do membro mais
importante ou mais rico. Este circulo estaria dentro de outro com uma entrada, tal como indicam

as Figuras 17 e 18:

Figura 17 — Vista aérea das casas de Bal-la

Ans :

Fonte: <http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3o0africana2.htm>

Figura 18 — Esquema das casas

Fonte: <http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3o0africana2.htm>

No capitulo a seguir, abordamos as defini¢des recursivas, os tipos de equagdes de re-
corréncia, resolucdo de relagdes de recorréncia e também mostramos alguns contetidos de

matematica que podem ser definidos por recursdo.


http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3oafricana2.htm
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2 RECORRENCIAS: SEQUENCIAS E PENSAMENTO RECURSIVO

Relagdo de recorréncia (também chamada equacgdo de diferencas) € uma formula recursiva
que expressa o ndmero de configuragdes relativas a procedimento envolvendo n objetos em

termos do nimero de configuracdes relativas ao procedimento com menos objetos.

E uma técnica matemdtica que permite definir sequéncias, conjuntos, operacdes ou
até mesmo algoritmos partindo de problemas particulares para problemas genéricos. Dessa
forma, por meio de uma regra pode-se calcular qualquer termo em fun¢do do(s) antecessor(es)
imediato(s). Portanto, resolver uma relagdo de recorréncia € obter uma expressao que exprima o

termo de ordem n em fun¢do das condicdes iniciais.

E uma ferramenta poderosa na modelagem de problemas, quando consegue reduzir o
problema original a vérios problemas, cada vez mais simples. Isto ocorre, por exemplo, em

problemas envolvendo contagem, que analisaremos mais adiante.
2.1 Sequéncias

As sequéncias (padrdes e regularidades) sdo bastante uteis para o estudante na sua
vida, no seu cotidiano e para prosseguimento de seus estudos. Os padrdes e as regularidades
desempenham um papel importante no ensino da matematica. Em nosso dia-a-dia é frequente

encontrarmos conjuntos cujos elementos estdo dispostos numa certa ordem.
Exemplo 2.1.

(1) Os ndmeros das casas de uma determinada rua;

(i1) A relac@o dos nomes de alunos em um didrio de classe;

(iii) Os dias da semana e os meses do ano.

Definicao 2.1. (Sequéncia) - Sempre que estabelecemos uma ordem para os elementos de um

conjunto, descrita pelos nimeros naturais, incluindo o zero, temos assim uma sequéncia.
Em outras palavras, uma sequéncia ou sucessdao de nimeros reais é uma fungao

f:I—R,comI=NU{0}
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que associa a cada elemento de I um nimero real f(n).
Observacio 2.1. Chamaremos f : I — R como funcdo contagem de elementos.

Definicao 2.2. (Sequéncia Numérica) - Quando os elementos dessa sequéncia sdo formados

de nimeros reais, dd-se o nome de sequéncia numérica.

O valor da sequéncia f no nimero natural n é denominado n-ésimo termo ou termo
geral da sequéncia f e € representado genericamente por a,, by, x,, etc. Por simplicidade,
faremos referéncia ao termo geral a,, como sendo a sequéncia f, tal que, f(n) = a,. Assim, uma

sequéncia nada mais € do que uma lista ordenada infinita de n ndmeros reais

f(0) = ao
fH = a
f2) = a

fn=1) = ap—

Em resumo, se trata de uma lista infinita em que cada termo a,, possui um sucessor a,,1 € uma

sequéncia pode ser representada pelo seu termo geral ou explicitando-se seus primeiros termos.

Observacdo 2.2. Em alguns casos, podemos restringir a fungdo f : I — R, com I = NU{0},
excluindo alguns dos seus elementos iniciais, como o zero. De forma geral, podemos estudar
determinadas sequéncias a partir de ng € L, isto é, consideramos a fun¢do f*:I* — R, com

IF={nel; n>ng}.
Observacao 2.3. Aqui sdo algumas notagdes de sequéncias:
(@) (an)nen

(ii) (an)n>ng, comng € I;

(iii) f:1— R, dada por f(n) = ay,.



28

2.1.1 Sequéncia numérica

Quantas sdo as sequéncias de n termos, pertencentes ao conjunto {0, 1}, que possuem

um ndmero impar de termos iguais a 0?

Nesta questdo deveremos encontrar uma equacgao de recorréncia que permita calcular
o numero de sequéncias de n termos formadas pelos algarismos 0 € 1 , onde a quantidade de
algarismos 0 deve ser impar, por exemplo, as sequéncias (0,0,0,0,0,1) e (1,0,1,0,1,0,1,1,1).

Vejamos uma tabela para analisar a situacao.

Tabela 2 — Sequéncias formadas por 0 e 1

Numero de Sequéncia x, Quantidade
termos (n) de sequéncias
1 (0) 1=20
2 (0,1) e (1,0) 2 =21
3 (0,1,1), (1,0,1), (1,0,0) e (0,0,0) 4 =22
4 (0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,0,0,1), (0,0,0,1), 8§=23

(0100)e(, ,0,0)
n (1,0,1,0,1,0,-~ ,0,1),- - 2n—1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelo raciocinio descrito na tabela 2, tudo parece indicar que 2"~ ! representa o nimero
de sequéncias de n termos formadas pelos algarismos 0 e 1, em que o algarismo 0 aparece um
nimero impar de vezes. Entretanto, devemos comprovar o resultado e para isso, vamos utilizar
sequéncias de recorréncia. Considere ¥, a quantidade de sequéncias de n termos formadas pelos
algarismos O e 1. Para calcular o nimero total de sequéncias de n termos basta observar que para
cada termo da sequéncia teremos duas escolhas (0 ou 1), ou seja, duas possibilidades. Logo pelo
principio multiplicativo da andlise combinatdria, podemos concluir que o nimero de sequéncias

de n termos é

Segue que 2" — y,, representa a quantidade de sequéncias de n termos formadas por 0 e
1, em que o algarismo 0 aparece um nimero par de vezes. Considerando ¥,1 como o nimero
de sequéncias de n + 1 termos formadas pelos algarismos 0 e 1, onde este termo a mais em

relagdo a x,, ver tabela 2, pode ser 1 ou 0. Logo, y,+1 serd igual ao nimero de sequéncias um
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acrescentada do algarismo 1 mais o nimero de sequéncias 2" — y,, acrescentadas do algarismo 0,

enfim

Y(nt1) = Yn T (2" —yn) = 2",

Da recorréncia y,,+1 = 2", podemos observar que

yo = 21

y3 = 22

yy =23
Yn = 2n—1‘

Portanto, o numero de sequéncias de n termos formadas pelos algarismos 0 € 1, em que

o algarismo 0 aparece um nimero impar de vezes, é dado por

0 que comprova a indica¢do inicial.

Existem diferentes tipos de sequéncias numéricas, porém, para nosso estudo sao de
grande importancia as sequéncias cujos elementos (termos) obedecem a uma determinada lei de

formacgao. Assim daremos uma aten¢do maior para as sequéncias do tipo:
1 - Progressao Aritmética;
2 - Progressao Geométrica;
3 - Sequéncia de Fibonacci (Numeros de Fibonacci).

As defini¢des e propriedades destas sequéncias serdo dadas a seguir.
2.1.2  Progressao aritmética

Progressdo aritmética é toda sequéncia numérica de nimeros (aj,as,as, - ,an,---) que,
a partir do segundo termo, a diferenca de um termo com o seu antecessor € uma constante, ou
seja, p — A(,_1) =T = Gp = Q1)+ 7 (em particular ag = ay +r). Esta diferenca constante r

¢ denominada razdo da progressdo aritmética.
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Classificacao
Quando a razdo das progressdes aritméticas €:
1 - Positiva os termos crescem constantemente € a progressao aritmética diz-se crescente;

2 - Negativa os termos decrescem constantemente e a progressao aritmética diz-se

decrescente;

3 - Nula os termos nem crescem nem decrescem e a progressao aritmética diz-se cons-

tante.

A progressdo aritmética (ay,az,as, -+ ,an,---) ¢ limitada quando é composta de um
nimero finito de termos e ilimitada quando € composta de um niimero infinito de termos.
N-€simo termo

Seja a progressdo aritmética (ay,az,as, - ,ay,---) cuja razdo é r. De acordo com a

defini¢do de progressao aritmética, podemos escrever:

ag=ai1+r
ag =ag+r
ag=as—+r

A(p—1) = A(n—2) T T

(p = A(p—1) +7r

Adicionando as (n — 1) igualdades, membro a membro, obtemos

an+(az+ag+---+ap-1)=a1+(a2+ag+ - +ap-1)+(n—1)-r 4
Somando —(ag + a3+ -+ +a,—1)] em (4), teremos:
ap=a1+(n—1)-r
Expressdo do primeiro termo:

aj=ap—(n—1)-r
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Expressdo da razdo:

an —aj
r=——
n—1
Expressdo do nimero de termos:
ap — ay
n=—" +1.
r

Teorema 2.1. Numa progressdo aritmética limitada a soma de dois termos equidistantes dos

extremos ¢é igual a soma dos extremos.

Demonstracdo. Seja a progressao aritmética (a1,az,as,--- ,a,) limitada. Consideremos os ter-

mos aj, € a(,—(k—1)), que sdo equidistantes dos extremos. Temos, pois:

ag =a1+ (k—1)-r,
a(n_(k_l)) =ap — (]{7 - 1) T,
Adicionando membro a membro estas igualdades, obtemos:
al+anp =ag+ a(n_(k_l)).

]

Corolario 1. Numa progressdo aritmética de niimero impar de termos, o termo do meio é a

média aritmética dos extremos (ou dois termos quaisquer equidistante dos extremos).

Proposicao 2.1. A soma dos termos de uma progressdo aritmética limitada (a1,a2,a3,-- ,ay)

é igual ao produto da semi-soma dos extremos pelo niimero de termos.

(a14+an)-n
2

Demonstracdo. Seja a progressdo aritmética (ap,ag,as,--- ,ay). Designando a soma dos n

termos por .S, vem:
Sp=a1+az+az+--- +a(n—2) T Ap-1) + an.
Como a ordem das parcelas ndo altera a soma, temos:

Sp = an+a@_1)+tap_o)+- - +az+az+a.
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Adicionando membro a membro estas igualdades, obtemos:
25, = (a1+an) +(a2+apm-1)) +(a3+ap-_2)) + -+ (-2 +a3) +ap_1)+a2) +(an+a1).

Mas pelo Teorema 2.1, temos:

(a1+an) = (a2 +agp-1)) = (a3 +ap-g)) = = (am-2) +a3) = (a@u-1) + a2) = (an +a1).
E ainda, o nimero de somas é n, temos:
25, = (a1 +ay) -n.

Portanto,

(a1 +ap)-n

Sp = 5

Observacdo 2.4. Sendo a,, = a; + (n— 1) - r, pela Proposigdo 2.1, temos que

[a1+a1+(n—1)~r]-n.

S = .

Logo,

2a1+(n—1)-7]-n
Sn == .
2
Observacao 2.5. (Interpolacao aritmética) Inserir m meios aritméticos entre dois nimeros, a
e b, é formar a progressao aritmética, cujo primeiro termo € a, o ultimo € b, e que tem m termos

entre a e b. A resolu¢do do problema consiste em calcular a razao da progressao que tem m + 2

termos. Conhecida esta, escrevem-se os m termos entre os nimeros a e b. Aplicando a férmula
an —al
n —

r= para n = m + 2, obtemos

an — a1
= .
m+1
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2.1.3 Progressdo geométrica

Progressdo geométrica é toda sequéncia numérica de nlimeros reais diferentes de zero
(a1,az,as3, -+ ,an,---), na qual é constante o quociente de cada termo, a partir do segundo termo,

com O seu antecessor, ou seja,

92 _ % _ n

ar  az (n—1
Este quociente g é chamado de razdo da progressdao geométrica.
Classificacdo
Nas progressoes geométricas de termos positivos, diz-se que a progressao €:
1 - Crescente quando a razao for maior que a unidade, isto €, ¢ > 1;
2 - Decrescente quando a razdo for menor que a unidade, isto €, g < 1;
3 - Estaciondria quando a razdo for igual a unidade, isto é, ¢ = 1.

Dizemos que a progressdo geométrica (aj,ag,as, - ,an, ) é limitada quando é com-
posta de um niimero finito de termos e ilimitada quando é composta de um ndmero infinito de

termos.

Proposicao 2.2. Seja a,, um termo qualquer de uma progressdao geométrica, onde a,, > 0 para
todo n natural. Cada termo de uma progressdo geométrica, a partir do segundo, é a média

geométrica entre o termo precedente e o seguinte:

Ap = 4/0n—1"0n+1
Demonstracdo. Seja (ay,a2,as, -+ ,ap—1,a0y, -+ ) uma progressio geométrica. Pela defini¢do
de progressdo geométrica temos:

an+1 Qn

Qn an—1

Multiplicando ambos os membros da igualdade por a,, - a,,—1, obtemos

2
Ay = An—1"An41

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, temos:
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Qp = 4/0n—1"0n+1

O
N-ésimo termo
Considere a progressdo geométrica (ay,az,as, -+ ,ay,--- ). Por definicéo, temos
az =ai-q
az =az-q
aqg =agz-q
a5 = a4-q
ap = Qn—1-4
Multiplicando-se membro a membro as n-/ igualdades acima, temos que:
-1
an.(a2.a3....an71) :@1 .(a2.a3....an71).qn
Dividindo agora ambos os lados da igualdade por as - a3 - - - - a,,—1, obtemos:
_ n—1 5
anp = a1 -q ( )

Por (5), obtemos

q: n—1 al
ai

Teorema 2.2. Numa progressdo geométrica limitada, o produto de dois termos equidistantes

dos extremos é igual ao produto dos extremos.
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Demonstragcdo. Considere a seguinte progressao geométrica

(a17a27”' yAp+1,° 7, Gp—p, - ** 7a’n—17an)

na qual os termos ap 1 € ap—p s30 equidistantes dos extremos, visto haver p termos antes de
ap+1 € n termos depois de a,—,. Consideremos a progressdo geométrica (a1,a2,- - ,ap+1). De

acordo com a férmula a,, = a1 - q”_l, temos:

Ap41 = a1 -q” (6)

Seja agora a progressdo geométrica (a,—p, - - ,an—1,0p) CUjoO primeiro termo é a,_, e o tltimo

termo € a,. Aplicando a,, = a1 ~q”_1 , temos que

a
Gp = 0n-1" qp = Ap—1 = 7; @)
q

Multiplicando, membro a membro, as igualdades (6) e (7), obtemos
Ap+1 - Gp—p = A1 - Ap

O]

Corolario 2. Numa progressdo geométrica de niimero impar de termos, o termo do meio é a

média geométrica dos extremos (ou dois termos quaisquer equidistante dos extremos).

A demonstracdo deste fato fica a cargo do leitor.

Proposicao 2.3. Seja (ay,a2,as3, -+ ,an_1,ay, ) uma progressao geométrica. O produto P

dos termos da progressdo geométrica é dado por:
P=\/(a1-ap)"

Demonstragdo. Considere a progressdo geométrica (aj,az,a3, -+ ,an—1,0n,- -+ ). Denotando

por P o produto dos termos da progressao geométrica, temos

P:al.a2.a3...an_1.an
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Como a ordem dos fatores ndo altera o produto, podemos escrever P da seguinte forma:
P:an.an_l...ag.GQ.al

Multiplicando, membro a membro, as igualdades acima, vem que:

pP? = (a1-an)-(az2-apn—1)-(az-apn—2)---(as-apn—2)- (az-an—1) - (aj - a,). Como os

produtos entre parénteses sao iguais, isto €,
(a1-an) = (a2-an-1) = (a3-ap—2) = -+ = (a1~ ay),
temos que,
P2% = (a1 -an)™
Logo, P = /(aj - ap)" H

Observacio 2.6. Interpolacao geométrica: Dados dois nimeros, a; € a,, inserir entre eles
m meios geométricos € formar uma progressao geométrica com m+2 termos, na qual a; € o
primeiro termo e a,, o ultimo termo, ou seja, a; € a, sao os extremos da progressao geométrica.
A progressao geométrica tendo m+2 dois termos e sendo conhecido o primeiro termo, basta

calcular a razdo g. Substituindo »n por m+2 na férmula a seguir:

/4
= n—4/—
q a1
q — m—+1 aj
a

Teorema 2.3. A soma dos termos de uma progressdo geométrica limitada é dada por:

Obtemos:

__aq. (1 —q”)
Sn—li_q.

Onde q é a razdo da progressdao geométrica.

Demonstracdo. A forma generalizada da série geométrica é dada por:

n
Zal.ql_l —ai+arg+ar.g®+..+a.¢"
i=1

Seja s, a soma parcial dos n termos de uma progressao geométrica. Assim,
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Sp=aq —|—a1.q—|—a1.q2+...+a1.q”_1

Multiplicando s,, por ¢, temos:
q.5p=a1.9+a1.¢>+...+a1.¢" " +a1.q"
Subtraindo s,, — q.s,,, temos:

Sp—qsp=a1+a1.¢" = (1—q)sp=ar.(1—¢").

Logo,
ai-(1—q")
Sn -
l—q
O
Corolario 3. Seja (ay,a2,a3,-+ ,apn_1,an, ) uma progressdo geométrica ilimitada e s,, a
a
soma dos seus termos. Se |q| < 1, entdo sy, = 171 quando n — oQ.
Demonstragdo. Pelo Teorema 2.3, segue que
ai-(1—q")
Sn -
1—q
Fazendo n — oo em sy, como |g| < 1, segue que
. ai
lim s, =
n—00 1— q
ai
Logo, s, = T quando n — o0. 0
—q

2.1.4 Soma telescopica

Em matemdtica, a soma telescopica é uma soma da seguinte forma:

(ag—a1)+(a3—a2)+(a4—a3)—|—---+(an—an_l)

Esta soma pode ser simplificada:

(a2 —a1)+ (a3 —a2) + (as —a3)+-- -+ (an —an—1) = (an, — a1)
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Podemos escrever essa soma do seguinte modo

n
Y (an—an-1)=an—a
=1

n
Demonstracdo. Desenvolvendo o somatorio Z(an — ap—1), obtemos a soma
i=1

(ag—a1)+ (a3 —a2)+ (aa—agz) + -+ (an—1 — an—2) + (an — an—1).
Associando os termos de forma diferente, temos
an+ (a2 —az) + (a3 —a3) + (a4 —a4) + -+ + (an-1 — ap-1) + (ap—2 — an—2) — @
donde concluimos a férmula. 0

Naturalmente qualquer sequéncia de termos b,, pode ser escrita como uma soma telescé-
pica:

b1 = bn—i-(bz—bl)—|—(63—b2)+(b4—bg)—l-"'—I—(bn—bn_l) (8)

O problema a seguir foi retirado do simulado da I Olimpiada de Matematica dos Institutos

Federais - OMIF, realizado em 2018.

Exemplo 2.2. Seja n um ndmero natural e * um operador matemadtico que aplicado a qualquer
nimero natural, fornece a diferenca entre o seu inverso e o inverso do seu sucessor. Por exemplo,
11 1

*(6) = 6 T 1 Se aplicarmos esse operador a todos os nimeros naturais de 1 a 2018 e os

somarmos, que resultado obteremos?

Considere X o valor que o exercicio pede, isto é, X = (1) +*(2)+*(3)+---+*(2017) +
£(2018).

Desta forma, temos que

x=(1-5)+(G-3)+ G- (o 2om0)
N 2 2 3 3 4 2018 2019/

Por (8), temos que

1 2018

X=1-—=22"
2019~ 2019
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2.2 O pensamento recursivo

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 2006) estabelecem as

chamadas Competéncias e Habilidades em Matematica. Entre elas, destacam-se:
(i) Ler e interpretar textos de Matemaética;
(i1) Ler, interpretar e utilizar representacdes matematicas (tabelas, gréaficos, etc.);
(ii1) Identificar o problema (compreender enunciados, formular questdes, etc.);
(iv) Formular hipéteses e prever resultados;
(v) Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos;

(vi) Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos, fatos

conhecidos, relagdes e propriedades.

Segundo Pacheco (2003, p.11), o raciocinio recursivo (ou recursdo) possibilita a identifi-
cacdo de padrdes e, consequentemente, favorece a solugao de diversos problemas. Esta forma de
raciocinio € organizada em fases, de modo que a acdo seguinte € caracterizada pela repeti¢do

completa do raciocinio empregado na etapa anterior.

Para Abrantes (1999, p. 98), as criangas devem ser estimuladas a identificarem padroes
desde os anos iniciais de sua vida escolar, pois o “reconhecimento de regularidades em matema-
tica, a investigacao de padrdes em sequéncias numéricas e a generalizac@o através de regras que
os proprios alunos podem formular”, favorecem o processo de abstragdo, o qual é determinante

para a constru¢do de conceitos matemdticos.

Iezzi (2010) também atribui elevada importancia ao raciocinio recursivo, pois reconhecer
padrdes, validar conjecturas e construir generalizagcdes facilita o trabalho com sequéncias nu-
méricas. Neste sentido, para Lima (2006) muitas sequéncias sdo definidas por uma relagao de
recorréncia, ou seja, recursivamente. Definir recursivamente € criar uma expressao que permite
determinar qualquer termo da sequéncia em funcio do(s) antecessor(es) imediatos. A relacdo de
recorréncia aparece em todo tipo de aplicac¢do. Para achar uma expressao fechada para alguma

aplicagdo, teremos trés etapas:
(1) Considerar casos simples, para melhor compreender o problema;

(i1) Determine uma expressdao matemadtica e prove sua validade (essa expressao € a relacio

de recorréncia onde um termo depende dos antecessor(es) imediato(s);
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(ii1) Determine uma forma fechada para expressao matematica (essa forma fechada € a

solucdo da relacdo de recorréncia).

Mas como contribuir para que os alunos desenvolvam o pensamento recursivo? Encon-
tramos a resposta em Miller (1999, p. 555), que afirma que o “uso de materiais concretos e
representacdes pictdricas permitem ao estudante do ensino médio investigar informalmente o

processo de recursdo.”

Um dos beneficios em fazer uso das recorréncias e do pensamento recursivo é que
além de desenvolver o raciocinio 16gico e a capacidade de abstracao dos alunos, ¢ uma grande
ferramenta para as generalizacdes das solugdes nos problemas, tornando assim suas resolucdes

mais praticas, inteligentes e completas.
2.3 Recorréncia linear

A regra que define um valor de um termo de uma sequéncia em funcao de um ou mais
termos anteriores ¢ chamada de relacdo de recorréncia, € expressa por meio de uma equacao de

recorréncia.

As equacdes de recorréncia sio classificadas quanto a ordem, a linearidade e homogenei-
dade ou heterogeneidade. Uma equacdo de recorréncia de ordem k possui um termo em fun¢do
de seus k antecessores imediatos, sendo assim a de primeira ordem tem um termo em funcao
do termo anterior, ou seja, x,, depende de x,_1. J4 a de segunda ordem, contém um termo em
funcdo de seus dois antecessores imediatos. Dessa forma, a de ordem k contém um termo em

funcdo de seus k antecessores imediatos.

A seguir serd apresentado um estudo dirigido para a resolucao de recorréncias de primeira

e segunda ordem.

2.3.1 Recorréncia linear de primeira ordem

Definico 2.3. Seja (ay, ),cr uma sequéncia. E chamada rela¢@o de recorréncia linear de primeira

ordem quando cada termo da sequéncia (ay,),c1 depende apenas do seu antecessor imediato.

Vamos separar a recorréncia linear de primeira ordem, em trés partes:

1. Relacio de recorréncia do tipo
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ro—a

Tpt1=Tp+k(n), onde k(n)=b-n+c¢, neN e bjceR

Para resolver uma equacgdo desse tipo seguimos de modo que aplicamos a defini¢cao da

recorréncia paran = 0,1,2,3,4,---,(n— 1), isto é,
r1 =x0+k(0)
xro =21+ k(l)

3 =22+ k(2)
Ty =Tp—1+k(n—1).
Somando membro a membro as n equacdes, obtemos:
r1+a2+-xy =20+ T1 4+ 2Ty 1+k(0) - +E(n—1).
Somando —(z1 + -+ +,—1) em ambos os membros da igualdade, temos
tp=x0+k(0)+ - +k(n—1).

Se b = 0, entdo

Tp = a-+nc, pois Ty =a.

Caso contrério, k(0) + k(1) +---+ k(n—1) é a soma de n termos de uma progressdo

aritmética, isto €,

k(0) = c
k(1) = b+c

k(2) = 2b+c

k(n—1) = (n—1)-b+c.

Dai, segue que



42

[c+(n—1)-b+c]-n
5 :

EO)+k(1)+---+k(n—1)=

Logo,

zn:a+[c+(n—12)-b+c]~n‘ ©)

Observacdo 2.7. Se no tipo de recorréncia acima tivermos k(n) = b™ + ¢ teremos entdo que:

(a) Se b= 0, entdo x,, = a+ nc, como ja tinhamos visto;

n—1 n—1
. n_q
(b) Se Zk(z) = Zbl,comb%o e c:O,entﬁoxn:a—f—bO-bbl.
i=0 i=0 -

Exemplo 2.3. Qual o vigésimo termo da recorréncia x,,+1 =z, + 2", com x1 =17

Observe a construgdo a seguir

fL‘QZZEl—l—Ql
1'3:.1'2—1—22
xy =3+ 23

Tp—1=2Tp—2+ 2n—2

Tp = Tp_1+2" L.
Somando todas as igualdades teremos
zp =z +21 422423 ... pon7L
Como x1 = 1 temos que z,, = x1 + 2l 4+ 92493 1 ... 4271 (soma dos termos de uma
PG).

Logo,

1-(2"—1
xn:(z_1>:2”‘1~

Consequentemente o vigésimo termo e 220 — 1.

2. Relacao de recorréncia do tipo



43
Tro—a
Tpt1 =b-xn, com a,beR

Para determinar a solu¢cdo de uma equagdo desse tipo, seguimos 0 processo:

Tomen =0,1,2,3,4,---,(n—1), isto é,

r1=b-z9
IQZb-iL‘l
x3:b-x2

Tn=b 1,_1.

Multiplicando membro a membro as n equacgdes e depois dividindo ambos os membros

por (x1-x2-x3---Tp_1) Obtemos:

Mas zg = a (dado), logo

Tn,=b"-a

Exemplo 2.4. Resolva a recorréncia z,,+1 = 3-x,, com xg=2.

Considere o processo a seguir:

1 =3 20
£E2=3-$1
x3:3~:z:2

Tn =3 Tp_1.

Multiplicando membro a membro as n equagdes e depois dividindo ambos os membros

por (z1-x2-x3---Tp_1) Obtemos:

Tn = 3" x0.
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Mas zg = 2, logo
Tn=2-3".
3. Relacio de recorréncia do tipo

To=a

Tpy1=b-xn+c, onde a,b e ceR

Tomen =0,1,2,3,4,--- ,n—1, isto é,

r1=b-z0+cC
To="b-21+cC

r3="b-19+cC

Tp1=b-wp o+tc

Tp=b-Tp_1+cC

Multiplicamos a primeira equagio por b" 2, a segunda por "3, ---, a (n — 1)-ésima

por b e a n-ésima por Y, obtemos

V2o =g e b2
B3y =02 4 b3

bty =3 g - R

by =0z, 9+c-b

Tp=0b-2T,_1+cC

Somando membro a membro as n equagdes acima e fazendo as devidas simplificagdes,

obtemos

Ty =" g4 (040 4 07 72),

bn—l

Sabemos que b° + bt +b% - b = Lﬁ

e g = a. Logo,
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bt -1
b1
Exemplo 2.5. Resolva a recorréncia z,,+1 = 2-x, + 1, com g = 2.
Multiplicamos a primeira equagio por 2" 2, a segunda por 2" 3,---  a (n—1)-ésimapor 2 e a

n-ésima por 2, obtemos

272 gp =2""1 gy 10772
2"y =2"" 2 1"

2 gy =203 gy 1

2 X1 =22 2,_9+1-b

Tp =2 Tp_1+1.

Somando membro a membro as n equacdes acima e fazendo as devidas simplificagdes,

obtemos

Tp=2""1 g +1-(20 420 ... 2772,

on—l1
Sabemos que 29 =2 e 2V 421 ... 42772 = Lﬁ
Dai, segue que
. 2n—1 o
=2""".241-
Tn + 51

Logo,
Tp=3-2""1-1.

A seguir trataremos de um problema geométrico modelado através de recorréncias de

primeira ordem.

Exemplo 2.6. Determine o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados.

Note que queremos escrever o nimero de diagonais em fun¢do do nimero de lados
de cada poligono. Uma boa maneira de ajudar o aluno a encontrar a solu¢do do problema é
orientd-lo a representar geometricamente cada poligono convexo com as respectivas diagonais.

Vejamos, geometricamente, a contagem do nimero de diagonais para alguns poligonos:
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Figura 19 — Nimero de Diagonais de um Poligono Convexo

Fonte:<https://www.infoescola.com/matematica/numero-de-diagonais-de-um-poligono/>

Relacionando o nimero de lados do poligono como nimero de diagonais, podemos

construir a seguinte tabela:

Tabela 3 — Relacdo do niimero de lados com as diagonais do poligono convexo.

Numero de lados (n) | Numero de diagonais (dy,)
3 0
4 2
5 5
6 9
n dn,

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, temos que

dy—ds = (4—2)
ds —dy = (5—2)
dg—ds = (6—2)

dp —dp—1 = (n—2).

Adicionando os dois membros das igualdades acima, obtemos: d,, —d3 =2+3+---+
(n—2)
Sendo dz3 =0e2+3+---+ (n—2) a soma de uma progressdo aritmética de razdo 1 e

de (n — 3) termos, segue que

(2+n—2)-(n—3.

dy, = 5



https://www.infoescola.com/matematica/numero-de-diagonais-de-um-poligono/
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Logo,

_n-(n—3)
dy = 5 :

Observacao 2.8. Note que d,, ¢ uma fun¢ao quadraticacomn € Nen > 3.

2.3.2 Recorréncia linear de segunda ordem

Estudaremos somente as recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas, com coefi-
cientes constantes, que sdo sequéncias recursivas onde cada termo depende de dois antecessores

imediatos, isto €,

p4+2 =P Gpt1+q-a, =0, com q+#0.

Observacao 2.9. Se ¢ = 0, a recorréncia é, na verdade, uma recorréncia linear de primeira

ordem.

Recorréncia desse tipo € associada a equacdo do segundo grau,

2?4 p-x+q=0 (10)

denominada de equagdo caracteristica. Como ¢ # 0 ndo teremos zero como raiz da equagao

caracteristica.

O teorema a seguir, retirado de Carvalho (2013), tem grande relevancia no estudo das

recorréncias lineares de segunda ordem.

Teorema 2.4. Se as raizes de x> +p-x+q=0sdo x1 e x3 com x| # x2, entdo a, =
Ch -2+ Cq - ay € solugdo da recorréncia apy2 =p-apnt1+q-ap =0, com q# 0, para

quaisquer C7 e C constantes.

Demonstragdo. Substituindo a,, = C -z 4+ Ca - 25 na recorréncia a,42 =p-ap+1+¢q-ap =0,

obtemos
4 -:ﬂf+2+02-x§+2+p- (C’l -:v’f“%—Cg -x%“) +q-(Cr-2P4+Cy-25).

Reorganizando a equagdo, temos
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Cy-a} (a:%+p~a:1+q)—l—02-x% (m%+p-x2+q).

Mas observe que 1 e 29 sdo raizes de z° +p-z+q = 0.

Logo,
Cy-21-04C2-0=0.
]

Teorema 2.5. Se as raizes de 2 +p-x4+q=0sdo x1 e x2, com x| = T2, entdo a, =
Ch-20+n-Cy- a7 € solugdo da recorréncia ani2 =p-apnt1+q-ap =0, com q#0, para

quaisquer Cy e Cy constantes.

~ p S . ~ ~ p —p
Demonstracdo. Se as raizes sdo iguais entdo, pela relacdo da soma das raizes, x = 5

Substituindo a,, = C1 - 21 + Cy - % na recorréncia ay42 = p- ap+1+ ¢ - a, = 0, obtemos
Cr-2"2 40y (n+2)-2" 24 p- [OCra" +Co- (n4+1) - 2"+ ¢ (Cr - 2"+ Oy -n-2™).
Reorganizando a equacdo anterior, temos que
Cr-x™- (x2—|—p-x+q> +Cy-n-z" (:172+p-a:—|—q) +Cy -2t (224 p).

Mas 22 +p-2+g=0ex = %p,istoé,lx:—p.

Logo,

Cy-2"-0+Coy-n-0+co 2" (—p+p) =0.

Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia dos nimeros de Fibonacci € definida por meio de uma simples recorréncia.
Denotaremos F}, como o n-ésimo nimero de Fibonacci. A partir de dois termos iniciais (F1 =
F5 =1) os termos subsequentes sdo obtidos pela soma dos dois termos imediatamente anteriores.
Assim, como F1 =1e Fy =1, segue que F3 = F1 + F> =1+ 1 = 2. Genericamente, a lei de
recorréncia para a sequéncia de nimeros de Fibonacci € escrita por F, = F;,_1 + Fj,_2, isto é,

s@o simples nimeros inteiros definidos pela relacao de recorréncia.
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F,=F, 1+ F,—9, para n > 3.

Os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci sdo:

Tabela 4 — Primeiros termos da sequéncia de Fibonacci

n 213(4|5(6]7 (8|9 10|11 12 | 13 | 14
Fol 1111213581321 |34|55]|89 ]| 144|233 377

Fonte: Elaborado pelo autor

A simplicidade desta regra - a relacdo de recorréncia mais simples possivel na qual
cada nimero depende de dois prévios - é responsavel pelo fato de os nimeros de Fibonacci
surgirem em uma ampla variedade de situacdes. A seguir, apresentam-se alguns resultados e/ou

propriedades relacionados com a Sequéncia de Fibonacci.
Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Comecaremos com uma propriedade referente a soma dos n primeiros nimeros da

Sequéncia de Fibonacci:

Teorema 2.6. A soma S,, (n > 1), dos n primeiros niimeros da Sequéncia de Fibonacci é dada

por

Sn = apy2—1 (1)
Demonstracdo. Tem-se que
a1 +az = as = ap =ag—az
as +asz = aq = a2 =a4—as
as+aq4 = as = az = a5 — a4

anp+ap—1 =0p41 = Gp—1 = ap+1 —0n
an+1+an =0nt2 = Ap = 0py2 — Ap4l.
Somando membro a membro as igualdades e simplificando termo a termo todas essas

igualdades, obtém-se
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Sp=a1+azx+a3+---+ap—1+a, = aps2 —an.

Como a2 = 1, temos que S, = an+2 — 1. O

Teorema 2.7. A soma S? dos quadrados dos n primeiros nimeros de Fibonacci é dada por

S% = ant1 (12)

Demonstracdo. Temos que a1 = ag = 1, dai tem-se que a% = aj -az. Paraum k € N, tal que

k > 1, temos

9
A~ Ayl — Qp—1 - A = A - (A1 — Qp—1) = Qg - Q) = a, (13)

Ja que, pela identidade ay, = aj1 — ax—1. Fazendo-se k = 2,3,4,--- ,n na igualdade

(13), obtém-se que

aj = ai-ag
CL% = a9 - as — ai - ag
a% = as - a4 — as - as
2 —
ap_1 = QAp—-1-0an — 0ap-2° 0p-1
2 —
a,, = Aap-ap+1 — anp—1 - 0Qp.

Somando membro a membro todas as n igualdades e simplificando a expressao resultante,

tem-se

S2=a3+dd+a}- a2 1 +d2=an ani1.

A seguir apresentaremos um interessante problema de contagem utilizando dominos.

Exemplo 2.7. (Problema dos Dominds) De quantas maneiras podemos guardar n dominds

2x1lemumacaixa2xn ?

Seja x,, 0 nimero de maneiras de distribuir os » dominds na caixa. Vejamos, na Figura

20, alguns casos pequenos:
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Figura 20 — Primeiros casos do problema dos dominds

:c1:1:|:| =2 5 m3:3:‘ }, H

24=5: :

Fonte: <https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf>

Lembrando que a ideia em recursao, € obter cada valor em func¢do dos anteriores, observe,

na Figura 21, o que ocorre quando tiramos a ultima parte do caso n = 4:

Figura 21 — Problema dos dominés caso n = 4

==

Fonte: <https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf>

Note que ao tirarmos o fim de cada possibilidade, obtemos uma possibilidade menor.

Como os fins tem tamanho 1 ou 2, reduz-se ao caso anterior ou pré-anterior, de modo que
T4 = T3+ To.

E claro que isso pode ser generalizado para

Tp = Tp—1+Tp—2.

Vamos agora resolver esta recorréncia, e consequentemente, generalizar a solugdo para a
caixa de dominé 2 X n . A equacdo caracteristica € a mesma da Sequéncia de Fibonacci, visto
que as recorréncias apresentam a mesma lei de formacao, a partir do terceiro termo, escrevemos

como a soma dos dois anteriores. Dai, segue que

?—t—1=0. (14)

As raizes de (14) sao


https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf
https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf

52

Assim a solugdo geral serd

1+\/3>”+02'<1—¢5

n
5 5 ) , com C1 e Cy €R.

T, =C1- <
Observe que a diferenca entre este problema e a Sequéncia de Fibonacci sdo os termos
iniciais, que nesse caso sdo r1 =1 e xp = 2.

Substituindo esses termos, ficamos com o sistema de equagdes

o (5550 (57

Ch - (1+2\/5)2+02- (1_2\/5>2:2.

Resolvendo o sistema de equacdes acima, encontramos

5+V6 5=
10 ST

C) =
Assim a solugdo para caixa de domind 2 x n €

o= (5+10V§> | <1+2¢3>”+<5—10¢3> | <1_2¢3>n.

A partir de agora o leitor serd capaz de reconhecer padrdes recursivos aplicando os
conceitos e técnicas estudadas até o momento nos mais diversos problemas. Neste trabalho
damos énfase ao estudo das recorréncias lineares de primeira e segunda ordem com o intuito de

realizar uma modelagem para o Ensino Médio.

De acordo com Lima (2006), a aprendizagem em matematica se da a partir de trés etapas,

sdo elas: conceituagdo, manipulagdo e aplicacao.

Vimos neste capitulo a conceitua¢do e a manipulacao das recorréncias. No capitulo a
seguir, abordaremos as aplicagdes referentes as recorréncias em progressoes, aos problemas
de contagem, matematica financeira e fractais. Além disso, veremos problemas envolvendo o

pensamento recursivo que podem ser aplicados ao ensino médio.



53

3 APLICACOES DAS RECORRENCIAS NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo serd apresentada algumas aplicagdes de sequéncias de recorréncia lineares
na modelagem e na solucdo de problemas. Como este trabalho estd direcionado ao nivel bésico de
ensino, algumas aplicacdes mais aprofundadas ndo serdo abordadas, mas poderdo ser consultadas
em livros descritos na bibliografia. Além da aplicacdo na Sequéncia de Fibonacci introduzida no
capitulo 2, mostraremos também, aplicacdes no contetido do ensino médio como: Progressao
Aritmética, Progressao Geométrica, Contagem, Matematica financeira e Fractais, bem como,
problemas de olimpiadas utilizando o pensamento recursivo e algumas aplicacdes em outras

areas como: fisica e quimica.

3.1 Recorréncias nos conteiidos de matematica

Apesar de termos caracterizado as progressdes aritmética e geométrica no capitulo 2, o
nosso objetivo nesta abordagem nao é de oferecer uma proposta de resolucao de questdes de
progressdo aritmética através de sequéncias de recorréncias, mas sim de mostrar que a progressao

aritmética pode ser modelada através de sequéncias de recorréncia.

3.1.1 Progressdo aritmética

Considere a sequéncia a seguir
r=a,r0=a+r,x3=a-+2r,---

pela defini¢do de progressdo aritmética, vale a relacdo x,,+1 = x,, + 1 e, também, z,,+ 2 =

Tn+1+7,1s0lando o valor de » em ambas as equagdes e comparando-as, tem-se que:

In+2 — Tn+1 = Tn+l1 — Tn,

consequentemente,

Tpt2 =2 Tyl — T (15)

Logo, uma progressao aritmética € uma sequéncia de recorréncia linear homogénea de

ordem 2. O polindmio caracteristico de (15) é
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A=2.c—1,
e suas raizes sdo iguais, ou seja,
Cl =C = 1.
A solucdo da equacdo é da forma
Tp=a-cl+n-f-cy (16)

Substituindo ¢y = c2 =1, x1 = a € r2 = a+r na equacdo (16) encontramos o seguinte

sistema
a=a+f
a+r=a+2p
Resolvendo o sistema obtemos a = o —r ¢ 3 = r. Voltando a (16) e substituindo estes
valores, concluimos que, a férmula fechada para o termo geral da progressao aritmética é

Tp=a+(Mn—1)-r

A seguir apresentaremos um interessante problema utilizando o contexto de irrigagcao de

uma horta.

Exemplo 3.1. Numa horta hé 40 canteiros, cada qual com 16m de comprimento por 2m de
largura. Para rega-lo, o horteldo carrega baldes com 4dgua do poco, situado a 14m da extremidade
da horta como na figura 22, rodeando o canteiro pelo sulco de separacdo. A dgua que o horteldao
carrega, da para regar somente um canteiro. Qual o comprimento do caminho percorrido pelo

horteldo para regar a horta toda?

Para regar o primeiro canteiro, o horteldo tem que fazer um caminho igual a

a1 =14+16+2+16+2+14 = 64.

Para regar o segundo, percorre

ag=14+2416+24+16+2+2+14 =64 +4.
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Figura 22 — A rega da horta

e A

Fonte:<https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=37151>

Para regar o terceiro, percorre
a3 =14+24+24+16+2+16+2+2+2+14=64+4+4=az+4.

Recursivamente, temos:

ays = asz+4
as = a4+4
ag = as+4
n-1 = ap—2+4
an = Qp-1+4.

Somando membro a membro as n equacdes acima e fazendo as devidas implicagdes obteremos

an =64+ 4n.

Dai, para regar a horta toda, o horteldo tem que percorrer

Si0 = a1+az+ -+ asg +aq.


https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=37151
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Que pelo método de Gauss, ji apresentado, temos:
S0 = (a1 +aqp) - 20 = (644 224) - 20 = 5760.
Portanto, o horteldo tem que percorrer 5760m.

3.1.2  Progressdao geométrica

Considere uma progressao geométrica de razao q, da forma
— — a2
xl_CL’xQ_a'q’xg_a.q st

pode ser reescrita usando a relagao

In+l =4 Tn (17)

Portanto, uma progressdo geométrica € uma sequéncia de recorréncia linear homogénea

de ordem 1. Variando o valor de n > 1 em (17), chegamos a

T2 = q-x1
r3 = Q-T2
Ty = q-73
Ipn = (¢ Tp—1.

Multiplicando cada termo e simplificando os fatores iguais, chegamos a

como ¢ aparece n — 1 vezes e 1 = a concluimos que, a férmula fechada para o termo geral da

progressdo geométrica é

Tp=a-q

Apresentamos a seguir um problema envolvendo depreciacao de um veiculo que para
resolvé-lo usamos um raciocinio recursivo. Um carro novo custa 2$18.000,00 e, com 4 anos de
uso, vale R$12.000,00. Supondo que o valor decresce a uma taxa anual constante, determine o

valor do carro com 1 ano de uso. Temos que ap = 18000 e a4 = 12000. Sabemos que
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ay = q-ap

az = q-ai

az = q-a

ay = ¢q-as.
Multiplicando as igualdades, teremos

ay = q4-ao.

Substituindo ag = 18000 e a4 = 12000, ficamos com
12000 = ¢* - 18000,

logo

Assim

2
a1 = 18000 - C/;

Portanto, o valor do carro com 1 ano de uso serd de R$16.264,84.

Na subsecdo a seguir apresentamos e resolvemos alguns problemas de contagem usando

recursao.
3.1.3 Contagem

Iremos analisar a seguir um problema classico de andlise combinatdria, cuja resolu¢ao
€ usualmente proposta fazendo uso do principio multiplicativo. Entretanto, mostraremos que é
possivel resolvé-lo fazendo uso do pensamento recorrente, € a0 conjecturarmos uma solugao
que valoriza a construcao conceitual, geramos um aprendizado mais significativo e ndo apenas a

transmissao de conceitos prontos e acabados.
De quantas maneiras n pessoas podem formar uma fila?

Seja F}, a resposta do problema, onde £, é o nimero de maneiras de n pessoas formarem

uma fila. Podemos formar apenas uma fila com uma pessoa e duas filas com duas pessoas,
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com isso, se tivermos 3 pessoas A, B e C, no momento que se decide que a fila vai comegar
com a pessoa A, o que resta a fazer? Resta-nos fazer filas com as duas pessoas que sobraram,
porém, este problema ja foi resolvido anteriormente. N@o € surpreendente que existam duas filas

comegando por A, duas comecando por B e outras duas comegando por C.

Perceba que esse tipo de processo € justamente o que d4 origem ao pensamento recorrente,
ou seja, na prética é o que acontece, vamos estudando casos mais simples e resolvendo o problema
vdrias vezes com valores pequenos, dai, quando resolvemos o problema com valores um pouco
maiores comegamos a reconhecer padrdes, a partir desse momento nos damos conta que haviamos

resolvido o problema vdrias vezes.

Retomando o problema, agora para 4 pessoas, em lugar de fazermos uma lista, podemos
aprender com o processo € organizar o pensamento de forma a ndo precisar listar todos os
elementos. Por exemplo, filas comecando por A serdo 6, pois, se ja determinei que a pessoa A
estd iniciando a fila o que resta € o problema de fazer filas com 3 pessoas que ja foi resolvido.
Assim, sendo as pessoas A, B, C'e D a formarem as filas, temos 6 filas comegando por A, 6 por

B, 6 por C e outras 6 por D, ou seja, hd 4 grupos de 6 filas.

Além disso, faz-se necessario notar que todas as filas sao distintas, pois comecaram com

pessoas diferentes. Dai,

Tabela 5 — Problema das filas

N E,

0

1 1

2 3-2=6

3| 4:-6=24
4 15-24=120

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Dessa forma, com 5 pessoas o padrdo se repete, pois, fixando a primeira pessoa resta um

problema da fila com 4 pessoas.

Normalmente, esse problema € resolvido fazendo vérias decisdes do principio multiplica-
tivo. Escolhe-se a primeira pessoa da fila, depois a segunda, em seguida a terceira e assim por
diante. Com o pensamento recorrente, reduzimos um pouco esse processo, pois, escolhendo-se a
primeira pessoa da fila, o problema recai no anterior. Assim, em vez de se fazer cinco etapas
do principio multiplicativo, apenas duas etapas serdo necessarias utilizando do pensamento

recorrente.

Em geral, tem-se a seguinte relacio de recorréncia:
F, n="n- F, n—1-

Lembrando que uma relagdo de recorréncia estd associada a uma sequéncia de valores,
que no nosso caso € a sequéncia das respostas do problema proposto para diferentes valores de n,
ou seja, € uma forma de calcular um termo da sequéncia em funcao de algum, ou alguns, termos

anteriores.

As vezes conseguimos encontrar formulas fechadas para recorréncias e as vezes ndo. A
equacao Fy, =n- F;,_1 ndo € suficiente para determinar os valores da funcdo, temos que saber

onde comecgar.

Fazemos agora, um paralelo com a defini¢do de fatorial. Com efeito, quantas sdo as filas
formadas por zero pessoa? Apenas uma, a fila vazia. Ao definirmos 0! = 1 a recorréncia funciona

perfeitamente.

Entao,

Fo=n-F,

F1:10uF0:1

definem a recorréncia.

O conceito de fatorial € muito utilizado no estudo de arranjos e permutacdes, a fim de

facilitar os cdlculos. A ideia € bastante simples e de facil compreensao.

Definicao 3.1. O fatorial de um nimero inteiro n nio negativo, € indicado por n! (1é-se “n

fatorial”) e € descrito pela relacdo:
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ol=1

nl=n-(n—1)!,sen>1

Um problema interessante é o cdlculo do n!, pois o fatorial de n cresce muito rapido,

sendo trabalhoso até para os computadores.

Dessa forma, verificaremos agora se de fato F;, =n- F,,_1; = n!. Como ja é conhecido,
através da solugdo da recorréncia encontraremos o termo geral que a caracteriza, note que ao

multiplicarmos cada termo e simplificando os fatores iguais das igualdades a seguir

I3 = 3 Fy
o = 2 F
P = 1

obtemos a seguinte equagao:

Fo=n-(n—1)-(n—=2)----- 3-2-1.

Portanto, o termo geral da recorréncia € dado por

Fo=n-(n—1)-(n—=2)----- 3:2-1=nl

A seguir apresentamos um problema que usamos do raciocinio recursivo para encontrar
uma solu¢do mais rapidamente. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a

{0,1}, que possuem um niimero {mpar de termos iguais a zero?

Chamamos de z,, o nimero de sequéncias com n termos que satisfaz as condi¢des do
problema. Dividimos o problema em dois casos:
I - Se o primeiro elemento for 1, para formar a sequéncia basta determinar os termos a partir do
primeiro o que pode ser feito de x,,—1 modos;

IT - Se o primeiro elemento for 0 (zero), teremos que o resto da sequéncia deverd ter uma
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quantidade par de zeros; sendo assim, para encontrarmos essa quantidade, podemos pegar 2"
que € a quantidade total de sequéncias e subtrair o nimero de sequéncias que tem uma quantidade

impar de zeros. Sendo assim, teremos on=l_ g .
_ 2n—1 _ _ 2n—1
xn—xn—1+( xn—l) = .

A seguir apresentamos um problema cldssico de contagem, em que o pensamento recur-

sivo se faz necessdrio para resolvé-lo.

(Pizza de Steiner) Qual o nimero maximo de regides em que n retas podem dividir o

plano?

Note que o nimero maximo de regides € obtido para cada n, a reta n+/ intersecta as n ja
existentes, pois tracando uma reta temos duas regides, com a segunda reta se origina mais duas

novas regides € a terceira reta obtém-se a mais trés novas regides. Como verificamos na tabela:

Tabela 6 — Relagio entre o niimero de retas e a quantidade de regides

Numero de retas | Quantidade de regides
0 1
1 2
2 4
3 7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, a nova reta subdivide (n + 1) regides obtendo assim (n + 1) novas regioes,
ou ainda, a quantidade de regides obtidas por n retas € igual ao nimero de regides definidas por

(n — 1) retas mais n.

Assim, a equagdo de recorréncia x, = rp—1 +n,paran =0,1,2,---, com zg = 1 deter-
mina o nimero méaximo de regides x,, em que n retas podem dividir o plano. Resolvemos esta

recorréncia ndo-homogénea pelo método de expandir, conjecturar e verificar, temos:

ro=1

Tpt1 =Tn+ (n+1).

Listando os termos obtemos:
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r1 = 20+1
T9 = 1 +2
r3 = T9+3
Ty = Tp—1-+N.

Somando membro a membro, tem-se:

ritaxotar3t+--+r, = xotritret-trp1+1+243+--+n
Ty = x0+14+243+---+n.

Logo,
. 1
v — 2 n-(n+1)
2
Assim, a possivel solucao da recorréncia é:
n?+n+2
Tp = f
Agora, verificamos a validade da férmula acima por indug@o. Note que para n = 0, tem-se
que:
L0042 2
T T2
n?+n+2

Suponhamos agora que z,, = seja vélida para algum n € N. Somando n + 1 a ambos

2
os membros dessa igualdade, obtemos:

Tptl = Tp+n+1

n?+n+2
= #—l—n—i—l
n24n+2+2n+2
2
(n®+2n+1)+n+3
2
(n+1)2+n+3
2

0 que mostra que a férmula vale para todo n € N.
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3.1.4 Matematica financeira

A seguir destacamos algumas situag¢des do cotidiano financeiro que fornecem correlagio

com processos recorrentes.
Acréscimos Sucessivos

O saldrio em uma certa empresa aumenta 2 % ao ano. Entéo, para n > 1, temos recursi-

vamente:

So = 1,02-5;
Sy = 1,02-5
Sy = 1,02-53

Snfl - 1, 02 N Sn—2
S, = 1,02-8, ;.

O salério S, de um funciondrio, no n-ésimo ano serd igual ao saldrio S;,—1 do ano
anterior mais o aumento do saldrio, que € igual a 2 % do saldrio S,,_1. Multiplicando membro a

membro as n — 1 equacdes acima, obteremos:
Sp=1,02""1.5;.

Concluimos que o saldrio no n-ésimo ano é igual a (1,02)"~! vezes o saldrio no primeiro
ano. Desta forma, para saber o salario de um funciondrio no n-ésimo ano de trabalho basta saber

seu salario inicial e o numero de anos de trabalho.
Juros compostos

E um modelo de aplicagdo financeira que utiliza o raciocinio recursivo fundamentado em

progressoes geométricas. Vejamos a tabela a seguir:

Os montantes resultantes no final de cada periodo formam uma recorréncia linear homo-

génea de primeira ordem, onde, m,, representa 0 montante no n-ésimo periodo.
Mpt1 =mp - (1+1) emg=Ch

Observamos que no final de n periodos os montantes obtidos formam uma progressao

geométrica em que Cj (capital inicial) e o primeiro termo da progressdo e a razdo é (1 +1).



64

Tabela 7 — Montante no final de cada periodo

Periodos | Inicio | Juros Montante Final
1° C i-C Mi=C+i-C=C-(1+1)
2° My 1- M M2:M1+i-M1:M1'(1+i)
=C-(1+i)-(14+i)=C-(1+1i)?
30 Mo 1- Mo M3:M2+i-M2:M2~(1+i)
=C-(1+4)2-(1+i)=C-(1+1i)?

Fonte: Elaborado pelo autor

Como o termo geral da progressio geométrica é a,, = a1 - ¢" !, temos que no final de n perfodos

o montante serd M, = C'-(144)" e os juros j serd: j = M —C.
Questao - Enem 2011

Uma pessoa aplicou certa quantia em agdes. No primeiro més, ela perdeu 30 % do total
do investimento e, no segundo més, recuperou 20 % do que havia perdido. Depois desses dois
meses, resolveu tirar o montante de R$ 3.800, 00 gerado pela aplicagdo. A quantia inicial que
essa pessoa aplicou em agdes corresponde ao valor de
A) R$ 4.222 22
B) R$ 4.523,80
C) R$ 5.000,00
D) R$ 13.300,00
E) R$ 17.100,00

Essa questdo utiliza o raciocinio recursivo, pois o montante no segundo més gerado
pela aplicacdo vai depender do montante do primeiro més, estabelecendo assim uma relagdo de
recorréncia. Chamando de C' a quantia inicial que foi aplicada em agdes, também considerando

o montante do primeiro e do segundo més, respectivamente por M e Mo, temos:

M =C-30%-C

Mo = My +20 %- (30 %-O).

Pelo enunciado temos que o montante My = 3800, logo:

(0,7)-C+(0,2)-(0,3) - C = 3800 — C = 5000.

Portanto, a solu¢do da questdo é a alternativa C'.
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Financiamento

Na compra de uma casa € feito um financiamento do valor ¢y que deve ser pago em 15
anos, em parcelas mensais fixas e iguais a k. Devemos determinar o juro mensal cobrado neste
empreendimento. Considere cq a divida inicial. Entdo a divida c,, num més n € dada pela divida

corrigida do més anterior menos a parcela paga no més, ou seja,

Chtl=Cnta-cn—k=(14a) c,—k.

Nosso objetivo € encontrar uma férmula fechada para ¢,,. Expandindo a recorréncia,

temos

aa= (+a)c—Fk

= (+a)-a—k = (1+a) - — (I+a)k—k
cs= (l+a)co—k = (1+a)dc - (1+a)? k- (1+a)-k—k
cn= (14+a)-ch1—k = (1+a)"cg + (1+a)—k

—k-(I+(1+a) + (I+a)?+-- +(1+a)" ).

Como em ¢, temos uma soma dos termos de uma progressdao geométrica, podemos concluir que

(1—1—04)”—1'

cn=1+a) co—k- -

Investimentos sucessivos

Leticia € servidora puiblica e recentemente conseguiu uma progressao de carreira. Devido
a esta promocao, ela decidiu investir parte do seu saldrio. Suponha que ela tinha disponivel, antes
da promocao, um capital de 1000 reais e que todos os meses, apOs pagar todas as suas contas,
lhe restard 1000 reais. Se ela realizar investimentos sucessivos que lhe rendera 0,5 % ao més,

qual serd seu montante no n-ésimo més?

Inicialmente, temos que a relagdo de que o montante (M) € igual a soma do capital (C') e

o juros (J), isto é,
M=C+J=C+i-C=(1+41)-C,

onde 7 € a taxa de juros.
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Seguindo essa ideia, considere x;,, 0 montante de Leticia no n-ésimo més. Observando os

investimentos sucessivos, temos que

zy = 1000
z1 = 1000+ (1,005)- zq
zy = 1000+ (1,005) -z
z3 = 1000+ (1,005)- zy
x4 = 1000+ (1,005)- z3

Zn = 10004 (1,005) zp_1.

Substituindo xg em x1, £1 em X9, T2 €m 3 € assim sucessivamente, encontramos uma

relacdo de recorréncia relacionando x,, aos seus termos antecessores. Facamos:

Lo

1

T2

T3

— 103

= 10%+(1,005)-10?

= 103+ (1,005)-71 =  10>+10%-(1,005) + 103- (1,005)?

= 103+(1,005) 29 =  1034103-(1,005)+103-(1,005)?>  +103-(1,005)3

= 103+(1,005) -2, 1= 10°410%-(1,005)+103-(1,005)>  +10%-(1,005)>
- +103-(1,005)" 1 +103- (1,005)"

Note que x,, € a soma de uma P.G com n + 1 termos, razdo ¢ = 1,009 e primeiro termo

103. Daf, segue que

" : ml—q 1,005"+! —1
—3°103.1,0050 =103 & —~ —qp3. 2 2
n ; ’ q—1 1,005 1

Logo,

x, = 200000 - 1,005™ 1 —200000.

3.1.5 Fractais

Os Fractais' sdo formas geométricas que apresentam padrdes que se repetem infinita-

mente, onde cada uma das partes repetidas desta figura € semelhante a toda ela, ou seja, sdo

1

Do Latin Fractus que significa quebrado ou irregular.
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autossemelhantes.

O nosso objetivo € analisar o fractal conhecido como o Floco de neve de Koch, construido
pelo matemaético sueco Helge Von Koch (1870-1924), a partir da Curva de Koch. A curva de

Koch € construida segundo as etapas:

1 - Toma-se um segmento AB de comprimento [y = [, divide-se o seu comprimento por
3 e no lugar do segmento médio constroi-se um tridangulo equilatero de lado igual aos segmentos

. . ) l
adjacentes, obtendo assim, 4 segmentos de comprimento /] = go, como na figura 23:

Figura 23 — Curva de Koch - Etapa 1

Fonte: SALLUM, Elvia Murer. 2005.

2 - Divide-se o comprimento de cada novo segmento por trés e constroi no lugar de cada
segmento médio um tridngulo equildtero de lado igual aos segmentos adjacentes, gerando 4

) [
novos segmentos de comprimento [y = 51, como na figura 24:

Figura 24 — Curva de Koch - Etapa 2

/\
A A

Fonte: SALLUM, Elvia Murer. 2005.

3 - Repete-se o processo para cada segmento da figura anterior, formando no lugar de

) l
cada segmento, 4 novos segmentos de comprimento /3 = §2, como na figura 25:

Figura 25 — Curva de Koch - Etapa 3

Fonte: Fonte: SALLUM, Elvia Murer. 2005.

4 - Repete-se o processo indefinidamente.
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Para melhor compreender a sequéncia de dados das etapas, vamos organiza-los na tabela

Tabela 8 — Anélise da Curva de Koch

Etapa | Nimero de | Comprimento de | Perimetro
segmentos cada lado
Inicial 1 lo lo
1 4 Iy = lo 4-1
1= 3 1
[
2 42 ly = 51 2.1,
ly
3 43 lg = 3 4315
I
n An =3 ! an.,

Fonte: Elaborado pelo autor

Observando a tabela 8, temos que [,, € o lado da figura na etapa n, chamando de p,, o

perimetro da curva na etapa n, pela andlise feita na tabela 8, concluimos por recorréncia que

pn:4n'ln- (18)

Precisamos encontrar uma férmula fechada para p,,, para isso devemos expandir a

A s lnfl
recorréncia [,, = 3 comlgp=1.

l
zlzgo
l
b= 5
l
o= 3
I
ln:ngl

Multiplicando termo a termo e simplificando os fatores correspondentes, multiplicando

1 o
os n fatores 3 e substituindo [y = {, obtemos

lp=—. (19)
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Substituindo (19) em (18), obtemos

P =1- (g)n (20)

Logo, a partir da sequéncia (20) podemos encontrar o perimetro em qualquer etapa n. A
Curva de Koch permite identificar pela geometria diversas sequéncias de recorréncia e podemos

fazer alguns questionamentos pertinentes, tais como:
Com as transformacdes, como varia o nimero de lados?
Como varia o comprimento dos lados da curva?
Como varia o perimetro da curva?
O perimetro € finito ou infinito?

Pela tabela 8 podemos perceber que o nimero de lados varia segundo uma progressao
geométrica de razao 4, o comprimento de cada lado varia segundo uma progressao geométrica de

1 . .
razao 3 e o perimetro varia de acordo com a expressao (20), que podemos facilmente perceber,

. P 4
que trata-se de uma progressdo geométrica de infinitos termos onde a razdo ¢ = - > 1 e portanto
3
a soma cresce sem limite. Apds construirmos e analisarmos a Curva de Koch podemos usar as
conclusdes para estudar o Floco de neve de Koch. Para construi-lo devemos aplicar a mesma
ideia da Curva de Koch a um tridngulo equilatero de lado 1. A partir dai, usa-se os dados da

andlise descrita na tabela 8, para observamos a drea, pois agora trata-se de uma figura fechada.

Ap0s realizar quatro transformagdes no tridngulo equildtero (etapa inicial), podemos

observar o comportamento geométrico deste fractal na figura 26.

Figura 26 — Transformacdes do Floco de Neve de Koch

TPt L s

Etapa inicial 1

Fonte: GOMES, Ant6nio do Nascimento.

Observando a etapa 1, podemos facilmente ver que podemos circunscrevé-la em um

hexagono regular de lado
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l
L=—.
V3

0 mesmo acontece com as outras etapas, como podemos visualizar na figura 27.

Figura 27 — Hexagono e o Floco de Neve

AR RN

Fonte: GOMES, Ant6nio do Nascimento.

Desta forma, podemos estimar a area do Floco de neve de Koch através do hexdgono

regular supracitado. Como a area do hexagono regular é dada por

P

Ap, 5

podemos inferir que a drea do Floco de neve de Koch deve ser menor ou igual a drea do hexagono.

Logo podemos supor que sua area seja finita.

Analisando a figura 27, em relacdo ao Floco de neve de Koch, podemos perceber que as
copias geradas a cada itera¢do sao semelhantes a figura inicial, portanto suas dreas, assim como

seus lados, sdo proporcionais. Isolando a etapa 1 apresentada na figura 27, obtemos a figura 28.

Figura 28 — Area do Floco de Neve

A A

Fonte: BATANETE, ANA. CASTRO, ANDREIA. LAGO, HIRLLANY (2004).

Observe que, podemos relacionar a drea de cada copia do triangulo inicial com o proprio

triangulo inicial. Como a drea do tridngulo inicial é
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. ! .
concluimos que a drea de cada cdpia apresentada na figura 28 é 9 Ap, logo a drea total da etapa
1 serd calculada pela soma da area do tridngulo inicial Ayg com o produto do nimero de copias

pela drea de cada copia, ou seja,
1 1
Aq :A0+3-§-A0 :AO+AO'§-

Estendendo este raciocinio, podemos produzir a tabela 9.

Tabela 9 — Andlise do Floco de Neve de Koch

Etapa | Numero de copias | Comprimento de Area
em cada etapa cada lado
Inicial 0 lo Ap
1 3-1 l Ao+3 ! Ag=Ap+ A L
3 0 g “o=dot Ao g
2 3-4 Z A+31A+34(1)2
32 0o 0 9
1 114
— An+ An-(=+=.2
ot Ao (3+35°3)
4r l 4n -
n 3- 37 “in

Fonte: Elaborado pelo autor

Ao observar as interacdes apresentadas na tabela 9, observamos que a drea total A; da
figura limite, chamada Floco de neve de Koch, é dada por Ay somado com a soma dos termos de

) .. ) Ao 4 )
uma progressio geométrica S com primeiro termo igual a — e razdo — < 1, ou seja,
3 9

Ay =Ag+S.

Como as iteragcdes ocorrem indefinidamente e a razao da progressdo é menor que 1, entdo

a soma dos infinitos termos da progressao geométrica € um ntimero finito, € dada por

Ag
_ .3 _3
S = =5 Ao,
1— =
9
?.V3 .
e como Ag = — a area total A; do Floco de neve de Koch é

223

Ay F

21
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Diferentemente do caso do perimetro da Curva de Koch, a drea do Floco de neve de Koch
pode ser calculada, mesmo sendo uma figura de perimetro infinito, tornando-se uma caracteristica

importante deste fractal, e nada intuitivo.

Apresentamos a seguir a relevancia do conteudo de recorréncias para o aluno de olimpia-

das matematicas.

3.2 Problemas utilizando o pensamento recursivo

Desenvolver no aluno a habilidade de enxergar padrdes e regularidades pode tornar a
tarefa de resolver problemas no ensino médio bem mais fécil. Nesta secdo serdo listados alguns
problemas relativamente dificeis a primeira vista, que quando resolvidos utilizando o pensamento

recursivo e as recorréncias ficam bem mais simples.

3.2.1 Problemas olimpicos

Desde 2005 a Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas - OBMEP, vem
conquistando espaco nas escolas tornando a matematica mais atrativa para os alunos, uma vez
que apresenta questdes que exige um pensamento construtivo para a sua resolug@o e nao solucdes
padronizadas por meio de aplicagdes de férmulas. Muitos problemas apresentados nas aulas de
matemadtica do ensino médio que sio considerados dificeis a primeira vista, podem ser resolvidos
mais facilmente aplicando o processo recorrente. Nesse sentido, veremos que € possivel empregar

técnicas recursivas na resolug¢do de problemas abordados no ensino médio.

O problema a seguir foi retirado de uma avaliagdo da OBMEP-2012, Questao 09, Nivel
2, foi selecionada por basicamente dois motivos: primeiro por ter sido proposta nas provas dos
trés niveis da olimpiada e segundo por poder ser resolvida de maneira criativa e a0 mesmo tempo
simples, utilizando, inclusive, o conceito de progressao aritmética, assunto importante constante

no curriculo do ensino médio.

Problema 1 - Renata montou uma sequéncia de tridngulos com palitos de fosforo,
seguindo o padrao indicado na Figura 29. Um desses triangulos foi construido com 135 palitos

de fosforo. Quantos palitos formam o lado desse triangulo?
Solucao:

Para resolver este problema faremos uso do pensamento recursivo. Para isso, considere
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Figura 29 — Sequéncia de tridngulos

f\f B ./\/ \_\,//\

Fonte: <http://www.obmep.org.br.>

a sequéncia de estruturas triangulares formada por palitos de fésforos representada na figura
acima. Desejamos encontrar uma expressao que relaciona a quantidade de palitos necessdrios

para a constru¢do de um tridngulo de ordem n.

Seja x,, a quantidade de segmentos de reta necessdrios para construir a n — ésima
estrutura. Visualmente, percebe-se que r1 = 3, r2 =21 +3-2 e x3 = r2+ 3- 3. Inferimos que,
Tpt1 =Tp+3-(n+1),comn > 1. Temos entdo uma sequéncia de recorréncia linear de primeira

ordem. Para resolver esta sequéncia de recorréncia, variando o valor de n temos,

To = T1+3-2
r3 = w2+3-3
T4 = r3+3-4
Ty = Tp—1-+3-n.

somando os membros das equacdes acima, obtemos
To+axs+a4+--+rp=x1+22+23+24+ -+, 1+3-24+3-34+3-44+---+3-n,
simplificando os termos simétricos correspondentes temos,
Tp=x1+3-(24+3+---+n).

Usando a soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética, € como pelo

enunciado z1 = 3, concluimos que a férmula fechada para recorréncia em questio €

Tp = '(n2+n)a

N W

ou seja,


http://www.obmep.org.br.
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B 3n2+3n
-

Tn

Agora basta substituir o x,, por 135, resolver a equacdo quadratica e concluir que n = 9.

Vale ressaltar que com a formula acima, podemos calcular todas as possibilidades, ndao
apenas a solicitada no problema. O problema a seguir € uma adaptacgao feita numa questao do
simulado da OBMEP ano 2017. E um problema que aborda formas geométricas e sequéncias

numéricas.

Problema 2 - Comeg¢ando com um quadrado de 1cm de lado, formamos uma sequéncia
de figuras, observe a Figura 30. Cada figura, a partir da segunda, é formada unindo-se trés
cOpias da anterior. Os contornos destacados em vermelho das quatro primeiras figuras medem,
respectivamente, 4cm; 8cm; 20cm e 56¢m. Quanto mede o contorno da figura n?

Figura 30 — Sequéncia de figuras recursivas

o

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 -

Fonte: <http://www.obmep.org.br/docs/sim-2017-N3.pdf.>
Solucao:

Inicialmente, para resolver esta questio o aluno deverd construir a sequéncia de equacdes

e deduzir o padrao a partir das igualdades abaixo

ar = 4

as = 8

as = 20

a4 = 56
nt1 = 3-ap—4.

Usaremos a substitui¢do a1 = 3 - a, — 4, para tornar a recorréncia homogénea. Assim teremos:

Tpt1+k = 3-xp+3-k—4
$n+1+/{7 = 3.Tn+2]€—4


http://www.obmep.org.br/docs/sim-2017-N3.pdf.
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Tomaremos k = 2 para que a recorréncia se torne homogénea.

ro = 3-$1
r3 = 3-%2
x4 = 3-x3
Tn = 3-Tp_1.

Multiplicando as igualdades, tem-se que

zp=3""1. 1.

Substituindo z,, em a,, = z,, + 2, teremos a,, = 3" - x1 + 2, como a; = 4 teremos:
4=3% 214221 =2.
Concluimos que
ap=2-3""1+2.

O problema a seguir foi retirado do Banco de questdes da OBMEP, Questao 219 - 2010
pag. 33, para resolvé-lo formulamos uma relacio recursiva que envolve o conceito de progressao

geométrica.

Problema 3 (Colando seis tridngulos) - Construa uma figura com seis triangulos equila-
teros adjacentes, o primeiro com lado de comprimento 1 cm e os tridngulos seguintes com lado
igual a metade do lado do tridngulo anterior, como indicado na Figura 31. Qual € o perimetro

dessa figura?

Figura 31 — Colando seis tridngulos

Fonte: <http://www.obmep.org.br/bq/bq2010.pdf.>


http://www.obmep.org.br/bq/bq2010.pdf.
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Solucao:

Quando a figura possui apenas um triangulo seu perimetro ¢ P; = 3cm. Apds incluir

. 1 . 1
o segundo tridngulo, o perimetro da figura aumenta em icm, ou seja, o, = P + —. Com a

colocacdo do terceiro tridngulo a medida do contorno da figura aumenta em —cm , isto é,

1 . .
Ps=P+ 52 e assim sucessivamente. Portanto, podemos escrever:

P = 3

1
P = P —l-%
Py = Py + 22

1
P, = P,_1+ g1

Adicionando membro a membro todas as igualdades segue que

1 1 1
Dai,
1 1
2'(1'2n1>
1.=
2
Assim,
1
P”:4_2n—1'

Portanto, para uma figura formada por 6 tridngulos, seu perimetro é

1 127
P o—d—— =,
n 32 32"

O problema a seguir foi retirado de uma avaliagdo da OBMEP-2011, Questao 03, Nivel
3, 22 Fase.

Problema 4 - A linha poligonal da Figura 32 parte da origem e passa por todos os pontos
do plano que tém coordenadas inteiras ndo negativas, de acordo com o padrdo indicado. A
unidade de comprimento nos eixos € de 1em. O comprimento da poligonal da origem até um

ponto (a,b) é chamado de lonjura de (a,b); por exemplo, a lonjura (1,2) é 5¢cm.
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Figura 32 — Linha poligonal

0 2 3 4 5
Fonte: <http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2011.pdf.>

a) Determine a lonjura dos pontos (3,2) e (0,4).
b) Quantos pontos de coordenadas inteiras estdo contidos no interior e nos lados do quadrado
cujos vértices sdo (0,0), (n,0), (n,n) e (0,n).

¢) Explique por que a lonjura do ponto (n,n) é n? 4+ n. d) Qual é o ponto cuja lonjura é 425?
Solucao:

No item (a), basta contar os pontos na figura para obtermos a lonjura (3,2) iguala 11 e

de (0,4), 16.

No item (b), observando a figura 32 podemos construir a seguinte tabela para determinar
o numero de pontos inteiros que estdo contidos no interior € nos lados do quadrado de vértices

(0,0), (n,0), (n,n) e (0,n).

Tabela 10 — Nimero de Pontos do Quadrado

n Quadrado Nuamero de Pontos
1] (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) 4=(1+1)

2 1 (0,0),(2,0),(2,2),(0,2) 9=(2+1)?

3| (0,0),(3,0),(3,3),(0,3) 16 =(3+1)?

I.l (0,0), (n,O),.(n,n), (0,n) (n—|;1)2

Fonte: Elaborado pelo autor.

No item (c), queremos determinar a lonjura do ponto (n,n). Para isso vamos montar a

seguinte relacdo de recorréncia considerando a,, como sendo a lonjura do ponto (n,n). Vejamos:


http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2011.pdf.
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(1, 1) - a = 2
(2, 2) — ap = 6
(3, 3) — a3 = 12
(4, 4) — a4 = 20
(5,5) — a5 = 30.
O que nos permite escrever,
a2 — al = 4
a3 — ag = 6
a, — a3 = 8
as — a4 = 10
anp — Qp—1 = 2n.

Adicionando as igualdades acima e substituindo a; por 2 , segue que:
an—a1 =44+64+84---+2n.

Dai,
an =2+4+6+8+---4+2n.

Assim,

(n—i—1)~n‘

an=2-(142+43+44---+n)=2- 5

O que nos permite concluir que
Ay = n? +n.

O que mostra que a lonjura do ponto (n,n) é n? +n.

No item (d), basta notar que o ponto (20,20) tem lonjura 420. Para chegar na lonjura

425, devemos descer na vertical 5 unidades, o que equivale ao ponto (20,15).

O problema a seguir foi retirado do livro “Carvalho, Paulo Cezar Pinto - Matemadtica
Discreta, Colecaio PROFMAT. SBM, 2013”, requer um aprofundamento no uso das sequéncias

podendo ser aplicados para os alunos do Ensino Médio que j4 estudaram progressoes.
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Problema S - Uma planta € tal que cada uma de suas sementes produz, um ano apds ter
sido plantada, 21 novas sementes e, a partir dai, 44 novas sementes a cada ano. Se plantarmos
hoje uma semente e se, toda vez que uma semente for produzida ela for imediatamente plantada,

quantas sementes serdo produzidas daqui a n anos?
Solucio:

No ano n + 2 sdo geradas 21 sementes para cada semente gerada no ano n+ 1 e 44
sementes para cada semente gerada nos anos anteriores. Logo, se x, denota o nimero de

sementes geradas no ano n, temos as seguintes igualdades:
Tpyo =21 -xpi1+44- (xp+Tp_1+--+x1+20). (22)

Analogamente:

Tl =21 -xp+44 - (rp_1+ T2+ +x1+20). (23)

Fazendo (22) - (23), obtemos:
Tnt2 =22 Tpt1+23- 5.
ou seja,
T4 —22 - Tpy1 —23 -2, =0.

A equacio caracteristica 12 — 22 -7 — 23 = 0 tem raizes ] = 23 e 1o = —1, assim a

solucdo geral fica:
Ty =C1-23"+Cy- (—1)".
Note que:

a1:21
ap =44-1+21-21 =485

Assim ficamos com o sistema:

23-C1—Cy =21

529-C1 4+ Cy =485
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Resolvendo, encontramos

11 1
C1—EGCQ—E.

Portanto, a solu¢do da recorréncia € dada por

11 1
=230 4 — (1)
TIRARAT I

T
O problema a seguir foi retirado de (SMOLE, 2010, PAG. 166) que envolve o cdlculo de
perimetro de triangulos.

Problema 6 - Observe esta figura formada por uma sequéncia de tridngulos equildteros
na qual cada triangulo, a partir do segundo, tem vértices nos pontos médios dos lados do triangulo
anterior. Supondo que o tridngulo maior tem lado [, escreva o termo geral para o cdlculo do

perimetro p,, do n-ésimo triangulo.

Figura 33 — Sequéncia de tridngulos equildteros

i

N

Fonte: Elaborado pelo autor.

Solucio:

Primeiramente vamos analisar a sequéncia formada pelo perimetro de cada triangulo.
Para montarmos tal sequéncia, devemos levar em considerag¢do, que os novos tridngulos obtidos
a partir dos pontos médios do tridngulo anterior, sdo todos semelhantes em relacdo ao maior
triangulo. Outro ponto importante é que o perimetro do segundo tridngulo € metade do perimetro
do primeiro, o terceiro ¢ metade do segundo, e assim sucessivamente. Como p,,, a partir do

segundo, depende do perimetro do tridngulo anterior, escrevemos:
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1
P2 == P1§
1
P3 = P2§
1
1
Pn - Pn_1'§.

Multiplicando os membros das igualdades acima, temos

Dai,

1 n—1

Substituindo P; = 3[, obtemos
P,=3-1-2'"", comn e N.

Portanto, sabendo-se do termo geral podemos calcular o perimetro de qualquer triangulo

da sequéncia, bastando para isso conhecer a medida do lado do maior tridngulo. Por exemplo, se

[ =1 entdo:
P = ;
3
P = TG;
3
P = REh

No capitulo 1 tratamos do surgimento dos Fractais e iniciamos falando sobre o Conjunto
de Cantor. O problema a seguir foi retirado do (Banco de questdes da OBMEP, 2009,pag. 23.) e

aborda justamente este conjunto.

Problema 7 (Conjunto de Cantor) - Desenhe um segmento de reta de comprimento 1,
e denote-o por (1. Remova o ter¢o central (sem remover os extremos). Denote por C'5 o que
sobrou. Agora remova o terco central (sem os extremos) de cada segmento de reta de C'>. Denote
por C'3 0 que sobrou, como mostra a Figura 12. Podemos continuar esse processo, em cada

estagio removendo o ter¢o central de cada segmento C), para formar C}, 1.
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a) Desenhe (', C'5 e ('3, indicando o nimero nos extremos dos segmentos.

. . . 14 3 4
b) Quais dos seguintes pontos pertencem ao conjunto de Cantor? FR TR
¢) Quais sdo os comprimentos de C'3, C'y e C5? Vocé pode achar uma expressio para o compri-

mento de C,,?
Solucio:

Para responder o item (a), devemos levar em consideracao que cada segmento € um
subconjunto da reta real, com valores no intervalo [0, 1]. Usando os critérios do Conjunto de

Cantor, temos a seguinte figura:

Figura 34 — Extremos do Conjunto de Cantor

Cl—

Q : |
= _—

o 1/3 2/3 1
c;  — I | —— —

0 19 29 1/3 2/3 79 8/9 1

Fonte: <https://matemelga.wordpress.com/2018/09/29/el-conjunto-de-cantor/.>

No item (b), deve-se observar que os extremos dos intervalos pertencem ao Conjunto de

Cantor. Dai, podemos afirmar que:

— pertence ao Conjunto de Cantor, pois € extremo de C;
¢ removido de (', logo ndo pertence ao Conjunto de Cantor;

¢ extremo de (', logo pertence ao Conjunto de Cantor;

oo O = Wl
e R o

30 ¢ removido de Cy, logo ndo pertence ao Conjunto de Cantor.

Para resolver o item (c), vamos montar uma relagdo de recorréncia entre os comprimentos

2 4
de cada intervalo do Conjunto de Cantor. Como C] =1, Cy = 3 e O3 = 9’ induzimos que

8 16 ,
C4—EeC5—8—16dal,
Cy = %.Cl
C3 = 3Oy
Cy = 5-C3


https://matemelga.wordpress.com/2018/09/29/el-conjunto-de-cantor/.
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Multiplicando as igualdades e simplificando quando necessério, obtemos
2\n1
Co-Cs-Cly-vnn- C,=C1-Cy-Cq-Cy----- Cn—l(g)” )
Assim,
2 n—1
C :(3> ,comn € N.

Na secdo a seguir faremos um estudo de problemas em diversas dreas que podem ser

modelados através do pensamento recursivo.

3.2.2  Modelando problemas com o pensamento recursivo

Inicialmente abordaremos um problema retirado de ALMEIDA et al. (2012), que trata da

desintegracdo de elementos quimicos.

Desintegracao de Elementos Quimicos

Analises quimicas mostram que substincias radioativas decaem exponencialmente. Um
determinado percentual da massa se desintegra em uma unidade de tempo; o tempo que leva
para metade da massa decair € chamado de meia-vida. Embora ndo seja radioativo, o merctrio
metélico presente na lampada fluorescente na forma gasosa € uma substancia téxica aos seres

humanos e ao meio ambiente.

Problema 8 - Considerando ()y como sendo a quantidade inicial de mercirio no ambiente
de meia-vida, aproximadamente, de 2 meses, podemos determinar a quantidade (),, remanescente
a cada periodo de dois meses. Assim, dado (), a quantidade inicial e n um nimero natural par,

usando um Processo recursivo, podemos €SCrever:

Q = 3-Qo
Q1 = Q2
Qs = 1-Qu
Qn = % “Qn-2.

Multiplicando as igualdades e simplificando quando necessario, obtemos
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DO | —
~_
o3

Q2-Qu- Qo+ Qu=Q0-Q2-Qa- Qo+ Qua+

Assim, a solugdo da recorréncia € dada por

n
s
Qn = QO : <2> 2 )
onde n é o tempo e (), é a quantidade de mercuirio restante no tempo 7.

A seguir abordaremos um problema retirado de HALLET (2004), que trata da eliminacdo

de drogas no organismo.
Eliminacao de Uma Droga do Organismo

No problema que segue veremos que a eliminacdo de drogas pelo organismo ocorre de

forma exponencial.

Problema 9 - Quando se administra uma medicacdo em um paciente, o remédio entra no
fluxo sanguineo. Quando ele passa pelo figado e pelos rins, é metabolizado e eliminado a uma
taxa que depende da droga em questdo. Para o antibitico ampicilina, aproximadamente 40% da
droga sdo eliminados por hora. Uma dose tipica de ampicilina é de 250mg. Suponha que @),,,
onde (), é a quantidade de ampicilina, em mg, no fluxo sanguineo n horas depois do remédio

ter sido dado.
Solucao:

Quando n = 0 temos @, = 250. Como, em cada hora a quantidade restante é de 60% da

quantidade anterior, temos por recorréncia:

Q1 = 0,6-Qo
QQ = 076'Q1
Q3 = 0,6-Q
Qn = 076'Qn—1-

Multiplicando as igualdades e simplificando quando necessario, obtemos

Q1-Q2-Qp----- Qn==0Q0 Q1-Q2-Q3----- Qn-1-(0,6)".

Assim, a solu¢do da recorréncia é dada por
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Qn=(0,6)"-Qo=250-(0,6)".

De posse da solugdo da recorréncia linear de primeira ordem, podemos construir a

seguinte tabela que relaciona a quantidade de droga no organismo em funcao do tempo.

Tabela 11 — Quantidade de droga no organismo em funcio do tempo.

Tempo (horas) | Quantidade (mg)
0 250
1 150
2 90
3 54
4 32,4
5 19,4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vale ressaltar que ), = 250 (0,6)" é uma funcdo de decaimento exponencial e seu

gréfico fica bem representado como segue:

Figura 35 — Quantidade de ampicilina no organismo em funcio do tempo.

>

Q(mg) 1

250

2004

150-

100+

50+

0 N
0 1 2 3 4 5 enring

Fonte:<https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=230.>


https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=230.
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A seguir abordaremos um problema retirado de HALLET (1997), que trata sobre a Lei

de Newton do Aquecimento e do Resfriamento.
A Lei de Newton do Aquecimento e do Resfriamento

Newton? sugeriu que a temperatura de um objeto quente diminui a uma taxa proporcional
a diferenca entre sua temperatura e a temperatura ambiente. Da mesma forma, um objeto frio se

aquece a uma taxa proporcional a diferenca de temperatura entre o objeto e o ambiente.

Por exemplo, uma xicara de café sobre a mesa da cozinha esfria a uma taxa proporcional
a diferenca de temperatura entre o café e o ar que o cerca. A medida que o café esfria, a taxa
na qual ele esfria diminui, pois a diferenca de temperatura entre o café e o ar diminui. A longo
prazo, a taxa de resfriamento tende a zero, e a temperatura do café aproxima-se da temperatura

ambiente.

Em BASSANEZI (2013), o modelo matematico que traduz a lei de Newton pode ser

dado por uma equagdo de recorréncia do tipo:
Tii—Ti=k- (I — Ta),

onde

T;: Temperatura do objeto no instante t;

Th: Temperatura inicial (quando o objeto entra em contato com o ambiente);
T,: Temperatura do ambiente;

k: Coeficiente de resfriamento.

Note que a equacdo acima pode ser escrita da seguinte forma:
Tiv1=(k+1)- Ty —k-Tg,

Considerando k+1=ae —k -1, = b, a solu¢do da recorréncia pode ser obtida usando o

seguinte processo recursivo:

2 TIsaac Newton foi um cientista inglés, mais reconhecido como fisico e matemadtico, embora tenha sido também

astronomo, alquimista, filésofo e tedlogo.
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T = a-Tp+b
T, = a-Ti+b= a-(a-Ty+b)+b= a?-To+a-b+b
T35 = aTh+b= a-(a®> To+a-b+b)+b= a® Ty+a® b+a-b+b

T, = a"Ty+ b-(a" P +a" 2+ +a+l),

como a" ' 4a" 24 ---+a+1éasoma de uma progressio geométrica de razio a > 1, entio

a”—1

a—1

T,=a"-Ty+b-

9

ou ainda,

b b
T —=a" [T — .
n=4a <0+a—1> a—1

O que nos permite concluir que
To=(k+1D)" - (To—T,)+ 1T,

¢ a solucdo da equacdo recursiva Ty — 1y = k- (T; — T,,) para a lei de Newton.
O problema a seguir foi retirado do filme Inferno.

Problema 10 - No filme Inferno, o professor e simbologista Robert Langdon esta na
Italia, perseguindo pistas deixadas pelo biliondrio Bertrand Zobrist, viciado em Dante Alighieri,
que pretende disseminar um virus capaz de exterminar metade da populacao humana. Zobrist,
baseado na teoria da superpopulacao de Malthus (enquanto os recursos mundiais crescem em
escala aritmética, a populacdo cresce em escala geométrica), acredita que o aumento da populagdo
¢ um cancer que vai destruir o mundo e por isso, os nimeros precisam ser radicalmente reduzidos.
Suponha que em 1900 a capacidade alimenticia do planeta era de 300 milhdes de toneladas de
alimento e que a cada década a capacidade alimenticia aumenta em 20% da inicial. Por outro
lado, neste mesmo ano, estimava-se que a populacao mundial estava em torno de 1 milhdo de
pessoas que consomem em média, por ano, cerca de 150k g de alimentos. Sendo assim, utilizando
a ideia de Malthus, do filme inferno, suponha que a cada década, mesmo com o controle das
taxas de natalidade e mortalidade, a populag¢do dobre de tamanho. Em quantos anos estima-se

que necessidade alimenticia da populacdo ird superar a capacidade do planeta?

3 Inferno é o quarto livro de Dan Brown e terceiro filme adaptado para o cinema que foi lancado no Brasil em

outubro de 2016
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Figura 36 — Inferno - Filme 2016

Fonte: <http://www.adorocinema.com/filmes/filme-222798/>.

Solucao:

Vamos modelar o problema em duas recorréncias em funcao de n, onde né o niimero de

décadas. A construgdo a seguir trata da capacidade alimenticia, vejamos:

C1 = 300 - 10% toneladas;
1
Cy =300-10% 4+ = C1 =300-10%460- 10 toneladas;

1
Cs=Ch+ - C1 =300-1054+60-10% +60-10% = 300-10% +2-60- 10° toneladas;

Cy, = 3001094 (n—1)-60- 10° toneladas.

Por outro lado, cada pessoa tem um consumo médio anual de 150kg. Assim, em cada

década tem um consumo médio de 1,5 toneladas.

Assim, temos que a populacdo inicial, 1990, € de 1 milhdo, dobrando a cada década. Dai,

segue que
ap = 1-10%;
a = 2-a1 = 2-106;
a3 = 2-aa = 22.106;

an, = 2-ap—1 = 2"1.106.


http://www.adorocinema.com/filmes/filme-222798/
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Com efeito, criamos uma nova recorréncia que descreve o consumo médio por década

bl = 1,5-&1;
1)2 = 1,5-@2;
bs = 1,5-as3;
bn = 1,5-ay.

Como a, = 2"~ -105, temos que
b, =1,5-2""1.106.

Por fim, queremos

by >Cp—1,5-2""1.10% > 60-10°- (50 +n — 1),
dividindo ambos os lados da desigualdade por 1,5- 10, temos que

21 > 40- (49 +n).

Portanto, dividindo ambos os lados da desigualdade por 23, obtemos
24 > 5. (n+449).

Sabendo-se que uma funcdo exponencial cresce mais rapido do que uma funcao afim.
Note que, para n > 13 essa desigualdade é verdadeira para todo n € N, pois, o lado esquerdo
da desigualdade € uma funcao exponencial e do lado direito € uma funcao afim. No capitulo a
seguir abordaremos a importancia das Tecnologias de Informagdao e Comunicacao (TIC) dando
um destaque especial a ferramenta Google Sala de Aula. Além disso relataremos como se
desenvolveu o projeto de ensino intitulado PREPARANDO FUTUROS CAMPEOES PARA
AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA e suas contribui¢des para o processo de ensino nas
Olimpiadas de Matemaética das Escolas Puablicas (OBMEP).
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4 O ENSINO DE RECORENCIAS MEDIADO PELO GOOGLE SALA DE AULA

Um dos desafios para os professores € deixar de ser mero transmissor de conhecimento
para ser orientador na constru¢do de modelos que podem ser criados junto com seus alunos.
Entretanto, isso foge do método convencional de ensino exigindo um aprimoramento constante de
suas estratégias pedagogicas. Esta prética busca desenvolver no aluno a capacidade de construir

suas proprias solugdes por meio do seu raciocinio 1égico.
4.1 TIC’s e sua importancia

A presenca marcante das Tecnologias de Informa¢ao e Comunicacao (TIC) na sociedade
contemporanea forca a construcdo de novas relagdes sociais, tendo implicag¢des diretas no ambito
educacional. As TIC’s possibilitam que as informagdes a serem disponibilizadas ultrapassem o
formato de texto padrdo e, ao incorporar fotografias, graficos, mapas, musicas, videos, compdem

o mundo virtual através de hipermidias.

As hipermidias possibilitam que as informagdes sejam apresentadas de forma mais
atraente; contudo, € preciso considerar que o processo de construcao de conhecimento se torna
mais complexo, exigindo que nossos alunos desenvolvam uma postura investigativa, que os
tornem aptos a selecionar, analisar e sintetizar informacdes oriundas de fontes diversas. Assim,
“O leitor em hipermidia é um leitor ativo, que estd a todo o momento estabelecendo relagoes
proprias entre diversos caminhos. Como um labirinto a ser visitado, a hipermidia nos promete

surpresas, percursos desconhecidos”. (Lévy, 1999, p. 107)

Dessa forma, o interesse em experimentar novas e diferentes maneiras de se comunicar faz
com que o ciberespaco esteja em constante expansio e fluxo intenso, integrando e influenciando

varias areas de conhecimento.

As contribui¢des das TIC’s € outro fator a ser considerado para a democratizagdo do
saber, tendo em vista que as mesmas sdo ‘“responsdveis por estender de uma ponta a outra do
mundo as possibilidades de contato amigédvel, de transi¢des contratuais, de transmissdo do saber,
de trocas de conhecimentos, de descoberta pacifica das diferencas, representando ndo apenas
mais uma tecnologia da informag¢do, mas um verdadeiro veiculo de socializagdo”. (Lévy, 1999, p.

14)

E perceptivel que a Internet, através da comunicacdo em rede e das ferramentas multimi-
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dias, possibilitou uma revolugdo no processo de producgdo e socializacdo do saber, exigindo o
repensar das propostas pedagdgicas, da pratica docente e do espago-tempo escolar, de modo que
o contexto educacional contribua para a formacgdo de sujeitos ativos, que possuam as ferramentas
cognitivas necessdrias a constru¢do do conhecimento. Entretanto, essa nao € uma tarefa facil e

muitos desafios se apresentam diante do professor. Para Kenski (2008, p.103):

[...] um dos grandes desafios que os professores brasileiros enfrentam estd na
necessidade de saber lidar pedagogicamente com alunos e situagdes extremas:
dos alunos que jd possuem conhecimentos avancados e acesso pleno as dltimas
inovagdes tecnoldgicas aos que se encontram em plena exclusio tecnoldgica;
das instituicdes de ensino equipadas com mais modernas tecnologias digitais
aos espagos educacionais precdrios € com recursos minimos para o exercicio
da funcdo docente. O desafio maior, no entanto, ainda se encontra na prépria
formacao profissional para enfrentar esses e tantos outros problemas

Com relagdo a formagao docente, Kenski (2008, p. 106) defende que se faz necessaria
uma formagdo complementar que envolva os componentes curriculares pedagdégicos tradicionais,
incluindo em sua formagao inicial e continuada estudos que favore¢cam o “uso do computador,
das redes e de demais suportes mididticos [...] em variadas e diferenciadas atividades de aprendi-
zagem”. E preciso ainda a construc¢io de um espaco-tempo onde seja possivel refletir sobre a
forma mais adequada de utilizacdo das Tecnologias de Comunicagdo e Informacao, conforme

temas, projetos e competéncias a serem desenvolvidos.

Para esta autora, o professor vive um duplo desafio: “adaptar-se aos avancos das tecno-
logias e orientar o caminho de todos para o dominio e apropriacao critica desses novos meios”
(KENSKI, 2008, p.18). Dai, depreende-se que o ensino de matematica ndo deve se limitar ao
livro didético, mas que deve ser direcionada para a constru¢do da autonomia do educando, de
seu senso critico e sua capacidade de trabalhar de forma colaborativa, pois ‘“Formar para as
novas tecnologias é formar o julgamento, o senso critico, o pensamento hipotético e dedutivo,
as faculdades de memorizar e classificar, a leitura e a anélise de textos e de imagens, a repre-
sentacdo de redes, de procedimentos e de estratégias de comunicacdao” (PERRENOUD, 2000,
p, 128). E preciso considerar sempre que a educacio é construida pela e para a vida, exigindo
continuamente reelaboracao mental e emocional das vivéncias (inter)subjetivas. Partindo deste
principio, pode-se afirmar que a utilizacdo das TIC’s no ambito escolar deve se aproximar de
experiéncias reais, que tenham significado para o estudante e possam favorecer sua insercao

social.

De acordo com os estudos de Moraes (1997), a escola precisa construir um novo pa-

radigma, que parta de situagcdes problematizadoras, que envolva questdes cotidianas, mas que
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ndo se limite a elas, que estimule a auto-organizagdo dos estudantes e sua capacidade de lidar
com as mudancgas constantes que caracterizam nossa sociedade. Estas sdo operacdes cognitivas
complexas que ndo serdo desenvolvidas pelo simples contato com as tecnologias educacionais, é
preciso investir na formacao do professor, proporcionar espaco-tempo para que 0 mesmo possa

construir estratégias de implementacao e contextualizacdo das TIC’s.

No que tange a implementacdo do uso educacional das TIC’s, o Ensino Hibrido se
apresenta como uma alternativa vidvel, inclusive para o publico da educagdo bésica, pois permite
que a ensino presencial seja mesclado com experiéncias virtuais, devidamente orientadas pelo
professor.

Segundo Moran (2017, p. 5), o Ensino Hibrido, com o auxilio das TIC’s, possibilita
que os alunos analisem previamente videos e materiais bdsicos, estudem os mesmos antes da
aula presencial e participem de avaliacdes online, corrigidas automaticamente. Essas avaliacdes
apresentam um diagnéstico do nivel de compreensao dos alunos sobre determinado tema,
orientando o planejamento do professor. Além de favorecer a avaliacdo diagndstica, o ensino

hibrido busca tornar o processo de ensino-aprendizagem mais atraente, desafiador e colaborativo:

A combinac¢do de aprendizagem por desafios, problemas reais, jogos, com a aula
invertida € muito importante para que os alunos aprendam fazendo, aprendam
juntos e aprendam, também, no seu préprio ritmo. Os jogos e as aulas roteiri-
zadas com a linguagem de jogos cada vez estdo mais presentes no cotidiano
escolar. Para geragdes acostumadas a jogar, a de desafios, recompensas, de
competicdo e cooperacdo € atraente e facil de perceber. (MORAN, 2017, p. 5)

Além de envolver os alunos no processo de constru¢do do conhecimento através de jogos
e desafios, o ensino hibrido estimula a producio e socializa¢do de saberes em ambientes virtuais,
como o Google Docs, Google Presentations, Web sites e/ou redes sociais, aumentando, assim,
“participacdo, engajamento e predisposi¢do dos alunos para a leitura e motivagdo”. (MORAN,

2017, p. 6)

Para Moran (2017, p. 5), qualquer escola pode desenvolver o ensino hibrido, indepen-
dentemente de sua infraestrutura tecnoldgica, pois as atividades podem ser pensadas para serem
desenvolvidas através do celular ou através de parcerias com outras instituicoes que tenham os

recursos tecnolégicos necessarios para determinada proposta pedagdgica.

Apesar das TIC’s terem sua importancia, ha uma dificuldade por parte dos docentes para
a utilizacdo do mesmo em sala de aula. Alguns empecilhos para o ndo uso ou pouco uso das
mesmas sao: falta de contato com essas ferramentas, falta de estrutura adequada nas escolas, e,

até mesmo, a falta de colaboracio por parte dos alunos e/ou professores para desenvolver algu-
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mas atividades diferenciadas. A seguir serdo apresentados alguns gréficos referentes a pesquisa
aplicada de maneira aleatéria, com professores de matematica das escolas publicas e privadas
de ensino fundamental e médio do Estado de Alagoas, por meio de um questiondrio eletronico
realizada através do compatilhamento do seguinte link: https://docs.google.com/forms/d/ 1hd554
VylwtY19VmDafelHnrghUEle TKdIW8Y 196XeY1/edit?usp=sharing, criado e editado a partir

da plataforma da Google.

Figura 37 — Atuacio profissional

Com relacédo a atuacgdo profissional, qual o nivel de ensino em que vocé
atua?

34 respostas

@ ENSINO DE JOVENS E ADULTOS
® ENSINO FUNDAMENTAL

@ ENSINO MEDIO

@ ENSINO FUNDAMENTAL E MEDIO

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 38 — Uso de TIC’s nas aulas

Voceé utiliza TIC's como ferramenta de ensino em suas aulas?

34 respostas

@ Com muita frequéncia
@ Com frequéncia

@ Com pouca frequéncia
@® Nao utilizo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 39 — Importancia das TIC’s

Vocé considera importante a utilizagao das TIC's como ferramenta de
ensino e aprendizagem?

34 respostas

@ Sim

® Nao

@ Néio tenho conhecimenio sobre o
assunta

® Talvez

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 40 — Uso do Google Sala de Aula como ferramenta de ensino

Ja utilizou o Google Sala de Aula como ferramenta de ensino em algum
momento de sua atuagdo profissional?

34 respostas

@ Sim
® Nao

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com este breve questiondrio, pode-se constatar que apesar de considerarem as TIC’s
como uma ferramenta de grande importancia no desenvolvimento do ensino e aprendizagem,
muitos ndo utilizam ou fazem pouco uso das mesmas e, em especial, do Google Sala de Aula

que € objeto do presente trabalho.

Na proxima se¢do, Google Sala de Aula sera apresentado como recurso estratégico para

o desenvolvimento de atividades que contribuam para o ensino e aprendizagem.
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4.1.1 Ferramenta google sala de aula

O Google Sala de Aula é um espaco virtual que possui diversos recursos que podem
favorecer o processo de aprendizagem no ensino hibrido. Neste espago, é possivel formar turmas
de alunos por temas de interesse, propor atividades especificas para cada grupo de pesquisa e
orientar a resolugdo de problemas diversos. Mesmo estando fisicamente distante, o professor
pode acompanhar em tempo real a participacdo dos alunos, emitindo esclarecimentos e langcando
novos questionamentos, sempre que necessario, pois o “Google Sala de Aula define um link
direto com o Google Drive. Quando o professor cria uma nova sala, automaticamente no Drive
¢ criada uma pasta para esta e todas as novas inser¢des serdo armazenadas 14”. (SCHIEHL,;

GASPARINI. 2016, p. 6)

No ato do cadastro, o docente precisa informar um e-mail dos alunos para que os
mesmos sejam notificados sempre que novos recursos pedagdgicos forem adicionados pelo
professor. E possivel ainda inserir o e-mail dos pais ou responséveis pelos alunos, estimulando o
acompanhamento direto das atividades desenvolvidas pelos filhos, fortalecendo o “vinculo que

aproxima familia e escola”. (SCHIEHL; GASPARINI. 2016, p. 6)

Na tabela 12, apresentamos algumas ferramentas bésicas do Google Apps que podem
auxiliar o professor no processo de ensino. Analisando-a a podemos perceber a riqueza de
recursos disponiveis no Google Apps, o que possibilita, entre outras ac¢des, “‘compartilhar
documentos, propor tarefas individuais ou coletivas, enviar feedbacks e propor discussoes.
Os alunos podem compartilhar recursos e trocar ideias”. Em seus estudos, Aratjo aponta a
ferramenta Google Sala de Aula como um espaco familiar para os aprendizes, uma vez que o
mesmo utiliza recursos semelhantes a redes sociais, possibilitando, assim, comentar publicacdes,
compartilhar dados e armazenar informacdes. (ARAUJO, 2016, p. 33-36)

Como o estudante recebe todas as informacdes que sao registradas no Google
Sala de Aula, minimiza possiveis esquecimentos ou falhas. Também facilita
a observancia dos prazos e alertas de atividades a serem cumpridas. Para os
estudantes com duividas em certa atividade extraclasse, eles podem se conectar
com o professor de forma sincrona (Hangout) ou assincrona (Gmail), o que
possibilita um estreitamento na comunicag@o de professor e estudante, ndo per-
mitindo que as diividas se tornem possibilidades de desmotiva¢do. (SCHIEHL;
GASPARINI. 2016, p. 6)
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Tabela 12 — Algumas ferramentas no Google Apps (Adaptado de Witt (2015))

Ferramen- | Google Caracteristicas Chaves

ta Apps

Universal Caracteristi- | Os arquivos sao salvos automaticamente e se cria um histérico

cas  Uni- | de revisdo completo com um carimbo de data e hora de todas as

versais dos | revisdes de todos os arquivos e todos os compartilhdveis. Permite

aplicativos. | multiplos usudrios colaborarem em um tnico documento com
ambiente de processamento baseado em nuvem, capacidade de
comentario web, portanto, sempre acessar a versao mais recente
do aplicativo.

Sala de aula | Classroom | Sistema de gestdo de sala de aula para professores; Gerencia multi-

— dentro e | ou Sala de | plas classes e niveis; Posta mensagens, antincios (perguntas, avisos

fora da es-| Aula. e tarefas) para uma ou mais classes; Gerencia tarefas e comparti-

cola lhamento de arquivos (formuldrios, documentos, videos, link, etc.);
Sala de aula tem um c6digo de acesso protegido.

Apps Calen- | Agenda Conectado a uma Conta do Google acessivel através de qualquer

dério navegador web e dispositivo mével habilitado, organizando eventos
e atividades.

Armazena- | Drive Sistema de armazenamento baseado em nuvem. Permite o compar-

mento  de tilhamento de arquivos com outra conta do Google ou contas fora

arquivos na do ambiente Google permite download de arquivos para um disco
nuvem rigido para ser acessado off-line.

Textos Documentos | Tem a capacidade de expandir os recursos disponiveis e funciona-
lidade com uma extensa lista de add-ons (componente de software
que adiciona novas funcionalidades ou caracteristicas a0 mesmo).
Compor textos.

Planilha ele- | Planilhas Funcionalidade bésica de uma planilha tem a capacidade de expan-

tronica dir os recursos disponiveis com uma extensa lista de add-ons.

Apresenta- | Apresenta- | Funcionalidade basica de um software de apresentagc@o tem a capa-

cao em | coes cidade de expandir os recursos disponiveis e funcionalidade com

slides uma extensa lista de add-ons.

Formulario | Formularios | Envio do formulério diretamente ligado a uma planilha, para faci-

de pesquisa litar a captura de dados simples e analise de grandes volumes de

e coleta de dados. Ferramenta de grande utilidade na formulacdo de atividades

dados. diagndsticas.

Desenho Desenhos Ferramentas bésica de desenhos geométricos e livres.

Mapas My Maps Permite destacar trajetorias, localizagdo e medidas em mapas. Per-
mite ainda adicionar camadas.

Criacdo de | Google Si- | Interface similar a outros Google Apps permite a criacdo colabora-

Sites tes tiva de um site pode inserir imagens, videos, bem como Google
Documentos, Planilhas e Apresentacdes diretamente de seus sites
do Google Drive, pode ser privado ou publico com os professo-
res que controlam o acesso para estudantes de criagdo de simples
ferramentas e modelos para inicio ripido.

Midia Google+ Permite criar grupos para compartilhar documentos e colaborar

Social através de discussdes on-line em um ambiente de midia social.

Fonte: SCHIEHL; GASPARINI. 2016, p. 6 e 7.
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De acordo com Schiehl e Gasparini (2016, p. 7), a plataforma do Google Sala de Aula
favorece a interagdo, organizacdo e a orientagdo ao ritmo de estudo do estudante”, propici-
ando ao Ensino Hibrido o desenvolvimento de um formato personalizado, mais préximo das

individualidades do sujeito aprendente.

Para facilitar o leitor no primeiro contato com esta ferramenta, foi elaborado um tutorial
que o deixard familiarizado com os diversos recursos existentes, tornando a experiéncia com o

Google Sala de Aula muito mais agradavel.

4.1.1.1 Tutorial Google Sala de Aula

Este tutorial foi feito baseado nas informagdes extraidas do suporte do google disponivel
em https://support.google.com/edu/classroom/. E direcionado para professores que pretendem

utilizar o Google Sala de Aula como ferramenta no processo de ensino aprendizagem.

Se vocé tem um projeto educacional e quer uma forma de reunir seus alunos em uma
plataforma digital, o Google tem uma ferramenta que pode ajudar. Qualquer pessoa com uma
conta pessoal do Google pode criar uma sala de aula na plataforma Classroom. Antes, isso estava

restrito apenas para usudrios do G Suite for Education.
1. Como acessar o Google Sala de Aula

Dependendo do seu ambiente de aprendizagem, faca login no Google Sala de Aula com
um dos seguintes tipos de conta de usudrio:
1) Conta escolar: também chamada de conta do G Suite for Education, essa conta € criada por
uma escola credenciada. O formato é voce @suaescola.edu. Se vocé ndo sabe os detalhes da sua
conta do G Suite for Education, pergunte ao professor ou ao administrador de TI da escola.
i1) Conta do Google pessoal: € criada por vocé ou pelos seus pais ou responsaveis. Geralmente
uma Conta do Google pessoal € usada fora da escola, como na educacdo domiciliar. O formato é
voce @exemplo.com.
iii) Conta do G Suite: € criada pelo administrador da sua organizagao e tem o formato voce @suaem
presa.com. Aqui descreveremos somente o acesso pelo email, a fim de manter em sigilo o nome
da escola. Acesse o seguinte endereco:
https://accounts.google.com/ServiceLogin/identifier?continue=https %3 A %2F%2F www.google
.com.br%2F&passive=1209600&sacu=1&ignoreShadow=0&hl=pt-BR &acui=0&flowName=G
lifWebSignIn& flowEntry=AddSession.
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Figura 41 — Efetuando Login

Goaogle
Login

Use sua Gonta do Google

E-rmall ou telefone
Esqueceu seu e-mail?

omputador? Use o modo visitante para

arer login com privacidade. Saiba mais

Porlugués (Brasi) - Ajuda Privacidade

(3 c/vE AN IE— N\

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se voce tiver dificuldade para fazer login, veja a tabela 13.

Tabela 13 — Problemas para fazer login no Google Sala de Aula.

Mensagem de erro

O que significa

O que vocé pode fazer

Seu administrador ndo ativou
0 Google Sala de Aula.

O administrador ndo ativou o
Google Sala de Aula para sua
conta.

Entre em contato com o admi-
nistrador de TI.

Este servico foi desativado
pelo administrador.

O Google Sala de Aula nao
estd ativado para sua conta.

Entre em contato com o admi-
nistrador de TI.

N3ao € possivel usar o Google
Sala de Aula com esta conta.

Vocé fez login no Google Sala
de Aula com a conta errada.

Saia e faga login novamente.
No app para dispositivos mo-
veis, vocé precisard adicionar
outra conta. Faga login com a
outra conta.

O administrador ativou o Go-
ogle Sala de Aula? Para usar
esse produto, peca para o ad-
ministrador de TI ou do G
Suite da escola ativa-lo.

Sua escola ndo usa o G Suite
for Education.

Sua escola precisa primeiro
se inscrever no G Suite for
Education para que vocé possa
usar o Google Sala de Aula.

Fonte: https://support.google.com/edu/classroom/answer/6072460?co=GENIE. Platform%3D Desktop&hl=pt-BR.

Nao havendo problemas, basta Inserir senha e login.

Na pégina https://classroom.google.com/h aparecerd as turmas disponiveis, vocé serd

redirecionado automaticamente para a pagina mostrada na figura 42.
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Figura 42 — Turmas disponiveis
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Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Criando uma turma

Na pégina https://classroom.google.com/u/0/h, clicar no icone + e no tépico Criar turma

e marque a opcao “Eu li e entendi...” quando aparecer a mensagem da figura 43.

Figura 43 — Aviso padrio

Voceé usa o Google Sala de Aula em uma escola com alunos?

Se a resposta for sim, primeiro sua escola precisa se inscrever em uma conta gratuita do G Suite for
Education para vocé poder usar o Google Sala de Aula. Saiba mais.

0O G Suite for Education permite que as escolas decidam quais servicos do Google os alunos poderéo
usar e fornece protecdes adicionais de privacidade e seguranca que sdo importantes no ambiente
escolar. Os alunos ndo podem usar o Google Sala de Aula na escola com contas pessocais.

|:| Eu li e entendi 0 aviso acima e ndo estou usando o Google Sala de Aula em uma escola
com alunos

VOLTAR  CONTINUAR
Fonte: Elaborado pelo autor.
Em seguida inserir um nome para a turma e preencher a se¢do com conteido e nome do

professor, clicar em criar. Na proxima tela ilustrada pela figura 44, em meus contatos, escolher a

turma, selecionar todos e convidar.
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Figura 44 — Criar Turma

- -
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Criar turma

Fonte: Elaborado pelo autor.

3. Criando a tarefa

Primeiramente, deve-se digitar a tarefa em um editor de texto. Posteriormente, acessar o
gmail/google drive. Selecionar no icone “novo” a op¢ao Documentos Google. Copiar a tarefa e
colar dentro desse novo documento. E possivel fazer o upload do documento, mas é recomendado
criar o trabalho no Google Drive para evitar incompatibilidades. Apos a criagdo do documento €
necessdario abri-lo no Google Drive e compartilhar com o publico da escola. Esta acdo permite

que todo o publico cadastrado na escola tenha acesso ao documento.

Para disponibiliza-lo para uma turma especifica, por meio do endereco https://
classroom.google.com/u/0/h, acessar a pagina da turma. Clicar no + e escolher um documento
que ja esteja no Google Drive. atribuir um titulo para tarefa, colocar as instrugdes e o prazo. No

icone prazo ha possibilidades de estipular a data final para o envio da atividade, ver figura 45.
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Figura 45 — Criaciio de Tarefas
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No icone disponibilizado para anexar (clipe), existem opcdes para fazer upload de

arquivos, inserir arquivos do Google Drive, adicionar videos do YouTube e links, ver figura 46.

Figura 46 — Anexando Arquivos
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Blank Quiz
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na figura 47 vemos como inserir arquivos do Google Drive.
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Figura 47 — Inserir arquivos do Google Drive
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Ap6s inserir um arquivo de texto, escolher uma das opg¢des: “os alunos podem visualizar

arquivo”, “os alunos podem editar o arquivo” ou “fazer uma cdpia para cada aluno” (quando os
alunos vao resolver a atividade), ver figura 48.
Figura 48 — Op¢oes para realizar tarefas
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para adicionar videos do YouTube € necessdrio colar o endereco, clicar na lupa e adicionar,
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ver figura 49.

Figura 49 — Inserindo videos do YouTube
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4. Avaliando a tarefa

Para avaliar as tarefas entre no portal do aluno e clique em concluidas na janela da tarefa
que deve ser avaliada. Para avaliar as tarefas entre no portal do aluno e clique em concluidas na

janela da tarefa que deve ser avaliada, ver figura 50.

Figura 50 — Avaliacio de tarefas
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@ ' 20 i e 2016 Editedu 35 20 e ma ce 2078 :

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Aparecerd o nome do aluno e a op¢do adicionar nota. No caso de arquivo ou formularios
Google, este abrird como documento de texto do Google Drive. Se for um formulério, abrira

como formulario publicado,ver figura 51.

Figura 51 — Trabalho dos alunos
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida clicar em devolver para que o aluno possa receber sua nota, ver figura 52.

Figura 52 — Inserir arquivos do Google Drive
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Fonte: Elaborado pelo autor.



105

5. Coletando os dados obtidos na tarefa pelo portal do aluno

Figura 53 — Questiondrio final
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Se for uma tarefa em documento de texto, o professor terd uma cépia do documento de
texto de cada aluno em sua pasta da turma no Google Drive. A pdgina com gréficos e respostas
se abrird com a opg¢do de salvar em pdf, o que facilitard o trabalho do professor. Observe as

figuras 53 e 54 fazem referéncia ao questiondrio final aplicado aos alunos.

Figura 54 — Geracio dos grafico questionario final
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Com base na diversidade de recursos disponiveis na plataforma Google Sala de Aula, no
proximo capitulo serd apresentado uma proposta pedagédgica envolvendo a resolucdo de questdes

da OBMEP no Ensino Médio através do contetudo recorréncia.

4.2 Projeto de ensino

O projeto foi desenvolvido no Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia de
Alagoas, Campus Batalha, tendo como publico-alvo os alunos matriculados nesta institui¢cao
no Ensino Médio Integrado. Tem como objetivo contribuir para transformagdes significativas
no ensino e na aprendizagem de Matematica, construindo conhecimentos e aprimorando a
capacidade dos alunos de interpretacdo e resolug@o de situagdes-problemas, visando a melhoria
do desempenho na OBMEP - Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pablicas e OMIF
Internacional - Olimpiada Internacional de Matemadtica dos Institutos Federais. A metodologia
utilizada foi a Resolucdo de Problemas aliada a ferramenta Google Sala de Aula, onde foi
realizado um estudo das questdes das provas de anos anteriores, em seguida, foi promovida a
socializacdo e discussio das questdes com os demais alunos, bem como a revisao dos contetudos

matematicos necessdrios a resolu¢do das mesmas.

Vale salientar que esta dissertacao trata da parte inicial da segunda etapa do projeto de
ensino, onde foi voltado a segunda fase das olimpiadas citadas acima. A seguir veremos como se
desenvolveu esta etapa do projeto onde foram realizadas atividades voltadas a desenvolver no

aluno a habilidade de reconhecer padrdes e regularidades através de sequéncias de recorréncias.

A cada semana o responsavel promoveu um encontro de formag¢ado com os professores
e monitores envolvidos. Nesse encontro que antecedeu as aulas que foram ministradas para os
alunos, foram discutidos os contetidos, os exercicios, as estratégias para o desenvolvimento dos
estudos e os materiais de apoio ao ensino que foram disponibilizados. Dois aspectos fundamen-
tais foram enfatizados nesse encontro:
1) foi utilizada a metodologia baseada na Resolucao de problemas aliada a ferramenta Google
Sala de Aula. Assim, foram fornecidos roteiros de estudos contendo indica¢des de materiais de
apoio e listas de problemas que foram trabalhadas junto aos alunos. Dessa forma, buscou-se, ao
longo deste trabalho, estimular a discussdo qualitativa sobre conceitos e resultados correlatos aos
assuntos abordados;

ii) foi dito aos alunos que eles devem ter o pleno conhecimento de que a atividade presencial
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¢ apenas o inicio do processo de ensino. Nao € esperado que essa atividade presencial seja
amplamente abrangente e conclusiva quanto a formacao do aluno em relacdo aos contetidos
abordados. Entdo, os materiais presentes no Portal da Matematica irdo complementar essa a¢do
formativa. Logo, o aluno deve ser claramente informado da existéncia do Portal, dos materiais
complementares 14 existentes e da forma de acesso a esse ambiente virtual. As atividades presen-
ciais e virtuais se complementam e cabe ao professor enfatizar isso junto aos alunos, incentivando
continuamente a participacio dos alunos nas atividades presentes no Portal. Salientamos que ndo

¢ aceitdvel atitudes que se omitam de buscar essa parceria entre acdes presenciais e virtuais.

Para que esse encontro de formacgdo seja 0 mais proveitoso possivel, antes da sua
realizag@o, recomendamos que os coordenadores e os professores:
1) facam um estudo preliminar de todo este roteiro;
11) assistam os videos indicados do Portal da Matematica ou do canal PIC-OBMEP no YouTube;
iii) resolvam os exercicios propostos;

1V) anotem suas duvidas.

Durante esse encontro de formacgao deseja-se que:
1) seja realizado um estudo dos materiais indicados e sejam esclarecidas as davidas;
i1) caso exista infraestrutura disponivel, sejam discutidas algumas videoaulas;
iii) o coordenador deve promover discussdes dos conceitos e dos exercicios mais importantes
das aulas que serdo ministradas para os alunos convidados;
iv) o coordenador auxilie os professores na preparacio das aulas;

v) ocorra uma troca de experiéncias e o compartilhamento de ideias entre os professores.

O planejamento Académico inicial do Projeto de Ensino voltado as Olimpiadas de
Matematica, que servird como preparacdo dos alunos classificados para a 22 fase da OBMEP,
preve a realizagcdo de 6 semanas de estudos com carga horéria 12 horas semanais de atividades,
distribuidas da seguinte forma:

1) 2h semanais destinadas a realizacdo de encontro de formagao entre os professores e os alunos
monitores;

i1) 4h semanais destinadas a aula presencial ministrada por cada professor ou monitor para a sua
turma de alunos convidados;

iii) 6h semanais destinadas para estudo dos alunos e preparacdo dos professores e monitores.

Em cada semana deve ser organizado um encontro pelo professor coordenador para
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formagdo dos professores e monitores envolvidos. Fortemente recomendado para ser presencial,
este encontro é uma oportunidade para um estudo dos conteidos mateméaticos propostos na
semana, através da leitura e da andlise do que esta proposto para ser executado nos encontros
com os alunos. Também devem ser abordadas nesse encontro as listas de exercicios e materiais
didaticos que serdo utilizadas pelos professores e/ou monitores nas aulas semanais para os alunos

convidados.

Os encontros devem abordar em sua maior parte o estudo de matemadtica, dos materiais
disponibilizados pela OBMEP, das listas de exercicios, das apostilas, das videoaulas, etc. Espera-
se que apos este encontro de formacdo, cada professor e/ou monitor se sinta mais seguro e
preparado para ministrar as aulas para a sua turma de alunos convidados e, mais ainda, que cada

professor se sinta confortavel para utilizar os materiais da OBMEP nas suas aulas regulares.

Nesta fase do projeto além dos experimentos Torre de Handi e o Quadrado de Koch,
foram elaborados roteiros de estudos contendo listas de exercicios para serem discutidas com
os alunos. O professor deverd propor os exercicios da lista para que os alunos resolvam. Acom-
panhando, individual ou coletivamente, a tentativa de resolucao dos exercicios pelos alunos, o
professor poderd perceber o nivel de compreensdo dos temas abordados. Para cada exercicio
da lista, sugere-se que pelo menos um dos alunos que o tenham resolvido apresente sua reso-
lugdo para os demais alunos, e o professor acompanhe a resolugdo, corrigindo, destacando e
aprofundando os conhecimentos matematicos abordados. A ideia é que os temas abordados
sejam assimilados pelos alunos durante a resolucdo dos exercicios, ou seja, a resolugdo dos
exercicios deve provocar a necessidade de aprofundar os temas abordados. Se todos os exercicios
da lista forem resolvidos durante o tempo do encontro, cabe ao professor propor exercicios
adicionais sobre os assuntos abordados. Alguns exercicios adicionais sobre os assuntos abor-
dados podem ser encontrados, por exemplo, no Material Tedérico do Portal da Matematica

(http://matematica.obmep.org.br/uploads/material _teorico).

Vale salientar que se deve reservar um tempo semanal para estudos individuais ou em
grupo. Nesse sentido, alunos e professores devem se dedicar para o estudo dos materiais tedricos
indicados, para assistir as videoaulas e para resolver os exercicios propostos. Por este motivo, é
muito importante que no primeiro encontro entre professores e alunos convidados, o professor
passe o maior nimero possivel de informacdes para os alunos, indicando apostilas, videoaulas e

exercicios.
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No que segue vamos detalhar os conteidos abordados nas aulas ministradas para os
alunos convidados, indicando referéncias bibliograficas, videoaulas relacionadas e as listas de
problemas que direcionardo o estudo a ser realizado em cada aula. Este detalhamento deve ser
utilizado tanto na aula para os alunos quanto no encontro de formac¢do entre o coordenador,
professores e alunos monitores. A seguir vamos detalhar como foi organizada a sequéncia

didatica.

4.2.1 Sequéncia didatica

O trabalho foi dividido em quatro capitulos entre os quais o Ultimo apresenta os recursos
necessarios para a constru¢do da sequéncia que foi a ferramenta Google sala de aula e o Projeto
de Ensino a partir do qual este foi desenvolvido. A figura 55 mostra a pagina inicial da turma

virtual do Projeto de Ensino no Google Sala de Aula.

Figura 55 — Turma virtual do Projeto de Ensino
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A apresentacao do contetido teve como parametro os critérios: conceituagdo, manipulacdo
e aplicacdo. Neste foi apresentado o contetido num periodo 7 semanas conforme foi discriminado
no projeto. A sequéncia encontra-se dividida em 7 semanas, onde veremos apresentacdo de
documentério, apresentacdo da Plataforma Google Sala de Aula, funcionamento das fases da
OBMEP, apresentacdo de conteudo, roteiro de estudos, lista de exercicios e simulado conforme

VEremos a SCgUiI‘.

12 Semana
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1) Video motivacional: Documentario OBMEP;

i) Introdugdo ao Google Sala de Aula;

ii1) Explicar como funciona a segunda fase da OBMEP;

1v) Escrita matemadtica na resolugdo da segunda fase da OBMEP.

Para iniciar as aulas voltadas para a segunda fase da competi¢do sugerimos ao professor
utilizar o roteiro, referente ao Encontro 1, disponivel no livro texto, produto da dissertacdo. Veja

a postagem no Google Sala de Aula das atividades deste encontro na figura 56.

Figura 56 — Encontro 1
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Fonte: Elaborado pelo autor.
22 Semana

1) Introducdo histérica sobre sequéncias e uma motivacao as recorréncias;

i1) Postagens dos roteiros das aulas e listas de exercicios no Google Sala de Aula;
iii) Videos com relacdo aos contetdos trabalhados;

iv) férum de discussao.

Para abordar os conteidos desta semana, sugerimos utilizar o roteiro de estudos e listas
de estudos, referentes ao Encontro 2, que se encontram no livro texto, produto da dissertacao.

Veja a postagem no Google Sala de Aula das atividades deste encontro na figura 57.
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Figura 57 — Encontro 2
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32 Semana

1) Trabalhando os conceitos de recorréncia;

ii) Postagens dos roteiros das aulas e listas de exercicios no Google Sala de Aula;
iii) Videos com relacdo aos contetidos trabalhados;

iv) Férum de discussao.

Sugere-se utilizar o roteiro de estudos e os exercicios, referentes ao Encontro 3, disponivel

no livro texto, produto da dissertacdo. Veja a postagem no Google Sala de Aula na figura 58.

Figura 58 — Encontro 3
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4* Semana
1) Problema introdutério: video do problema citado no filme INFERNO;

i1) Resolu¢do de problemas envolvendo recorréncias em progressdes, contagem e mate-

matica financeira.
ii1) Experimento: A torre de Handi.

Para dar inicio a esta semana, sugerimos utilizar um problema introdutdrio que retiramos
do filme Inferno. Como usar os arquivos? No roteiro de estudos e listas de exercicios, referentes
ao Encontro 4 no livro texto, produto da dissertacdo, voc€ encontra todas as indicagdes pertinentes
ao desenvolvimento das aulas desta semana. O Experimento traz as orientacdes metodoldgicas
para que as atividades propostas possam ser executadas em sala de aula. A Folha do Aluno pode
ser util para os alunos acompanharem as propostas. O Guia do Professor traz mais informacoes e
aprofundamentos, principalmente em termos de contetdo, que podem auxiliar o professor na

realizacdo da atividade. Veja a postagem no Google Sala de Aula das atividades deste encontro

na figura 59.
Figura 59 — Encontro 4
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5% Semana

1) Soma dos angulos internos de um poligono convexo;
i1) Nimeros de diagonais de um poligono convexo;

iii) Pizza de Steiner;

iv) Problema dos dominds e a sequéncia de Fibonacci.

Para dar inicio a esta semana sugerimos a utilizacao do roteiro de estudos e a lista de
exercicios referentes ao Encontro 5 disponivel no livro texto, produto da dissertacdo. Veja a

postagem no Google Sala de Aula das atividades deste encontro na figura 60.

Figura 60 — Encontro 5

2 ] Ty " 2%
L G Giope 1 Gonsmacen b [ Gases e B Ommemat. [ [ GARE AesmsA. [ cowuseri. [ Ammrssare. B A o r - Cuscvata. [) CSRARG W Snssman
= PROJETO DEENSING Mural Atividades Pessoas @ e Q
RECORRENCIAS

EneonTRO Item pestads em 14:20
Sem data de entrega

ENCONTRO &
= Sem data de enirega

Item postado em 1422
Mo roteiro de estudos Indlcamos referéncias bibllogréfices, videoaulas
relacionadas e as liztas de problemas que direcionaro o estudo a sar O 0
realizado em cada aula Entregue Trabalhos atribuidos
] ROTEIRO 53 SEMANA. pdf [£5 LISTA DE EXERCICIOS 5.
Ver tarefa
ENCONTRO &
@ 5| | Item postado em 14:2% Editado as 14:24
Sem dota de entrega

Fonte: Elaborado pelo autor.

6* Semana

1) Introducdo aos fractais;

ii) Problemas envolvendo fractais;

ii1) Experimento: O quadrado de Koch.

Nesta semana, sugere-se utilizar como apoio a roteiro de estudos referente ao Encontro
6 no livro texto, produto da dissertacdo. Assim como o experimento da Torres de Hanéi. O
Experimento traz as orientagdes metodoldgicas para que as atividades propostas possam ser

executadas em sala de aula. Veja a postagem das atividades deste encontro na figura 61.
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Figura 61 — Encontro 6
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7% Semana

i) Aplicacdo do simulado;

i1) Discussao das solu¢des do simulado;
iii) Aplicac@o do questiondrio qualitativo.

Na semana de encerramento do projeto foi aplicado o simulado com duragao igual a 22
fase da OBMEP. Em seguida, houve a correcdo do simulado e foi realizada a orientagdo dos
alunos referente a aplicagdo do questiondrio final que teve um cardter qualitativo a respeito do

projeto. Veja a postagem no Google Sala de Aula na figura 62.

Figura 62 — Encontro 7
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4.2.2 Relato de experiéncia

Os motivos principais da escolha do Google Sala de Aula como plataforma de auxilio
nas aulas do projeto de ensino foi a possibilidade de ajudar o docente a otimizar o tempo, manter
as turmas organizadas, tornar as aulas mais atrativas e aprimorar a comunicacao com os alunos.
Ao iniciar o projeto e a apresentacio da ferramenta da Google, notou-se um grande entusiasmo
por boa parte dos alunos, pois a maioria relatou que em sua vida escolar ndo havia participado
de algum treinamento voltado as olimpiadas de matemética. Houve algumas dificuldades iniciais
com relagdo ao cadastro e as funcionalidades, mas, logo foram superadas e em pouco tempo 0s
discentes j4 estavam ambientados. Além disso, alguns disseram que nao possuiam computadores
em casa, mas quando souberam que podiam realizar as tarefas através do aplicativo no celular

ficaram bem interessados e empolgados.

Alguns alunos afirmaram que j4 haviam feito algumas provas da 1? fase da OBMEP em
suas escolas anteriores, mas sentiam grandes dificuldades nas questdes por envolverem conceitos
que ndo eram trabalhados em sala de aula. Além disso, alguns relataram que ja haviam passado
para a segunda fase, onde as questdes sdo subjetivas, mas sentiam-se desmotivados por nao
saberem justificar suas respostas de maneira satisfatoria. Com isso, no decorrer das aulas, notei
um forte engajamento em construir as solugdes dos problemas propostos, cada participante tinha
um raciocinio € uma maneira prépria de escrita, com as devidas orientacdes passaram a resolver
os exercicios de forma mais completa e com uma escrita matemaética mais elegante. Era notorio
o espirito de cooperacao e interacdo entre os alunos e o interessante que passaram a gostar de ir
ao quadro e mostrar suas solu¢des aos colegas, o professor teve um papel apenas de mediador

Nnesse processo.
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Figura 63 — Aluno resolvendo problema no quadro

Fonte: Elaborado pelo autor.
Pode-se notar esse engajamento também nas atividades préticas, por exemplo, nos
experimentos envolvendo Torres de Handi e fractais. Algo interessante e motivador acontecia

durante os simulados e resolucdo de exercicios:

Figura 64 — Resolu¢iio do experimento: Quadrado de Koch

Fonte: Elaborado pelo autor.



117

Criou-se um espirito de competic@o entre os alunos gerando fervorosas discussdes a
respeito das solu¢des dos problemas. Outra curiosidade aconteceu durante um dos simulados,
quando alguns alunos falaram que estavam se divertindo com a prova, relatando que estavam
conseguindo enxergar os padrdes e com isso encontrando as solu¢des. Esse momento foi um dos

mais gratificantes, pois, naquele momento sabia que estava no caminho certo.

A questdo a seguir trata do problema dos dominds, gerou muita discussao e ao final os

alunos gostaram de ter contribuido na construcio da solucéo.

Figura 65 — Problema dos dominés

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com relagao a OBMEP, a primeira fase foi realizada com todo os alunos do IFAL-Batalha,
onde destes se classificaram 12 alunos para a segunda fase, mas, apenas 5 compareceram na prova
da segunda fase. Alguns relataram motivos de saude e outros a questdo de falta de transporte
para se deslocarem da sua cidade ao campus. No entanto, obtivemos um importante resultado,

uma menc¢ao honrosa na competi¢ao (Anexo C).
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Figura 66 — Noticia na rede social do IFAL-Campus Batalha

_ E ifalbatalha + Sequi

Jﬂ alha -‘!-__'.-

ifalbatalha Ja no "esguenta” do clima
junino, os alunos do nosso Campus est3o
participando hoje (05/06) da primeira fase
da XIV Climpiada Brasileira de r.13t-mc ica
(OBMEP)! "A compet t
despertar nos est tes o prazer pelo
estudo da Matematica, as vezes téo
mistificado entre eles, mostrande 3 sua
prasenga no cotidiano, em diversas
situages propostas, £ uma étima
oportunidade para encarar novos desafios
e desenvolver competéncias ¢ habilidades
na area’, afirma o professor Clewerton dos
Santos, coordenador do certame no ambito
do Campus.

VAU W

106 curtidas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com relagdo a OMIF, foram convidados todos os alunos para participarem, no contra-
turno, da primeira fase da competicao. A aplicacdo desta fase aconteceu no préprio campus.
Para a segunda fase, classificou-se um aluno, um resultado também muito importante, pois, a
segunda fase da competicdo foi realizada em Muzambinho-MG e apenas 20 alunos do IFAL
conseguiram a classificacdo. A experiéncia adquirida na viagem e durante o evento agregou

muito conhecimento aos alunos envolvidos (Anexo E).

Vale salientar que os resultados mais importantes nao foram apenas as premiagdes, mas
também o desenvolvimento da escrita matematica formal, o aprimoramento do raciocinio 16gico-
criativo dos alunos, melhor desempenho dos alunos envolvidos na disciplina de matematica e um

dos mais relevantes, o reflexo positivo que esse tipo de acdo gera nos outros alunos.

Para finalizar o projeto foi aplicado um simulado, consultar o livro texto, produto da
dissertacdo, e em seguida foram discutidas as solucdes. O interessante foi que os alunos que
terminaram prova antes do horério estipulado aguardaram ansiosos pela corre¢do da prova, mas
antes de resolvé-la criou-se um ambiente favoravel a discussao, onde os alunos falavam empol-
gados que conseguiram responder a maior parte das questdes. Apds o termino das discussoes

sobre o simulado, os alunos foram informados sobre o questiondrio qualitativo.

Questiondrio qualitativo estd disponivel em: https://docs.google.com/forms/d/

ImpIThxfpD3HJeZfvoildD6Ip]BZReFvvyVR92JILy8o/edit.
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No link acima, gostaria de ressaltar algumas das respostas que alguns alunos deram ao

responder ao questiondrio final. Faremos aqui um recorte das questdes 9, 10, 12, 13 e 15 do

questiondrio.

Questao 9 - Vocé gostou da maneira que as atividades foram desenvolvidas utilizando o

portal do aluno? Todos responderam sim, as justificativas foram as seguintes:

Figura 67 — Justificativa da questiio 9 do questionario final

parque ajudou na compreensdo do aprendizado.

Foram desenvolvidas de maneiras bem didatica e divertida

As atividades foram interessantes e didaticas.

Foi bom pg sempre que haviam duvidas tinha alguém pra te auxiliar

0 portal facilitou ndo s o acesso aos contetdos, como também tornou
as aulas mais interessantes

Sim, pois foi uma metodologia meio que diferente.

As atividades foram didaticas e interessantes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Questao 10 - Vocé gostaria que outros professores usassem o portal do aluno para

auxiliar no processo de ensino-aprendizagem? Todos responderam sim, as justificativas foram as

seguintes.

Figura 68 — Justificativa da questiio 10 do questionario final

Pois facilita a acessibilidade do aluno com a disciplina.
Porque ajudaria bastante nas atividades e no desenvolvimento.

Progue seria ainda mais pratico e também é uma plataforma onde o
assesso € mais facil e rapido

A plataforma @ muito boa e Gtil e pode ser usada para um ensino mais
dinamico.

Sim, pois eu teria video aulas e poderia revé-los quantas vezes eu
quisesse

Seria uma forma de facilitar o acesso aos conteddos das aulas

Seria uma boa ideia, porém, vai depender do desenvolvimenteo dos outros
aulos,

Seria legal pois ficaria até que facil compartilhar conteddos e atuvidades

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Questao 12 - A sua participacdo nas atividades do portal do aluno provocou alguma

mudanca na sua forma de estudar? Nesta questdo 62, 5% responderam sim, a seguir veremos as

justificativas:

Figura 69 — Justificativa da questiio 12 do questionario final

A reserva de horas a mais para a revisdo das atividades.
Ter mais paciéncia, ler mais a questao.

N&o somente o meu entendimento do assunto didatico melhorou como
também meu desenvolvimento académico

N&o somente tive um imprevisto interesse maior nos assuntos e também
a descoberta de novos assuntos

Assistindo mais videos aulas em casa a concentragdo & maior e o
desempenho consequentemente também sera maior, ajudando a deixar
mais claro alguns assuntos que as vezes nao ficou bem complexo no
entendimento.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Questao 13 - Se houve alteracdes no seu desempenho escolar, vocé acredita que o uso

do portal do aluno como ferramenta pedagdgica interferiu nessa alteracao? Justifique.

Figura 70 — Justificativa da questiio 13 do questionario final

Sim, pois a partir do portal tive orientagoes sobre aulas especificas, o que
ajudou no meu rendimento.

Ajudou bastante.

Sim, pois com ele pude ter acesso a video aulas e documentos para a
utilizagao nas aulas

Sim, meu desempenho melhorou a partir da utilizagdo do portal e
também da participagdo nas aulas, ndo somente meu desempenho mas
minhas notas também melhoraram

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelos depoimentos das questdes anteriores vimos que os alunos gostaram das atividades
propostas e que as acharam relevante para o enriquecimento do seu conhecimento. A questao
a seguir mostra o nivel de satisfacdo dos alunos que responderam o questiondrio em tempo
habil, como vemos no grafico 6, ndo houve alunos insatisfeitos, o que mostra a importancia de

desenvolver atividades voltadas as olimpiadas de matematica de formas diferenciadas.
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Questao 15 — Marque a resposta que representa o seu nivel de satisfacdo com o projeto

de ensino do qual vocé participou:

Figura 71 — Nivel de satisfacio

® Muito Satisfeito
@ Satisfeito

) Insatisfeito

® Muito Insatisfeito

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com efeito, apesar das dificuldades, realizar o projeto foi bem gratificante. J4 temos
aprovacgao para realizd-lo no ano de 2019 (Anexo B). A participagcdo dos alunos em olimpiadas de
matematica é importante porque da outra visdo do que € a Matemadtica, tornando-a mais atrativa
e desafiadora. Além disso, sdo trabalhados assuntos que ndo estdo no curriculo da disciplina, mas
sdo muito importantes para a drea, por exemplo, o conteido de recorréncia, pois, levar o aluno a
desenvolver a habilidade de pensar recursivamente um processo para solucionar um problema o
torna mais livre para encontrar maneiras criativas de resolver problemas no cotidiano. Hd um
grande potencial a ser revelado nos alunos do IFAL-Campus Batalha e tem confianca de que, em

uma préxima edi¢do, o Campus poderd ter desempenho ainda melhor, inclusive com medalhas.
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CONCLUSAO

No presente trabalho salientamos por meio da perspectiva de diferentes autores a presenga
das equagdes recursivas em diferentes dreas, bem como a utiliza¢do de recorréncias para facilitar
a resolucdo de determinados problemas combinatdrios. A proposta deste trabalho foi elaborar
um conjunto de atividades aliado a tecnologia, permitindo que o aluno, ou o grupo de alunos
envolvido, leia, interprete, formule hipdteses, realize testes com estas hipéteses e faga conjecturas,

posiciona-se de forma ativa e autbnoma na constru¢do do seu préprio conhecimento.

O estudo de recorréncias serve como uma oportunidade para que os estudantes de-
senvolvam seu raciocinio, percebendo padrdes, fazendo conjecturas e com isso aprendam a
organizar ideias e construir seus proprios modelos. Neste sentido, acreditamos ser necessaria
uma metodologia diferenciada para abordar e resolver questdes matemaéticas priorizando o uso
da criatividade na constru¢do de modelos e deixando de lado a aplicacdo sistemdtica de férmulas
prontas. Sendo que ao professor cabera o papel de coadjuvante na criagdo destas, tornando-se

um agente mediador entre o aluno e o objeto de estudo que, neste caso, é a Matematica.

Com relagdo ao projeto de ensino, vale destacar que houveram algumas dificuldades
no decorrer do mesmo. Sendo os principais empecilhos a falta de infraestrutura adequada para
acolher os estudantes, com relagdo ao espaco fisico, a falta de disponibilidade aparelhos de uso
pessoal (computadores e/ou smartphones) para ter o acesso a ferramenta Google Sala de Aula,
limitando o acesso quando o discente estava na escola. Além disso, houve uma grande dificuldade,
inicialmente, para que os alunos se adequassem ao nivel de dificuldades das competi¢des

matematicas, principalmente na questao da formalizacdo matematica.

Por outro lado, com a realizac¢do do projeto, os alunos conseguiram ter novas perspectivas
com relacdo a matematica, sentindo-se mais motivados a estudar a disciplina e a resolver
problemas mais elaborados, como os de olimpiadas. Além disso, houve uma melhora com
relacdo a leitura, formalizacdo e escrita matematica por parte dos discentes, visto que no inicio do

projeto os mesmos apresentaram muitas dificuldades com relacdo ao desempenho matematico.
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Anexo A

Figura 72 — Resultado final da sele¢iio de projetos de ensino executado em 2018.
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ANEXOS

EDITAL N" 01/2018/ PROEN/IFAL
SELECAO DE PROJETOS DE ENSINO

RESULTADO FINAL

FPrFEAMD FALBALE AL

[Técnicos de Eletrotéenica e Eletronica através da tecnologia educacional
“Mobile Learning”

1 anm de INicleo Pritico de Relagdes Pablicas ¢ Eventos - NURPE ICLASSIFICADO
liveira Silva

2 |Adriana Thiara de Mural do NURPE ~ Niscleo Pritico de Relagdes Piblicas ¢ Eventos ICLASSIFICADO
Oliveim Silva

3 [Marcelo de Assis Corréa  [Suporte Continuado a aprendizagem no Ensino Médio Integrado aos IFICADO

14 [Ebenezer Bernardes

Correia Silva

Genemol: Jogo de quebra-cabega como facilitador no ensino de genéticalCLASSIFICADO

5 [Karina Dias Alves

legio osteoldgica de membros inferiores de animais da classe mammailia

ICLASSIFICADO

BENEDITO BENTES

1 [Paulyanne Karla Araijo
Magalhdes

A problematizagdo no ensino aprendizagem do téenico em enfermagem

CLASSIFICADO*

=]

PMarcos Charles Pinheiro
Baltazar

Editoragio de Revista on line para publicaglio de trabalhos académicos de nivel
lécnico

ICLASSIFICADO*

3 |Roseanne de Sousa Nobre

(Criacdo de teenologia educativa para melhora da aprendizagem significativa

ICLASSIFICADO*

MURICI
1 elle dos Santos iConfecgdo e avaliaglio do uso de jogos diditicos de Biologia voltados a alunos  [CLASSIFICADO*
avares Pereira ido 1" ano do ensino médio
2 FA.LnrdoLmudnsSamm Estudo de caso: uma ferramenta para o ensino de Quimica no ensino mMoFLASSLFI(.‘ADO'
ol lizanie
iclle dos Santos Desenvolvimento de atividades priticas de Biologia para alunos do 2° ano do[CLASSIFICADO*
avares Pereira lensino téenico integrado de Agroindistria e Agroecologia
£ Portela das Chagas|lnvertendo o projeto de ensino; laboratdrio habitado e aluno ocupado CLASSIFICADO*
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PIRANHAS
1 [Diogo dos Santos Souwzn Bllicim de leitura ¢ escrita direcionadas i redagio do Exame Nacional do CLASSIFICADO
sino Médio (ENEM)
2 |Bruna Maria Ferran IDesenho Técnico auxiliado por computador CLASSIFICADO*

Machado Doria

* Projeto de Ensine classificado conforme item 10.1 do Edital 01/2018,

** Projeto de Ensino aprov:

ado com restrigiio.

Fonte:Edital N° 01/2018/PROEN/IFAL
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Anexo B
Figura 73 — Projeto de Ensino contemplado em 2018
ORDEM PROPONENTE PROJETO CAMPI RESULTADO
— | FLORA SOUSA PIDNER OFICINA DE IDEIAS CLASSFICADD
PALMEIRA DOS INCIOS
T F | DANELLE GOWES DO RASCIMENTD CLASSFICADD |
ULTRAPASSANDO OS MURDS DO IFAL O ENVOLVIMENTO DO ALLINO EFAL- PALMEIRA DOS INDIOS
PiN COM A LITERATURA ORAL POR MEID OE CAUSOS POPULARES.
¥
RODOLFO RODRIGUES PEREIRA DOS MAIS EXATAS E CIENCIA DA NATUREZA. PALMEIRA DOS INDIDS CLASSIFICADD
CLASSIFICADO
e GREGORY ARTHUR DE ALMEIDA CARLOS CURSO DE OSCILOSCOPIO: SUPORTE PARA MEDICAD, AMALISE E PALMEIRA DOS INDIOS
> DIAGNOSTICO DE SINAIS DE CIRCUITOS ELETRICOSELETRONICOS
CLASSFICADD |
ROBERTO IDALIND BARROS ATUALIDADES EM FOCO PALMEIRA DOS INDIDS
(3 — | CLAssFICADO
MARIA HELY NNE LIMA SILVA ATLETAS DA PROGRAMAGAQ. GRUPO DE TREINAMENTO PARAA OLIMPIADA |  PALMEIRA DOS INDIOS
DE INFORMATICA
1 JOSE ROBERTO DE ALMEIDA LIMA ENSING DE MATEMATICA ATRAVES DE TECNOLOGIAS
ARAPFACA CLASSFICADD |
o JOSE LEANDRO COSTA GOMES BASES DAS CIENCIAS DA NATUREZA E MATEMATICA
ARAPFACA CLAESFICADD
* JOSE ROBERTO DE ALMEIDA LIMA LABORATORIO DE mwusonsmos E MATERIAIS DIDATICOS COMO
SINO DE MATEMATICA

: RODRIGO BARBOSA RAMOS VOZES DO SUL- ESTRATEGIAS EDUCOMUNICATIVAS PARAO LETRAMENTD E CORURIPE CLASSIFICADD
0 PROTAGONISMO JUVENIL DOS ESTUDANTES DO CAMPUS CORURIPE

TECNOLOGIA BIM COMO FERRAMENTA DE MULTIDISCIPLINARIEDADE NA
AREA cviL

F ADRIANA THIARA DE OLIVEIRA SLVA 3 WACEIQ CLASSIFICADD |
NUCLEQ PRATICO DE RELACOES PUBLICAS E EVENTOS: NURPE
7 VALERIA ALVES MONTES = VACEID CLASSFICADD
MURAL DO NURPE- NUCLED PRATICO DE RELAGOES PUBLICAS E EVENTOS
g ADRIANA THIARA DE OLIVEIRA SILVA, | WACEID CLASSIFICADD |
ESTUDOS INTERDISCIPLINARES EM TURISMO E HOSPITALIDADE EM
ALAGOAS (EITHA) ;
5 RITADE CASSA COSTA WACEID CLASSIFICADD |
GIRASSOL DE miﬁmmmmnﬁmw
CONTROLE. MAQUINAS ELETRICAS E £ \GOES SUSTENTAVEIS

LEIA MULHERES MARECHAL DEODORO: A CIRCULACAD DA LITERATURA DE
AUTDRIA FEMININA E FORMAGAQ DE LEITWEIESMOGMTEAB

DE
» ESTAMOS NO MESMO BARCO. RUMO AD MARECHAL DEODORD CLASSIFICADD
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Anexo C

Figura 74 — Certificados OBMEP
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Anexo D

Figura 75 — Certificados OMIF
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Anexo E

Figura 76 — Registros da OMIF

Aplicagio da 17 fase da OMIF.
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Figura 77 — Registros da OMIF
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Anexo F

Figura 78 — Exibi¢do do documentirio sobre a OBMEP.

Documentdrio disponivel em <https://www.youtube.com/watch?v=1QhDAIrTKmE.>

Turnmo: Matutino

Turno: Vespertino



https://www.youtube.com/watch?v=1QhDAlrTKmE.
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Anexo G
Figura 79 — Experimento Torre de Hanoi.

Experimento disponivel em <http://m3.ime.unicamp.br/recursos/search:hanoi.>

Py TR, SRy R, PERHIS, A I, S (TR e, ,

nais muitimidia para
raine mddio:

Inicio Recursos sducacionals |ustificativa pedagogica Histarico Colaboradores [ R

weniwsta win

Torres de Handi = fom

Sinagse O arqulvas
B i

[re—



http://m3.ime.unicamp.br/recursos/search:hanoi.

135

Anexo H

Figura 80 — Experimento: O Quadrado de Koch.

Experimento disponivel em <http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1023.>
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Prefacio

Um convite ao estudo de recorréncias

Luiz Gabriel dos Santos Gomes

O presente livro texto é fruto da dissertacdo cujo
titulo é o mesmo do livro, junto com um projeto de ensino
desenvolvido no Instituto Federal de Alagoas (IFAL), inti-
tulado Preparando Futuros Campedes para as Olimpiadas
de Matemdtica, de Clewerton dos Santos Silva e tem como
tema central o estudo de recorréncias de primeira e segunda

ordem.

Apesar de ser um conteido de grande relevancia,
dentro do ensino médio pouco ou até mesmo nada é comen-
tado a respeito das relages de recorréncias ou, se assim

preferir, equacdes de recorréncias, mesmo sendo trabalhado



conteudos como as progressoes aritméticas e geométricas.
Muitas vezes o aluno fica muito preso a equacgdes matemé-
ticas que descrevem determinadas situagoes, deixando o
embasamento tedrico de lado, o que torna a disciplina de

matematica cansativa e tediosa.

Partindo da ideia de que o pensamento recursivo
traz ao individuo a possibilidade de enxergar padroes mate-
méaticos, sejam eles numéricos e/ou geométricos, o ensino
de recorréncias se faz importante para estimular o pensa-
mento critico/matematico, viabilizando uma aprendizagem
em matematica de forma dedutiva, deixando de lado a visdo

de que é necessario decorar as formulas matematicas.

O material estd divido em seis capitulos. Em um
primeiro momento serdo apresentadas algumas passagens
da histéria da matematica, relatando em ordem cronolédgica
alguns resultados importantes relacionados as sequéncias,
com o qual o professor pode usar como motivagao a apre-
sentacdo do contetido em sala de aula. Nos dois capitulos
seguintes serdo apresentados um embasamento tedrico para
o estudo das relagbes de recorréncias, com demonstracoes
dos teoremas e proposicoes, varios exemplos e como tultima

secao exercicios. Em seguida, o quarto e quinto capitulo,



serdo abordados os mais diversos problemas que podem ser
resolvidos com o uso de recorréncias, como problemas da
OBMEP, tempo de meia vida, crescimento populacional,
matemadtica financeira. Por fim, o ultimo capitulo desse
material sdo roteiros de aulas referentes aos conteiidos de
recorréncias que, por ventura, o professor pode adotar e/ou

adaptar para as suas aulas.



APRESENTACAO

A confecgdo deste documento é fruto da dissertagio
intitulada por Recorréncias para Ensino Médio: Um Passeio
Entre a Matematica Basica e a OBMEP do programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) e tem como objetivo fornecer um apoio tedrico
para o contetido de recorréncia para professores do Ensino

Basico.

Neste e-book vamos conhecer um pouco da teoria
de recorréncias e suas aplica¢des em conteidos do Ensino
Bésico, mais especificamente do Ensino Médio, tentando,
por vezes, relacionar a matematica com outras disciplinas,

como quimica, fisica e biologia.

E imporatente ressaltar que o presente trabalho estd
dividido em 6 capitulos em que, em um primeiro momento,
daremos um enfoque em passagens da histéria visando
ressaltar a importdncia do estudo de sequéncias, sejam
elas numéricas ou ndo. Em seguida, tentaremos fazer uma
motivacdo ao estudo de recorréncia com a apresentacao de

sequéncias numéricas elementares e usuais do Ensino Médio,


https://drive.google.com/open?id=1LF4w9552C2UpV6SVRVYOwyLhJGQFn2VI
https://drive.google.com/open?id=1LF4w9552C2UpV6SVRVYOwyLhJGQFn2VI

como as progressoes aritméticas (P.A’s) e progressoes as

geométricas (P.G’s).

Sendo assim, a segunda parte deste livro estara
destinado ao estudo das recorréncias lineares de primeira e
segunda ordem, seguida das aplicacées no Ensino Médio e
problemas voltados a Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas (OBMEP). Finalizaremos o texto com
um possivel roteiro de aulas que o professor, por ventura,

possa utilizar e/ou adaptar em sala de aula.

Boa leiturall!



1 Uma Breve Apresenta-

cao da Histéria.
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1.1 Origem dos Estudos das Sequéncias Numé-

ricas

Algumas das contribuigdes mais relevantes da anti-
guidade para a matematica sdo encontradas em um certo
nimero de papiros egipcios que de algum modo resistiu
ao desgaste do tempo, atualmente, encontra-se no Museu
Britanico. Foi comprado em 1858 numa cidade & beira do
Nilo, por um antiquario escocés, Henry Rhind; por isso é
conhecido como Papiro de Rhind (ou Papiro de Ahmes em

homenagem ao escriba que o copiou por volta de 1650 A.C.).

Figura 1 — Uma parte do papiro Rhind. Depositado no Museu Bri-
tanico, Londres

Fonte:http://www.matematica.br/historia/prhind.html

Segundo o artigo Progressdes Aritméticas e Geo-


http://www.matematica.br/historia/prhind.html
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métricas: Histéria, Conceitos e Aplicacdes De Lima, et al
(2013), o estudo de progressoes comegou a ser desenvolvido
pelos babilonios desde periodos que antecedem a era crista.
Era preciso estabelecer padroes para a enchente do Rio
Nilo, o que foi desenvolvido inicialmente com o objetivo de
saber quando haveria inundacao dessa forma plantariam na
época certa e garantiriam seus alimentos, assim, tiveram
que observar os periodos em que ocorria a enchente do rio.
Havia, portanto, necessidade de conhecer o padrao desse
acontecimento, onde segundo os estudos isso teve inicio
hé 5.000 anos atras e teve sua génese com egipcios. Eles
perceberam que o rio tinha suas inundacgées logo depois
que a estrela Sirius se levantava ao Leste, antecedendo um
pouco o Sol, observaram que isso acontecia a cada 365 dias.
Dali os egipcios criaram um calendério solar composto de
doze meses, 30 dias cada més e mais cinco dias de festas,
dedicados aos deuses Osiris, Horus, Seth, Isis e Nephthys.
Os egipcios dividiram os doze meses em trés periodos de
quatro meses cada: que representavam a semeadura, o cres-
cimento e a colheita. Note que muito do desenvolvimento
da matemadtica se deu com a necessidade do ser humano de

buscar explicacao logica para os fend0menos da natureza e de
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entender os ciclos com que estes ocorrem. Entao, a histéria
nos ajuda perceber a presenca de tais padroes em nosso
cotidiano. Sendo assim, podemos afirmar que fazer uso de
uma abordagem historica dos conteiidos de matemética que
serdo ministrados em aula pode torna-los mais significativos
e atraentes para os discentes. No tépico a seguir falaremos
sobre Sequéncia de Fibonacci, uma das sequéncias mais
interessantes da matematica e, além disso, apresentaremos
o problema que teve total importancia no descobrimento

de tal sequéncia, o Problema dos Coelhos.

1.2 Fibonacci e o Problema dos Coelhos

Por volta de 1202, Leonardo de Pisa (1180 - 1250),
um grande matematico da idade média, também conhecido
por Fibonacci, publicou a obra Liber Abaci, que, além de
expor processos algoritmicos e aritméticos, apresentava pro-
blemas muito interessantes. Um desses desafios, conhecido
como “o problema dos coelhos” deu origem a sequéncia
numérica a seguir, conhecida como “sequéncia de Fibo-
nacci”: (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...). Onde o préximo ntiimero

da sequéncia é encontrado com a soma de dois niimeros que
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o antecedem, lembrando que s6 podemos considerar essa
informacao a partir do terceiro nimero da sequéncia. Hoje
podemos observar, que muitos elementos da natureza como
flores e conchas estao relacionados aos nimeros que formam

essa sequeéncia.

Figura 2 — Leonardo de Pisa (Fibonacci)

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm

Agora iremos expor o problema que teve total re-
levancia no descobrimento de tal sequéncia, e em seguida
faremos uma conjectura para uma possivel solucao para o

problema.

Um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num
lugar cercado. Determinar quantos casais de coelhos ter-

se-20 apdés um ano, supondo que, a cada més, um casal


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm
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de coelhos produz outro casal, e que um casal comeca a

procriar dois meses ap0s o seu nascimento.

Tabela 1 — Anélise do problema dos coelhos de Fibonacci

Meés | Ntumero de casais do | Niimero de casais | Total
més anterior recém-nascidos
1° 0 1 1
20 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° &9 55 144

Fonte: Elaborado pelo autor

Portanto, o niimero de casais de coelhos num de-
terminado més ¢ igual ao ntimero total de casais do més
anterior acrescido do niimero de casais nascidos no més em
curso, que é igual ao nimero total de casais do més anterior
ao anterior.

A demonstracao dessa sequéncia serd feita ao longo

de nosso trabalho, ou seja, exatamente no capitulo que

desenvolvera recorréncias, no qual trataremos de maneira
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mais elegante tais problemas. No proximo tépico falaremos
um pouco sobre o matematico alemao Carl Friedrich Gauss,

um dos mais importantes matematicos da historia.

1.3  Gauss e a Soma dos Termos de uma Sequén-

cia

Conta-se a seguinte histéria sobre o matematico
aleméao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que ainda garoto
foi um grande matematico que comecgou a demonstrar sua
genialidade na escola primdria. Algum relato conta que a
turma de Gauss na escola era bastante inquieta e, certa vez,
seu professor decidiu dar-lhes uma atividade que deveria
envolvé-los por algum tempo. O professor pediu aos seus
alunos que fizessem a soma de todos os niimeros naturais
de um até o cem. Surpreendentemente, menino Gauss con-
seguiu concluir a atividade em poucos minutos. O professor
conferiu os calculos e verificou que Gauss havia acertado.
Pediu-lhe entdo que explicasse como havia feito as contas
de forma tao rapida. Gauss prontamente mostrou sua ideia.

Entao,
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1 + 100 = 101

2 4+ 99 = 101
3 4+ 98 = 101
49 + 52 = 101
°0 + 51 = 101

Ele observou que, ao somarmos o primeiro com o
ultimo, obtemos o resultado de 101, e que, aos somarmos
o segundo com o penultimo, também obtemos 101 como
resultado e assim sucessivamente. Isto d4 um total de 50
pares de nimeros cuja a soma da 101. Portanto, a soma

total é 50-101 = 5050.

Figura 3 — Carl Friedrich Gauss

Fonte: encurtador.com.br/fCHY9


encurtador.com.br/fCHY9

Capitulo 1. Uma Breve Apresenta¢io da Historia. 17

Questionado como descobriu o resultado com tanta
rapidez, Gauss, entdo com dez anos de idade na época
segundo relatos, apresentou seu método, que algebricamente

é descrito pela expressao, a seguir:

Sp=14+24+3+---+(n—-1)+n (1.1)

Reescrevendo (1.1) com os termos da soma em or-

dem decrescente, temos

Sp=n+n—-1)+---+3+2+1 (1.2)

Somando, membro a membro, (1.1) e (1.2), obtemos

2S5, = (n+1)+(n+1)+---+(n+1) = n-(n+1)
n—termos
Portanto,
. 1
Sn:n(T;Jr). (1.3)

Para ndo pairar nenhuma duvida sobre o nosso resul-

tado, a seguir vamos provar (1.3) via Principio de Inducao
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Finita ou Indugdo Matematica. Para isso, enunciaremos um
teorema de Inducdo Matematica e em seguida provaremos

a propriedade anteriormente mencionada.

Para o leitor que desejar ver a demonstragao deta-
lhada do teorema a seguir, indicamos o livro Matematica

Discreta, pag.27, (MORGADO, 2013).
Teorema 1.1. Seja P(n) uma propriedade relativa ao ni-
mero natural n e seja ng um nimero natural.
(i) P(ng) € valida;
(ii) Para todo n>ng a validez de P(n) implica na validez
de P(n+1).

Entao P(n) € vdlida para todo n > ny.

Agora, provaremos via Inducdo Matemética o resul-

tado (1.3) enunciado anteriormente.

Demonstragdo. Considere a seguinte proriedade dos niime-
ros naturais:

n-(n+1)

Pn):S,=142+3+--+(n—1)+n= 5
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1-(1+4+1
(i) Observe que para ng = 1, temos que S = (2‘1‘) _

1. Assim, segue que P(1) é vélida;

(ii) Suponhamos que para algum n > 1 natural a proprie-

dade P(n) é valida, isto é,

n-(n+1).

Pn):Sp=1+2+43+---+(n—1)+n= 5

Provaremos que P(n+ 1) também é vilida.

Inicialmente, observe que

P(n+1): 14243+ +n+(n+1).

P(n)
Por (ii), temos
P(n+1) = ”'(7;+1)+(n+1)

n-(n+1)+2-(n+1)
2

(n+1)-(n+2)
—

Assim, temos que a validez de P(n) implica na

validez de P(n+1).
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Logo, pelo Teorema 1.1, temos que P(n) é valida

para todo n > 1 natural. O

No topico a seguir trataremos dos nimeros figurados
que segundo (Tatiane e Joao Bosco 2012 p. 65 a 69) é um
tipo de sequéncia interessante que descreve caracteristicas
e relagdes numeéricas importantes e que seu estudo sempre

intrigou os matematicos.

1.4 Nuameros Figurados

Os niimeros figurados foram criados pelos pitagori-
cos (discipulos de Pitagoras), no século V a. C. sdo nimeros
que podem ser representados por um formato geométrico

de pontos situados a uma mesma distancia.

Os pitagéricos esperavam compreender a natureza
intima dos numeros, dessa forma construiram os nume-
ros figurados que sao representados como unidao de pontos
numa determinada figura geométrica, isto é, a quantidade
de pontos representa um nimero, e estes sao agrupados
de formas geométricas conhecida. Se estes formarem um

poligono regular, sdo chamados de niimeros poligonais. Na
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sequéncia mostraremos exemplos de alguns niimeros figura-
dos, destacando os nimeros triangulares, quadrangulares e
pentagonais, e também faremos demonstragdes que repre-

sentam os fatos teorizados pelos pitagoricos.

1.4.1 Nuameros Triangulares

Sao ntmeros que podem ser representados por pon-

tos organizados em forma de um triangulo equilatero.

Figura 4 — Sequéncia dos ntiimeros triangulares

o
19 300

Fonte:http://www.wikiwand. com/pt/NC3%BAmero_poligonal

Nota-se que, se considerarmos na figura 4 a quanti-
dade de pontos em cada tridngulo como um termo de uma
sequéncia numérica, podemos associar a sequéncia de tridn-
gulos a uma sequéncia numérica dada por (1,3,6,10,15,--).
Representando cada termo desta sequéncia por T}, e obser-

vando a sequéncia, podemos concluir que,


 http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal
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11
15
T3

Ty

= 142
= 14243

= 14243+ +n

Portanto, T;, é a soma dos n primeiros inteiros po-

sitivos, ou seja, é a soma dos termos de uma progressao

aritmética de n termos, utilizando a férmula encontrada no

tépico 1.3, obtemos a expressao

n-(n+1).

T, = 5

1.4.2 NdOmeros Quadrados

Sao ntimeros que podem ser representados por pon-

tos organizados em forma de um quadrado.

Figura 5 — Sequéncia dos ntimeros quadrados
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Fonte:http://www.wikiwand.com/pt/N%C3/BAmero_poligonal


 http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal
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De maneira semelhante aos nimeros triangulares, a
quantidade de pontos em um quadrado @),, pode ser deter-

minada inferindo, a partir da figura 5, o seguinte raciocinio:

Q1 = 1

Q2 = 143

Qs = 1+3+5

Qn = 14+3+5+--+(2n-1).

Dal, segue que, @, é determinado pela soma dos
n primeiros ntmeros inteiros impares. Portanto, usando a
formula da soma dos n primeiros termos de uma progressao

aritmética, entdo, concluimos que

Q. = n-[1+(22n—1)] _ 22712 _ 2

1.4.3 Nuameros Pentagonais

Sao ntmeros que podem ser representados por pon-

tos organizados em forma de um pentagono regular.

A partir da figura 6 podemos associar cada niimero

pentagonal P, com a quantidade de pontos da figura que o
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Figura 6 — Sequéncia dos ntimeros pentagonais

1@ 500

Fonte: http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal

representa e formar a sequéncia numérica (1,5,12,35,---).

Podemos observar que

P = 1
P2 = 1+4
P3 = 14+4+7

Nota-se que a sequéncia formada pelas parcelas
da soma acima é a soma dos n primeiros termos de uma
progressao aritmética, com primeiro termo a; =1 e razao
r=3.logo ap, =14 (n—1)-3=3n—2, dai segue que, P, =
14447410+ -+ (3n—2), assim, chegamos a expressao
assim, chegamos a expressao

(1+3n—2)-n _ 3n*—n

P, =
2 2



http://www.wikiwand.com/pt/N%C3%BAmero_poligonal
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A titulo de curiosidade, veremos alguns teoremas
relativos a nimeros figurados, como eram enunciados e

provados pelos pitagoéricos.

Teorema 1.2. O numero triangular T, € igual ¢ soma dos

n Primeiros inteiros positivos.

Demonstragdo. Inicialmente, analisemos geometricamente
tais niimeros.

Figura 7 — Soma dos 4 primeiros inteiros positivos (74 = 10)

Fonte: http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html

Observamos que um niimero quadrado na sua forma

geométrica, pode ser dividido como na figura abaixo.


http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html
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Figura 8 — Forma geométrica de um niimero quadrado

Fonte: http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html

Vamos fazer a prova do teorema algebricamente.

Inicialmente, vimos o caso T}, isto é, o caso em que
n = 4. Agora suponhamos que o numero triangular, 7,, é
dado por

n-(n+1)

Th=142+43++n=—7

Provaremos que a propriedade é vilida para o caso
n+1. Obserque que, a partir da figura 8, que podemos rees-
crever um numero quadrado como dois niimeros triangulares.
O caso da figura 8, escrevemos o niimero quadrado como
a soma de T3 e Ty. Assim por (1.4.2), podemos escrever o

(n+ 1) — ésimo nimero quadrado como:

n-(n+1)

Qni1 = (n+ 1)2 =Tn+Th1= +Th+1-


 http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html
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Desenvolvendo (n+1)? e somando —7}, na tltima

igualdade, temos

Tn+1=(n+1)2_”‘(7;+1) _ (n+1)é(n+2)

n-(n+1)

Logo, T;, = ¢é valido para todo n natural.

O]

Teorema 1.3. O n—ésimo numero pentagonal € igual a

n mais trés vezes o (n— 1) —ésimo numero triangular.

Demonstracdo. Note que podemos dividir um nimero pen-

tagonal conforme a figura abaixo.

Figura 9 — N-ésimo Numero Pentagonal

Fonte: http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html

Seja o n-ésimo numero pentagonal, P,,, dado pela

soma de uma progressao aritmética:


http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html
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“(Bn—1) 3n?-—
Po=1+4+4T+ - +3n—-2=" (Z ) _ ”2 .

Assim, como 3n? —n = 3n? —3n + 2n, temos que

3n2—3n+2n

P, = >

3n2—3n
2

= ’n/+

(n—1

Logo, pelo Teorema 1.2, temos que
P,=n+3-T,_1
O

Teorema 1.4. A soma dos primeiros inteiros impares, co-

megando com 1, € o quadrado de n.

Demonstragdo. Na figura 10 vemos os primeiros niimeros
impares dispostos em camadas, formando quadrados cada

vez maiores.
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Figura 10 — Soma dos primeiros inteiros fmpares

Fonte: http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html

Calculando a soma da progressao aritmética, temos

que demonstra o teorema.

-2
n n:n2.
2

14+34+54--+(2n—1)=

O]

Veremos mais adiante, que esse tipo de abordagem
feita pelos pitagoéricos utiliza uma modelagem através de
sequéncias de recorréncia para explicar os padroes encon-
trados nessas sequéncias. Nesse sentido, no proximo tépico
abordaremos os Fractais que, em muitos casos, pode ser
gerado por um padrao repetido, tipicamente um processo

recorrente ou iterativo.


http://www.matematica.br/historia/nfigurados.html
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1.5 O Surgimento dos Fractais

No final do século XIX, Georg Cantor', pegou num
segmento de reta e dividi-o em 3 partes iguais. Em seguida,
retirou a parte central, obtendo dois segmentos de reta mais
curtos. Usando repetidamente este processo, obteve algo

como ilustra a Figura 11:

Figura 11 — Conjunto de Cantor

'
['-1_._' P —— o EEEEE ———
(g o— e g S— = = = —

Fonte:
http://www.obmep.org.br/bq/bq2009.pdf

Cantor reparou que se fizesse este processo um nu-
mero infinito de vezes, iria obter um ntmero infinito de
segmentos de reta com um numero infinito de espagos entre
eles, concluindo que este conjunto é superior ao infinito.
Mais tarde, por volta 1872, ele criou a Teoria dos Conjun-

tos, onde provou que existem diferentes tipos de infinitos

1 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (Sao Petersburgo, 3 de
margo de 1845 - Halle, 6 de janeiro de 1918) foi um matemaético
russo nascido no Império Russo.


http://www.obmep.org.br/bq/bq2009.pdf
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usando a cardinalidade dos conjuntos.

Em 1904, Von Koch? usou a ideia do conjunto de
Cantor, mas em vez de retirar um terco do segmento de reta,
decidiu adiciond-lo. Ao fazer esta particularidade comegou
num tridngulo obtendo o famoso floco de Neve. A seguir, na

Figura 12, vemos este exemplo de recorréncia geométrica.

Figura 12 — Floco de Neve de Koch

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icmé3

Benoit Mandelbrot?, em 1975, usando a ideia Cantor

e de muitos outros matematicos, criou a Teoria dos Fractais.

2 Niels Fabian Helge Von Koch (Estocolmo, 25 de janeiro de 1870

- Estocolmo, 11 de margo de 1924) foi um matemético sueco, que
deu seu nome ao famoso fractal conhecido como o “floco de neve
Koch”, que foi um dos primeiros fractais de curvas a ser descrito.
Benoit B. Mandelbrot (Varsévia, 20 de novembro de 1924 - Cam-
bridge, 14 de outubro de 2010) foi um matematico francés de origem
judaico-polonesa. E conhecido principalmente por suas contribui-
¢oes no campo da geometria fractal, tendo o termo “fractal” sido
por ele cunhado em 1975.


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43
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Figura 13 — Benoit Mandelbrot

Fonte:https://users.math.yale.edu/mandelbrot/

Existem varias defini¢oes para os fractais. A mais
usual, evoca um processo de recorréncia e é definida da
seguinte forma: um fractal é um objeto geométrico que pode
ser dividido em partes, cada uma das quais semelhantes a

original.

Benoit também mostrou que existem fractais na
natureza. Na Figura 14 sado retratados 4 exemplos destes

fractais:

Apesar dos fractais terem sido descobertos apenas
no final do século XIX, eles ja eram utilizados hé bastante
tempo no continente africano. A seguir temos 2 exemplos

do uso dos fractais na antiga Africa.


 https://users.math.yale.edu/mandelbrot/
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Figura 14 — Fractais existentes na natureza

Fonte:encurtador. com.br/jAGZO

Pulseira de missangas

Os fractais eram usados na confecgdo de diversos
apetrechos, tais como: os simbolos religiosos, na decoracao
de tapetes, objetos de decoragao, dentre outros, como mostra

a Figura 15.
Casas de Bal-la

Numa aldeia africana, com milhares de anos, atu-
almente localizada no distrito de Zambia, as casas eram
construidas em circulos dentro de circulos. Curiosamente o

circulo tem uma pequena entrada, as casas mais proximas


encurtador.com.br/jAGZ0
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Figura 15 — Pulseira de missangas

Fonte: http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/CivilizalC3%A7%C3%
A3oafricana2.htm
da entrada sdo pequenas e a medida que nos afastamos
da entrada, o tamanho das casas aumenta. A casa mais
afastada seria a do membro mais importante ou mais rico.
Este circulo estaria dentro de outro com uma entrada, tal

como indicam as Figuras 16 e 17:

No capitulo a seguir, abordamos as defini¢bes re-
cursivas, os tipos de equagoes de recorréncia, resolucio de
relacbes de recorréncia e também mostramos alguns conte-

dos de matemaética que podem ser definidos por recursao.


http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3oafricana2.htm
http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3oafricana2.htm
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Figura 16 — Vista aérea das casas de Bal-la

Fonte:
http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza},C3%A7%C3%A30africana2.htm

Figura 17 — Esquema das casas

Fonte:
http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza),C3%A7%C3%A30africana2.htm


http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3oafricana2.htm
http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/Civiliza%C3%A7%C3%A3oafricana2.htm

2 Sequéncias e o Pensa-

mento Recursivo

36
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2.1 O Pensamento Recursivo

Relacio de recorréncia (também chamada equagao
de diferengas) é uma férmula recursiva que expressa o nu-
mero de configuragoes relativas a procedimento envolvendo
n objetos em termos do nimero de configuracoes relativas

ao procedimento com menos objetos.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio (BRASIL, 2006) estabelecem as chamadas Competén-

cias e Habilidades em Matematica. Entre elas, destacam-se:
(i) Ler e interpretar textos de Matematica;

(ii) Ler, interpretar e utilizar representagoes mate-

méticas (tabelas, graficos, expressoes, etc.);

(iii) Identificar o problema (compreender enuncia-

dos, formular questdes, etc.);
(iv) Formular hipéteses e prever resultados;

(v) Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e in-

dutivos;

(vi) Fazer e validar conjecturas, experimentando,

recorrendo a modelos, esbogos, fatos conhecidos, relagoes e
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propriedades.

Iezzi (2010) também atribui elevada importancia
ao raciocinio recursivo, pois reconhecer padroes, validar
conjecturas e construir generalizagoes facilita o trabalho
com sequéncias numéricas. Neste sentido, para Lima (2006)
muitas sequéncias sdo definidas por uma relagdo de recor-
réncia, ou seja, recursivamente. Definir recursivamente é
criar uma expressao que permite determinar qualquer termo
da sequéncia em funcao do(s) antecessor(es) imediatos. A
relacdo de recorréncia aparece em todo tipo de aplicagéo.
Para achar uma expressao fechada para alguma aplicacio,

teremos trés etapas:

(i) Considerar casos simples, para melhor compre-

ender o problema;

(ii) Determine uma expressao matemadtica e prove
sua validade (essa expressao é a relagao de recorréncia onde

um termo depende dos antecessor(es) imediato(s);

(iii) Determine uma forma fechada para expressao
matematica (essa forma fechada é a solucdo da relagao de

recorréncia).

Um dos beneficios em fazer uso das recorréncias
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e do pensamento recursivo é que além de desenvolver o
raciocinio logico e a capacidade de abstracao dos alunos, é
uma grande ferramenta para as generaliza¢oes das solugoes
nos problemas, tornando assim suas resolucoes mais praticas,

inteligentes e completas.

Para mais detalhamentos sobre o pensamento recur-

sivo, consultar o arquivo dissertacao.

2.2 Sequéncias

As sequéncias (padrdes e regularidades) sao bas-
tante liteis para o estudante na sua vida, no seu cotidiano
e para prosseguimento de seus estudos. Os padroes e as re-
gularidades desempenham um papel importante no ensino
da matemdtica. Em nosso dia-a-dia é frequente encontrar-
mos conjuntos cujos elementos estao dispostos numa certa

ordem.
Exemplo 2.1.
(i) Os ntmeros das casas de uma determinada rua;

(ii) A relagdo dos nomes de alunos em um didrio de classe;


https://drive.google.com/open?id=1LF4w9552C2UpV6SVRVYOwyLhJGQFn2VI
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(iii) Os dias da semana e os meses do ano.

Definicado 2.1. (Sequéncia) - Sempre que estabelecemos
uma ordem para os elementos de um conjunto, descrita
pelos niimeros naturais, incluindo o zero, temos assim uma

sequéncia.

Em outras palavras, uma sequéncia ou sucessao de

numeros reais ¢ uma funcao

f:I—R, com I=NU{0}

que associa a cada elemento de I um ntimero real f(n).

Observagao 2.1. Chamaremos f: I — R como funcao

contagem de elementos.

Definicao 2.2. (Sequéncia Numérica) - Quando os ele-
mentos dessa sequéncia sao formados de ntmeros reais,

da-se o nome de sequéncia numérica.

O valor da sequéncia f no ntimero natural n é de-
nominado n-ésimo termo ou termo geral da sequéncia f e é
representado genericamente por a,, b,, T,, etc. Por simpli-

cidade, faremos referéncia ao termo geral a,, como sendo a
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sequéncia f, tal que, f(n) = a,. Assim, uma sequéncia nada
mais é do que uma lista ordenada infinita de n ndmeros

reais

f0) = ao
[y = a
f2) = a
f(n—=1) = ap_1
f(n) = Qan

Em resumo, se trata de uma lista infinita em que cada
termo a, possui um sucessor a,yi e uma sequéncia pode
ser representada pelo seu termo geral ou explicitando-se

seus primeiros termos.

Observacao 2.2. Em alguns casos, podemos restringir a
funcgao f:1— R, com I=NU{0}, excluindo alguns dos seus
elementos iniciais, como o zero. De forma geral, podemos
estudar determinadas sequéncias a partir de ng € 1, isto é,
consideramos a fun¢ao f*:I* — R, com I*={nel; n>

no}.
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Observacao 2.3. Aqui sdo algumas notacoes de sequén-

cias:

(i) (an)neﬂ;
(ii) (an)nzno, com ng € I;

(iii) f:I— R, dada por f(n)=a,.

2.2.1 Sequéncia Numérica

Quantas sdo as sequéncias de n termos, pertencen-
tes ao conjunto {0,1}, que possuem um nimero impar de
termos iguais a 07 Nesta questdo deveremos encontrar uma
equacao de recorréncia que permita calcular o niimero de
sequéncias de n termos formadas pelos algarismos 0 e 1
, onde a quantidade de algarismos 0 deve ser impar, por
exemplo, as sequéncias (0,0,0,0,0,1) e (1,0,1,0,1,0,1,1,1).

Vejamos uma tabela para analisar a situacao.
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Tabela 2 — Sequéncias formadas por 0 e 1

Niimero de Sequéncia =, Quantidade
termos (n) de sequéncias
1 (n) 1=20
2 (0,1) e (1,0) 2=21
3 (0,1,1). (1.0, 1),(100) (0,0,0) 4=2%
4 (0,1,1.1), (1,0.1,1), (1,0,0.1), (0,00, 1), g§=2%
)

rn:)nemnn)

n (1._(11.(1_1._(1._---._(1,1)._--- gn=1
Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelo raciocinio descrito na tabela 2, tudo parece
indicar que 2"~V representa o nimero de sequéncias de n
termos formadas pelos algarismos 0 e 1, em que o algarismo
0 aparece um nimero impar de vezes. Entretanto, devemos
comprovar o resultado e para isso, vamos utilizar sequéncias
de recorréncia. Considere y,, a quantidade de sequéncias de
n termos formadas pelos algarismos 0 e 1. Para calcular
o nimero total de sequéncias de n termos basta observar
que para cada termo da sequéncia teremos duas escolhas
(0 ou 1), ou seja, duas possibilidades. Logo, pelo principio
multiplicativo da andlise combinatoéria, podemos concluir

que o numero de sequéncias de n termos é
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Segue que 2™ —y,, representa a quantidade de sequén-
cias de n termos formadas por 0 e 1, em que o algarismo 0
aparece um numero par de vezes. Considerando y,41 como
o nimero de sequéncias de n+ 1 termos formadas pelos
algarismos 0 e 1, onde este termo a mais em relacido a z,
ver tabela 2, pode ser 1 ou 0. Logo, y,+1 serd igual ao
numero de sequéncias um acrescentada do algarismo 1 mais
o numero de sequéncias 2" — y,, acrescentadas do algarismo

0, enfim

Da recorréncia y(,41) = 2", podemos observar que

y2 =21

y3 = 22

yy =23
Yn = 2n—1‘

Portanto, o niimero de sequéncias de n termos for-
madas pelos algarismos 0 e 1, em que o algarismo 0 aparece

um numero impar de vezes, é dado por
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Yn = 2n—1

9

o que comprova a indicacao inicial.

Existem diferentes tipos de sequéncias numéricas,
porém, para nosso estudo sdo de grande importancia as
sequéncias cujos elementos (termos) obedecem a uma deter-
minada lei de formagao. Assim daremos uma atencao maior

para as sequéncias do tipo:
1 - Progressao Aritmética;
2 - Progressao Geométrica;
3 - Sequéncia de Fibonacci (Nimeros de Fibonacci).

As definic¢bes e propriedades destas sequéncias serao

dadas a seguir.

2.2.2 Progressao Aritmética

Progressao aritmética é toda sequéncia numérica
de ntmeros (ai,a2,as, - ,an, ) que, a partir do segundo
termo, a diferenca de um termo com o seu antecessor é
uma constante, ou seja, ap — (1) =1 = ap = A1) +7T
(em particular ag = aj + ). Esta diferenca constante r é

denominada razao da progressao aritmética.
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Classificacao
Quando a razao das progressoes aritméticas é:

1 - Positiva os termos crescem constantemente e a

progressao aritmética diz-se crescente;

2 - Negativa os termos decrescem constantemente e

a progressao aritmética diz-se decrescente;

3 - Nula os termos nem crescem nem decrescem e a

progressao aritmética diz-se constante.

A progressao aritmética (ay,az,as, - ,anp, ) é li-
mitada quando é composta de um nimero finito de termos
e ilimitada quando é composta de um ndamero infinito de

termos.
N-ésimo termo

Seja a progressdo aritmética (a1,as,as, - ,an, )
cuja razao é r. De acordo com a definicdo de progressao

aritmética, podemos escrever:

a =ai1+r
az=az+r

a4 =as+r
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U(n-1) = O(n-2) T7

Op = Q(p—1) T T

Adicionando as (n —1) igualdades, membro a mem-
bro, obtemos

an+(a2+-+an—1)=a1+(a2+---+an_1)+(n—-1)-r (2.1)
Somando —(ag2+az+---+a,—1)] em (2.1), teremos:
ap=a;1+(n—1)-r.
Expressao do primeiro termo:
ap=an—(n—1)-r.
Expressao da razao:

Ay — aq

n—1"

Expressao do nimero de termos:

anp —ay
n —=

+1.
r

Teorema 2.1. Numa progressao aritmética limitada a soma

de dois termos equidistantes dos extremos é igual d soma

dos extremos.
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Demonstragao. Seja a progressao aritmética (a1,az,as, -+ ,an)
limitada. Consideremos os termos ay € a(,—(x—1)), que sao

equidistantes dos extremos. Temos, pois:

ar=a1+(k—=1)-r,
A(n—(k—1)) = an — (K —=1) 7.
Adicionando membro a membro estas igualdades,

obtemos:
a1+ ap = Ak + A(p—(k-1))-

O]

Corolario 1. Numa progressao aritmética de niumero 1m-
par de termos, o termo do meio € a média aritmética dos
extremos (ou dois termos quaisquer equidistante dos extre-

mos).

Proposicao 2.1. A soma dos termos de uma progressao
aritmética limitada (ay,a9,a3,--- ,ay) € igual ao produto da
semi-soma dos extremos pelo nimero de termos.
(a1+an) - n
2
Demonstragao. Seja a progressao aritmética (ai,az,as, -+ ,an).

Designando a soma dos n termos por S,, vem:
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Sp=a1+ax+ag+--- +ap_2) +am_1)+an.
Como a ordem das parcelas ndo altera a soma, temos:
Sn=an+ap_1)tam_g) + -+azt+aztar.
Adicionando membro a membro estas igualdades, obtemos:

28, = (a1 +an) + (a2 +am_1)) + (a3 +am—g)) +---+
(A(n—2) +a3) +ag—1)+a2) + (an+a1).

Mas pelo Teorema 2.1, temos:

(a1+an) = (a2 + an—1)) = (a3 + a(n_g)) =+ =
(a(n—2)+a3) = (ag_1)+a2) = (an +a1).

E ainda, o niimero de somas é n, temos:
25, = (a1 +ayp) - n.

Portanto,

(a1+apn)-n
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Observagao 2.4. Sendo a,, = a;+ (n—1)-r, pela Proposi-

¢ao 2.1, temos que

[a1+a1+(n—1)~r]-n'

Sp = 5

Logo,

[2a1+(n—1)-7]-n

Sp = .
2
Observagao 2.5. (Interpolacao aritmética) Inserir m
meios aritméticos entre dois niimeros, a e b, é formar a
progressao aritmética, cujo primeiro termo é a, o ultimo é
b, e que tem mtermos entre a e b. A resolucdo do problema
consiste em calcular a razdo da progressao que tem m + 2
termos. Conhecida esta, escrevem-se os m ternos entre os
Qn —

, . , a1
numeros a e b. Aplicando a féormula r = —, 1 paran=
n

m~+ 2, obtemos

ap — a7
m+1"

2.2.3 Progressao Geométrica

Progressao geométrica é toda sequéncia numérica

de nimeros diferentes de zero (a1,as,as, -+ ,an, ), na qual
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é constante o quociente de cada termo, a partir do segundo

termo, com o seu antecessor, ou seja,

a_ay_ _ an

a a2 an—1

Este quociente q é chamado de razao da progressao

geométrica.
Classificacao

Nas progressoes geométricas de termos positivos,
diz-se que a progressao é:

1 - Crescente quando a razao for maior que a uni-
dade, isto é, ¢ > 1;

2 - Decrescente quando a razao for menor que a

unidade, isto é, ¢ < 1;

3 - Estacionaria quando a razao for igual a unidade,

isto é, g =1.

Dizemos que a progressao geométrica (a1, ag,as, -« ,ap, -

¢ limitada quando é composta de um nimero finito de ter-
mos e ilimitada quando é composta de um ntimero infinito

de termos.

Proposicao 2.2. Seja a, um termo qualquer de uma pro-
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gressdo geométrica, onde a, >0 para todo n natural. Cada
termo de uma progressdo geométrica, a partir do sequndo,

¢ a média geométrica entre o termo precedente e o sequinte:

Gp = 4/An—1"0n+1

Demonstragao. Seja (aj,a2,a3, * ,ap—1,0n, ++) UmMa pro-
gressao geométrica. Pela definicdo de progressao geométrica

temos:

an+1  Gn

an Gn—1

Multiplicando ambos os membros da igualdade por a,, - a,_1,

obtemos
2 _
Ay = Qp—1- Gnt1

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros, temos:

an = /An—1"0n41

N-ésimo termo

Considere a progressao geométrica (a1, az,as, -+ ,an, -

Por definicao, temos
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az =ai-q
az =az-q
a4 =as-q
a5 = a4 -q

Up = ap—-1-4

Multiplicando-se membro a membro as (n-1) igual-

dades acima, temos que:

an.(az.as....an_l):al.(aa.a/g....an_l).qn*l

Dividindo agora ambos os lados da igualdade por

ag-as----Gnp_1, Obtemos:

an=aj-q" ! (2.2)
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q: n—1 al
a

Teorema 2.2. Numa progressao geométrica limitada, o
produto de dois termos equidistantes dos extremos é igual

ao produto dos extremos.
Demonstragdo. Considere a seguinte progressao geométrica

(CLl,CLQ,"‘ ;a’p+17"' 7anfp7"' 7an715a’n)

na qual os termos ap11 € a,—p sao equidistantes dos ex-
tremos, visto haver p termos antes de a,4+1 e n termos

depois de a,—p. Consideremos a progressao geométrica

(a1,a2, -+ ,ap41). De acordo com a férmula a, = ay -q" 1,
temos:

apt1=a1-q" (2.3)
Seja agora a progressao geométrica (ap—p,- -+ ,an—1,an) CUjo

primeiro termo ¢ a,—_, e o tltimo termo ¢é a,. Aplicando

an=a1-¢""!, temos que
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a
An = 0p_1-¢° = ap_1 = q—; (2.4)

Multiplicando, membro a membro, as igualdades (2.3) e

(2.4), obtemos

Qp41 - Qp—p = A1 " An
O

Corolario 2. Numa progressdo geométrica de niumero im-
par de termos, o termo do meio € a média geométrica dos
extremos (ou dois termos quaisquer equidistante dos extre-

mos).

A demonstracao deste fato fica a cargo do leitor.

Proposicao 2.3. Seja (a1,a2,a3,-+ ,a4p—1,0pn,-+) uma pro-
gressdo geométrica. O produto P dos termos da progressao

geométrica € dado por:

P=\/(a1-an)"™

Demonstragdo. Considere a progressao geométrica
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(a17a2aa37"' 7@n71>ana"')-

Denotando por P o produto dos termos da progressao geo-

métrica, temos
P:al.a2.a3...an_1.an

Como a ordem dos fatores nao altera o produto,

podemos escrever P da seguinte forma:
P:anuan_l-'.a/3-a/2-a/l

Multiplicando, membro a membro, as igualdades acima,

vem que:

P?2=(a1-an)-(ag-an_1)- (a3 -an_2)---(az-an_z)-
(a2-an—1)-(a1-ay). Como os produtos entre parénteses sao

iguais, isto é,
(a1-ap) = (az2-apn—1) = (as-ap—2) =--- = (a1-ay),
temos que,
P2 = (ay-a,)".

Logo, P = /(a1 -an)" O
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Observagao 2.6. Interpolagdo geométrica: Dados dois
nimeros, ai € a,, inserir entre eles m meios geométricos é
formar uma progressao geométrica com m 4+ 2 termos, na
qual aq é o primeiro termo e a,, o ultimo termo, ou seja, a; e
a, S0 os extremos da progressdo geométrica. A progressao
geométrica tendo m + 2 dois termos e sendo conhecido o

primeiro termo, basta calcular a razao q. Substituindo na

q: n—1 a/i
ai

Substituindo n por m+2, teremos:

q: m—+1 al
ai

Teorema 2.3. A soma dos termos de uma progressio geo-

féormula

métrica limitada é dada por:

_ al-(l_qn)

Onde q € a razdo da progressdo geométrica.

Demonstragao. A forma generalizada da série geométrica é

dada por:
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n
Zal.q%l =ai+ai.g+ar.¢*+...+a;.¢" !
i=1

Seja s, a soma parcial dos n termos de uma progressao

geométrica. Assim,
Sp = aq +a1.q+a1.q2 + ... —&—al.q"*l
Multiplicando s,, por ¢, temos:
¢-Sn=a1.q+a1.¢>+...+a1.¢" " +a.q"
Subtraindo s, — ¢.s,, temos:

Sp—qSn=a1+a1.¢" = (1 —q) s, =a1.(1—q").

Logo,

O

Corolario 3. Seja (a1,a2,a3,* ,a4n_1,0n,-+) uma progres-
sd@o geométrica ilimitada e s, a soma dos seus termos. Se

a
lg| <1, entdo s, = 1—1 quando n — oo.

Demonstragao. Pelo teorema (2.3), segue que
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a1-(1—qn)
I—gq

Sp =

Fazendo n — oo em s, como |g| < 1, segue que

. ai
lim s, =
n—00 1—q
ai
0go, s, = ——, quando n —» oo.
L 1 d ]
—q

2.2.4 Soma Telescopica

Em matematica, a soma telescépica é uma soma da

seguinte forma:

(ag—a1)—|—(a3—a2)+(a4—a3)+~--+(an—an_1)

Esta soma pode ser simplificada:

(ag—a1)+ (a3 —a2)+(as—az)+---+(an —an_1) = (an —a1)

Podemos escrever essa soma do seguinte modo
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n

Demonstragdo. Desenvolvendo o somatdrio E (an —an—1),
i=1
obtemos a soma

(a2 —a1)+ (a3 —a2)+ (as—az)+-- + (ap—1 —an—2) +

(an—ap—1).
Associando os termos de forma diferente, temos

an—i-(az—ag)+(a3—a3)—|—(a4—a4)+~-+(an_l—an_l)—i—

(aan - an72) —al
donde concluimos a férmula. O

Naturalmente qualquer sequéncia de termos b,, pode

ser escrita como uma soma telescépica:

by = by + (by —b1) 4 (b3 —b2) + (bg —b3) +--- + (b — bp—1)
(2.5)
O problema a seguir foi retirado do simulado da I
Olimpiada de Matemaética dos Institutos Federais - OMIF,

realizado em 2018.

Exemplo 2.2. Seja n um ntmero natural e * um opera-

dor matematico que aplicado a qualquer nimero natural,
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fornece a diferenga entre o seu inverso e o inverso do seu

1 1 1
sucessor. Por exemplo, *(6) = 6 713 Se aplicarmos

esse operador a todos os niimeros naturais de 1 a 2018 e os

somarmos, que resultado obteremos?

Considere X o valor que o exercicio pede, isto é,

X =#(1) +#(2) +*(3) + -+ +*(2017) +*(2018).

Desta forma, temos que

S NERRC EREs
B 2 2 3 3 4 2018 2019/ °

Por (2.5), temos que

12018
2019  2019°

2.3 Exercicios

1. Os quatro primeiros termos de uma P.A. sdo a,

) . a
x, b, 2x. Determine o valor da razao 7

2. Encontre o valor de as + a4+ ag+ -+ agg, sa-
bendo que a az,a3,--- ¢ uma P.A. de razao 1 e a1 +az +

asz+---+agg =137.
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3. Obeserve a disposi¢ao, a baixo, da sequéncia de

nimeros naturais impares

1% linha 1

2% linha 3, 5

3% linha 7, 9, 11

4% linha 13, 15, 17, 19
5% linha 21, 23, 25, 27, 29

Determine o quarto termo da vigésima linha.

4. Provar que se uma P.A. é tal que a soma dos
seus n primeiros termos é igual a n+ 1 vezes a metade do
n — ésimo termo, entdo r = a;.

S, m?2
5. Numa P.A., tem-se — = —, sendo S, e Sy
Sh, n
a soma dos m primeiros termos e n primeiros termos da
P.A., com m # n. Prove que a razao da P.A. é o dobro do

primeiro termo.

5. Mostre que v/2,v/3 e /5 nio fazem parte da

mesma progressao aritmética.

6. Se a soma dos 10 primeiros termos e a soma dos

100 primeiros termos de uma progress~ao aritmética sao 100
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e 10, respectivamente, determine a soma dos 110 primeiros
termos.

72006

7. Mostre que 2008290 é um termo da P.A. in-

finita (6,13,20,27,---).

8. Os quatro primeiros termos de uma progressao
aritmética sdo p, 9, 3p—q e 3p+gq. Qual é 0 2010° termo

dessa sequéncia?

9. Se (a,b,c) formam, nesta ordem, uma P.A. e uma

P.G. simultaneamente, mostre que a = b= c.
10. Determine a soma dos n primeiros termos da

sequéncia:

1
(1+2)
(1+2+22)
(1+2+22+23)

(14+2+22+23 ... 4201

11. Prove que, quando os lados de um triangulo

estdo em P.G., o mesmo ocorre para as alturas.

12. Sejam a, b e ¢ nimeros reais nao nulos, com
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2,312
. a a*+b
a # ¢, tais que — =55 Proveque a,b e cformam uma
c c*+b
P.G.

13. O 5° e 0 8° termos de uma progress~ao geomé-
trica de niimeros reais sdo 7! e 8!, respectivamente. Qual é

o 1° termo?

14. Numa P.G. de 2n termos, a soma dos termos
de ordem par é P e a soma dos termos de ordem impar é I.

Calcule o 1° termo e a razéo.

2F(n) +1
2
e F(1) =2, entdo determine o valor de F'(101).

15. Se F(n+1) = paran=1, 2, ,3,--

16. Encontre o valor da soma

o 1 N 1 N 1 N 1
T 1x2 2x3 3x4 999 x 1000

17. Encontre o valor da soma

o 1 N 1 N 1 N 1
T 1x4 4x7  7x10 2098 x 3001

18. Prove que para todos os inteiros positivos n,

LR 1 IR S S
1-2 3.4 (2n—1)-2n n+1 n+2 2n
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19. O pagamento de um certo pintor aumenta de
acordo com o dias em que ele trabalha. No primeiro dia ele
recebeu 1 real. no segundo dia ele recebeu o que tinha ganho
no primeiro dia mais 2 reais. No terceiro dia ele recebeu
o que tinha recebido no segundo dia mais 3 reais. Desse

modo, quanto o marceneiro ird receber no centésimo dia?

20. Prove a desigualdade

2241 3241 20102 +1
201
00<22_1+32_1+ 20102 — 1

1
<2010+ 5

21. Considere a sequéncia definida por a1 =1 e
Qn

— . Calcule .
1+n-a, ule az012

an+1 =



3 Recorréncia Linear

66
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A regra que define um valor de um termo de uma
sequéncia em funcdo de um ou mais termos anteriores é
chamada de relagdo de recorréncia, é expressa por meio de

uma equacao de recorréncia.

As equagdes de recorréncia sao classificadas quanto
a ordem, a linearidade e homogeneidade ou heterogeneidade.
Uma equagdo de recorréncia de ordem k possui um termo
em fungao de seus k antecessores imediatos, sendo assim a de
primeira ordem tem um termo em funcao do termo anterior,
ou seja, xy, depende de x,,—1. Ja a de segunda ordem, contém
um termo em funcado de seus dois antecessores imediatos.
Dessa forma, a de ordem k contém um termo em fungao de

seus k antecessores imediatos.

A seguir serd apresentado um estudo dirigido para

a resolucao de recorréncias de primeira e segunda ordem.

3.1 Recorréncia Linear de Primeira Ordem

Defini¢ao 3.1. Seja (an)ner uma sequéncia. E chamada
relacdo de recorréncia linear de primeira ordem quando

cada termo da sequéncia (a,)ner depende apenas do seu
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antecessor imediato.

Vamos separar a recorréncia linear de primeira or-

dem, em trés partes:

1. Relacao de recorréncia do tipo

Tpt1 =Zn+k(n), onde k(n)=b-n+c, neN e bceR

Para resolver uma equacao desse tipo seguimos de
modo que aplicamos a definicdo da recorréncia para n =

0,1,2,3,4,---,(n—1), isto é,

xr1 = Xo —{—k‘(O)
To = X1 —l—k(l)

x3=1x2+k(2)
Tp =Tp—1+k(n—1).

Somando membro a membro as n equacoes, obte-

mos:

ri+ a2ty =20+ 1+ 21 FE0) -+ E(n—1).
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Somando —(z1+ -+ 2,—1) em ambos os membros

da igualdade, temos

Tn=20+k(0)+---+k(n—-1).

Se b=0, entao

T, =a+nc, pois Ty=a.

Caso contrario, k(0)+ k(1) +---+k(n—1) é a soma

de n termos de uma progressio aritmética, isto €,

k(0) = c
k(1) = b+c

k(2) = 2b+c

k(n—1) = (n—1)-b+ec.

Dal, segue que

[C+(n—1)-b+c]-n.

F(0) +K(1) + -+ k(n—1) = 2

Logo,

Tn=a+ . (3.1)
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Observagao 3.1. Se no tipo de recorréncia acima tivermos

k(n) =b" + c teremos entao que:

(a) Se b=0, entdo z, = a+nc, como ja tinhamos visto;

n—1 n—1
(b) Se Zk(z) = Zbi, com b#0 e c¢=0, entdao z, =
i=0 i=0
b —1
0.
a+b 1

Exemplo 3.1. Qual o vigésimo termo da recorréncia x,4+1 =
Tp+2", com x1 =17

Observe a construgao a seguir

x2:x1+21
1'3221)2—1—22
$4::c3+23

Tp—1=2Tp-2+ 2n—2

Ty = Tp_1+ 27 L,
Somando todas as igualdades teremos
Tp=x1+21 422423 4. pon L

Como x1 =1 temos que Tp=1x1+2V+22 423 4. ¢

2"~1 (soma dos termos de uma PG).
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Logo,

1-(2"—-1

Consequentemente o vigésimo termo e 220 —1.

2. Relacgao de recorréncia do tipo

rog=—a

Tpt1 =b -2y, com a,beR

Para determinar a solucdo de uma equacgao desse

tipo, seguimos o processo:

Tome n=0,1,2,3,4,---,(n—1), isto é,

I :b-fL’o
.1‘2:b'.22‘1
I‘gzb'I‘Q

Tp=b-Tp_1.

Multiplicando membro a membro as n equagoes e
depois dividindo ambos os membros por (z1-z2 3" Tp_1)

obtemos:
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'

T, =b" g
Mas xg = a (dado), logo
T, =0" a

Exemplo 3.2. Resolva a recorréncia x,41 =3 z,, com xg=

2.

Considere o processo a seguir:

561:3-1‘0
1}2:3-1'1
.21?3:3'.%'2

Ty =3 "Tp_1.

Multiplicando membro a membro as n equacoes e
depois dividindo ambos os membros por (x1-z2- 3 Tp_1)

obtemos:

T, = 3" xg.

Mas x¢ = 2, logo

Ty =2-3".
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3. Relacgao de recorréncia do tipo

To=a

Tpt1=b-xp+c, onde a,b e ceR

Tome n=0,1,2,3,4,--- ,n—1, isto é,

r1=b-x9+¢c
To=b-x1+cC

r3=b-x9+4c¢C

Tp1=b-zp 2+c

Tn=b-xp_1+c.

Multiplicamos a primeira equacdo por b" 2

, & se-
gunda por "3, .-+, a (n—1)-ésima por b e a n-ésima por

b0, obtemos

bn—2 cx = bn—l “zo+c- bn—2
B3 e =072 x4 b3

bty =" g e b

b-xn_l =b2-$n_2+c-b

Tn=b-xp_1+c
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Somando membro a membro as n equagoes acima e

fazendo as devidas simplificagoes, obtemos

T =0""1zg+c- (B0 4+ b+ 407 72).

bt —1
Sabemos que b + bt b2 4 - bt = 1~ﬁ e

xo = a. Logo,

bt —1

=yl R

Ty a—+c b1

Exemplo 3.3. Resolva a recorréncia x,+1 =2-x,+ 1, com
Tog = 2.

2n72

Multiplicamos a primeira equacao por , a segunda por

273 ... a (n—1)-ésima por 2 e a n-ésima por 2°, obtemos

2n—2 = 2n—1 - T 4 1- bn—?
2" gy =22 g 1573

2 gy =28 gy 17

2 Tp1=2%2y_9+1-b

Tp=2Tp_1+1.

Somando membro a membro as n equagdes acima e

fazendo as devidas simplificagoes, obtemos
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Tp=2""1 zg4+1- (20420 4. 42772,

211

Sabemos que g =220+ 21 ... 42772 = 1. 51

Dai, segue que

n—1 1

2 _
xn:2”_1~2+1-ﬁ.

Logo,
T, =3-2""1 1.

A seguir trataremos de um problema geométrico

modelado através de recorréncias de primeira ordem.

Exemplo 3.4. Determine o niimero de diagonais de um

poligono convexo de n lados.

Note que queremos escrever o numero de diagonais
em funcdo do ntmero de lados de cada poligono. Uma
boa maneira de ajudar o aluno a encontrar a solugao do
problema é orienta-lo a representar geometricamente cada
poligono convexo com as respectivas diagonais. Vejamos,
geometricamente, a contagem do nimero de diagonais para

alguns poligonos:
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Figura 18 — Ntmero de Diagonais de um Poligono Convexo

n=4 5
d=2

n= n
d=5 d=

Fonte: https://www.infoescola.com/matematica/
numero-de-diagonais-de-um-poligono/
Relacionando o niimero de lados do poligono como

numero de diagonais, podemos construir a seguinte tabela:

Tabela 2 — Relacdo do ntimero de lados com as diagonais do poli-
gOono convexo.

Numero de lados (n) | Nimero de diagonais (d,,)
3 0
4 2
) 5
6 9
n dp,

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim, temos que

dy—ds = (4—2)


https://www.infoescola.com/matematica/numero-de-diagonais-de-um-poligono/
https://www.infoescola.com/matematica/numero-de-diagonais-de-um-poligono/
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ds —ds=(5—2)
dg —ds = (6—2)

dp—dp—1=(n—-2).

Adicionando os dois membros das igualdades acima,

obtemos: d,, —d3 =243+ 4 (n—2)

Sendo dg=0e 2+3+---4+(n—2) a soma de uma
progressao aritmética de razao 1 e de (n—3) termos, segue
que

(2+n—2)‘(n—3.

dn, =
2

Logo,

n-(n—3)'

dn =
2

Observacao 3.2. Note que d,, é uma funcao quadratica

comneNen>3.

3.2 Recorréncia linear de Segunda Ordem

Estudaremos somente as recorréncias lineares de

segunda ordem homogéneas, com coeficientes constantes,
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que sdo sequéncias recursivas onde cada termo depende de

dois antecessores imediatos, isto é,

Un42 =P Any1+q-an, =0, com q#0.

Observacao 3.3. Se ¢ =0, a recorréncia €, na verdade,

uma recorréncia linear de primeira ordem.

Recorréncia desse tipo é associada a equacao do

segundo grau,

2 4p-x+q=0 (3.2)
denominada de equacdo caracteristica. Como ¢ # 0 nao

teremos zero como raiz da equacao caracteristica.

Teorema 3.1. Se as raizes de x> +p-x+q=0 sio x; e T2,
com x1 # x2, entao an = C1-z7 +Cy -2y € solugio da re-
COTTENCIA Apt2 =P Gpi1+q-an =0, com q#0, para

quaisquer C1 e Cy constantes.

Demonstragao. Substituindo a,, = C -2} 4+ Cs - 25 na recor-
réncia anto =p-apt1+q-an =0, obtemos

Cra ™2+ Co-af 2 4p- (Craf ™+ Coaf ™) 4 g
(01.137114—021‘3)
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Reorganizando a equacao, temos
Cy-at (23 +p-214q)+Co-23 (23+p-22+4).

Mas observe que 1 e g sdo raizes de z2+p-x+q=

Logo,
Cr-27-0+C2-0=0.
O

Teorema 3.2. Se as raizes de 2> +p-x+q=0 siox, e T,
com x1 = T2, entdo ay, = Cr-27+n-Cy-z] € solucio da
TECOTTENCIA Gpy2 =P Apt1+q-ap =0, com q#0, para

quaisquer C1 e Cy constantes.

Demonstragdo. Se as raizes sdo iguais entao, pela relacao

p —Pp
da soma das raizes, x = -

Substituindo a, = C -2 + Cy - x5 na recorréncia

Ont+2 =P Ant+1+q-an, =0, obtemos

Cy-a"24+Cy-(n+2) 2" 2 +p- [Cra" 1 +Co- (n+1)-
2" 4+q-(Cp-2"+Cy-n-2m).
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Reorganizando a equacao anterior, temos que

Ci-a™ (2*+p-x+q)+Co-n-a" (z*+p-z+q) +Co-
2"t (22 +p).

Mas x2+p-x+q:Oe$:_7p, isto é, 2-x = —p.

Logo,

Ci-2"-04+Cy-n-04co-z" (—p+p) =0.

Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia dos nimeros de Fibonacci é definida por
meio de uma simples recorréncia. Denotaremos F}, como o n-
ésimo numero de Fibonacci. A partir de dois termos iniciais
(Fh =0 e Fy;=1) os termos subsequentes sao obtidos
pela soma dos dois termos imediatamente anteriores. Assim,
como 1 =1e Fo=1,segueque Fs=F+F=1+1=2.
Genericamente, a lei de recorréncia para a sequéncia de
numeros de Fibonacci é escrita por F,, = F,,_1 + F},,_o, isto
é, sao simples numeros inteiros definidos pela relacao de

recorréncia.
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F,=F,_1+F,—2, para n>3.

Os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci sao:

Tabela 3 — Primeiros termos da sequéncia de Fibonacci

1123456 7

8

9

10

11

12

13

n
F,{1/11]12]3]|5|8]|13

21

34

55

89

144

233

Fonte: Elaborado pelo autor

A simplicidade desta regra - a relagdo de recorréncia

mais simples possivel na qual cada ntmero depende de

dois prévios - é responsavel pelo fato de os nimeros de

Fibonacci surgirem em uma ampla variedade de situagoes.

A seguir, apresentam-se alguns resultados e/ou propriedades

relacionados com a Sequéncia de Fibonacci.

Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Comecaremos com uma propriedade referente a

soma dos n primeiros numeros da Sequéncia de Fibonacci:

Teorema 3.3. A soma Sy, (n>1), dos n primeiros nime-
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ros da Sequéncia de Fibonacci € dada por

Sp = anys—1 (3.3)

Demonstragdo. Tem-se que

a1 +ag =as = a] = as—az
as+a3z =aq = ag = a4 —as
as+aq4 = as = as3 =as—ay4

Op+0Gp—1=0apt1 = Gp—1=0ap+1—0an

Up+1+0ap =0apy2 = Ap = Apy2 — Aptl-

Somando membro a membro as igualdades e simpli-

ficando termo a termo todas essas igualdades, obtém-se
Sp=a1+az+az+---+apn_1+an, = ani2 —as.

O]

Teorema 3.4. A soma S? dos quadrados dos n primeiros

numeros de Fibonacci € dada por

S% = ap-ani1 (3.4)
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Demonstragdo. Temos que a1 = ao =1, dal tem-se que a% =

a1 -ag. Para um k € N, tal que k£ > 1, temos

Qo1 — Q-1 - A = ag - (Ag41 — Qp—1) = ag - a = aj, (3.5)

J& que, pela identidade ay, = ap+1 — ax—1.Fazendo-se

k=2,3,4,--- ,n na igualdade (3.5), obtém-se que

aj = ai - az
(I% = as - as — ai - az
i = az-ay — as - as
2 _
p_1 = 0An—-1-Gp — 0Ap-2°0Gp-—1
2 —
an, = Gp-an+1 — QAp-1-0an.

Somando membro a membro todas as n igualdades

e simplificando a expressao resultante, tem-se
S2=a?+ad+a3---a2_|+a’=a, ani1.
O

A seguir apresentaremos um interessante problema

de contagem utilizando dominds.
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Exemplo 3.5. (Problema dos Dominéds) De quantas
maneiras podemos guardar n dominds 2 X 1 em uma caixa

2xn?

Seja z, o nimero de maneiras de distribuir os n
dominés na caixa. Vejamos, na Figura 19, alguns casos
pequenos:

Figura 19 — Primeiros casos do problema dos dominés

mizi:D By=12: :¢3:3:‘ } H

Fonte: https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf

Lembrando que a ideia em recursdo, é obter cada
valor em funcéo dos anteriores, observe, na Figura 20, o que

ocorre quando tiramos a ultima parte do caso n = 4:

Figura 20 — Problema dos dominds caso n = 4

==

Fonte: https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf

Note que ao tirarmos o fim de cada possibilidade,


https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf
https://cyshine.webs.com/recursoes.pdf
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obtemos uma possibilidade menor. Como os fins tem tama-
nho 1 ou 2, reduz-se ao caso anterior ou pré-anterior, de

modo que
T4 =23+ To.
E claro que isso pode ser generalizado para

1'1:1;
332:2;

Tn = Tp—1+Tn-2.

Vamos agora resolver esta recorréncia, e consequen-
temente, generalizar a solugdo para a caixa de dominé 2 X n
. A equagdo caracteristica é a mesma da Sequéncia de Fi-
bonacci, visto que as recorréncias apresentam a mesma lei
de formacao, a partir do terceiro termo, escrevemos como a

soma dos dois anteriores. Dai, segue que

t?—t—-1=0. (3.6)

As raizes de (3.6) sao

_1+V5 1-+5

et2:

‘
! 9 2
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Assim a solucéo geral serd

1 " 1-v5\"
.Tn:Cl'( +\/5> —}—Cg-( \/5) , com C1 e CyeR.

2 2

Observe que a diferenca entre este problema e a
Sequéncia de Fibonacci sdo os termos iniciais, que nesse

casosao x1 =1 e x9=2.

Substituindo esses termos, ficamos com o sistema

de equagoes

Cr- (1—'—2\/5) +Cs- (1_2\/5> =

2 2

01-<1+‘/5> +02-<1_\/5> =2.

Resolvendo o sistema de equagoes acima, encontra-

mos

5+v5 5—5
eCQ_ .

“r="T ~ 10

Assim a solucéo para caixa de domind 2 x n é

(5B (145" [(5-vB) [1-V5\"
S R T B U T B S TV B R '
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De acordo com Lima (2006), a aprendizagem em
matematica se da a partir dos seguintes componentes:
(i) Conceituagao;
(ii) Manipulacao;
(iii) Aplicagao.

Vimos neste capitulo a conceituagao e a manipu-
lacdo das recorréncias. No capitulo a seguir, abordaremos
as aplicagoes referentes as recorréncias em progressoes, aos
problemas de contagem, matematica financeira e fractais.
Além disso, veremos problemas envolvendo o pensamento

recursivo que podem ser aplicados ao ensino médio.

3.3 Exercicios

1. Resolva as recorréncias a seguir:
a) Tpi1 =2z, e x1 = 3. Determine x,,.
b) p+1 =2, +3 e x1 =2. Determine z,,.

2. Seja x, o nimero maximo de regides em que n
circulos podem dividir o plano. Caracterize x,, recursiva-

mente.
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3. Mostre que

2v5+1

2v5—1
2v/5

(1-VB)"+ NG

(1+V5)"

é, para todo natural n, um nimero inteiro.

4. Determine o termo geral da sequéncia definida
pela recorréncia a1 =1, as =4 e a, = 4a,_1 — 3a,_1, para

n > 3.

5. Uma sequéncia de numeros ai é definida por
ao=0eap+1 =3ar+1, para k > 0. Prove que a1 55 é divisivel

por 11.

6. Considere a sequéncia (ay,)n>0 definida por ap =
a1 =0 e apt+1 = 14a, —an—1. Prove que para todo n > 0,

2a, —1 é um quadrado perfeito.

7. Se a e 3 sdo rafzes da equacdo ax®+br+c=0e

Sp=a"+ ", com n € N. Mostre que
aSn+1 + bSn + CSn—l = 07

para todo n.

8. Considere a sequéncia (a,)n>0 definida por a3 =

1, as =3 e a,=10a,_1 —25a,_2, para n > 2. Determine o
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valor de k, dado por a, = k™ - b, tal que a sequéncia (b,) é
uma P.A.

9. Determine o nimero de Fibonacci Fj,. A sequén-
cia de Fibonacci é definida por Fj,i1o = Fy41 + Fp, com
Fy=F =1.

10. Mostre que a parte inteira de (1++/3)?"! é

sempre par.



4 Aplicacoes das Recorrén-

cias no Ensino Médio

90
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Neste capitulo serd apresentada algumas aplicagoes
de sequéncias de recorréncia lineares na modelagem e na
solugdo de problemas. Como este trabalho estd direcionado
ao nivel basico de ensino, algumas aplica¢bes mais aprofun-
dadas nao serao abordadas, mas poderao ser consultadas
em livros descritos na bibliografia. Além da aplicagdo na
Sequéncia de Fibonacci introduzida no capitulo 2, mostrare-
mos também, aplica¢des no contetido do ensino médio como:
Progressao Aritmética, Progressdo Geométrica, Contagem,
Matematica financeira e Fractais, bem como, problemas de
olimpiadas utilizando o pensamento recursivo e algumas

aplicagbes em outras dreas como: fisica e quimica.

4.1 Recorréncia nos Contelidos de Matematica

Apesar de termos caracterizado as progressoes arit-
mética e geométrica no capitulo 2, o nosso objetivo nesta
abordagem nao é de oferecer uma proposta de resolucao de
questoes de progressao aritmética através de sequéncias de
recorréncias, mas sim de mostrar que a progressao aritmé-

tica pode ser modelada através de sequéncias de recorréncia.
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4.2 Progressao Aritmética

Considere a sequéncia a seguir
r1=a,ro=a+r, r3=0a+2r, -

pela definicdo de progressdo aritmética, vale a rela-
GA0 Tpt1 = Tp+1 €, também, x,10 = x,41 47, isolando o
valor de r em ambas as equagOes e comparando-as, tem-se

que:
Tp4+2 —Tn+l = Tn+l — Tn,

consequentemente,

Tpio =2 Tpi1—Tp (4.1)

Logo, uma progressao aritmética é uma sequéncia
de recorréncia linear homoggénea de ordem 2. O polinémio

caracteristico de (4.1) é
2=2.c—1,
e suas raizes sdo iguais, ou seja,

61262:1.
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A solucdo da equacdo é da forma

Tp=0a-cl+n-B-cy (4.2)

Substituindo ¢y =cs =1, 11 =a € T3 = a-+r na

equagao (4.2) encontramos o seguinte sistema

a=a+p

a+r=a+2p

Resolvendo o sistema obtemos a =a—r e g =r.
Voltando a (4.2) e substituindo estes valores, concluimos
que, a formula fechada para o termo geral da progressao

aritmética é

Tpn=a+(n—1)-r

A seguir apresentaremos um interessante problema

utilizando o contexto de irrigacdo de uma horta.

Numa horta ha 40 canteiros, cada qual com 16m de
comprimento por 2m de largura. Para rega-lo, o hortelao
carrega baldes com agua do poco, situado a 14m da extre-
midade da horta como na figura 21, rodeando o canteiro

pelo sulco de separacdo. A dgua que o horteldao carrega, da
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para regar somente um canteiro. Qual o comprimento do

caminho percorrido pelo horteldo para regar a horta toda?

Figura 21 — A rega da horta

et

i =

i \ ‘I.‘-\\\‘ .\ >
Canteiro

b Foe:

LN

Fonte:https:
//sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=37151

Para regar o primeiro canteiro, o hortelao tem que

fazer um caminho igual a
a1 =14+16+2+16+2+14 = 64.
Para regar o segundo, percorre

ag=144+24+16+2+164+2+2+4+14 =64 +4.

Para regar o terceiro, percorre


https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=37151
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=37151
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a3 =14+24+2+164+24+16+24+2+2+14=64+4+4=

as +4.
Recursivamente, temos:
a4 = az+4
as = as+4
ag = as+4
p-1 = ap-2+4
anp = ap-1+4.

Somando membro a membro as n equagdes acima e fazendo

as devidas implicacdes obteremos

ap = 6444n.

Dai, para regar a horta toda, o hortelao tem que percorrer

S0 = a1 +az +---+asg +aqo.

Que pelo método de Gauss, ja apresentado, temos:

Si0 = (a1 4 a40) - 20 = (64 +224) - 20 = 5760.

Portanto, o hortelao tem que percorrer 5760m.
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4.3 Progressao Geométrica

Considere uma progressao geométrica de razao q,

da forma
ri=a,To=a-q, T3 :a.q27...
pode ser reescrita usando a relacao
Tnt+1=q " Tn (4.3)

Portanto, uma progressao geométrica é uma sequén-
cia de recorréncia linear homogénea de ordem 1. Variando

o valor de n > 1 em (4.3), chegamos a

T2 = q-T1
r3 = q-T2
Tye = q-I3
In = (4 Tp-1.

Multiplicando cada termo e simplificando os fatores

iguais, chegamos a
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como ¢ aparece n— 1 vezes e x1 = a concluimos que, a
formula fechada para o termo geral da progressdao geométrica
é

Tp=a-q" L.

Apresentamos a seguir um problema envolvendo
depreciacao de um veiculo que para resolvé-lo usamos um
raciocinio recursivo. Um carro novo custa R$18.000,00 e,
com 4 anos de uso, vale R$12.000,00. Supondo que o valor
decresce a uma taxa anual constante, determine o valor do
carro com 1 ano de uso. Temos que ag = 18000 e a4 = 12000.

Sabemos que

a = (-ao
a2 = (q-ai
az = q-a2
as = ¢-as.

Multiplicando as igualdades, teremos

4
as = g -ap.

Substituindo ag = 18000 e a4 = 12000, ficamos com
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12000 = ¢* - 18000,

logo

Assim

2
a1 = 18000 - f/;

Portanto, o valor do carro com 1 ano de uso sera de

R$16.264,84.

Na subsecdo a seguir apresentamos e resolvemos

alguns problemas de contagem usando recursao.

4.4 Contagem

Iremos analisar a seguir um problema classico de
analise combinatéria, cuja resolucdo é usualmente proposta
fazendo uso do principio multiplicativo, entretanto, mostra-
remos que ¢é possivel resolvé-lo fazendo uso do pensamento
recorrente, e ao conjecturarmos uma solucao que valoriza a

construcao conceitual, geramos um aprendizado mais signi-
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ficativo e ndo apenas a transmissao de conceitos prontos e

acabados.

De quantas maneiras n pessoas podem formar uma

fila?

Chamando de F), a resposta do problema, onde F,
¢ o nimero de maneiras de n pessoas formarem uma fila.
Podemos formar apenas uma fila com uma pessoa e duas
filas com duas pessoas, com isso, se tivermos 3 pessoas A, B
e C'; no momento que se decide que a fila vai comecar com
a pessoa A, o que resta a fazer? Resta-nos fazer filas com
as duas pessoas que sobraram, porém, este problema ja foi
resolvido anteriormente. Nao é surpreendente que existam
duas filas comecando por A, duas comegando por B e outras

duas comecando por C.

Perceba que esse tipo de processo é justamente o
que d& origem ao pensamento recorrente, ou seja, na pratica
é o que acontece, vamos estudando casos mais simples e
resolvendo o problema virias vezes com valores pequenos,
dai, quando resolvemos o problema com valores um pouco
maiores comecamos a reconhecer padroes, a partir desse mo-

mento nos damos conta que haviamos resolvido o problema
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varias vezes.

Retomando o problema, agora para 4 pessoas, em
lugar de fazermos uma lista, podemos aprender com o pro-
cesso e organizar o pensamento de forma a nao precisar
listar todos os elementos. Por exemplo, filas comecando
por A serdo 6, pois, se ja determinei que a pessoa A estd
iniciando a fila o que resta é o problema de fazer filas com
3 pessoas que ja foi resolvido. Assim, sendo as pessoas A,
B, C e D a formarem as filas, temos 6 filas comecando por
A, 6 por B, 6 por C e outras 6 por D, ou seja, ha 4 grupos
de 6 filas.

Além disso, faz-se necessario notar que todas as filas

sdo distintas, pois comegaram com pessoas diferentes. Dad,

Tabela 4 — Problema das filas

N F,

0

1 1

2 32=6

3 4-6=24

4 15-24=120
Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, com 5 pessoas o padrao se repete, pois,

fixando a primeira pessoa resta um problema da fila com 4
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pessoas.

Normalmente, esse problema é resolvido fazendo
varias decisdes do principio multiplicativo. Escolhe-se a pri-
meira pessoa da fila, depois a segunda, em seguida a terceira
e assim por diante. Com o pensamento recorrente, reduzi-
mos um pouco esse processo, pois, escolhendo-se a primeira
pessoa da fila, o problema recai no anterior. Assim, em vez
de se fazer cinco etapas do principio multiplicativo, apenas
duas etapas serdo necessarias utilizando do pensamento

recorrente.

Em geral, tem-se a seguinte relacdo de recorréncia:
Fn =n- Fn,1 .

Lembrando que uma relagdo de recorréncia esta
associada a uma sequéncia de valores, que no nosso caso
é a sequéncia das respostas do problema proposto para
diferentes valores de n, ou seja, é uma forma de calcular um
termo da sequéncia em func¢do de algum, ou alguns, termos

anteriores.

As vezes conseguimos encontrar férmulas fechadas

para recorréncias e as vezes nao. A equacao I, =n-F,_1
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nao é suficiente para determinar os valores da funcao, temos

que saber onde comecar.

Fazemos agora, um paralelo com a definicdo de
fatorial. Com efeito, quantas sdo as filas formadas por zero
pessoa? Apenas uma, a fila vazia. Ao definirmos 0! =1 a

recorréncia funciona perfeitamente.

Entao,

Fo=n-F,

F1:1 OuFozl

definem a recorréncia.

O conceito de fatorial é muito utilizado no estudo
de arranjos e permutacdes, a fim de facilitar os calculos. A

ideia é bastante simples e de facil compreensao.

Definicdo 4.1. O fatorial de um nimero inteiro n nao
negativo, é indicado por n! (1é-se “n fatorial”) e é descrito

pela relacao:
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Um problema interessante é o célculo do n!, pois o
fatorial de n cresce muito rapido, sendo trabalhoso até para

os computadores.

Dessa forma, verificaremos agora se de fato F;,, =
n-F,_1 =mn!l. Como ja é conhecido, através da solucdo da
recorréncia encontraremos o termo geral que a caracteriza,
note que ao multiplicarmos cada termo e simplificando os

fatores iguais das igualdades a seguir

FE, = n Fr
F,.1 = (n—-1) F,_o
Foo = (n—2) - Fos

Fy = 3 Fy

R = 2 F

= 1

obtemos a seguinte equagao:

F,=n-(n—1)-(n—2)----- 3-2-1.

Portanto, o termo geral da recorréncia é dado por

F,=n-(n—1)-(n—2)---- 3-2-1=nl
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A seguir apresentamos um problema que usamos
do raciocinio recursivo para encontrar uma solug¢ao mais
rapidamente. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos
pertencentes a {0,1}, que possuem um ndimero impar de

termos iguais a zero?

Chamamos de x, o nimero de sequéncias com n
termos que satisfaz as condigées do problema. Dividimos o
problema em dois casos:
I - Se o primeiro elemento for 1, para formar a sequéncia
basta determinar os termos a partir do primeiro o que pode
ser feito de z,,_1 modos;
IT - Se o primeiro elemento for 0 (zero), teremos que o resto
da sequéncia devera ter uma quantidade par de zeros, sendo
assim, para encontrarmos essa quantidade, podemos pegar
2"~ 1 que é a quantidade total de sequéncias e subtrair o
numero de sequéncias que tem uma quantidade impar de

zeros. Sendo assim, teremos 2"t —x,,_1.

2n—1 — 2n—1'

Jf'n:l'n—l"’_( _«Tn—l)

A seguir apresentamos um problema classico de
contagem, em que o pensamento recursivo se faz necessario

para resolvé-lo.
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(Pizza de Steiner) Qual o ntimero méximo de regides

em que n retas podem dividir o plano?

Note que o niimero maximo de regioes é obtido
para cada n, a reta n+ 1 intersecta as n ji existentes, pois
tracando uma reta temos duas regides, com a segunda reta
se origina mais duas novas regioes e a terceira reta obtém-se

a mais trés novas regides. Como verificamos na tabela:

Tabela 5 — Relagdo entre o nimero de retas e a quantidade de

regioes
Nuamero de retas | Quantidade de regioes
0 1
1 2
2 4
3 7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, a nova reta subdivide (n+ 1) regioes
obtendo assim (n+ 1) novas regides, ou ainda, a quantidade
de regides obtidas por n retas igual ao niimero de regioes

definidas por (n —1) retas mais n.

Assim, a equagao de recorréncia x, = r,_1+n, para
n=0,1,2,---, com g = 1 determina o niimero maximo de re-
gioes xy, em que n retas podem dividir o plano. Resolvemos

esta recorréncia nao-homogénea pelo método de expandir,
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conjecturar e verificar, temos:

To=1

Tpt1l = Tn+ (n+1).

Listando os termos obtemos:

T, = xo+1
To = xr1+2
xr3 = To+3
Tp = Tp—1-+N.

Somando membro a membro, tem-se:

n—1 n—1

Tn+ > wi=z0+ Y Ti+1+2+34+n

i=1 i=1
Tpn = xo+14+2+43+---+n.
Logo,
n-(n+1)
Ty = Xo+—7F—.

2

Assim, a possivel solugao da recorréncia é:

_ n2+n+2
=

Tn
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Agora, verificamos a validade da férmula acima por

inducao. Note que para n =0, tem-se que:

024+0+2 2 .
rn=——=—"—=1].
0 2 2

n2+4+n+2

Suponhamos agora que x, = seja valida para

2
algum n € N. Somando n+ 1 a ambos os membros dessa

igualdade, obtemos:

Tptl = Tnt+n+1

2
2
_n +2n+ tnal
n24+n+2+2n+2
2
(n*+2n+1)+n+3

2
(n+1)2+n+3
5 .

o que mostra que a férmula vale para todo n € N.

4.5 Matematica Financeira

A seguir destacamos algumas situagoes do cotidiano
financeiro que fornecem correlacdo com processos recorren-

tes.
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Acréscimos Sucessivos

O saldrio em uma certa empresa aumenta 2 % ao

ano. Entao, para n > 1, temos recursivamente:

Sy = 1,02-5;
S3 = 1,02S2
S, = 1,02-S;
Sn—l == 1,02 . Sn_Q
Sn, = 1,02-5,_5.

O salério S, de um funcionério, no n — ésimo ano
serd igual ao saldario S, _1 do ano anterior mais o aumento
do saldrio, que é igual a 2 % do salario S,,_1. Multiplicando

membro a membro as n — 1 equacdes acima, obteremos:
S, =1,02""1.9;.

Concluimos que o saldrio no n-ésimo ano ¢é igual
a (1,02)"~! vezes o saldrio no primeiro ano. Desta forma,
para saber o saldrio de um funciondrio no n — ésimo ano de
trabalho basta saber seu saldrio inicial e o nimero de anos

de trabalho.
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Juros compostos

E um modelo de aplica¢ao financeira que utiliza o
raciocinio recursivo fundamentado em progressoes geomé-

tricas. Vejamos a tabela a seguir:

Tabela 6 — Montante no final de cada periodo

Periodos | Inicio | Juros Montante Final
1° C i-C M =C+i-C=C-(1+4)
2° My i- My MQ:M1+i'M1:M1~(1+i)
=C-(143)-(14+3) =C-(1+14)?
3° Mo i- Mo M32M2+i~M2:M2~(1+i)
=C-(1+i)-(1+)=C-(1+4)®

Fonte: Elaborado pelo autor

Os montantes resultantes no final de cada periodo for-
mam uma recorréncia linear homogénea de primeira ordem, onde,

my,, representa o montante no n — ésimo periodo.

Mpt1 :mn(1+l) emgy=Ch

Observamos que no final de n periodos os montantes
obtidos formam uma progressdo geométrica em que Cy (capital
inicial) e o primeiro termo da progressao e a razdo é (1+14). Como
o termo geral da progressdo geométrica é a,, = a1 -¢" !, temos
que no final de n periodos o montante serd M,, = C-(1+4)" e os

juros j serd: j =M —C.

Questao - Enem 2011
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Uma pessoa aplicou certa quantia em agdes. No primeiro
més, ela perdeu 30 % do total do investimento e, no segundo més,
recuperou 20 % do que havia perdido. Depois desses dois meses,
resolveu tirar o montante de R$ 3.800,00 gerado pela aplicagao.
A quantia inicial que essa pessoa aplicou em ag¢oes corresponde
ao valor de
A) R$ 4.222,22
B) R$ 4.523,80
C) R$ 5.000,00
D) R$ 13.300,00
E) R$ 17.100,00

Essa questao utiliza o raciocinio recursivo, pois o mon-
tante no segundo més gerado pela aplicacdo vai depender do
montante do primeiro més, estabelecendo assim uma relacao de
recorréncia. Chamando de C' a quantia inicial que foi aplicada
em agoes, também considerando o montante do primeiro e do

segundo més, respectivamente por M e Ms, temos:

M =C-30%-C

My = My +20 %- (30 %-C).

Pelo enunciado temos que o montante Mo = 3800, logo:
(0,7)-C+(0,2)-(0,3) - C = 3800 — C = 5000.

Portanto, a solugdo da questao é a alternativa C.
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Financiamento

Na compra de uma casa é feito um financiamento do
valor ¢g que deve ser pago em 15anos, em parcelas mensais fixas
e iguais a k. Devemos determinar o juro mensal cobrado neste
empreendimento. Considere cg a divida inicial. Entao a divida ¢,
num més n é dada pela divida corrigida do més anterior menos a

parcela paga no més, ou seja,

Chtl=Cpt+a-cn—k=(14+a) c,—k.

Nosso objetivo é encontrar uma féormula fechada para c,,.

Expandindo a recorréncia, temos

a= (I4+a)-co—k

2= (I+a)a—k = (14+a)?-co - (Q+a)k-k

cs= (I+a)-ca—k = (14+a)® co - (A4a)? k-
(14+a)-k—k

en= (1+a)-ca1—k (1+a)*co + (1+a)’—k
—k-(Q+04+a) + (Q+a)+--

+(14a)™ ).
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Como em ¢, temos uma soma dos termos de uma progressao
geométrica, podemos concluir que

(1+a)"—1.

en=014a) cg—k- -

Investimentos sucessivos

Leticia é servidora publica e recentemente conseguiu
uma progressao de carreira. Devido a esta promocgao, ela decidiu
investir parte do seu saldario. Suponha que ela tinha disponivel,
antes da promocao, um capital de 1000 reais e que todos os meses,
apos pagar todas as suas contas, lhe restard 1000 reais. Se ela
realizar investimentos sucessivos que lhe renderd 0,5 % ao més,

qual serd seu montante no n — ésimo més?

Inicialmente, temos que a relagdo de que o montante(M)

é igual a soma do capital(M) e o juros(J), isto é,
M=C+J=C+i-C=(1+1)-C,

onde ¢ é a taxa de juros.

Seguindo essa ideia, considere x,, o montante de Leticia
no n — ésimo més. Observando os investimentos sucessivos, temos

que
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T = 1000

1 = 1000+ (1,005) - g
To = 1000+ (1,005) - a1
T3 = 1000+ (1,005) - x2
Ty = 1000+ (1,005) - z:3
zn, = 1000+ (1,005) zp_1.

Substituindo xg em x1, x1 em x2, 2 em x3 e assim suces-
sivamente, encontramos uma relacao de recorréncia relacionando

Ty A0S seus termos antecessores. Fagamos:

zo = 103

z1 = 1034(1,005)-103

za = 10%4(1,005) 21 = 1034103 - (1,005) + 103 - (1,005)?

z3 = 10%4(1,005) 22 = 10% +103 - (1,005) 4103 - (1,005)?
+10%-(1,005)3

zn = 10°4(1,005) zp—1=  10°4+10%-(1,005)+10°-(1,005)>

+10%-(1,005)%

4103 (1,005)" " +10% - (1,005)™
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Note que =, é a soma de uma P.G com n+1 termos,

razao g = 1,009 e primeiro termo 103, Dai, segue que

" , ntl_q 1,005t —1
=Y 101,005 =10*. L= =10%. 20—~

gt qg—1 1,005 — 1
Logo,
z,, = 200000 - 1,005" 1 — 200000.
4.6 Fractais

Os Fractais! sdo formas geométricas que apresentam
padroes que se repetem infinitamente, onde cada uma das par-
tes repetidas desta figura é semelhante a toda ela, ou seja, sao

autossemelhantes.

O nosso objetivo é analisar o fractal conhecido como o
Floco de neve de Koch, construido pelo matematico sueco Helge
Von Koch (1870-1924), a partir da Curva de Koch. A curva de

Koch é construida segundo as etapas:

1 - Toma-se um segmento AB de comprimento lg =,
divide-se o seu comprimento por 3 e no lugar do segmento médio

constroéi-se um tridngulo equilatero de lado igual aos segmentos
l
adjacentes, obtendo assim, 4 segmentos de comprimento [} = go,

como na figura 22:

L' Do Latin Fractus que significa quebrado ou irregular.
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Figura 22 — Curva de Koch - Etapa 1

Fonte: SALLUM, ELVIA MUREB. 2005.

2 - Divide-se o comprimento de cada novo segmento por
trés e constréi no lugar de cada segmento médio um tridngulo
equilatero de lado igual aos segmentos adjacentes, gerando 4

l
novos segmentos de comprimento Iy = 31’ como na figura 23:

Figura 23 — Curva de Koch - Etapa 2

7
A CA

Fonte: SALLUM, ELVIA MUREB. 2005.

3 - Repete-se o processo para cada segmento da figura
anterior, formando no lugar de cada segmento, 4 novos segmentos

l
de comprimento I3 = §2, como na figura 24:
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Figura 24 — Curva de Koch - Etapa 3

Fonte: SALLUM, ELVIA MUREB. 2005.

4 - Repete-se o processo indefinidamente.

Para melhor compreender a sequéncia de dados das eta-

pas, vamos organiza-los na tabela 8:

Tabela 7 — Anélise da Curva de Koch

Etapa | Nimero de | Comprimento de | Perimetro
segmentos cada lado
Inicial 1 lo lo
{
1 4 == 4.1
2 h 2
2 4 lo=— 47 -1y
ly
3 43 ls== 431
373 3
n 4n [, = ot 4n .1
n 3 n

Fonte: Elaborado pelo autor

Observando a tabela 8, temos que I,, é o lado da figura

na etapa n, chamando de p,, o perimetro da curva na etapa n,
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pela andlise feita na tabela 8, concluimos por recorréncia que

pn=4"1,,. (4.4)

Precisamos encontrar uma férmula fechada para p,,, para

ln—l

isso devemos expandir a recorréncia l,, = ,com lg=1.

l

ll - go
l

L= 3
l

lp—

ln _ n31

Multiplicando termo a termo e simplificando os fatores
1
correspondentes, multiplicando os n fatores 3 e substituindo

lop = [, obtemos

l
Substituindo (4.5) em (4.4), obtemos

pn =1 (§>n (4.6)

Logo, a partir da sequéncia (4.6) podemos encontrar

In (4.5)

o perimetro em qualquer etapa n. A Curva de Koch permite
identificar pela geometria diversas sequéncias de recorréncia e

podemos fazer alguns questionamentos pertinentes, tais como:
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Com as transformacgoes, como varia o nimero de lados?
Como varia o comprimento dos lados da curva?

Como varia o perimetro da curva?

O perimetro ¢ finito ou infinito?

Pela tabela 8 podemos perceber que o ntimero de lados
varia segundo uma progressao geométrica de razao 4, o compri-
mento de cada lado varia segundo uma progressao geométrica de
razao % e o perimetro varia de acordo com a expressio (4.6), que
podemos facilmente perceber, que trata-se de uma progressao
geométrica de infinitos termos onde a razéo g = % > 1 e portanto a
soma cresce sem limite. Ap6s construirmos e analisarmos a Curva
de Koch podemos usar as conclusoes para estudar o Floco de
neve de Koch. Para construi-lo devemos aplicar a mesma ideia da
Curva de Koch a um triangulo equilatero de lado 1. A partir dai,

usa-se os dados da andlise descrita na tabela 8, para observamos

a area, pois agora trata-se de uma figura fechada.

Ap0s realizar quatro transformacoes no tridngulo equilé-
tero (etapa inicial), podemos observar o comportamento geomé-

trico deste fractal na figura 25.
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Figura 25 — Transformagdes do Floco de Neve de Koch

RS

Etapa inicial 1

Fonte: GOMES, ANTONIO DO NASCIMENTO.

Observando a etapa 1, podemos facilmente ver que po-

demos circunscrevé-la em um hexagono regular de lado

l

L:ﬁ.

O mesmo acontece com as outras etapas, como podemos

visualizar na figura 26.

Figura 26 — Hexdgono e o Floco de Neve

AR R

Fonte: GOMES, ANTONIO DO NASCIMENTO.

Desta forma, podemos estimar a area do Floco de neve
de Koch através do hexagono regular supracitado. Como a area

do hexagono regular é dada por
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-3

A =
h 9 )

podemos inferir que a drea do Floco de neve de Koch deve ser
menor ou igual a area do hexagono. Logo podemos supor que sua

area seja finita.

Analisando a figura 26, em rela¢io ao Floco de neve de
Koch, podemos perceber que as cépias geradas a cada iteracao
sao semelhantes a figura inicial, portanto suas areas, assim como

seus lados, sdo proporcionais.

Isolando a etapa 1 apresentada na figura 26, obtemos a

figura 27.

Figura 27 — Area do Floco de Neve

VN

Fonte: BATANETE, ANA. CASTRO, ANDREIA. LAGO,
HIRLLANY (2004).

Observe que, podemos relacionar a area de cada cépia
b
do triangulo inicial com o proéprio triangulo inicial. Como a &area

do tridngulo inicial é A}, = T,concluimos que a area de cada
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1
copia apresentada na figura 27 é — - Ag, logo a area total da

9
etapa 1 sera calculada pela soma da area do tridngulo inicial Ag
com o produto do nimero de cépias pela area de cada cépia, ou
1 1
seja,A1 = Ag+3- 9 “Ag=Ap+Ap- 3" Estendendo este raciocinio,

podemos produzir a tabela 9.

Tabela 8 — Anélise do Floco de Neve de Koch

Etapa | Numero de cépias | Comprimento de Area
em cada etapa cada lado
Inicial 0 lo Ao
1 31 £ Ao+3 1 Ao =Ao+ A 1
3 0 g Ao=4o 03
4 1 1
2 3-4 — A 3-—-A 3-4-(=)?
3 o+ g Ao + (9)
1 1 4
=Ao+A0-(=+=--=
o+ Ao (3 + 3 9)
{
n 3-4™ -— Ay,
371

Fonte: Elaborado pelo autor

Ao observar as interagbes apresentadas na tabela 9, ob-
servamos que a area total A; da figura limite, chamada Floco de
neve de Koch, é dada por Ay somado com a soma dos termos de

~ . - . 0
uma progressao geométrica S com primeiro termo igual a 3 e

4
razao 9 < 1, ou seja,

Ay =Ag+S.

Como as iteragoes ocorrem indefinidamente e a razao da
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progressao é menor que 1, entdo a soma dos infinitos termos da

progressao geométrica é um numero finito, é dada por

Ao
_ 3 _3
s T
12
9

12-V3
, a area total Ay do Floco de neve de Koch é

e como Ag =
2.12./3
A= 7\[. (4.7)
5

Diferentemente do caso do perimetro da Curva de Koch,

a area do Floco de neve de Koch pode ser calculada, mesmo sendo

uma figura de perimetro infinito, tornando-se uma caracteristica

importante deste fractal, e nada intuitivo.

Apresentamos a seguir a relevancia do contetido de re-

corréncias para o aluno de olimpiadas matematicas.
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5 Problemas Utilizando o

Pensamento Recursivo
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Desenvolver no aluno a habilidade de enxergar padroes
e regularidades pode tornar a tarefa de resolver problemas no
ensino médio bem mais facil. Nesta secao serao listados alguns
problemas relativamente dificeis a primeira vista, que quando
resolvidos utilizando o pensamento recursivo e as recorréncias

ficam bem mais simples.

5.1 Problemas Olimpicos

Desde 2005 a Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas - OBMEP, vem conquistando espaco nas escolas
tornando a mateméatica mais atrativa para os alunos, uma vez
que apresenta questoes que exige um pensamento construtivo
para a sua resolugao e nao solugoes padronizadas por meio de
aplicagoes de formulas. Muitos problemas apresentados nas aulas
de matematica do ensino médio que sao considerados dificeis a
primeira vista, podem ser resolvidos mais facilmente aplicando
o processo recorrente. Nesse sentido, veremos que é possivel
empregar técnicas recursivas na resolugao de problemas abordados

no ensino meédio.

O problema a seguir foi retirado de uma avaliagao da
OBMEP-2012, Questao 09, Nivel 2, foi selecionada por basica-
mente dois motivos: primeiro por ter sido proposta nas provas

dos trés niveis da olimpiada e segundo por poder ser resolvida de
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maneira criativa e ao mesmo tempo simples, utilizando, inclusive,
o conceito de progressao aritmética, assunto importante constante

no curriculo do ensino médio.

Problema 1 - Renata montou uma sequéncia de tri-
angulos com palitos de fosforo, seguindo o padrao indicado na
Figura 28. Um desses tridngulos foi construido com 135 palitos

de fésforo. Quantos palitos formam o lado desse tridngulo?

Figura 28 — Sequéncia de triangulos

A

% NN NN

Fonte: http://www.obmep.org.br.

Solugao:

Para resolver este problema faremos uso do pensamento
recursivo. Para isso, considere a sequéncia de estruturas triangula-
res formada por palitos de fésforos representada na figura acima.
Desejamos encontrar uma expressao que relaciona a quantidade
de palitos necessarios para a construcao de um triangulo de ordem

n.

Seja x,, a quantidade de segmentos de reta necessarios


http://www.obmep.org.br.
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para construir a n —ésima estrutura. Visualmente, percebe-
se que r1 =3, z2 =x1+3-2 e x3 = 22+ 3- 3. Inferimos que,
Tpt1=Tnp+3-(n+1), com n > 1. Temos entdo uma sequéncia de
recorréncia linear de primeira ordem. Para resolver esta sequéncia

de recorréncia, variando o valor de n temos,

Ty = Tr1+3-2
r3 = z2+3-3
T4 = r3+3-4
Ty = Xp_1+3-n.

somando os membros das equagoes acima, obtemos

ro+T3+x4+--+xn =
r1+x2+23+ra+--+rp-1+3-24+3-34+3-4+---4+3-n,

simplificando os termos simétricos correspondentes temos,
Tn=21+3-(2+3+---+n).

Usando a soma dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética, e como pelo enunciado z; = 3, concluimos que a

féormula fechada para recorréncia em questéo é
’ (n2 + n)7

Tpn =

ou seja,
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_ 3n2+3n
==

Tn

Agora basta substituir o x,, por 135, resolver a equacao quadratica
e concluir que n =9.

3n%+43n
Vale ressaltar que com a férmula x,, = % pode-

mos calcular todas as possibilidades, ndo apenas a solicitada
no problema. O problema a seguir é uma adaptagao feita numa
questdo do simulado da OBMEP ano 2017. E um problema que

aborda formas geométricas e sequéncias numéricas.

Problema 2 - Comecando com um quadrado de lcm
de lado, formamos uma sequéncia de figuras, observe a Figura 29.
Cada figura, a partir da segunda, é formada unindo-se trés copias
da anterior. Os contornos destacados em vermelho das quatro
primeiras figuras medem, respectivamente, 4cm; 8cm; 20cm e

56cm. Quanto mede o contorno da figura n?
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Figura 29 — Sequéncia de figuras recursivas

Figura 1 Figura 2 Figura 3 i Figura 4 -

Fonte: http://www.obmep.org.br/docs/sim-2017-N3.pdf .

Solugao:

Inicialmente, para resolver esta questdo o aluno devera
construir a sequéncia de equagdes e deduzir o padrao a partir das

igualdades abaixo

a1 = 4

ag = 8

as = 20

aq = 56
any1 = 3-ap—4.

Usaremos a substitui¢do a,+1 = 3-a, —4, para tornar a recorrén-

cia homogénea. Assim teremos:

Tpy1+k = 3-xzp,+3-k—4
Tpy1+k = 3-xz,+2-k—4.


http://www.obmep.org.br/docs/sim-2017-N3.pdf.
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Tomaremos k = 2 para que a recorréncia se torne homogénea.

o = 3-$1
r3 = 3-3;‘2
T4 = 3-1‘3
Ty = 3-Tp_1.

Multiplicando as igualdades, tem-se que

xn=3""1.2.

Substituindo z,, em a,, = =, + 2, teremos a,, = 3"~ -x1 +2, como

a1 = 4 teremos:

4=3%214+2 2 =2

Concluimos que

ap=2-3""142,

O problema a seguir foi retirado do Banco de questoes
da OBMEP, Questao 219 - 2010 pag. 33, para resolvé-lo formula-
mos uma relagao recursiva que envolve o conceito de progressao

geométrica.

Problema 3 (Colando seis triangulos) - Construa uma

figura com seis tridngulos equilateros adjacentes, o primeiro com



Capitulo 5. Problemas Utilizando o Pensamento Recursivo 130

lado de comprimento 1 cm e os tridngulos seguintes com lado
igual a metade do lado do tridngulo anterior, como indicado na

Figura 30. Qual é o perimetro dessa figura?

Figura 30 — Colando seis triAngulos

AN

Fonte: http://www.obmep.org.br/bq/bq2010.pdf .

Solugao:

Quando a figura possui apenas um tridngulo seu perime-
tro é P; = 3cm. Apo6s incluir o segundo tridngulo, o perimetro da
figura aumenta em %cm, ou seja, Po = P + % Com a colocacao
do terceiro tridngulo a medida do contorno da figura aumenta

1 ) , 1 . .
em —cm , isto é, P3 = Py + 52 e assim sucessivamente. Portanto,

podemos escrever:


http://www.obmep.org.br/bq/bq2010.pdf.
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P = 3
1
P, = P1+?
Py = PerQf2
1
P?’L = Pn_1+277‘771.

Adicionando membro a membro todas as igualdades segue que

1 1 1
Dali,
1 1
 (15)
P, =3+ .
1.2
2
Assim,
1
Pn:4_2n7_1.

Portanto, para uma figura formada por 6 tridngulos, seu

perimetro é

1127

P=d— — = —Lem,
n 32 32"

O problema a seguir foi retirado de uma avaliagdo da

OBMEP-2011, Questao 03, Nivel 3, 2% Fase.
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Problema 4 - A linha poligonal da Figura 31 parte da
origem e passa por todos os pontos do plano que tém coordena-
das inteiras nao negativas, de acordo com o padrao indicado. A
unidade de comprimento nos eixos é de lem. O comprimento da
poligonal da origem até um ponto (a,b) é chamado de lonjura de

(a,b); por exemplo, a lonjura (1,2) é 5em.

Figura 31 — Linha poligonal

0 2 3 4 b

Fonte: http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2011.pdf.

a) Determine a lonjura dos pontos (3,2) e (0,4).

b) Quantos pontos de coordenadas inteiras estdo contidos no
interior e nos lados do quadrado cujos vértices sao (0,0), (n,0),
(n,n) e (0,n).

¢) Explique por que a lonjura do ponto (n,n) é n?+n. d) Qual é

o ponto cuja lonjura é 4257


http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2011.pdf.
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Solucgao:
No item (a), basta contar os pontos na figura para ob-

termos a lonjura (3,2) igual a 11 e de (0,4), 16.

No item (b), observando a figura 31 podemos construir
a seguinte tabela para determinar o nimero de pontos inteiros
que estao contidos no interior e nos lados do quadrado de vértices

(0,0), (n,0), (n,n) e (0,n).

Tabela 9 — Ntmero de Pontos do Quadrado

n Quadrado Numero de Pontos
1| (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) 4=(1+1)

2 | (0,0),(2,0),(2,2),(0,2) 9=(2+1)?

3 | (0,0),(3,0),(3,3),(0,3) 16 = (3+1)?

1.1 (0,0), (n,O),I(n,n), (0,n) (n—|;1)2

Fonte: Elaborado pelo autor.

No item (c), queremos determinar a lonjura do ponto
(n,n). Para isso vamos montar a seguinte relacdo de recorréncia

considerando a,, como sendo a lonjura do ponto (n,n). Vejamos:

1,1) — a = 2
(2,2) — a2 = 6
(3,3) = a3 = 12
(4,4) — as = 20
(5,5) — a5 = 30.
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O que nos permite escrever,

ag — al = 4
as — ag = 6
a4 — as = 8
as — aq = 10
Ap — QAp_1 = 2n.

Adicionando as igualdades acima e substituindo a; por 2 , segue

que:
ap—a; =44+6+8+---+2n.
Dali,
ap =24+4+64+8+---+2n.
Assim,
an=2-(1+2+3+4+---+n)ZQ-W_#.

O que nos permite concluir que
2
ap =n“+n.

O que mostra que a lonjura do ponto (n,n) é n?+n.
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No item (d), basta notar que o ponto (20,20) tem lonjura
420. Para chegar na lonjura 425, devemos descer na vertical 5

unidades, o que equivale ao ponto (20,15).

O problema a seguir foi retirado do livro “Carvalho,
Paulo Cezar Pinto - Matematica Discreta, Colecao PROFMAT.
SBM, 2013”, requer um aprofundamento no uso das sequéncias
podendo ser aplicados para os alunos do Ensino Médio que ja

estudaram progressoes.

Problema 5 - Uma planta ¢é tal que cada uma de suas se-
mentes produz, um ano apés ter sido plantada, 21 novas sementes
e, a partir dai, 44 novas sementes a cada ano. Se plantarmos hoje
uma semente e se, toda vez que uma semente for produzida ela
for imediatamente plantada, quantas sementes serao produzidas

daqui a n anos?
Solugao:

No ano n+ 2 sao geradas 21 sementes para cada semente
gerada no ano n+1 e 44 sementes para cada semente gerada
nos anos anteriores. Logo, se x, denota o nimero de sementes

geradas no ano n, temos as seguintes igualdades:

Tpto =21 -2pi1+44 - (n+Tp_1+-+21+20). (5.1)
Analogamente:

Tpi1 =212 +44- (Tp—1+Tp—2+ -+ 21 +20). (5.2)

Fazendo (5.1) - (5.2), obtemos:
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Tpy2 =22 -Tpy1+23-2,.

ou seja,
Tn42—22-2p41 —23- 2, =0.
A equacdo caracteristica r? —22.1r —23 =0 tem raizes
r1 =23 e ro = —1, assim a solugéo geral fica:
xn=C1-23"+Cy- (—1)".
Note que:
a1 =21

ag=44-1+21-21 =485
Assim ficamos com o sistema:

23-Ch1—Cy=21

529-C1+Cy =485

Resolvendo, encontramos

11 1
Cl—EeOQ—E.

Portanto, a solugdo da recorréncia é dada por

11 1
o 93n (1),
Tn= g Bl
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O problema a seguir foi retirado de (SMOLE, 2010, PAG.

166) que envolve o cdlculo de perimetro de tridngulos.

Problema 6 - Observe esta figura formada por uma
sequéncia de tridangulos equildteros na qual cada tridngulo, a
partir do segundo, tem vértices nos pontos médios dos lados do
tridngulo anterior. Supondo que o tridangulo maior tem lado [,
escreva o termo geral para o calculo do perimetro p,, do n —ésimo

triangulo.

Figura 32 — Sequéncia de tridngulos equildteros

Fonte: Elaborado pelo autor.

Solucgao:

Primeiramente vamos analisar a sequéncia formada pelo
perimetro de cada tridngulo. Para montarmos tal sequéncia, de-
vemos levar em consideracdo, que os novos tridngulos obtidos a
partir dos pontos médios do tridngulo anterior, sao todos seme-
lhantes em relagdo ao maior tridngulo. Outro ponto importante é

que o perimetro do segundo tridngulo é metade do perimetro do
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primeiro, o terceiro é metade do segundo, e assim sucessivamente.
Como p,,, a partir do segundo, depende do perimetro do tridngulo

anterior, escrevemos:

1
P2 - P1§
1
P3 == Pzi
1
P4 == Pgi
1
Pn = Pn_l'i.

1 n—1

Substituindo P; = 3l, obtemos
P,=3-1-21"" com neN.

Portanto, sabendo-se do termo geral podemos calcular
o perimetro de qualquer triangulo da sequéncia, bastando para
isso conhecer a medida do lado do maior tridngulo. Por exemplo,

se [ =1 entdo:
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P1 = 3;
3
P = =
2 167
3
Py = —.
3 512

No capitulo 1 tratamos do surgimento dos Fractais e
iniciamos falando sobre o Conjunto de Cantor. O problema a
seguir foi retirado do (Banco de questoes da OBMEP, 2009,pég.

23.) e aborda justamente este conjunto.

Problema 7 (Conjunto de Cantor) - Desenhe um seg-
mento de reta de comprimento 1, e denote-o por Cp. Remova
o tergo central (sem remover os extremos). Denote por Cy o
que sobrou. Agora remova o terco central (sem os extremos) de
cada segmento de reta de C. Denote por Cs o que sobrou, como
mostra a Figura 11. Podemos continuar esse processo, em cada
estagio removendo o terco central de cada segmento C),, para
formar Cp41.

a) Desenhe C7, C3 e Cs, indicando o nimero nos extremos dos
segmentos.

b) Quais dos seguintes pontos pertencem ao conjunto de Cantor?
14 3 4

379781781
¢) Quais séo os comprimentos de C3, C4 e C5? Vocé pode achar

uma expressao para o comprimento de C),7
Solugao:

Para responder o item (a), devemos levar em consideracao
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que cada segmento é um subconjunto da reta real, com valores
no intervalo [0,1]. Usando os critérios do Conjunto de Cantor,

temos a seguinte figura:

Figura 33 — Extremos do Conjunto de Cantor

01 m——

0 1
L=

0 1/3 2/3 1
Cn  — e —— ——

0 1f9 2/9 13 2/3 7/9 8/f9 1

Fonte: https:
//matemelga.wordpress.com/2018/09/29/el-conjunto-de-cantor/.

No item (b), deve-se observar que os extremos dos inter-

valos pertencem ao Conjunto de Cantor. Dai, podemos afirmar

que:

1 . .

3 pertence ao Conjunto de Cantor, pois é extremo de
Cs;

4 : ~ .

3 é removido de C, logo nao pertence ao Conjunto de
Cantor;

31 é extremo de Cy, logo pertence ao Conjunto de Can-
tor;

4

31 ¢é removido de (Y4, logo ndo pertence ao Conjunto de

Cantor.


https://matemelga.wordpress.com/2018/09/29/el-conjunto-de-cantor/.
https://matemelga.wordpress.com/2018/09/29/el-conjunto-de-cantor/.
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Para resolver o item (c), vamos montar uma relagdo de
recorréncia entre os comprimentos de cada intervalo do Conjunto

2 4 8
de Cantor. Como C1 =1, Cs = 3 eC3= g’ induzimos que Cy = 77
16

eC’5:8—1€dai,

Cy = %01
Cy = %.02
Cy = 2.0
Cn = 2-Cp1.

Multiplicando as igualdades e simplificando quando ne-

cessario, obtemos

2 n—1
C’n<> ,comn € N.

Na secdo a seguir faremos um estudo de problemas em
diversas areas que podem ser modelados através do pensamento

recursivo.
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5.2 Modelando Problemas com o Pensamento

Recursivo

Inicialmente abordaremos um problema retirado de AL-
MEIDA et al. (2012), que trata da desintegracdo de elementos

quimicos.

Desintegraciao de Elementos Quimicos

Aniélises quimicas mostram que substancias radioativas
decaem exponencialmente. Um determinado percentual da massa
se desintegra em uma unidade de tempo; o tempo que leva para
metade da massa decair é chamado de meia-vida. Embora nao seja
radioativo, o merctrio metalico presente na lampada fluorescente
na forma gasosa é uma substancia téxica aos seres humanos e ao

meio ambiente.

Problema 8 - Considerando @y como sendo a quan-
tidade inicial de mercturio no ambiente de meia-vida, aproxi-
madamente, de 2 meses, podemos determinar a quantidade @,
remanescente a cada periodo de dois meses. Assim, dado Qy,
a quantidade inicial e n um ntmero natural par, usando um

processo recursivo, podemos escrever:
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Q2 = 1-Qo
Qi = 1-Q
Qs = 1-Qu
Qn = % “Qn—2.

Multiplicando as igualdades e simplificando quando necessario,

obtemos

1

n
Q2 Qa Qo Qn=0Q0 Q2 Qu- Qs+ Qn_2-<2)2.

Assim, a solucado da recorréncia é dada por

n
1\ 2
Qn = QO . (2) )
onde n é o tempo e @, é a quantidade de merctrio restante no

tempo n.

A seguir abordaremos um problema retirado de HALLET

(2004), que trata da eliminagao de drogas no organismo.
Eliminacdo de Uma Droga do Organismo

No problema que segue veremos que a eliminacao de

drogas pelo organismo ocorre de forma exponencial.

Problema 9 - Quando se administra uma medicacao

em um paciente, o remédio entra no fluxo sanguineo. Quando
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ele passa pelo figado e pelos rins, é metabolizado e eliminado a
uma taxa que depende da droga em questao. Para o antibidtico
ampicilina, aproximadamente 40% da droga sao eliminados por
hora. Uma dose tipica de ampicilina é de 250mg. Suponha que
Qn, onde @, é a quantidade de ampicilina, em mg, no fluxo

sanguineo n horas depois do remédio ter sido dado.
Solugao:

Quando n =0 temos @, = 250. Como, em cada hora a
quantidade restante é de 60% da quantidade anterior, temos por

recorréncia:

Ql = O,G'QO
Q2 = 0,6-Q1
Qs = 0,6-Q2
Qn = OaG'anb

Multiplicando as igualdades e simplificando quando necessario,

obtemos

Q1-Q2-Qp--- Qrn=Q0 Q1-Q2-Q3--- Qn-1-(0,6)™.

Assim, a solugdo da recorréncia é dada por

Qn=1(0,6)"-Qo=250-(0,6)".
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De posse da solugdo da recorréncia linear de primeira
ordem, podemos construir a seguinte tabela que relaciona a quan-

tidade de droga no organismo em func¢ao do tempo.

Tabela 10 — Quantidade de droga no organismo em funcdo do
tempo.

Tempo (horas) | Quantidade (mg)
250
150
90
54
324
10.4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Qx| W N+ O

Vale ressaltar que @, = 250-(0,6)™ é uma func¢do de
decaimento exponencial e seu grafico fica bem representado como

segue:

A seguir abordaremos um problema retirado de HALLET
(1997), que trata sobre a Lei de Newton do Aquecimento e do

Resfriamento.

A Lei de Newton do Aquecimento e do Resfria-

mento

Newton! sugeriu que a temperatura de um objeto quente

diminui a uma taxa proporcional a diferenca entre sua tempera-

Isaac Newton foi um cientista inglés, mais reconhecido como fisico
e matematico, embora tenha sido também astrénomo, alquimista,
filésofo e tedlogo.
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Figura 34 — Quantidade de ampicilina no organismo em funcio
do tempo.

Q(meg) T

250

200+

150+

100

50+

0 N
0 1 2 3 4 5 Horssin)

-

Fonte:
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=230.


https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=230.
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tura e a temperatura ambiente. Da mesma forma, um objeto frio
se aquece a uma taxa proporcional a diferenca de temperatura

entre o objeto e o ambiente.

Por exemplo, uma xicara de café sobre a mesa da cozinha
esfria a uma taxa proporcional a diferenca de temperatura entre o
café e o ar que o cerca. A medida que o café esfria, a taxa na qual
ele esfria diminui, pois a diferenca de temperatura entre o café e
o ar diminui. A longo prazo, a taxa de resfriamento tende a zero,

e a temperatura do café aproxima-se da temperatura ambiente.

Em BASSANEZI (2013), o modelo matemaético que tra-
duz a lei de Newton pode ser dado por uma equagao de recorréncia

do tipo:

Tiy1 =Ty =k (Ty — Ta),

onde

T:: Temperatura do objeto no instante t;

Tp: Temperatura inicial (quando o objeto entra em contato com
o ambiente);

Ty: Temperatura do ambiente;

k: Coeficiente de resfriamento.

Note que a equacao acima pode ser escrita da seguinte

forma:

Tipr=(k+1)-Ty—k-T,,
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Considerando k+1=a e —k-T, = b, a solucdo da recor-

réncia pode ser obtida usando o seguinte processo recursivo:

T = a-To+0b

T, = aTi+b= a-(a-To+b)+b= a?-To+a-b+b
T35 = a-Te+b= a-(a® To+a-b+b)+b= a® - To+a?-b+a-b+b
Tn — a"~To+ b‘(a"_l +an_2+"‘+a+1)7

como a1 4+a""24...4a+1 é a soma de uma progressio geo-

métrica de razao a > 1, entao

n
1
T =a™ To+b- 2~
a—1

ou ainda,

b b
_ . n. _
Th=a <T0+a_1> —

O que nos permite concluir que
To=((k+1D)" (To—Ta)+ T,

é a solugao da equagdo recursiva Ty41 — Ty = k- (T3 —T,,) para a

lei de Newton.
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O problema a seguir foi retirado do filme Inferno?.

Problema 10 - Em Inferno, o professor e simbologista
Robert Langdon esta na Italia, perseguindo pistas deixadas pelo
bilionario Bertrand Zobrist, viciado em Dante Alighieri, que
pretende disseminar um virus capaz de exterminar metade da
populagao humana. Zobrist, baseado na teoria da superpopulagao
de Malthus (enquanto os recursos mundiais crescem em escala
aritmética, a populagdo cresce em escala geométrica), acredita
que o aumento da populacdo é um cancer que vai destruir o
mundo e por isso, os nimeros precisam ser radicalmente reduzidos.
Suponha que em 1900 a capacidade alimenticia do planeta era
de 300 milhoes de toneladas de alimento e que a cada década
a capacidade alimenticia aumenta em 20% da inicial. Por outro
lado, neste mesmo ano, estimava-se que a populagdo mundial
estava em torno de 1 milhdo de pessoas que consomem em média,
por ano, cerca de 150kg de alimentos. Sendo assim, utilizando a
ideia de Malthus, do filme inferno, suponha que a cada década,
mesmo com o controle das taxas de natalidade e mortalidade, a
populacao dobre de tamanho. Em quantos anos estima-se que
necessidade alimenticia da populagao ird superar a capacidade

do planeta?

Inferno é o quarto livro de Dan Brown e terceiro filme adaptado
para o cinema que foi langado no Brasil em outubro de 2016
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Figura 35 — Inferno - Filme 2016

Fonte: http://www.adorocinema.com/filmes/filme-222798/.

Solugao:

Vamos modelar o problema em duas recorréncias em
fungdo de n, onde né o nimero de décadas. A construcdo a seguir

trata da capacidade alimenticia, vejamos:

C1 =300-10° toneladas;

Cy =300-10° + % -C1 =300-10%+60-10° toneladas;
Cs :Cﬁé.cl =300-10%+60-10460-10° =
300-10842-60-10° toneladas;


http://www.adorocinema.com/filmes/filme-222798/.
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Cpn =300-10%+ (n—1)-60-10° toneladas.

Por outro lado, cada pessoa tem um consumo médio
anual de 150kg. Assim, em cada década tem um consumo médio

de 1,5 toneladas.

Assim, temos que a populacao inicial, 1990, é de 1 milhao,

dobrando a cada década. Dai, segue que

ap = 1-10%

a2 = 2-a1 = 2-106;
a3 = 2-a3 = 22.105;
ap, = 2-ap_1 = 2771.106.

Com efeito, criamos uma nova recorréncia que descreve

o consumo médio por década

b1 = 1,5’&1;
b2 = 1,5-(12;
b3 = 1,5'0,3;
b, = 1,5-ay.

Como a,, =2""1-108, temos que

b =1,5-27"1.108.



Capitulo 5. Problemas Utilizando o Pensamento Recursivo 152

Por fim, queremos

by > Cp —1,5-2771.10% > 60106 - (50 +n — 1),

dividindo ambos os lados da desigualdade por 1,5-106, temos

que
2771 > 40 (49 +n).

Portanto, dividindo ambos os lados da desigualdade por

23 obtemos
2n=4 > 5. (n+49).

Sabendo-se que uma func¢do exponencial cresce mais
rapido do que uma funcido afim. Note que, para n > 13 essa
desigualdade é verdadeira para todo n € N, pois, o lado esquerdo
da desigualdade é uma funcao exponencial e do lado direito é

uma funcdo afim.
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6 Roteiros de aulas
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6.1 Aula de Progressoes, sequéncias numéricas

Assuntos a serem abordados: Progressées aritméticas e

geométricas.

Para dar inicio esta semana, sugere-se utilizar o primeiro
capitulo deste trabalho para introduzir a histéria sobre sequén-
cias, numeros figurados e progressoes. Além disso, aconselhamos
utilizar o video ilustrativo sobre a histéria da soma dos 100 pri-
meiros nimeros naturais feita por Johann Carl Friedrich Gauss

disponivel em Johann Carl Friedrich Gauss nifio genio.
Texto para consulta

Material Teérico do Portal da Matematica “Progressoes
Aritméticas”, U. L. Parente, A. C. M. Neto (revisor), disponivel
em https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/site/

index?a=luploads/material_teorico/4ykzrejpoggso.pdf.

Material Teérico do Portal da Matematica “Progressoes
Geométricas: Defini¢éo e Lei de Formacdo”, U. L. Parente, A. C.
M. Neto (revisor) http://matematica.obmep.org.br/uploads/

material_teorico/cosyyelb57kgs.pdf.

Material Teérico do Portal da Matematica “Progressoes
Geométricas: Soma dos Termos de uma PG Finita”, U. L. Parente,

A. C. M. Neto (revisor) http://matematica.obmep.org.br/


https://www.youtube.com/watch?v=JG-yPNlXdbQ
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/site/index?a=1uploads/material_teorico/4ykzrejpoggso.pdf
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/site/index?a=1uploads/material_teorico/4ykzrejpoggso.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/cosyyelb57kgs.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/cosyyelb57kgs.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/ddz2r7g2g34sw.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/ddz2r7g2g34sw.pdf
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uploads/material_teorico/ddz2r7g2g34sw.pdf e Material Teo-
rico sobre soma dos termos de uma progressao geométrica com
uma infinidade de termos (esse material estd no final do presente

roteiro).

Video-aulas do Portal da Matematica:

Progressées aritméticas: 1° Ano do Ensino Médio

Moédulo “Progressoes Aritméticas”

video-aulas: “Aula 01 - Sequéncias”, “Aula 02 - Pro-
gressao Aritmética, o inicio”, “Aula 03 - Exercicios Introdutorios
de PA”, “Aula 04 - Progressoes Aritméticas de Razao e Termos
Inteiros”, “Aula 05 - Soma dos Termos de uma PA”, “Aula 06 -

Exercicios de Fixagao 1”7, “Aula 07 - Exercicios de Fixacao I1”.

Progressées geométricas: 1° Ano do Ensino Médio

Médulo “Progressoes Geométricas”

videoaulas:“Aula 1: A Progressio Geométrica”, “Aula
2: Taxa de Crescimento”, “Aula 3: A Lei de Formacdo de uma
PG”, “Aula 04 - Exercicios de Fixacao 1”7, “Aula 05 - Exercicios
de Fixagao II”, “Aula 07 - Soma dos Termos de uma PG Finita”,
“Aula 08 - Exercicios sobre Somas de PGs Finitas”, “Aula 09
- Soma dos Termos de uma PG Infinita - Parte I”, “Aula 10 -
Soma dos Termos de uma PG Infinita - Parte 11”7, “Aula 11 -

Exercicios Sobre Somas de PGs Infinitas”, “Aula 12 - Exercicios


http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/ddz2r7g2g34sw.pdf
http://matematica.obmep.org.br/uploads/material_teorico/ddz2r7g2g34sw.pdf
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=79
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=79
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=80
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=80
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de Aprofundamento 1”7, “Aula 13 - Exercicios de Aprofundamento

11"

ENUNCIADOS DOS EXERCICIOS

1. Um jardim tem uma torneira e dez roseiras dispostas
em linha reta. A torneira dista 50 metros da primeira roseira e
cada roseira dista 2 metros da seguinte. Um jardineiro, para regar
as roseiras, enche um balde na torneira e despeja seu contetido na
primeira. Volta a torneira e repete a operagao para cada roseira
seguinte. ApOs regar a ultima roseira e voltar & torneira para

deixar o balde, quantos metros ele terd andado?

2.Vérias tdbuas iguais estdo em uma madeireira. A es-
pessura de cada tdbua é 0,5 cm. Forma-se uma pilha de tabuas
colocando-se uma tdbua na primeira vez e, em cada uma das
vezes seguintes, tantas quantas ji estejam na pilha. Ao final de

nove dessas operagoes,
a) Quantas tdbuas terd a pilha?
b) Qual serd a altura da pilha?

3. Uma exposicao de arte deseja arrecadar fundos para
uma creche. No primeiro dia de exposicao, 2 pessoas visitaram
a exposicao. A partir do segundo dia, a cada dia o ntmero de
pessoas que visitam a exposicao é igual ao dobro do niimero de

pessoas que a visitaram no dia anterior. Se de cada pessoa é
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cobrado um ingresso de 3,00 reais, qual é o menor ntimero de
dias que a exposicdo deve permanecer aberta a fim de que o total

arrecadado atinja pelo menos o valor de 6138,00 reais?

4. Larga-se uma bola de uma altura de 5 metros. Apés

4
cada choque com o solo, ela recupera apenas 9 da altura anterior.
a) Calcule a distancia total percorrida pela bola.

b) Sabendo que o tempo que uma bola gasta, partindo
do repouso, para cair de uma altura h ¢é igual a \/ﬁ e quando
uma bola é langada do solo verticalmente para Cil’l’?&7 o tempo
gasto na subida é igual ao tempo da descida, calcule o tempo

gasto pela bola até parar, supondo g = 10m/s>.

Observagdo 6.1. o item (b) é opcional, ou seja, o professor pode

escolher abordar ou néo esse item)

5. Um carro, cujo preco final é 24000,00 reais, pode ser
adquirido dando-se uma entrada e o restante em 5 parcelas que
se encontram em progressao geométrica. Um cliente que optou
por esse plano, ao pagar a entrada, foi informado que a segunda
parcela seria 4000,00 de reais e a quarta parcela de 1000,00 reais.

Quanto esse cliente pagou de entrada na aquisicido desse carro?

6. Quatro nimeros sdo tais que os trés primeiros for-
mam uma progressao aritmética de razao 6, os trés ultimos uma
progressao geométrica e o primeiro niimero ¢é igual ao quarto.

Determine os quatro niimeros.
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7. Um garrafdo contém p litros de vinho. Retira-se 1 litro
de vinho do garrafdo e acrescenta-se 1 litro de dgua, obtendo-se
uma mistura homogénea; retira-se, a seguir, 1 litro da mistura e
acrescenta-se 1 litro de dgua, e assim por diante. Qual a quanti-

dade de vinho que restard no garrafao apds dessas operagoes?

8. Calcule a soma dos divisores positivos de 12600.

6.2 Aula de Recorréncias

Assuntos a serem abordados: Recorréncias — Conceitos

introdutdrios.

Texto para consulta

Consultar o capitulo 3 deste documento.

Video-aulas do Portal da Matematica:

Introdugao a recorréncia: Moédulo - “Recorréncias”.

videoaulas: “Aula 1 — Sequéncias definidas por recor-
réncias”, “Aula 2 — Exemplos iniciais de recorréncias”,” Aula 03 -

Recorréncias que dependem de mais de um termo anterior”.

Aplicativos do Portal da Matematica:


https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=82

Capitulo 6. Roteiros de aulas 159

Moédulo "Recorréncias": Aplicativos: "Niimeros po-
ligonais - Podemos usar recursoes para encontrar padrdes e pre-
ver termos de sequéncias. Vamos experimentar?”, “Descobrindo
a sequéncia - Vocé é bom de notar padroes em sequéncias? Se
nao for tdo simples, vocé pode recorrer a férmula da sequéncia.
Vocé gostaria de treinar?”. Disponivel em: https://portaldosaber.

obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=82.
ENUNCIADOS DOS EXERCICIOS

1. Renata montou uma sequéncia de tridngulos com
palitos de fésforo, seguindo o padrao indicado na Figura abaixo.
Um desses tridngulos foi construido com 135 palitos de fosforo.

Quantos palitos formam o lado desse tridngulo?

I /@X /\/\A/\

Figura 36 — Sequéncia de tridngulos
Fonte: http://www.obmep.org.br.

2.Numa horta ha 40 canteiros, cada qual com 16m de
comprimento por 2m de largura. Para regé-lo, o hortelao carrega

baldes com agua do poco, situado a 14 m da extremidade da


https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=82
https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=82
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horta como na figura abaixo, rodeando o canteiro pelo sulco de
separacdo. A agua que o horteldao carrega, d4 para regar somente
um canteiro. Qual o comprimento do caminho percorrido pelo

hortelao para regar a horta toda?

Figura 37 — A rega da horta

Fonte:https://sca.profmat-
sbm.org.br/sca_v2/get_ tce3.php?id=37151

3. Um carro novo custa 18.000,00 reais e, com 4 anos de
uso, vale 12.000,00 reais. Supondo que o valor decresce a uma
taxa anual constante, determine o valor do carro com 1 ano de

uso.

4. (OBMEP-2017) Comegando com um quadrado de lcm
de lado, formamos uma sequéncia de figuras, observe a Figura
abaixo. Cada figura, a partir da segunda, é formada unindo-se

trés cépias da anterior. Os contornos destacados em vermelho
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das quatro primeiras figuras medem, respectivamente, 4cm; 8cm;

20cm e 56cm. Quanto mede o contorno da figura n?

= =8

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 P

Figura 38 — Sequéncia de figuras recursivas
Fonte: http://www.obmep.org.br/docs/sim-2017-N3.pdf.

5. (OBMEP-2010) Colando seis tridngulos - Construa
uma figura com seis tridngulos equildteros adjacentes, o primeiro
com lado de comprimento 1 ¢m e os tridngulos seguintes com
lado igual & metade do lado do tridngulo anterior, como indicado

na figura abaixo. Qual é o perimetro dessa figura?

Figura 39 — Colando seis tridngulos
Fonte: http://www.obmep.org.br/bq/bq2010.pdf.
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6. Observe esta figura formada por uma sequéncia de
tridngulos equilateros na qual cada triangulo, a partir do segundo,
tem vértices nos pontos médios dos lados do tridngulo anterior.
Supondo que o tridngulo maior tem lado [, escreva o termo geral

para o calculo do perimetro p,, do n —ésimo tridngulo.

Figura 40 — Sequéncia de tridngulos equilateros
Fonte: Elaborado pelo autor.

7. Resolva as questoes contidas nos aplicativos descritos

no roteiro de estudos.

6.3 Aula de Recorréncias — Aplicacoes

Assuntos a serem abordados: Recorréncias — aplicagoes

nos conteudos de matematica.
Texto para consulta

Consultar o capitulo 4 deste documento.
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Video para a aula:
Bertrand Zobrist FILME INFERNO
Trecho do Filme — Inferno que contém o questionamento para a

aula.

Observagao 6.2. Caso ache interessante segue o link do filme

completo: https://filmesonline.vip/inferno-hd

Experimento para aula: Torres de Handi, disponi-

vel em: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1361.

Este experimento se trata de um jogo conhecido por
Torres de Handi, o qual se constréi a partir de 3 pinos e alguns
discos. Ele possui regras bem simples: os discos que, inicialmente,
formam uma torre no primeiro pino, em ordem decrescente de ta-
manho, devem ser transferidos para o 1ultimo, movendo-se apenas
um disco de cada vez e nunca colocando um disco maior sobre
um menor. Neste experimento, vamos, primeiramente, pensar em
uma estratégia para solucionar esse jogo usando o menor niimero
possivel de movimentos. Depois, vamos tentar encontrar a relagao
algébrica que fornece o menor niimero possivel de movimentos

em func¢do do nimero de discos na Torre.


https://www.youtube.com/watch?v=GJkiOyACWBw
https://filmesonline.vip/inferno-hd
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1361
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ENUNCIADOS DOS EXERCICIOS

1. Em Inferno, o professor e simbologista Robert Lang-
don esta na Itélia, perseguindo pistas deixadas pelo bilionario
Bertrand Zobrist, viciado em Dante Alighieri, que pretende dis-
seminar um virus capaz de exterminar metade da populacao hu-
mana. Zobrist, baseado na teoria da superpopulagdo de Malthus
(enquanto os recursos mundiais crescem em escala aritmética, a
populagdo cresce em escala geométrica), acredita que o aumento
da populagdo é um céncer que vai destruir o mundo e por isso, 0s
nimeros precisam ser radicalmente reduzidos. Suponha que em
1900 a capacidade alimenticia do planeta era de 300 milhdes de
toneladas de alimento e que a cada década a capacidade alimen-
ticia aumenta em 20% da inicial. Por outro lado, neste mesmo
ano, estimava-se que a populagdo mundial estava em torno de 1
milhdo de pessoas que consomem em média, por ano, cerca de 150
kg de alimentos. Sendo assim, utilizando a ideia de Malthus, do
filme inferno, suponha que a cada década, mesmo com o controle
das taxas de natalidade e mortalidade, a populagdo dobre de
tamanho. Em quantos anos estima-se que necessidade alimenticia

da populagéo ird superar a capacidade do planeta?
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T O A H oSN K S

Figura 41 — Inferno - Filme 2016
Fonte: http://www.adorocinema.com/filmes/filme-222798/.

2. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos perten-
centes a (0,1), que possuem um nimero impar de termos iguais

a zero?

3. (Enem 2011) Uma pessoa aplicou certa quantia em
acoes. No primeiro més, ela perdeu 30% do total do investimento
e, no segundo més, recuperou 20% do que havia perdido. Depois
desses dois meses, resolveu tirar o montante de R$ 3 800,00 gerado
pela aplicacdo. Qual era a quantia inicial que essa pessoa havia

aplicado?
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4. Leticia é servidora ptublica e recentemente conseguiu
uma progressao de carreira. Devido a esta promocgao, ela decidiu
investir parte do seu saldario. Suponha que ela tinha disponivel,
antes da promocgao, um capital de 1000 reais e que todos os meses,
apos pagar todas as suas contas, lhe restard 1000 reais. Se ela
realizar investimentos sucessivos que lhe renderd 0,5% ao més,

qual serd seu montante no n — ésimo més?

5. Quando se administra uma medica¢gdo em um paci-
ente, o remédio entra no fluxo sanguineo. Quando ele passa pelo
figado e pelos rins, é metabolizado e eliminado a uma taxa que
depende da droga em questdo. Para o antibiético ampicilina,
aproximadamente 40% da droga sao eliminados por hora. Uma
dose tipica de ampicilina é de 250 mg. Suponha que @, onde
@, € a quantidade de ampicilina, em mg, no fluxo sanguineo n
horas depois do remédio ter sido dado. Quanto de droga restara

no organismo 5h depois do remédio ter sido dado?

6.4 Aula de Recorréncias - Geometria

Assuntos a serem abordados: Recorréncias — problemas

geométricos e sequéncia de Fibonacci.

Para dar inicio a esta semana sugerimos a resolucao dos

3 problemas iniciais destacando suas caracteristicas comuns, e
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generalizando suas solugoes. Em seguida, contar um pouco da
histéria sobre a sequéncia de Fibonacci e abordar o problema
dos dominés e com isso finalizar com recorréncias de primeira e

segunda ordem.

Texto para consulta

Consultar os capitulos 1, 3 e 4 deste documento.

Video-aulas do Portal da Matematica:

Recorréncias: Mdédulo - “Recorréncias”

Video-aulas: “Aula 04 - Encontrando recorréncias em
poligonos convexos”, “Aula 06 - A Pizza de Steiner”, “Aula 07 -
Um problema com dominds”, “Aula 08 - Recorréncias lineares de
primeira ordem”, “Aula 12 - Férmula fechada para a sequéncia de

Fibonacci”, “Aula 13 - Recorréncias lineares de segunda ordem”.

ENUNCIADOS DOS EXERCICIOS

1. Determine a soma dos angulos internos de um poligono
convexo de n lados.
Dica: analise o exemplo do hexdgono regular descrito na figura

abaixo.


https://portaldosaber.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=82
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Figura 42 — Hex4agono regular
Fonte: https://escolakids.uol.com.br/matematica/soma-
dos-angulos-internos-um-poligono.htm.

2. Determine o nimero de diagonais de um poligono

convexo de n lados.

Figura 43 — Numero de Diagonais de um Poligono Convexo
Fonte: https://www.infoescola.com/matematica/numero-
de-diagonais-de-um-poligono/

3. (Pizza de Steiner) Qual o niimero méximo de regides

em que n retas podem dividir o plano?

4. De quantas maneiras podemos guardar n dominds

2x 1 em uma caixa 2 xn?

5. Uma planta é tal que cada uma de suas sementes

produz, um ano apds ter sido plantada, 21 novas sementes e, a
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partir dai, 44 novas sementes a cada ano. Se plantarmos hoje
uma semente e se, toda vez que uma semente for produzida ela
for imediatamente plantada, quantas sementes serdo produzidas

daqui a n anos?

6. (OBMEP-2011) A linha poligonal da figura abaixo
parte da origem e passa por todos os pontos do plano que tém
coordenadas inteiras nao negativas, de acordo com o padrao
indicado. A unidade de comprimento nos eixos é de 1 cm. O com-
primento da poligonal da origem até um ponto (a,b) é chamado

de lonjura de (a,b); por exemplo, a lonjura (1, 2) é 5 cm.

[iE )

5

0 2 3 4 5
Figura 44 — Linha poligonal

Fonte:
http://www.obmep.org.br/provas_ static/pf2n3-2011.pdf.

a) Determine a lonjura dos pontos (3, 2) e (0, 4).
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b) Quantos pontos de coordenadas inteiras estdao contidos
no interior e nos lados do quadrado cujos vértices sao (0, 0), (n,

0), (n, n) e (0, n).

¢) Explique por que a lonjura do ponto (n, n) é n?+n.

6.5 Aula de Recorréncias - Fractais

Assuntos a serem abordados: Fractais.

Sugere-se utilizar como apoio a parte historica sobre o

surgimento dos fractais contida no capitulo 1 deste trabalho.
Texto para consulta
Consultar os capitulos 1, 3 e 4 deste documento.

Videos para a aula:

Fractais na Natureza;
Fractal Zoom Mandelbrot Corner;

O Mundo da Matematica - Um Tridngulo Fractal.

Experimento: O quadrado de Koch, disponivel em

http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1023


https://www.youtube.com/watch?v=DwsoxSN-8Xg
https://www.youtube.com/watch?time_continue=79&v=G_GBwuYuOOs
https://www.youtube.com/watch?v=wOpYKRA0ptA
http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1023
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Ao fazer os primeiros passos da constru¢ao para a forma-
¢ao do fractal que denominamos Quadrado de Koch, os alunos
tentarao identificar os padroes que seguem o perimetro e a area
das figuras obtidas. Assim, descobrirdo Progressdoes Geométricas

e fardo andlises sobre seu comportamento.
ENUNCIADOS DOS EXERCICIOS

1. UEL-PR) A figura construida segundo a sequéncia
abaixo é denominada Esponja de Sierpinski ou Esponja de Menger.
Representa um fractal gerado a partir de um cubo. Partindo-se do
cubo inicial, obtém-se outros cubos menores, com arestas iguais
a % da aresta deste. O cubo central e os cubos do centro de cada
face sao removidos. O procedimento se repete em cada um dos
cubos menores restantes. O processo é iterado infinitas vezes,

gerando a Esponja.

P4

Figura 45 — Imagem da questao
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Supondo que a medida da aresta do cubo inicial seja

igual a 1m, qual a drea, em m?, de uma face da figura 30?

2(5) ) o6 9(R) 0 (5)

2. (VUNESP) Considere um tridngulo equildtero cuja
medida do lado é 4cm. Um segundo tridngulo equildtero é cons-
truido, unindo-se os pontos médios dos lados do triangulo original.
Novamente, unindo-se os pontos médios dos lados do segundo
tridngulo, obtém-se um terceiro tridngulo equildtero, e assim por
diante, infinitas vezes. A soma dos perimetros da infinidade de

tridngulos formados na sequéncia, incluindo o tridngulo original,

é igual a:
2/ \2
g \\
P ",*\"1 A
2 AYN A \2
1\ ;-"2.1 x_\\.
2 2

Figura 46 — Imagem da questao

a) 16cm b) 18cm

¢) 20cm  d) 24cm  e) 32cm
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3. Fractal (do latim fractus, fracdo, quebrado) - objeto
que pode ser dividido em partes que possuem semelhanca com o
objeto inicial. A Geometria Fractal, criada no século XX, estuda as
propriedades e o comportamento dos fractais - objetos geométricos
formados por repeticbes de padroes similares, O tridngulo de
Sierpinski, uma das formas elementares da Geometria Fractal,

pode ser obtido por meio dos seguintes passos:

A
A

AL

Figura 47 — Iteracoes iniciais do Triangulo de Sierpinski

(1) comece com um tridngulo equildtero (figura 1);

(2) construa um tridngulo em que cada lado tenha a
metade do tamanho do lado do tridngulo anterior e faga trés
copias;

(3) posicione essas copias de maneira que cada tridngulo

tenha um vértice comum com um dos vértices de cada um dos

outros dois tridngulos, conforme ilustra a figura 2;

(4) repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada copia

dos tridngulos obtidos no passo 3 (figura 3).

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da

sequéncia apresentada acima, é:
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A

Figura 48 — Iteragdes iniciais do Tridngulo de Sierpinski

4. (Banco de questoes da OBMEP-2009) Conjunto de
Cantor - Desenhe um segmento de reta de comprimento 1, e
denote-o por Cj. Remova o tergo central (sem remover os extre-
mos). Denote por Cy o que sobrou. Agora remova o tergo central
(sem os extremos) de cada segmento de reta de Cs. Denote por
C3 o que sobrou, como mostra a figura abaixo Podemos continuar
esse processo, em cada estagio removendo o terco central de cada

segmento C, para formar Chp1.

C

{F‘_} [ Ty — '}

(g vt g S - -

Figura 49 — Conjunto de Cantor
Fonte: http://www.obmep.org.br/bq/bq2009.pdf

a) Desenhe Cq, Ca2, e (3, indicando o nimero nos

extremos dos segmentos.

b) Quais dos seguintes pontos pertencem ao conjunto de
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3 4
Cantor? ' 81 e TR

O i~

1
gv
¢) Quais sdo os comprimentos de C3, C4, e C5? Vocé

pode achar uma expressido para o comprimento de C,,7

5. (UFPR-2008) Uma figura é construida a partir de
um segmento de reta de comprimento 1, da seguinte maneira
(veja ilustragdo a seguir): na 1* fase divide-se o segmento em
trés partes iguais, constroi-se um tridngulo equilatero cuja base
seja o segmento do meio e em seguida apaga-se a base; nas fases
seguintes, repete-se a construcdo da 1* fase, em cada um dos
segmentos obtidos na fase anterior. Indicando por S a soma dos

comprimentos de todos os segmentos obtidos na 5% fase, calcule
243-S

64

Infcio

& _//\_
A

2 fagac —"A'—l"‘l UL

L.
3 fase: é(-’\—'rﬁ-k

& fase: mfm

assim Sutessivamanta

Figura 50 — Iteraces da Curva de Koch
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6.6 Simulado

Questao 1. Cometa Halley, oficialmente designado 1P /Halley,
é um cometa peridédico, visivel na Terra a cada 76 anos. O Halley
é o tnico cometa de curto periodo que é regularmente visivel a
olho nu da Terra e, além disso, é o Gnico cometa a olho nu a
aparecer nos céus durante uma sé geragdo. Sua ultima passagem

por aqui foi em 1986.

a) Quantas vezes ele visitou a terra desde o nascimento

de Cristo?
b) Em que ano foi sua primeira passagem na Era Crista?
1+v5\" [(1-v5\"
2 + 2 '

Questao 2. Considere S(n) = (

a)Mostre que S(n) é um nitumero inteiro, para todo n >0

natural.
b) Calcule S(10).

Questao 3. A recursdo consiste em repetir indefini-

damente o procedimento anterior. Imaginemos que o tridangulo
23

1
Em seguida, marcamos os pontos médios E, F e G dos lados

equilatero ABC tem lado igual a [; e drea igual a Ay =

do tridngulo ABC, formando um novo tridngulo EFG de lado
lo e area Ag. Repetindo novamente esse processo, marcamos os
pontos médios do tridngulo EFG e formamos um novo triangulo

GHI de lado I3 e drea A3. Veja a imagem e a seguir faca o que se
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pede:

.
L]
.
L B
L

Figura 51 — Sequéncia de Triangulos Equilateros

a) Determine a area do triangulo formado a partir dos

pontos médios de GHI em fungao do lado do triangulo ABC.

b) Usando as relagoes de recorréncia, conclua que a drea
12V3
—.

do n —ésimo triangulo A, = 1

¢) Determine a soma das dreas dos n tridngulos formados

pelo processo dado no problema.

Questao 4. Um garoto tem n reais. Todo dia, ele realiza
exatamente uma das seguintes compras: um bolo que custa R$
1,00, um sorvete que custa R$ 2,00 ou um pastel que também
custa R$ 2,00. De quantas maneiras o menino pode gastar seu

dinheiro?

Questdo 5. Sejam «a e 3 as raizes de 22 4+ 2 — 1. Sendo
a” — ﬂn
= ————, onde n # 1 é um ntimero natural. Determine os dois

a
n OZ—B

primeiros termos a; e as dessa sequéncia e a lei de recorréncia de

cada termo em funcdo dos dois termos imediatamente anteriores.
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Questao 6. Uma escada tem n degraus. Para subi-la,
em cada passo, pode-se subir um ou dois degraus de cada vez.

De quantos modos diferentes pode-se subir a escada?
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