
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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2019
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RESUMO

Este trabalho inicia-se com um breve histórico do surgimento de um
novo conjunto numérico: o dos números complexos. Apresentamos sua
definição formal, assim como suas operações básicas e propriedades.
Estudaremos também a forma trigonométrica, ou polar, destes núme-
ros. Após essa revisão básica das propriedades dos números complexos,
avançamos para o estudo de algumas funções complexas: as funções
exponencial e logaŕıtmica. Apresentaremos definições e algumas pro-
priedades, destacando a visualização destas funções como aplicações de
R2 → R2.

Palavras-chave: Função Exponencial. Função Logaritmo. Números
Complexos. Forma Polar. Fórmula de Euler.





ABSTRACT

This work begins with a brief history of the origins of a new numerical
set: the set of complex numbers. We will present its formal defini-
tion, as well as its basic operations and properties. We will also study
another their trigonometric, or polar, form. After this basic revision
of the properties of complex numbers, we move towards the study of
two complex functions: the exponential and logarithmic functions. We
exhibit the definitions and some properties, highlighting the visualiza-
tion of these functions as maps of R2 → R2.

Keywords: Exponential Function. Logarithm Function. Complex
Numbers. Polar form. Euler’s Formula.
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Figura 1 Número complexo no Plano Cartesiano . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Figura 2 Conjugado de um número complexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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INTRODUÇÃO

Esta dissertação objetiva estudar a função exponencial complexa
e a função logaŕıtmica complexa sob os pontos de vista algébrico e geo-
métrico. Nos baseamos nos trabalhos de (MORGADO, 2001) e (SOARES,
2012).

No primeiro caṕıtulo desta dissertação fazemos um breve histó-
rico do surgimento dos números complexos.

No segundo caṕıtulo, definimos de modo formal os números com-
plexos e apresentamos suas propriedades algébricas básicas, bem como
a representação polar de um número complexo. Também realizamos o
cálculo de ráızes da unidade.

No terceiro caṕıtulo exploramos a função exponencial complexa,
sua definição e propriedades. Aqui encontramos a famosa Fórmula de
Euler. É dado um enfoque especial à visualização como aplicação de
R2 → R2, na qual são obtidas interessantes representações gráficas.

No quarto caṕıtulo, faremos o estudo da função logaŕıtmica com-
plexa. Diferentemente de como é realizado no conjunto dos número
reais, não se trata simplesmente de encontrar a inversa da função expo-
nencial complexa. Apresentaremos também a visualização desta função
como uma aplicação de R2 → R2.
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1 ORIGEM DOS NÚMEROS COMPLEXOS

Desde a antiguidade até os dias atuais, a busca por soluções de
equações é um tema de muito interesse na matemática. No processo
de resolver equações de segundo grau, frequentemente os matemáticos
antigos se deparavam com ráızes quadradas de números reais negativos;
como não era posśıvel extrair estas ráızes, o problema era considerado
sem solução. Este pensamento permaneceu por muito tempo, até que
no século XVI novas ideias e técnicas foram surgindo e a difusão destes
novos procedimentos posteriormente deu origem ao que hoje chamamos
conjunto dos números complexos. 1

O pioneiro em considerar números “não reais” como posśıveis so-
luções de equações foi o matemático italiano Rafael Bombelli (1526 −
1573), autor da obra em três volumes l’Algebra (1572, Veneza). Curi-
osamente, isto ocorreu quando Bombelli trabalhava com uma equação
de terceiro grau.

A chamada Fórmula de Cardano-Tartaglia, exibida abaixo, é uti-
lizada para encontrar uma raiz de uma equação de terceiro grau do tipo
x3 + px+ q = 0:

x =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
.

Bombelli aplicou esta fórmula à equação x3 − 15x− 4 = 0, obtendo

x =
3

√
2 +
√
−121 +

3

√
2−
√
−121 .

Sabendo que x = 4 é uma raiz da equação, Bombelli cogita que este
valor está impĺıcito na expressão da raiz x = 4 e que portanto é posśıvel
dar um sentido às expressões 2+

√
−121 e 2−

√
−121. Além disso, seria

também plauśıvel definir operações entre expressões análogas, tais como
adição, multiplicação, radiciação, etc. de modo que 4 seja apenas um
dos valores obtidos desta manipulação. Assim, nasce uma situação em
que apesar da presença da raiz quadrada de um número negativo, existe
uma solução da equação dada.

Bombelli introduziu a notação
√
−1, que chamou de piú di meno,

supôs que poderia continuar fazendo operações aritméticas básicas com

1Algumas informações contidas na introdução foram retiradas das páginas de
Rafael Bombelli e números complexos na Wikipedia.
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este objeto, e realizou os seguintes cálculos:

(2 +
√
−1)3 = 23 + 3 · 22 ·

√
−1 + 3 · 2 · (

√
−1)2 + (

√
−1)3

= 8 + 12
√
−1 + 6 · (−1)−

√
−1 = 2 + 11

√
−1 = 2 +

√
−121 .

De maneira análoga, Bombelli encontrou

(2−
√
−1)3 = 2−

√
−121 .

Portanto, concluiu que

3

√
2 +
√
−121 = 2 +

√
−1

e que
3

√
2−
√
−121 = 2−

√
−1 .

Finalmente,

x =
3

√
2 +
√
−121 +

3

√
2−
√
−121 = 2 +

√
−1 + 2−

√
−1 = 4 .

Após este procedimento, Bombelli fez o seguinte comentário: inicial-
mente, isto me pareceu mais sofisma do que verdade, mas continuei
minhas pesquisas até encontrar a prova.

A partir do trabalho de Bombelli, os números complexos come-
çam a ser utilizados como um “algoritmo que funciona” para resolver
equações de terceiro grau mas, ao mesmo tempo, permanecia a ideia de
que tais números não poderiam existir. Uma das grandes dificuldades
em admitir e compreender a existência dos números complexos era a
ausência de definição formal, representação geométrica e interpretação
f́ısica destes números. Esta situação foi sendo resolvida com o tempo.
Ao longo dos séculos, muitos matemáticos se envolveram com o estudo
das propriedades algébricas dos números complexos e, posteriormente,
com a visualização destes números como pontos no plano R2, levando à
compreensão que atualmente temos. Entre eles estão Leonhard Euler,
Abraham de Moivre e Carl Friedrich Gauss.

Apesar de não terem aplicação imediata no cotidiano, o estudo
dos números complexos permitiu obter grandes avanços nas áreas de
Engenharia Elétrica, Mecânica Quântica, Aerodinâmica, Mecânica dos
Fluidos, entre outros.
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2 ÁLGEBRA DOS NÚMEROS COMPLEXOS

No conjunto dos números reais, não é posśıvel extrair a raiz qua-
drada de um número negativo. Os números complexos nascem dessa
impossibilidade. O conjunto dos números complexos é uma extensão
do conjunto dos números reais, herdando assim suas operações de adi-
ção e multiplicação, porém com o acréscimo de um novo elemento i,
chamado unidade imaginária, que satisfaz i2 = −1,.

Todo número complexo por ser escrito de uma maneira única na
forma a + bi, em que a e b são números reais. Chamamos a de parte
real e b de parte imaginária.

Admitindo serem conhecidas as propriedades fundamentais no
conjuntos dos números reais, os números complexos constituem o con-
junto C, onde estão definidas as operações de adição e de multiplicação.

Antes de apresentarmos as operações elementares com núme-
ros complexos, é importante ressaltar que elas foram definidas como
extensões das operações em R, de modo que fossem conservadas as
propriedades dessas operações em R.

2.1 OPERAÇÕES EM C

Dados z = a + bi e w = c + di definimos em C a operação de
adição por:

z + w = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

em que as operações entre parênteses na última expressão são somas de
números reais. Desta maneira, a adição de números complexos é comu-
tativa por construção. No caso particular em que z e w são números
reais, podemos escrever z = a = a+ 0i, w = c = c+ 0i. Obtemos assim

z + w = (a+ 0i) + (c+ 0i) = (a+ c) + (0 + 0)i = a+ c .

Ou seja, se z, w são número reais, a adição em C é a adição em R.
Por exemplo,

(2 + 4i) + (13 + i) = 15 + 5i ;

(5− 7i) + 8i = 5 + i .

Temos que z + 0 = (a + 0) + (b + 0)i = z, ∀ z ∈ C. Assim o
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número complexo 0 = 0 + 0i é o elemento neutro da adição em C.
Se z = a+ bi e w = −a− bi então

z + w = [a+ (−a)] + [b+−(b)]i = 0 .

Assim, todo número complexo z possui elemento inverso para a adição,
ou seja, existe w ∈ C tal que z + w = 0. Denotaremos esse inverso por
−z = −a− bi.

Portanto, dados z = a+ bi e w = c+ di podemos definir em C a
operação de subtração por:

z − w = z + (−w) = (a+ bi) + (−c− di) = (a− c) + (b− d)i .

Por exemplo,

1− (9 + 3i) = −8− 3i ;

(2 + 7i)− (4 + 8i) = −2− i .

Dados z = a + bi e w = c + di definimos em C a operação de
multiplicação por:

z · w = (a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

onde as operações entre parênteses são operações com números reais.
Assim como ocorre com a adição, se z = a+ 0i e w = c+ 0i são reais,

z · w = (ac− 0 · 0) + i(a · 0 + 0 · c) = ac ,

isto é, o produto em C é o produto em R.
O produto z ·w é obtido pela aplicação da propriedade distribu-

tiva da multiplicação em relação à adição, como ocorre no conjunto dos
números reais, seguida da substituição de i2 por −1. Desta maneira,
por construção, o produto de números complexos é comutativo. Isto é:

z · w = (a+ bi) · (c+ di) = ac+ bci+ adi+ bdi2

= ac+ bci+ adi− bd = (ac− bd) + (ad+ bc)i .

Por exemplo,
6(7 + 3i) = 42 + 18i ;

(1 + i) · (3 + 2i) = 3 + 3i+ 2i+ 2i2 = 1 + 5i .

As operações em C permitem a adição de um número complexo
e um número real, e a multiplicação de um número complexo por um
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número real. De fato, se z = a+ bi e λ = λ+ 0i ∈ R, obtemos

λ+ z = (λ+ 0i) + (a+ bi) = (λ+ a) + (0 + b)i = (λ+ a) + bi ;

λz = (λ+ 0i) · (a+ bi) = (λa− 0 · b) + (0 · a+ λb) = λa+ λbi .

Queremos agora definir o quociente de dois números complexos.
Primeiramente, vamos mostrar que se z = a+bi é um número complexo

não nulo então existe um número complexo
1

z
(inverso multiplicativo)

tal que z · 1

z
= 1. Vamos determinar

1

z
na forma c+ di.

Para melhor visualizar o conjunto dos números complexos, fa-
zemos a identificação de C com o plano R2. Isto é, a cada número
complexo z = a + bi associamos o ponto P (a, b) = (a, b) do plano car-
tesiano cujas coordenadas são a e b. Também podemos associar com
o vetor (segmento orientado) saindo da origem O e extremidade (a, b),

isto é, o complexo z é representado pelo vetor
−−→
OP .

Figura 1 – Número complexo no Plano Cartesiano

Definimos o conjugado de um número complexo z = a+ bi como
o número complexo z = a − bi. Geometricamente, o conjugado z de z
é representado pelo simétrico de z relativamente ao eixo Ox.

Observe que z = a− bi = a − (−bi) = a + bi = z. Temos
também a seguinte propriedade: z = z se e somente se z é um número
real. De fato, se z ∈ R, então

z = a = a+ 0i ⇒ z = a+ 0i = a− 0i = a = z .
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Figura 2 – Conjugado de um número complexo

Por outro lado, se z = z, então

a+ bi− (a− bi) = 0 ⇒ 2bi = 0 ⇒ b = 0 .

Dado um número z = a + bi, chama-se módulo de z o número
real não negativo |z| =

√
a2 + b2. Pelo Teorema de Pitágoras, geometri-

camente |z| representa a distância de O a z, isto é, o módulo do vetor
−−→
OP

Figura 3 – Módulo de um número complexo

Temos que

z · z = (a+ bi).(a− bi) = a2 + b2 = |z|2 ,

isto é, o produto de um complexo z pelo seu conjugado é igual ao
quadrado do módulo de z, que é um número real. Agora, multiplicando
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ambos os lados da igualdade acima pelo número real
1

|z|2
, obtemos:

zz · 1

|z|2
= |z|2 · 1

|z|2
= 1 .

Pela comutatividade do produto temos que se z 6= 0,

z · z

|z|2
=

z

|z|2
· z = 1 .

Portanto o número complexo
z

|z|2
é o inverso multiplicativo de z, que

denotamos
1

z
ou z−1. Observe que, como consequência, temos

1

z
=

z

|z|2
.

Podemos escrever

1

z
=

1

a+ bi
=

a− bi
a2 + b2

=
a

a2 + b2
− i b

a2 + b2
.

Por exemplo, se z = 1 + 2i, então

1

1 + 2i
=

1− 2i

(1 + 2i) · (1− 2i)
=

1− 2i

5
=

1

5
− 2

5
i .

Da mesma maneira que para número reais, dados dois complexos

z e w 6= 0, definimos o quociente
z

w
por

z

w
= z · 1

w
= z · w

|w|2
=

zw

|w|2
.

Na prática, efetua-se a divisão multiplicando ambos os membros pelo
conjugado do denominador. Por exemplo, se z = 2 + 4i e w = 1 + 3i
teremos

z

w
=

2 + 4i

1 + 3i
=

(2 + 4i).(1− 3i)

(1 + 3i).(1− 3i)
=

2− 6i+ 4i+ 12

1 + 9
=

14− 2i

10
=

7

5
−1

5
i .
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2.2 FORMA TRIGONOMÉTRICA OU POLAR

Considere um número complexo z = x + iy 6= 0. Sejam r =
|z| =

√
x2 + y2 > 0 e θ ∈ [0, 2π) o ângulo que o vetor correspondente

a z forma com o eixo real positivo no sentido anti-horário. Da trigo-
nometria, sabemos que x = r cos θ e y = r sen θ ; podemos portanto
escrever

z = x+ iy = r cos θ + ir sen θ = r(cos θ + i sen θ) .

A representação z = r(cos θ+i sen θ) é chamada a forma trigonométrica
ou polar de z.

Figura 4 – Representação Polar

Como as funções cosseno e seno têm peŕıodo 2π, ao substituir θ
na expressão acima por θ + 2kπ com k ∈ Z, obtemos o mesmo número
z. Em muitos casos é conveniente usar a seguinte expressão mais geral:

z = r(cos(θ + 2kπ) + i sen (θ + 2kπ)) .

Os valores θ+2kπ são os argumentos de z, e θ é o argumento principal.
Por exemplo, se z = −5 + 5i temos que

|z| = 5
√

2 ; θ =
3π

4
.

Obtemos a forma polar

z = 5
√

2
(

cos(3π/4) + i sen (3π/4)
)
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ou, de maneira mais geral,

z = 5
√

2
(

cos(3π/4 + 2kπ) + i sen (3π/4 + 2kπ)
)
.

2.3 POTÊNCIAS DE UM NÚMERO COMPLEXO

A forma polar dos complexos permite obter uma interpretação
geométrica do produto de números complexos. Considerando θ1 e θ2
no intervalo [0, 2π), sejam z1 = r1(cos θ1 + i sen θ1) e z2 = r2(cos θ2 +
i sen θ2). O produto será dado por

z1 · z2 = r1r2
(

cos θ1 cos θ2 + i cos θ1 sen θ2

− sen θ1 sen θ2 + i sen θ1 cos θ2
)

= r1r2
(

cos θ1 cos θ2 − sen θ1 sen θ2

+ i(cos θ1 sen θ2 + sen θ1 cos θ2)
)
.

Por meio da trigonometria sabemos que

cos(θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sen θ1 sen θ2

sen (θ1 + θ2) = sen θ1 cos θ2 + sen θ2 cos θ1 .

Substituindo esses resultados no produto acima obtemos

z1 · z2 = r1r2
(

cos(θ1 + θ2) + i sen (θ1 + θ2)
)
.

Portanto, para multiplicarmos números complexos na forma tri-
gonométrica, é suficiente que multipliquemos seus módulos e adicione-
mos seus argumentos. Geometricamente, a multiplicação dos módulos
representa uma dilatação ou contração, e a soma dos argumentos re-
presenta uma rotação. Isto é, o produto z1 · z2 provoca uma dilatação
ou contração de |z1| pelo fator |z2|, e uma rotação de ângulo θ2 a partir
de z1.

Por exemplo, sejam z1 = 1 + i e z2 = −1 + i. Vamos escrevê-los
na forma polar:

z1 =
√

2
(

cos(π/4) + i sen (π/4)
)

z2 =
√

2
(

cos(3π/4) + i sen (3π/4)
)
.
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Efetuando o produto, obtemos

z1z2 = 2
(

cos(π/4 + 3π/4) + i sen (π/4 + 3π/4)
)

= 2
(

cosπ + i senπ
)

= −2

Com racioćınio análogo à multiplicação, é fácil verificar o resul-
tado da divisão entre dois números complexos na forma polar, a saber:

z1
z2

=
r1
r2

(
cos(θ1 − θ2) + i sen (θ1 − θ2)

)
.

Uma consequência imediata da interpretação geométrica do pro-
duto de números complexos é a seguinte expressão, conhecida como
Fórmula de De Moivre:

zn = |z|n
(

cos(nθ) + i sen (nθ)
)

em que n ∈ N. Geometricamente, a equação acima significa que multi-
plicar z por si próprio n vezes equivale dilatar ou contrair seu módulo
por um fator de |z|n e a dar-lhe n rotações de ângulo θ sucessivas.

A fórmula de De Moivre nos permitirá calcular ráızes de números
complexos não nulos. Seja w 6= 0 um número complexo e n um número
natural. Queremos encontrar as ráızes n-ésimas de w, isto é, encontrar
as soluções da equação zn = w. Escrevemos

w = |w|(cos(ϕ) + i sen (ϕ)) ; z = |z|(cos(θ) + i sen (θ)) .

Então, usando a fórmula de De Moivre, zn = w significa que

|z|n = |w| e cos(nθ) = cos(ϕ) ; sen (nθ) = sen (ϕ) .

Da primeira igualdade, obtemos |z| = n
√
|w|. Da trigonometria,

sabemos que existe k ∈ Z tal que

nθ − ϕ = 2kπ ⇒ nθ = ϕ+ 2kπ ⇒ θ =
ϕ

n
+

2kπ

n
.

Vejamos quantas soluções distintas é posśıvel obter. Escreva
k = nq + r onde q, r ∈ Z e 0 ≤ r < n. Então

2kπ

n
=

2(nq + r)π

n
=

2nqπ

n
+

2rπ

n
= 2qπ +

2rπ

n
.
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Assim

cos(θ) = cos
(ϕ
n

+
2rπ

n
+ 2qπ

)
= cos

(ϕ
n

+
2rπ

n

)
,

em que r = 0, 1, . . . , n− 1. Assim, para cada r obtemos

θr =
ϕ

n
+

2rπ

n
.

Portanto existem n soluções distintas, ou seja, n ráızes n-ésimas de w:

zr = n
√
|w|
(

cos θr + i sen θr
)

em que r = 0, 1, . . . , n− 1 .

A seguir, utilizaremos este procedimento para calcular as ráızes
da unidade, isto é, soluções da equação zn = 1 para n = 3, 4 e 6. Temos
que 1 = cos 0 + i sen 0, logo φ = 0.

No caso n = 3, temos θr =
2rπ

3
onde r = 0, 1 e 2. Obtemos

assim:
θ0 = 0 ⇒ z0 = 1 ;

θ1 =
2π

3
⇒ z1 = cos

(
2π

3

)
+ i sen

(
2π

3

)
=
−1

2
+

√
3

2
i ;

θ2 =
4π

3
⇒ z2 = cos

(
4π

3

)
+ i sen

(
4π

3

)
=
−1

2
−
√

3

2
i .

Os pontos z0, z1 e z2 marcam em C os vértices de um triângulo equi-
látero, como mostra a Figura 5.

Para n = 4, temos θr =
2rπ

4
=
rπ

2
onde r = 0, 1, 2 e 3. Obtemos:

θ0 = 0 ⇒ z0 = 1 ;

θ1 =
π

2
⇒ z1 = cos

(π
2

)
+ i sen

(π
2

)
= i ;

θ2 = π ⇒ z2 = cos (π) + i sen (π) = −1 ;

θ3 =
3π

2
⇒ z3 = cos

(
3π

2

)
+ i sen

(
3π

2

)
= −i .

Os pontos z0, z1, z2 e z3 marcam em C os vértices de um quadrado,
como mostra a Figura 6.

Finalmente, para n = 6, temos θr =
2rπ

6
=
rπ

3
onde r = 0, 1, 2, 3, 4
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e 5. Obtemos:
θ0 = 0 ⇒ z0 = 1 ;

θ1 =
π

3
⇒ z1 = cos

(π
3

)
+ i sen

(π
3

)
=

1

2
+

√
3

2
i ;

θ2 =
2π

3
⇒ z2 = cos

(
2π

3

)
+ i sen

(
2π

3

)
= −1

2
+

√
3

2
i ;

θ3 = π ⇒ z3 = cos (π) + i sen (π) = −1 ;

θ4 =
4π

3
⇒ z4 = cos

(
4π

3

)
+ i sen

(
4π

3

)
= −1

2
−
√

3

2
i ;

θ5 =
5π

3
⇒ z5 = cos

(
5π

3

)
+ i sen

(
5π

3

)
=

1

2
−
√

3

2
i .

Os pontos z0, z1, z2, z3, z4 e z5 marcam em C os vértices de um
hexágono regular, como mostra a Figura 7.

Mais geralmente, as ráızes n- ésimas da unidade marcam os vér-
tices de um poĺıgono regular de n lados. Como um destes vértices é

sempre z0 = 1, fazemos rotações de ângulo
2π

n
partindo de z0 e assim

obtemos as demais ráızes.
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Figura 5 – Ráızes cúbicas da unidade
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Figura 6 – Ráızes da unidade de ordem 4
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Figura 7 – Ráızes da unidade de ordem 6
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3 A FUNÇÃO EXPONENCIAL COMPLEXA

Nosso objetivo é, dado z um número complexo, definir a função
exponencial complexa ez. Para isto, é natural começarmos pela função
exponencial real ex e tentar generalizá-la para uma variável complexa.
Neste texto daremos apenas a motivação para a definição de ez; mais
detalhes podem ser encontrados em (SPIVAK, 1994).

As Séries de Taylor das funções reais senx, cosx e ex são:

senx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− · · · ;

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · · ;

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · · .

Estas séries convergem para todo x ∈ R. Vamos ver o que ocorre
quando substitúımos x por iy na expressão de ex. Obtemos:

eiy = 1 + (iy) +
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+

(iy)5

5!
+ · · ·+ (iy)n

n!
+ · · ·

= 1 + iy +
i2y2

2!
+
i3y3

3!
+
i4y4

4!
+
i5y5

5!
+ · · ·+ inyn

n!
+ · · · .

Agora, observe que se k é um inteiro positivo, então:

i0 = 1 = i4 = i8 = · · · = i4k ;

i1 = i = i5 = i9 = · · · = i4k+1 ;

i2 = −1 = i6 = i10 = · · · = i4k+2 ;

i3 = −i = i7 = i11 = · · · = i4k+3 .

Desta maneira,

se n = 4k = 2 · 2k = 2m, então in = 1 ;

se n = 4k + 2 = 2 · (2k + 1) = 2m, então in = −1 ;

se n = 4k + 1 = 2 · 2k + 1 = 2m+ 1, então in = i ;
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se n = 4k + 3 = 2 · (2k + 1) + 1 = 2m+ 1, então in = −i .

Portanto, a parte real da soma acima pode ser escrita da forma

1− y2

2!
+
y4

4!
− · · · =

∞∑
m=1

(−1)m
y2m

(2m)!
= cos y ,

e a parte imaginária da forma

y − y3

3!
+
y5

5!
− · · · =

∞∑
m=1

(−1)m
x2m+1

(2m+ 1)!
= sen y .

Desta maneira

eiy =

(
1− y2

2!
+
y4

4!
− · · ·

)
+ i

(
y − y3

3!
+
y5

5!
− · · ·

)
,

isto é,

eiy = cos y + i sen y . (3.1)

A equação 3.1 é também conhecida como Fórmula de Euler. Se
fizermos y = π, obtemos

eπi = cosπ + i senπ = −1 ,

identidade conhecida como Identidade de Euler. Observe que, usando
a Fórmula de Euler, podemos reescrever a forma polar de um número
complexo:

z = r(cos θ + i sen θ) = r eiθ .

3.1 DEFINIÇÃO E PROPRIEDADES

Seja z um número complexo. Na seção anterior, definimos ez

para um número da forma z = iy (imaginário puro). Para um número
complexo z = x+ iy, definimos

exp(z) = ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sen y) .

A função f(z) = ez é chamada função exponencial complexa.
Se tomarmos z como número real, z = x+ 0i, obtemos:

ez = ex+0i = ex(cos 0 + i sen 0) = ex(1 + 0i) = ex .
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Deste modo, a função exponencial complexa restrita ao conjunto dos
números reais é a própria função exponencial real. Porém, ao contrário
da função exponencial real, que é injetiva, a função ez é periódica, com
peŕıodo 2πi:

ez+2πi = ex(cos(y + 2π) + i sen (y + 2π)) = ex(cos y + i sen y) = ez .

Temos que

|ez| = |ex(cos y + i sen y)| = |ex|
√

cos2 y + sen 2y = ex .

Observamos assim que, como ex > 0 para todo x real, ez 6= 0.
Vejamos as propriedades da função exponencial complexa. Sejam

z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, e

ez1 = ex1(cos y1 + i sen y1) ,

ez2 = ex2(cos y2 + i sen y2) .

I. Produto: ez1ez2 = ez1+z2 para todo z1, z2 ∈ C.

De fato,

ez1ez2 = ex1ex2
(

cos y1 cos y2 + i cos y1 sen y2

− sen y1 sen y2 + i sen y1 cos y2
)

= ex1ex2
(

cos y1 cos y2 − sen y1 sen y2

+ i(cos y1 sen y2 + sen y1 cos y2)
)

= ex1+x2
(

cos(y1 + y2) + i sen (y1 + y2)
)

Por outro lado,

z1 + z2 = x1 + iy1 + x2 + iy2 = x1 + x2 + i(y1 + y2)

e portanto

ez1+z2 = ex1+x2
(

cos(y1 + y2) + i sen (y1 + y2)
)
.

Comparando as igualdades acima chegamos ao resultado. Aplicando
esta propriedade repetidamente encontramos que

(ez)n = enz para todo n ∈ N .
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II. Quociente:
ez1

ez2
= ez1−z2∀z1, z2 ∈ C.

De fato,

ez1

ez2
=

ex1(cos y1 + i sen y1)

ex2(cos y2 + i sen y2)

=
ex1(cos y1 + i sen y1)

ex2(cos y2 + i sen y2)
· cos y2 − i sen y2

cos y2 − i sen y2

=
ex1

ex2

(cos y1 + i sen y1)(cos y2 − i sen y2)

cos2 y2 + sen 2y2

= ex1−x2(cos y1 + i sen y1)(cos(−y2) + i sen (−y2))

= ex1−x2(cos(y1 − y2) + i sen (y1 − y2))

= ez1−z2 .

Em particular,
1

ez
= e−z .

3.2 VISUALIZANDO GEOMETRICAMENTE

Seja f : C→ C uma função complexa, f(z) = w. As variáveis z e
w são complexas e necessitariam de duas dimensões reais cada uma para
serem representadas na forma cartesiana, isto é, precisaŕıamos de uma
forma de representação que suportasse quatro dimensões reais. Como
somos limitados a perceber até três dimensões reais, fica imposśıvel a
utilização das mesmas ideias que usamos no estudo de funções reais de
até duas variáveis. Portanto, não é posśıvel desenhar o gráfico de f(z).
O que podemos fazer é uma visualização como aplicação de R2 → R2.

É o que vamos fazer com a função exponencial complexa
f(z) = ez = ex+iy. Vamos primeiramente fixar x.

Fixe x = 1. O conjunto L1 = {z = 1 + iy}, com y variando entre
os reais, é uma reta paralela ao eixo imaginário. Calculando a função
exponencial, obtemos

z = 1 + iy ⇒ ez = e1+iy = e1eiy = e(cos y + i sen y) .

Como consequência da Propriedade VI, temos que |e1+iy| = e para
todo y. Desta forma, a imagem de um ponto em L1 estará contida na
circunferência |w| = e.
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Figura 8 – L1, y ∈ [0, π/2]

Figura 9 – Imagem de L1, y ∈ [0, π/2]

Por exemplo, se y = 0, temos z = 1 e ez = e; se y = π
4 , z = 1+ π

4 i

e ez = e(cos(π/4) + i sen (π/4)) = e(
√
2
2 + i

√
2
2 ); e se y = π

2 , z = 1 + π
2 i

e ez = e(cos(π/2) + i sen (π/2)) = ei. Observe que fazendo y variar
no intervalo [0, π/2] percorremos um quarto da circunferência, como
mostram as figuras 8 e 9.
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Fazendo agora y ∈ [π/2, 2π], completamos a circunferência. Por
exemplo, se y = π, temos z = 1 + πi e ez = e(cosπ + i senπ) = −e;
se y = 3π

2 , z = 1 + 3π
2 i e ez = e(cos(3π/2) + i sen (3π/2)) = −ei; e

se y = 2π, z = 1 + 2πi e ez = e(cos(2π) + i sen (2π)) = e. Como era
esperado, e1+2πi = e1 = e.

Figura 10 – Imagem L1 = {z = 1 + iy} pela função ez, y ∈ [0, 2π]

Todo o cálculo acima fizemos ao fixar x = 1 e como consequência
obtivemos uma circunferência centrada na origem de raio e. Para outros
valores fixos de x serão retornadas circunferências centradas na origem
raio ex. Por exemplo, para x = 0, a imagem de L2 = {z = iy} será a
circunferência |w| = 1; para x = −1, a imagem de L3 = {z = −1 + iy}
será a circunferência |w| = 1

e .
Nas figuras 11 e 12 temos a imagem de L1, L2 e L3 por ez com

y ∈ [0, π/2] e nas figuras 13 e 14 com y ∈ [0, 2π].
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Figura 11 – L1, L2 e L3 com y ∈ [0, π/2]

Figura 12 – Imagem por ez
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Figura 13 – L1, L2 e L3 com y ∈ [0, 2π]

Figura 14 – Imagem por ez
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Fixemos agora y. Nesse caso, o domı́nio será formado por li-
nhas/segmentos de reta horizontais, paralelas ao eixo real. Se y = y0
fixo e consideramos a reta L = {z = x+ y0i}, temos que

ez = ex+y0i = ex(cos y0 + i sen y0) .

Isto é, todos os pontos da imagem de L tem o mesmo argumento y0,
variando apenas o módulo. Obtemos então que a imagem de L é uma
semi-reta partindo da origem com inclinação igual a tan(y0). Observe
que a origem não está em contida na imagem de nenhuma reta L, já
que ez 6= 0.

Nas figuras 15 e 16 vemos alguns exemplos: fixamos y = 0,
y = π

4 e y = π
2 . Considere L4 = {z = x}, L5 = {z = x + π

4 i} e
L6 = {z = x+ π

2 i}.
A imagem de L4 é o próprio semi-eixo horizontal positivo. À

medida que x → ∞, ez = ex → ∞. Por outro lado, se x → −∞,
ez = ex → 0 (note que o semi-eixo real negativo é a imagem da reta
y = π). A imagem de L5 é a semi-reta com inclinação 1, e a imagem
de L6 é o semi-eixo vertical positivo (o semi-eixo vertical negativo é a
imagem da reta y = 3π

2 ).
Para referência, em cada reta consideramos três pontos tomando

x = 1, x = 0 e x = −1.
− Em L4: se z = 1, ez = e; se z = 0, ez = 1 e se z = −1, e z = 1

e .

− Em L5: se z = 1+ π
4 i, e

z = e1(cos(π/4)+i sen (π/4)) = e(
√
2
2 +

√
2
2 i);

se z = π
4 i, e

z = e0(cos(π/4) + i sen (π/4)) =
√
2
2 +

√
2
2 i;

e se z = −1+ π
4 i, e

z = e−1(cos(π/4)+i sen (π/4)) = 1
e (
√
2
2 +

√
2
2 i).

− Em L6, se z = 1 + π
2 i, e

z = e1(cos(π/2) + i sen (π/2)) = ei;
se z = π

2 i, e
z = e0(cos(π/2) + i sen (π/2)) = i;

e se z = −1 + π
2 i, e

z = e−1(cos(π/2) + i sen (π/2)) = i
e .

Considerando todos os valores de y no intervalo [0, π/2] obtemos
um setor de coroa circular, como mostra a figura 17.
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Figura 15 – L4, L5 e L6 com x ∈ [−1, 1]

Figura 16 – Imagem por ez
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Figura 17 – Setor de coroa circular
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Vejamos mais alguns exemplos. Tome o retângulo R1 = [1, 2]×
[π/4, π/2]. Então a imagem de R por ez é o setor de coroa circular
S1 = {w ∈ C; 1 ≤ |w| ≤ 2, π/4 ≤ arg(w) ≤ π/2}, como mostram as
figuras 18 e 19.

Figura 18 – Retângulo R1 = [1, 2]× [π/4, π/2]

Figura 19 – Setor de coroa circular S1, imagem de R1 por ez
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Agora tome R2 = [1, 2] × [0, 2π]. A imagem de R2 por ez é a
coroa circular S2 = {w ∈ C; 1 ≤ |w| ≤ 2, 0 ≤ arg(w) ≤ 2π}, como
mostram as figuras 20 e 21:

Figura 20 – Retângulo R2 = [1, 2]× [0, 2π]

Figura 21 – Coroa circular S2, imagem de R2 por ez
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3.3 IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS

Nesta seção, falaremos brevemente sobre como utilizar a Fór-
mula de Euler eiθ = cos θ + i sen θ para deduzir, de maneira simples,
identidades trigonométricas das funções seno e cosseno. Primeiramente,
observe que

e−iθ = cos(−θ) + i sen (−θ) = cos θ − i sen θ .

Então

eiθ + e−iθ = 2 cos θ ⇒ cos θ =
eiθ + e−iθ

2
;

eiθ − e−iθ = 2i sen θ ⇒ sen θ =
eiθ − e−iθ

2i
.

Vamos deduzir uma identidade para cos2 θ. Temos:

cos2 θ =

(
eiθ + e−iθ

2

)2

=
e2iθ + 2eiθe−iθ + e−2iθ

4

=
e2iθ + 2 + e−2iθ

4
=

1

2

(
e2iθ + e−2iθ

2

)
+

1

2

=
cos 2θ

2
+

1

2
=

1 + cos 2θ

2
.

Analogamente,

sen 2θ =

(
eiθ − e−iθ

2i

)2

=
e2iθ − 2eiθe−iθ + e−2iθ

−4

=
e2iθ + e−2iθ

−4
+

1

2
= −cos 2θ

2
+

1

2
=

1− cos 2θ

2
.

As identidades acima já são conhecidas na trigonometria. Veja-
mos para cos3 θ e sen 3θ:

cos3 θ =

(
eiθ + e−iθ

2

)3

=
e3iθ + 3e2iθe−iθ + 3eiθe−2iθ + e−3iθ

8

=
e3iθ + 3eiθ + 3e−iθ + e−3iθ

8
=
e3iθ + e−3iθ

8
+

3(eiθ + e−iθ)

8
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=
1

4

(
e3iθ + e−3iθ

2

)
+

3

4

(
eiθ + e−iθ

2

)
=

cos 3θ

4
+

3 cos θ

4
.

Analogamente,

sen 3θ =

(
eiθ − e−iθ

2i

)3

=
e3iθ − 3e2iθe−iθ + 3eiθe−2iθ − e−3iθ

−8i

=
e3iθ − 3eiθ + 3e−iθ − e−3iθ

−8i
=
e3iθ − e−3iθ

−8i
+

3(eiθ − e−iθ)
8i

=
−1

4

(
e3iθ − e−3iθ

2i

)
+

3

4

(
eiθ − e−iθ

2i

)
=
− sen 3θ

4
+

3 sen θ

4
.

Agora, para cos4 θ:

cos4 θ =

(
eiθ + e−iθ

2

)4

=
e4iθ + 4e3iθe−iθ + 6e2iθe−2iθ + 4eiθe−3iθ + e−4iθ

16

=
e4iθ + 4e2iθ + 6 + 4e−2iθ + e−4iθ

16

=
cos 4θ + 4 cos 2θ + 3

8
=

cos 4θ

8
+

cos 2θ

2
+

3

8

E, ainda, para cos5 θ:

cos5 θ =

(
eiθ + e−iθ

2

)5

=

=
e5iθ + 5e4iθe−iθ + 10e3iθe−2iθ + 10e2iθe−3iθ + 5eiθe−4iθ + e−5iθ

32

=
e5iθ + 5e3iθ + 10eiθ + 10e−iθ + 5e−3iθ + e−5iθ

32

=
cos 5θ + 5 cos 3θ + 10 cos θ

16
.

Estes são apenas alguns exemplos. Utilizando as igualdades

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
e sen θ =

eiθ − e−iθ

2i
e a expansão do binômio de

Newton, podemos encontrar identidades trigonométricas para quais-
quer potências de seno e cosseno.
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4 A FUNÇÃO LOGARITMO COMPLEXA

Para uma variável real, a função exponencial é injetiva e portanto
é posśıvel definir sua função inversa, a função logaritmo neperiano.
Assim definimos

y = lnx⇔ ey = x .

No caso das funções complexas, é necessário cautela pois a função
exponencial é periódica de peŕıodo 2πi.

Considere um número complexo z 6= 0 em sua forma polar:

z = x+ yi = |z|eiθ = |z|(cos θ + i sen θ) .

Como visto nos caṕıtulos anteriores, sabemos que os argumentos
de um número complexo z diferem por um múltiplo inteiro de 2π:

arg(z) = θ0 + 2kπ, ∀k ∈ Z

em que θ0 é tomado num intervalo determinado.
Por exemplo, o número complexo z = −1 − i possui as equiva-

lentes formas polares:

z =
√

2e
5π
4 i =

√
2e

−3π
4 i .

Note que 5π
4 = −3π

4 + 2π, ou seja, tomando θ0 = −3π
4 e k = 1, isto

equivale a medir o argumento de −1 − i partindo de − 3π
4 e dado um

giro no sentido anti-horário (o sentido foi determinado aqui pelo sinal
de k). Por outro lado, −3π4 = 5π

4 − 2π; assim se tivéssemos tomado
θ0 = 5π

4 e utilizado k = −1, teŕıamos medido o argumento de −1 − i
partindo de 5π

4 e dado um giro no sentido horário.
Se z é um número complexo, o conjunto logaritmo de z é o con-

junto dos números complexos w tais que ew = z. Denotamos este
conjunto

log z = ln |z|+ i arg(z) .

Por exemplo, suponha z = 1 + i. Um elemento do conjunto
logaritmo é w1 = ln

√
2 + iπ4 , onde aqui escolhemos o argumento π

4 . De
fato,

ew1 = eln
√
2+iπ4 = eln

√
2 ei

π
4 =
√

2
(

cos(π/4) + i sin(π/4)
)

=
√

2

(
1√
2

+ i
1√
2

)
= 1 + i = z .
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Portanto, w1 ∈ log z. Se tivéssemos escolhido como argumento 9π
4 ,

teŕıamos obtido igualmente

w2 = ln
√

2 + i
9π

4
⇒ ew2 = 1 + i = z ,

e assim w2 ∈ log z.
Desta forma log z representa um conjunto de valores. Para ob-

termos uma função, somos obrigados a restringir o contradomı́nio em
C no qual o argumento possa ser determinado univocamente. Um in-
tervalo de comprimento 2π previamente determinado e dentro do qual
faremos a escolha do argumento de z, é chamado de ramo do logaritmo.

Por convenção, o ramo principal do logaritmo é o intervalo
−π < arg(z) < π. Podemos incluir um dos extremos deste intervalo,
porém neste caso a função logaritmo não será cont́ınua.

Por exemplo, dados os números complexos com argumentos no
ramo principal:

z1 = 1 + i , arg(z1) = π/4 ;

z2 = −1− i , arg(z2) = −3π/4 ;

z3 = 1−
√

3 i , arg(z3) = −π/3 ,

seus respectivos logaritmos são:

w1 = log z1 = ln
√

2 + i
π

4
;

w2 = log z2 = ln
√

2− i3π
4

;

w3 = log z3 = ln 2− iπ
3
.

Na Figura 22 temos a função logaritmo dos números complexos
z1, z2 e z3 representados no ramo principal.
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Figura 22 – Ramo principal do logaritmo
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Considerando agora o ramo 0 < arg(z) < 2π e tomando os
mesmos z1, z2 e z3 de antes, temos:

z1 = 1 + i , arg(z1) = π/4 ;

z2 = −1− i , arg(z2) = 5π/4 ;

z3 = 1−
√

3 i , arg(z3) = 5π/3 .

Seus respectivos logaritmos são:

v1 = log z1 = ln
√

2 + i
π

4
;

v2 = log z2 = ln
√

2 + i
5π

4
;

v3 = log z3 = ln 2 + i
5π

3
.

Já no ramo π
2 < arg(z) < 5π

2 , temos:

z1 = 1 + i , arg(z1) = 9π/4 ;

z2 = −1− i , arg(z2) = 5π/4 ;

z3 = 1−
√

3 i , arg(z3) = 5π/3 .

Seus respectivos logaritmos são:

t1 = log z1 = ln
√

2 + i
9π

4
;

t2 = log z2 = ln
√

2 + i
5π

4
;

t3 = log z3 = ln 2 + i
5π

3
.

Independentemente do ramo selecionado, o importante é que
verificam-se as igualdades:

ew1 = ev1 = et1 = z1 ;

ew2 = ev2 = et2 = z2 ;

ew3 = ev3 = et3 = z3 .

Na Figura 23 exibimos que dado um número complexo qualquer
(no caso z1 = 1 + i), quando na visualização da função logaritmo como
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aplicação de R2 → R2, as imagens distam nos diferentes ramos por um
múltiplo inteiro de 2π. Observe que cada ramo é delimitado por duas
retas horizontais paralelas.

Figura 23 – Três ramos da função logaritmo
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Partindo do conjunto dos números reais e introduzindo o novo
número i tal que i2 = −1, encontramos um novo conjunto numérico,
o qual chamamos números complexos. Este conjunto possui operações
semelhantes àquelas dos números reais, porém a introdução de i tem
grandes efeitos algébricos e geométricos.

No Caṕıtulo 2 estudamos definições e propriedades básicas dos
números complexos e a representação polar. Usando a fórmula de De
Moivre definimos a radiciação de números complexos e calculamos ráı-
zes da unidade.

No Caṕıtulo 3, partimos para o estudo de algumas funções ele-
mentares de uma variável complexa. A partir das Séries de Taylor
das funções reais ex, senx e cosx, definimos a função exponencial com-
plexa. A função exponencial complexa possui algumas propriedades em
comum com a função exponencial real, porém possui também outras
propriedades particulares que são consequência da representação polar
de um número complexo. Encerramos o caṕıtulo com representações
gráficas obtidas quando se visualiza a função exponencial complexa ge-
ometricamente.

No Caṕıtulo 4 fizemos o estudo da função logaŕıtmica complexa.
Vimos que log z = ln |z|+ i arg(z) representa um conjunto de valores, e
que para obter uma função é necessário restringir o contradomı́nio aos
chamados ramos do logaritmo. Apresentamos representações gráficas
provenientes da escolha de diferentes ramos.

Nesta dissertação quisemos mostrar a riqueza dos números com-
plexos, muitas vezes negligenciados no Ensino Médio e em alguns cursos
de graduação. Esperamos desta forma incentivar o leitor a continuar
explorando este conjunto numérico por vezes injustiçado pelo nome.
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