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RESUMO

Neste trabalho o estudo da teoria de matrizes usada no ensino médio
serd apresentada de forma cronoldgica, conforme os conceitos foram
surgindo historicamente. Por este motivo e para melhor compreensao
da algebra de matrizes, percebemos a necessidade de tratar também de
vetores, sistemas de equacoes lineares e determinantes, temas estes que
estao interligados. Os exemplos e aplicagoes foram dados a partir de
representacoes geométricas estruturadas em R? e R3, verificando seu
comportamento.

Palavras-chave: Matrizes. Construgao Histérica. Representacoes
Geométricas.






ABSTRACT

In this work the theory of matrices studied in high school will be pre-
sented chronologically that is, as concepts using the historical order.
For this reason and for a better understanding of matrix algebra, we
also address the following subjects; vectors, systems of linear equations
and determinants, which are interconnected. The examples and appli-
cations were given from geometric representations structured in R? and
R3, verifying their behavior.

Keywords: Matrices. Historical Construction. Geometric Represen-
tations.
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1 INTRODUCAO

A partir da andlise de alguns livros didaticos percebemos que
o estudo da Algebra no ensino médio trata os conceitos de matrizes e
suas operacgoes, determinantes, sistemas de equacoes lineares e modos
de resolucao desses sistemas, geralmente nesta ordem de apresentacao
e com pouca énfase para as respectivas representagoes geométricas.

De modo geral, diz-se que o estudo de matrizes serve para au-
ziliar na representacao de informacoes ou facilitar cdlculos complexos
(SOUZA; GARCIA, 2016), p. 46, organizando informagoes numéricas que
encontramos em jornais e revistas em forma de tabelas, com linhas e
colunas (IEZZI et al., 2016), p. 65. Algumas aplicagoes como célculos
financeiros, registros de comunicagio entre aeroportos (SMOLE; DINIZ,
2016), p. 230, e informagoes de imagens em pixel (SOUZA; GARCIA,
2016), p. 44, sao utilizadas para exemplificar Matrizes e justificar o
modo como operamos a adigao, a multiplicagdo de um nimero real
por uma matriz e a multiplicacdo entre matrizes. As consideracoes
geométricas sao observadas em apéndices dentro de cada capitulo, além
de propostas de atividades com uso de planilha eletronica a fim de re-
solver os mesmos céalculos por um método computacional.

O determinante, por sua vez, é apresentado como um nimero real
associado & uma matriz quadrada (BALESTRI, 2016), p.106, possivel de
ser calculado seguindo um algoritmo. Sua utilidade e significado estd
vinculado a resolugao de sistemas de equagoes lineares permitindo clas-
sificd-lo como possivel (determinado ou indeterminado) ou impossivel
(IEZZI et al., 2016), p.115, pela regra de Cramer.

Estas singularidades destacam a contextualizagao da Algebra no
cotidiano e em aspectos utilitarios, em detrimento da observacao e
andlise das respectivas transformacoes geométricas. Na maioria das
vezes, as operagoes com matrizes sao introduzidas de forma mecanica,
sem apresentar algum convencimento sobre, por exemplo, o modo como
multipicamos matrizes ”linhas por colunas”. Além disso, um breve es-
tudo sobre a histéria das Matrizes, descrita no Capitulo 2, nos mos-
tra que os conteidos nos livros didaticos nao estao organizados numa
sequéncia cronolégica, onde os conceitos de matrizes e determinantes
surgem naturalmente com o estudo de sistemas lineares.

Em consequéncia disso, temos como objetivo principal deste tra-
balho tratar o estudo de matrizes a partir de um olhar sobre a histéria
desses conceitos, dando ao leitor um breve conhecimento de como surgi-
ram. Buscaremos mostrar geometricamente defini¢bes e propriedades,
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a fim de visualizar essas transformagoes, e nao para criar uma metodo-
logia de ensino da dlgebra linear para o ensino médio.

O Capitulo 8 é introdutorio e cita definicbes de equacgdes, siste-
mas de equagoes lineares e solugoes. A Secao 4.1 trata da relagao entre
pontos e coordenadas e nos permitirda mostrar algumas representagoes
geométricas das operagoes com matrizes fazendo o uso de vetores e
suas operagoes no plano e no espaco, também descritas nas Secoes 4.2
e 4.3. Este estudo é indispensavel para entender as representagoes
geométricas que sao estruturadas em um espago vetorial e verificar seu
comportamento.

No Capitulo 5, ao tratar as operagoes com matrizes e algumas
de suas propriedades, utilizaremos conhecimentos oriundos da teoria
de matrizes para analisar as transformagoes geométricas de translagao,
escala, reflexdo e rotagao.

O estudo dos determinantes estd no tultimo capitulo deste tra-
balho. Apesar dos primeiros textos sobre o assunto terem surgido con-
comitante ao estudo de equagbes de um sistema linear, foi somente no
século XIX que a teoria dos determinantes ganhou notoriedade (BOYER;
GOMIDE, 2010).

Apresentamos o determinante como um valor numérico associ-
ado a uma matriz quadrada que, além do que foi mencionado, nos da
informacoes sobre medidas de area ou de volume de figuras.
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2 BREVE HISTORIA DAS MATRIZES

Em principio a ciéncia mateméatica estava a servigo das neces-
sidades do cotidiano, e nao foi diferente no campo da algebra linear.
Datados de 1850 a.C. e 1650 a.C. os papiros de Moscou e Rhind contém
problemas diversos de uma matemaética aplicada a realidade local, cujas
solugoes, originalmente encontradas de modo aritmético, seriam mais
tarde, na Europa, apresentadas na forma de simples equacoes lineares.
Segundo (EVES; H. DOMINGUES, 2001), p. 74, é possivel observar nesses
registros que os egipcios ja faziam uso de simbolos para representar as
operacoes de adicao e subtragao e igualdade.

Neste mesmo periodo da histéria, o povo da Babilonia ja sabia
como resolver um sistema simples 2 x 2 de equagoes lineares com duas
incégnitas (CHRISTENSEN, 2012) e por volta de 200a.C., os chineses
publicaram ” Nine Chapters of the Mathematical Art”, mostrando a
capacidade de resolver um sistema de equagoes 3 x 3.

Com o passar dos anos, os problemas matematicos se tornavam
cada vez mais abstratos, e as informagoes retdricas foram substituidas
pela linguagem simbdlica. Segundo G. H. F. Nesselmann, os mais de
4000 anos de historia da notagao algébrica podem ser compreendidos
em trés estigios:

Primeiro se tem a dlgebra retdrica em que os argumentos
da resolucdao de um problema sao escritos em prosa pura,
sem abreviacbes ou simbolos especificos. A seguir vem a
algebra sincopada em que se adotam abreviagoes para algu-
mas das quantidades e operagoes que se repetem mais fre-
quentemente. Finalmente chega-se ao ultimo estagio, o da
algebra simbdlica, em que as resolucoes se expressam numa
espécie de taquigrafia matematica formada de simbolos que
aparentemente nada tém a ver com os entes que represen-
tam. (EVES; H. DOMINGUES, 2001), p. 206.

E nesse tltimo estadgio da histéria da notagao algébrica, com
inicio ha menos de 400 anos, que encontramos textos com uso de sim-
bolismos similares aos contemporaneos. Foram muitos os fatores que
favoreceram o desenvolvimento no campo algébrico dentre eles o uso do
sistema indo-ardbico de numeragao, a padronizacao do simbolismo e a
facilidade do intercambio de ideias, estreitada pelo comércio crescente
na Europa, no inicio do século XIX.

Em 1830, Georg Peacock (1791-1858) publicou ” Treatise on Al-
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gebra”, um estudo sobre os principios fundamentais da algebra que
definiu dlgebra aritmética como operagoes nas quais os simbolos repre-
sentam numeros e a dlgebra simbdlica como um campo independente
das restri¢oes das propriedades aritméticas (BAUMGART, 1992), p. 206.
Um bom exemplo dessa caracterizagao simbdlica é a nao validade da
propriedade comutativa da multiplicacao que vemos na algebra matri-
cial, ou seja, a * ¢ # ¢ * a. Apesar do calculo de determinante para
encontrar solucoes de sistemas de equagoes lineares ja ser utilizado,
um estudo mais detalhado sobre o tema sé foi possivel apds assumir
a condi¢ao da nao comutatividade, que mais tarde, utilizada no pro-
duto entre matrizes, viria contribuir para o desenvolvimento inicial da
aritmética dos niimeros complexos.

O uso de vetores na algebra linear surgiu da necessidade de re-
presentar geometricamente os nimeros complexos. Inicialmente dese-
nhados como uma seta ou flecha, cada nimero complexo passou a ser
associado a um ponto no plano bidimensional, identificando-o com uso
de coordenadas cartesianas. Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert
Argand (1768-1822), Carl Friedrich Gauss (1777-1855) foram alguns
ilustres matemaéticos que conceberam niimeros complexos como vetores
bidimensionais.

A ideia de relacionar simples pares ordenados de nimeros re-
ais (a,b) a conceitos mais abstratos foi conveniente para o estudo das
equagoes e transformacoes lineares, e permitiu o desenvolvimento da
teoria de Matrizes.

Muitos ilustres matematicos contribuiram, ao longo da histéria,
para a construir do conceito de matrizes. De modo mais objetivo, ire-
mos nos limitar aos acontecimentos das tltimas décadas, mesmo porque
o estudo de Matrizes como conhecemos atualmente é bastante recente
do ponto de vista histérico, tendo surgido no inicio do século XIX. O
nome Matriz foi dado primeira vez em 1850 por James Joseph Sylves-
ter, um matemaético britanico contemporaneo de Arthur Cayley, consi-
derado o criador da algebra das Matrizes.

Sylvester (1814-1897) nasceu em Londres. Durante sua vida
académica foi bastante perseguido por ser judeu, mas isto nao o im-
pediu de ser um matemdtico atuante. Ligado a varias academias de
ciéncias, teve dezenas de publicagoes e ganhou prémios como Royal
Medal (1860), Copley Medal (1880) e De Morgan Gold Medal (1887),
em reconhecimento a contribuicao de suas pesquisas. Para Sylvester
a nogao de Matriz estd associada ao problema de encontrar raizes
multiplas de um polindémio, nao sendo utilizada a representagdo em
forma de tabela (BAUMGART, 1992), p. 561.
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Cayley (1821-1895) também foi um matemadtico inglés. Atuou
como advogado durante 14 anos mantendo, paralelamente, suas pesqui-
sas no campo da geometria analitica (BAUMGART, 1992) (pag. 559).
Aos 42 anos foi eleito para a posi¢ao de Sadleirian Professor de Ma-
tematica Pura da Universidade de Cambridge, mas foi nos Estados
Unidos, enquanto ministrou um curso na universidade em Baltimore,
que sua amizade com Sylvester teve inicio.

Foi Cayley que pela primeira vez, num artigo pubicado em 1855,
usou matriz na forma tabular para representar sistemas lineares e for-
mas quadraticas. No ano de 1858, Cayley descreve e define o que é
Matriz, enunciando e demonstrando as operagoes e suas propriedades
no artigo A Memoir on the Theory of Matrices (CAYLEY, 1858). Em
sua notagao, a matriz:

a By
a/ /8/ ’Y/
a?’ B?’ ,y”
Seguida das operagoes:
a B v
o B4 .-
(fﬂ?an"'): o” ﬂ” "}/77 (x,y,z,-~-).

Representa o sistema de equagoes:

£=  oartfByt+yz+---
n= dodr+py+yz+--
C: a77x+/677y+777z+.'.

Nos textos de Cayley, a matriz nula e a matriz unidade (iden-
tidade) sdo definidas antes das operagoes de adigdo e multiplicagao,
mencionando a nao validade da comutatividade para a multiplicacao
ou composicao de matrizes.

Apesar dos trabalhos de Sylvester e de Cayley sobre ma-
trizes, bem como de outros que se seguiram, os tratados de
algebra s6 passaram a adotar a representagao matricial em
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seus textos a partir do final do século e a linguagem ma-
tricial sé se popularizou a partir de 1920. (BERNARDES,
2016), p. 69.

Apesar do estudo dos determinantes ter surgido concomitante ao
estudo de Sistemas de Equagoes Lineares, foi gragas aos estudos de Carl
Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) e Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
que a teoria de desenvolveu. FEste dltimo atribui-se o titulo de criador
do termo ’determinante’ além de ser o responsdvel por reunir, em 1812,
tudo o que era conhecido até entdo sobre o assunto (DOMINGUES; IEZZI,
2003), p. 199.

Note que o estudo de Matrizes é posterior ao das ideias de de-
terminantes e sistemas lineares, conceitos que hoje apresentamos em
sala de aula na ordem inversa estudando primeiro Matriz suas repre-
sentacoes e operagoes. O objetivo deste trabalho, entretanto, nao é o
de apenas mencionar fatos passados, mas de promover uma consciéncia
histérica a fim de entender como o conceito foi construido.

Iremos, portanto, iniciar com o estudo de sistemas lineares e
introduzir o conceito de Matriz somente quando houver necessidade
deste tipo de representagao. Do mesmo modo iremos utilizar o produto
entre matrizes para operar transformagoes lineares e representé-las no
plano bidimensional. Quanto ao estudo de determinantes, apesar de
nem sempre este resultado ter sido obtido por meio do cédlculo como
fazemos hoje, iremos associar geometricamente seu valor, em maédulo,
a area do paralelogramo formado por dois vetores para uma matriz de
ordem 2, e o volume do paralelepipedo em matrizes de ordem 3.

Destacamos a importancia de conhecer os fatos histéricos que
motivaram o surgimento do conceito de matrizes e percebé-lo de forma
problematizada, associando a ideia conceitual a diferentes formas de
representagao.
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3 EQUA(}{)ES E SISTEMAS LINEARES: UMA
RELACAO ALGEBRICA.

Como vimos, o uso de equacoes e sistemas de equagoes lineares
para modelar problemas estd presente na histéria da matematica desde
a antiguidade, e de forma mais algébrica durante o Renascimento, com
a criacao da Algebra Simbdlica. E por esse viés que os livros didaticos
apresentam o estudo de sistemas lineares, relatando algum problema do
cotidiano como a distribuicao das cédulas ao ser realizado um saque no
caixa eletronico (IEZZI et al., 2016), p. 97, e a quantidade de combustivel
gasta em uma viagem (BALESTRI, 2016), p. 68.

Embora essa contextualizagao no ensino da matematica seja im-
portante, nosso objetivo neste capitulo é introduzir conceitos que serao
essenciais para o entendimento do processo de resolucao de sistemas de
equagoes lineares. A principio, vamos apresentar a defini¢ao de equacao
linear:

.

Definigao 1 Uma equagao linear é uma expressio da forma ajx; +
%o + azxrs + ...+ a,xy, = b, em que:

® ay,as,0as,...,a, SGo numeros reais denominados coeficientes das
incognitas;
® X1,T9,T3,...,Ty SA0 aS incognitas;

e b ¢ uma constante real denominada termo independente.

(BALESTRI, 2016), p.69.

A equagdo x+2y = 9 é linear e as incégnitas = e y devem assumir
valores reais a fim de preservar a igualdade. Note que, escolhendo
arbitrariamente um valor para z determinamos o valor da incégnita y.
Assim, para x = 1 temos que y = 4 pois, substituindo esses valores na
equacao 14+2x4 =1+8 =9, preservamos a igualdade. Como podemos
escolher qualquer valor real para x e obter, a partir dai, o valor de y
concluimos que essa equagao possui infinitas solugoes.

Definicao 2 Uma solucao de uma equacdo linear a1x1 + asxs +azrs +

...t anry, =b € a énupla de nimeros reais (a1, ag, g, ..., Qp) que, ao
substituirmos em x1,x2,x3, ..., Ty, respectivamente, torna a igualdade
verdadeira:

aioq + agsos + azaz + ...+ apo, = b

(SOUZA; GARCIA, 2016), p.77.
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Um conjunto de duas ou mais equagoes lineares é chamado de
sistema de equacées lineares. Definiremos sistemas de equagoes lineares
de modo geral, entretanto nosso estudo sobre este conceito sera restrito
aqueles com duas equagoes e duas incégnitas ou com trés equagoes e
trés incognitas.

Definicao 3 Denomina-se sistema linear m X n o conjunto S formado
por m equacdes e n incognitas, que pode ser indicado da segquinte ma-
neira:

1121 + a12%2 + 1373 + ... A1 Ty, = by
a21%1 + A22T2 + A23T3 + . .. A2p Ty = by
S — as1xy + as32x9 + as33xs3 +... A3nTy — bg

Am121 + m2T2 + Q323 + .. Ay Ty = bm
(SOUZA; GARCIA, 2016), p.78.

No exemplo a seguir, vamos considerar somente as solugdes no
conjunto dos nimeros naturais e compara-las. Seja o sistema de equagoes
lineares:

3z + 2y =30
{ 20 +y =17

e O conjunto solugao da equagao 3x + 2y = 30 sao os pares orde-
nados (0, 15), (2,12), (4,9), (6,6), (8,3) e (10,0), por exemplo.

e O conjunto solugao da equagao 2z+y = 17 sao os pares ordenados
(0,17), (1,15), (2,13),(3,11), (4,9), (5,7), (6,5), (7,3) e (8,1),
por exemplo.

Note que o par ordenado (4,9) é solugdo das duas equagdes li-
neares simultaneamente, logo é solugao do sistema. Ha de se convir
que este nao é o melhor modo de encontrar solugoes, um método mais
efetivo serd explicado posteriormente, no Capitulo 4, Secao 4.4.

Definicao 4 Uma solugao de um sistema linear m X n € toda énupla
(a1, 0,03, ...,0,) que € solu¢do de cada uma das m equagdes desse
sistema. (SOUZA; GARCIA, 2016), p.78.

Na Definicao 3, se b; = 0 para todoi = 1,2, ..., m, entao o sistema
é chamado homogéneo. Neste caso, haverd, pelo menos, uma solugao:
a énupla (0,0,0,...,0) denominada solucao trivial.
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Quanto a resolucao de sistemas lineares, vamos considerar que
o leitor ja conheca os métodos da adi¢cao e substituicao, comumente
estudados no oitavo ano do ensino fundamental, veja em (NETO, 2013),
p- 70. Na Secao 4.4 trataremos da resolucao pelo método do escalona-
mento.

Voltemos ao sistema geral exposto na Defini¢do 3 com m equagdes
e n incognitas.

Definicao 5 Seja L a equagao linear obtida multiplicando as m equagoes
por constantes ¢y, Ca, ..., Cm, TeSpectivamente, depois somando as equagoes
resultantes. Mais precisamente, seja L a equacgao linear:

(cra11 + c2a21 + ... + Cn@m1)T1 + ... + (cra1p + 2025 + oo + Cnlmn) Ty
= Clbl + Cgbg + ...+ Cmbm

Dizemos que L é uma combinacao linear das equagoes do sis-
tema.

Veremos na Secao 4.4 que podemos analisar sistemas de equagoes
lineares relacionando-os a vetores e, ainda, encontrar solucgdes pelo
método do escalonamento. A defini¢ido acima sera 1til, principalmente,
quando estivermos a usar essas solugoes, pois é possivel expressar um
dado vetor como combinacao linear de um conjunto de outros vetores.
Deste modo, dizemos que um conjunto de vetores é linearmente depen-
dente se um dos vetores do conjunto pode ser escrito combinagao linear
dos demais, caso contrario, é chamado linearmente independente. A
partir dai, podemos verificar se a solugao do sistema é tinica, se nao ha
solugao ou se sao infinitas.
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4 VETORES, SISTEMAS LINEARES E
REPRESENTACOES GEOMETRICAS NO PLANO.

Admitindo que ja sao conhecidas as nogoes primitivas de ponto,
reta e plano da geometria euclidiana, buscaremos entender os principios
bésicos que nos permitem associar pontos e niimeros a coordenadas no
plano e no espago, enfatizando a interpretagao geométrica no estudo de
sistemas de equacoes lineares, vetores, matrizes e suas operagoes.

O entendimento do plano e suas coordenadas, somados ao es-
tudo de vetores, nos permitird interpretar geometricamente sistemas
de equagoes lineares, visualizando, por exemplo, retas no plano, suas
equagoes e as possiveis interseccoes dessas retas, traduzidas como solugao
de um sistema com duas equagoes lineares e duas incégnitas. Da mesma
forma, o estudo das coordenadas nos servira para interpretar geometri-
camente uma matriz e suas operacoes, assuntos proeminentes na ma-
tematica do ensino médio.

Para ilustrar alguns casos, utilizaremos imagens criadas com o
uso do Software educativo Geogebra que combina geometria e dlgebra
numa mesma aplicacao.

4.1 ESCOLHENDO UM SISTEMA DE COORDENADAS

Podemos desenhar uma reta z no Plano e escolher o sentido
negativo e o sentido positivo de percurso. Ao marcarmos um ponto,
que chamaremos de Origem O, e fazermos este ponto corresponder ao
numero zero, fixada uma unidade de comprimento, a reta orientada x
passa a ser denominada eixo x, ou OX, e cada ponto desta reta pode
ser posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos nimeros
reais. Situamos a direita de O os niimeros positivos e a esquerda de O
os nimeros negativos.

.

-4 3 -2 -1 0 1 2 2 4 5 By
: . unidade i i

sentido negativo sentido positivo
— —

Figura 1: Definindo o eixo OX.

Esses nimeros indicam a posicao de cada ponto X pertencente
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a OX, sendo (z,0) sua representagdo em forma de coordenadas. Dessa
forma, sejam A e B pontos distintos quaisquer que pertencem a OX
e, respectivamente, (a,0) e (b,0) suas coordenadas, logo a < b, se e
somente se, A estd & esquerda de B.

0 A B

Figura 2: O ponto A esta a esquerda de B, logo a < b.

E ainda, seja a distancia de A & origem d(O, A) = aed(O,B) =b
a distancia de B a origem, A é simétrico de B se, e somente se |a| = |—|.

No mesmo plano, tracamos por O uma reta y perpendicular a
OX que chamaremos eixo y ou OY.

A partir da origem O situamos no eixo OY para cima os niimeros
positivos e para baixo os ntimeros negativos, de modo que cada ponto
da reta orientada y é posto em correspondéncia biunivoca com o con-
junto R dos nimeros reais. Um ponto Y que pertence a este eixo tem
coordenadas (0, y) e, para definir as relagoes de ordem, escolhendo dois
pontos C(¢,0) e D(d,0), ¢ < d se e somente se, a estd C abaixo de D.

y
1 sentido D
positive o @
0 ' X
1e
l sentida  © @
negativa

Figura 3: O ponto C estéd abaixo do ponto D, logo ¢ < d

O que obtemos é um sistema de coordenadas com notagao OXY
em que cada ponto do plano corresponde a um par ordenado de niimeros
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reais. Os eixos OX e OY dividem o plano em quatro regides que
chamamos de Quadrantes, ordenados conforme a Figura 4.

2° Quadrante 1° Quadrante

o X

3° Quadrante J 4% Quadrante

Figura 4: Regioes do Plano.

Se um ponto que pertence ao plano nao estiver sobre nenhum
dos eixos, ainda é possivel definir sua posi¢ao utilizando coordenadas.

Para um ponto qualquer (z,y) que chamaremos de P, o primeiro
valor x nos indica a distancia que se deve percorrer, partindo da origem,
para direita ou para esquerda e, a partir dai, o segundo valor y nos
indica a distancia a se percorrer para cima ou para baixo.

Pla;y)
e ' i)

o T X

Figura 5: Ponto P.

Considere, por exemplo, o ponto P com coordenadas x = 2 e
y = —3. Para marcar este ponto no plano, partindo da origem, per-
corremos duas unidades para a direita (sentido positivo) e, em seguida,
trés unidades para baixo (sentido negativo). Veja na Figura 6.

Deste modo, podemos indicar a posicao de qualquer ponto do
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0 ' X

]
P2, —3)

Figura 6: Ponto P(2,—3).

plano com uso de coordenadas (z,y) de uma forma unica. Tracar a
trajetoria de cada ponto a partir da origem, avancando primeiro no
sentido horizontal e depois no vertical, conforme as coordenadas, ¢ um
bom exercicio para se fazer em sala de aula no Ensino Médio.

Se tracamos uma reta z que passe pela origem O, perpendicular
aos eixos OX e OY simultaneamente, obtemos o espago tridimensional.
A escolha do sistema OXY Z nos permite associar cada ponto P do
espago a um tnico terno ordenado (x,y, z) de nimeros reais.

No espago, a origem tem coordenadas (0,0,0). Se um ponto
pertence a um dos eixos OX, QY ou OZ, respectivamente, entdao suas
coordenadas sao (z,0,0), (0,y,0) ou (0,0, z) . Observe que a origem O
é também a intersecgao de trés planos, que dividem o espaco em oito
regioes e sao determinados pelos eixos OX,0Y e OZ dois a dois. Um
ponto que pertence ao plano Il xy obtido de OX e OY tem coordenadas
(z,9,0). Se nos referirmos a um ponto que pertence a Ilxz, obtido
pela intersecgdo de OX e OZ, suas coordenadas serao do tipo (z,0, z),
e para um ponto de Iy z, obtido de OY e OZ, as coordenadas serao
(0,y, z). Nas demais situagoes, encontramos a posigdo de P(x,y, z) no
espago partindo da origem e avangando quantas unidades indicarem
as coordenadas z, y e z. A direcdo que tomaremos também depende
dessas informagoes, e pode ser resumida na Tabela 1:

Na Figura 7, tome, por, exemplo, o ponto P(2,—1,3). Par-
tindo da origem O percorremos duas unidades no sentido positivo de
OX, para frente. A partir deste ponto avangamos uma unidade para
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o

X

Figura 7: Ponto P no espaco tridimensional.

Tabela 1: Localizando pontos no espaco.

Eixo | Direcao Sentido

OX (profundidade) | frente positivo
OX (profundidade) | tras negativo
OY (horizontal) | direita positivo
OY (horizontal) | esquerda negativo
OZ (vertical) | cima positivo

OZ (vertical) | baixo negativo

esquerda, sentido negativo de OY e, entao, trés unidades para cima,
sentido positivo de OZ.

4.2 VETORES E COORDENADAS

Nosso objetivo aqui é introduzir uma nocao de vetores exami-
nando algumas de suas propriedades geométricas e algébricas. FEste
breve estudo é necessario para desenvolver muitos dos conceitos que
veremos mais adiante, e nos ajudard a entender a relacdo que existe
entre as ”transformacoes matriciais”e suas representagoes geométricas.

Um vetor é um segmento de linha orientado que cor-
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Figura 8: Ponto P no espaco tridimensional, sentidos positivo e nega-
tivo dos eixos ordenados.

responde ao deslocamento de um ponto A até outro ponto
B. (HEFEZ; FERNANDEZ, 2017), p. 3.

Sendo o ponto A a origem e o ponto B a extremidade, o segmento
orientado denotado por AB, possui uma medida de comprimento, uma
direcdo e um sentido. Se um outro vetor @, com origem em C e
extremidade em D tem essas mesmas caracteristicas e medidas, entao
AB e CD sao iguais geometricamente. Para vetores no sistema de
eixos ortogonal OXY | por exemplo, percebemos a igualdade fazendo
coincidir a origem de cada vetor com a origem O, através de movimentos
de translacdo. Assim, o novo vetor OP, que estd na posi¢ao padrao,
representard os vetores AB e C'D, e também o conjunto de todos os
segmentos orientados iguais a estes.

Manipulando os vetores algebricamente em relagao ao sistema
de coordenadas OXY, temos que:

Definicao 6 Dados A(ay,as) e B(by,bs), os nimeros by —ay e by — ag
sao as coordenadas do vetor v = AB e escrevemos ¥ = (by —aq, b — az)
(DELGADO; FRENSEL; CRISSAF, 2017), p. 17.

Sempre que desenharmos vetores no plano OXY faremos sua
origem corresponder ao ponto O(0, 0), pensando nessa relagao de igual-
dade geométrica. A extremidade destes vetores é algum ponto P(x,y),
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Do B

0 v

Figura 9: Representacao Geométrica de Vetores.

escrito como um par ordenado de nimeros reais. A proposi¢do a se-
guir, citada no livro (HEFEZ; FERNANDEZ, 2017), p. 23, nos garante
que todo vetor é escrito de forma tinica usando coordenadas.

Proposicao 4.2.1 Seja OXY wum sistema de eizos ortogonais no plano.
Para todo vetor ¥ existe wm unico ponto P tal que ¥ = OP. Além disso,
as cordenadas do ponto P coincidem com as coordenadas do vetor vU.

As coordenadas de P nos dao instrugoes de como chegar da base
do vetor, na origem, até sua extremidade. Para distinguir vetores de
pontos, convém escrever as coordenadas verticalmente, como na Figura
10.

Para os vetores de trés dimensoes, a origem continua a ser o
ponto O e a extremidade é expressa pela tripla ordenada de ntimeros
reais P(x,y, z). Os valores z, y e z nos indicam a quatidade de unidades
que devemos percorrer no espago.

Deste modo, para localizar a extremidade P(2,—1,3) do vetor
OP de origem O, percorremos duas unidades no sentido positivo de x,
entao nos movemos, paralelamente ao eixo y, uma unidade no sentido
negativo e trés unidades paralelamente ao eixo z.

Outra maneira de visualizar o vetor O—ﬁ ¢ imagina-lo como a
diagonal de um paralelepipedo retangulo cujos lados sao determinados
pelos trés planos paralelos aos planos I, II;. e II,, que passam pelo
ponto P(2,—1,3) como mostra a Figura 11.



36

Pyl
0

Polxa; o
Jalzw)

Figura 10: Coordenadas do Vetor P; e do Ponto P;

P(2.-1.3)

Figura 11: Vetor no espago.

4.3 OPERACOES COM VETORES E REPRESENTACOES GEO-
METRICAS NO PLANO

Sao definidas duas operagoes para o conjunto de vetores no plano,
a adicao de vetores, que geometricamente opera a translagao, e a
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multiplicacao de um niimero real por um vetor, que altera seu
comprimento e/ou sentido através de uma escala. Vamos utilizar o livro
(HEFEZ; FERNANDEZ, 2017) como referéncia para essas definigoes.

Na adigao de vetores, para cada par de vetores @ e ¥ efetuamos
a soma U + U.

Definicao 7 Sejam @ = (ui,uz) e ¥ = (v1,v2) vetores no plano ex-
pressos em termos de suas coordenadas em relacdo a um sistema de
eizos ortogonais OXY . Entdo, @+ U = (uy + vy, us + va).

Retomando o exemplo da Figura 6, quando mostramos o cami-
nho percorrido no plano OXY para chegar ao ponto P(2, —3), usando
agora linguagem vetorial, obtemos (ﬁ adicionando o vetor horizontal
% de coordenadas (2,0) ao vetor vertical ¥ de coordenadas (0, —3).
Note que, geometricamente, a operagao de adigao de vetores é efetuada
desenhando o segundo vetor com origem na extremidade do primeiro,
fazendo este caminho por meio das coordenadas em relacao a um sis-
tema de eixos ortogonais. Essa ideia de desenhar um vetor a partir da
extremidade de outro vetor a fim de calcular a soma é um dos poucos ca-
sos em que consideramos uma origem diferente de O(0,0). Na prética,
o que fazemos é adicionar [ 2 ] +{ 0 ] = { 2+0 } = [ 2 }

0 -3 0+ (-3) -3

Vamos visualizar esta soma em outro exemplo, para os vetores

R - 1 . . .
U= _g } ev = { 3 } . Para encontrar a extremidade de # partimos

da origem O(0,0) avancamos 3 unidades no sentido positivo de OX e,
a partir deste ponto, 2 unidades no sentido negativo de OY. Quando
adicionamos v, partimos da extremidade de @ e avangamos 1 unidade
no sentido positivo de OX e outras 3 no sentido positivo de OY'.

A Figura 13 nos mostra outra forma de visualizar geometrica-
mente essa soma. Mantendo os vetores 4 e ¥ com origem em O(0,0), o
vetor soma u + ¥ serd a diagonal de um paralelogramo cujos lados sao
u e v. Diferente da primeira definicao, esta tltima sé faz sentido se os
vetores nao sao colineares.

Note na Figura 14 que a soma 4+ ¥ resulta no mesmo vetor soma
U+ u. Esta é uma das propriedades algébricas da adigao de vetores, a
comutatividade.
w1
w2
edade associativa da adigdo de vetores (4 + ¥) + W = @ + (¥ + @). No
primeiro membro da equagdo, adicionamos o vetor @ ao vetor (@ + ¥)
e no segundo membro o vetor (¥ + w) é adicionado ao vetor @. Na

Adicionando um terceiro vetor w = { ] definimos a propri-
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Figura 13: O vetor soma ¢é a diagonal de um paralelogramo.

Figura 15 vocé pode observar geometricamente essa propriedade para

2

Outras duas propriedades da adi¢ao de vetores s6 podem ser de-
finidas admitindo a existéncia de um vetor que, apesar de ser represen-
tado geometricamente por um unico ponto, tem a mesma importancia
que qualquer outro, o vetor nulo. Para este vetor no qual origem e
extremidade coincidem, (0,0) sdo as suas coordenadas e o chamaremos
de wvetor nulo 0.

Adicionando 0 ao vetor ¥, por exemplo, obtemos o préprio vetor
¥, uma vez que nao moveremos sua extremidade. Temos, entdo, a

. . Lo - -2
os vetores ja conhecidos 4, v e sendo W = .
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(i + T) + it

¥ i+ (¥ + )

-9

Figura 15: Propriedade Associativa da Adi¢ao de Vetores.

propriedade do elemento neutro v+0=0+ v = 0.

Um vetor com mesmo comprimento e dire¢ao, mas sentido di-
ferente de ¥ é chamado de simétrico ou oposto e escrevemos —v para
indicar essa caracteristica. Se, num determinado sistema de coordena-
das, tem-se ¥ = (v1,v9) entdo —¥ = (—wv1, —v2), esta é a propriedade
do inverso aditivo do vetor U.

Na multiplicagcao de um numero real por um vetor, para
cada vetor ¢ e numero real A\, também chamado escalar, definimos o
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produto do escalar A\ pelo vetor

Definigao 8 O produto de A € R por ¢ = AB ¢ o vetor \7 = )\1@,
representado pelo segmento orientado AC, tal que:

(a) A, B e C sao colineares;

(b) d(A,C) = |\d(A, B);

(c) C=AseX=0;

(d) os segmentos AC e AB tém igual sentido se A > 0, e sentidos
opostos se A < 0.

A fim de representar geometricamente a multiplicagao de um
numero real por um vetor, bem como as propriedades relacionadas
a esta operagao, vamos utilizar coordenadas, considerando os vetores
. 1 . 2
U= { 9 | €= e os escalares A\ =3 e u = —1.

Multiplicar o nimero real A\ por ¢, conforme definido, corres-

pondeafazeraopera(;éo)\ﬁ—3~[ ? ] = { g? } = { g } De modo

S 2 —1-2 -2 .
andalogo, uv = —1- { 1 } = { 1.1 } = { 1 } Note na Figura 16
que, como i < 0, o vetor —¥ tem sentido diferente dos vetores U e 3¢
em que A > 0. Além disso, os pontos de origem O e a extremidade dos
vetores sao colineares.

Figura 16: Multiplicagdo de um niimero real por um vetor.

Assim como nas operagoes com numeros reais, o numero 1 é o
elemento neutro da multiplicacao de escalares por vetores, dessa forma
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1¥ = ¢. As propridades associativa e distributiva também serao repre-
sentadas geometricamente com o uso dos vetores ¢ e v, e dos escalares
Ae .

Na propriedade associativa da multiplicagao de um ntimero real
por um vetor é valida a igualdade A(u¥)) = (Au)?d. Multiplicamos, no
primeiro membro, o escalar A\ pelo vetor escalado ut' fazendo:

(e[t =[5 S

Em (Au)¥, basta multiplicar o vetor ¥ pelo escalar Au.

Figura 17: Representagdo geométrica de A(uv) = (Ap)v

Observe na Figura 17 que os vetores resultantes sao iguais geo-
metricamente.
Na propriedade distributiva A\(@ + @) = MA@ + AU, para resolver o
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primeiro membro da igualdade é preciso encontrar o vetor soma « + U
e depois multiplicd-lo por A. A Figura 18 representa geometricamente
esse resultado.

wwena{[ ][ 1) 2]-[ 32 ][ 3]

i+ 1)

Figura 18: Representagdo geométrica de A(& + 7).
Observe na Figura 19 que a operagao Au + A¥' a ser realizada no

segundo membro da igualdade mostra a soma dos dois vetores escala-
dos, 31 e 39, resultando no mesmo vetor da Figura 18.

e R R e S I R

4.4 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES E RESOLUCAO POR
ESCALONAMENTO (ELIMINAGAO GAUSSIANA).

Nesta secao comecamos a analisar sistemas de equagoes lineares
de modo informal, partindo da resolugao pelo método do escalonamento
e, na segao seguinte, verificando esse resultado geometricamente. Para
tanto, vamos admitir que o leitor tenha a clareza de que:

1. ”De acordo com o nuimero de solugbes que um sistema linear
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Figura 19: Representacao geométrica de A\ + A\v.

possui, ele pode ser classificado em: possivel e determinado,
quando possui uma tunica solugao; possivel e indeterminado,
quando possui infinitas solugoes; ou impossivel quando nao pos-
sui solucdo. (SOUZA; GARCIA, 2016), p. 81.

2. 7Sistemas de equagoes lineares equivalentes possuem mesmo con-
junto solugdo.” (HEFEZ; FERNANDEZ, 2017), p. 11.

3. Um sistema dado e sua forma escalonada sao equivalentes, logo, a
solugao do sistema escalonado é também uma solugao do sistema
dado.” (POOLE, 2017), p. 62.

O matemaético e fisico alemao Carl Friedrich Gauss (1777- 1855)
escrevia os coeficientes numéricos das equagoes dos sistemas lineares na
forma tabular, antes mesmo de se ter o entendendimento do conceito
de matrizes e da publicagao oficial de Cayley em 1858. Do mesmo
modo, vamos utilizar a representagao com matrizes a fim de buscar a
solucdo do sistema pelo método de eliminacao de Gauss. Um estudo
mais especifico sobre matrizes e suas operagoes sera feito adiante.

A resolugao por escalonamento se trata de um algoritmo que,
além de nos indicar a existéncia de solugoes de um sistema, também nos
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permitird conhecer tais resultados, baseando-se no fato de que sistemas
equivalentes tém mesma solugao.

O fato de utilizar matrizes para operar as equacoes de um sis-
tema é um boa justificativa para introduzir este conceito, pois é possivel
relacionar sistemas de equacgoes lineares a vetores, e escrever as coor-
denadas desses vetores pela representagao matricial.

Vamos comecar pelo sistema de equagoes lineares com duas equagcoes
e duas incdgnitas:

{ mr+biy= ¢
asT + by = ¢

Podemos representi-lo em forma de matriz, escrevendo somente
os coeficientes numéricos e os termos independentes, assim:

ap b | o

[ az by | c2 } '
Chamaremos de I3 = (a1,b1,c¢1) os elementos da primeira linha e de
lo = (a9, by, c2) 0s da segunda linha. Neste caso, dizemos que a matriz
estd escalonada quando a3 = 1 e ag = 0, o que facilitara a resolugdo do
sistema, obtendo-se primeiro o valor da 1ltima incégnita e substituindo
esse valor na equacao anterior. No caso em que a; # 1 e as = 1 podemos
reordenar as equagoes, mas se az # 1 o que fazemos é operar (ll—l Para
anular as podemos realizar operagoes vetoriais com as linhas l; e s a
fim de encontrar equacoes equivalentes que nos permitam chegar a este
resultado.

Vamos escrever o sistema { i 1_ ZyJ i i) na forma matricial:
1 1|5
1 1|1

Perceba que a; = 1 e, para anular o primeiro elemento da se-
gunda linha, vamos substitui-la por l; — [l realizando as operagoes
vetoriais que ja conhecemos, assim (1,1,5) — (1,—-1,1) = (1,1,5) +
(—=1,1,—-1) = (0,2,4). Na forma escalonada, a matriz passa a ser:

1 115
0 21| 4|
Este ltimo resultado nos permite obter facilmente o valor da

incognita y = 2 e, substituindo na equacao x — y = 1, encontramos
x = 3. Portanto, o sistema tem solucao tnica (3,2) e é classificado
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como sistema possivel e determinado.
20 —dy= T
T—2y= 5
Vamos reorganizar as equacoes a fim de que a; = 1, trocando as
duas linhas, e escrevé-lo na forma matricial:

1 =215
2 =47

Para obter ag = 0, faremos uma combinagao lienar com as linhas
l1 e l5 substituindo a segunda linha por 2l; — I3, temos:

Considere, agora, o sistema

2(1,-2,5) — (2, —4,7) = (2,-4,10) + (2,4, —7) = (0,0, 3).

o . . -2 1|5
Com a substituicao de lo a matriz passa a ser 0 ol 3 levando
a equacgao impossivel Oy = 3, o que nao nos permite descobrir o valor
numérico das incégnitas. Logo, o sistema é impossivel.

H& casos em que as duas equagoes do sistema sao equivalentes:

rT—y= 2
3r—3y= 6
Ao escrevé-lo na forma matricial:
1 -1 2
3 =36 |

Note que Iy = 3l; e, a substituicao da segunda linha por 3l; — o,
com o intuito de escalonar o sistema, faz zerar todos os elementos de [5.
A solucao é, entdo, obtida a partir da primeira equacgdo x — y = 2, em
funcao de uma variavel dependente (z, x —2) mas, como x pode assumir
qualquer valor real, a quantidade de pares ordenados que satisfazem a
igualdade, ¢ infinita. Portanto, este é o exemplo de um sistema possivel
e indeterminado.
Trataremos, de modo similar, os Sistemas de Equagbes Line-
s+ by +cz= dy
ares com trés equacoes e trés incognitas asx +boy +coz = do ,
azx + b3y +c3z = ds
representando-os na forma matricial como:

al b1 C1 d1
az by ¢ da
a3 by c3 | d3
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Considerando 13 = (a1,b1,¢1,d1), loa = (az,be,ca,d2) e ls =
(as, b3, c3,d3) os vetores-linha, esta matriz estard escalonada quando
a1 = 1 e os elementos as, ag, b forem todos nulos, o que nos permitira
reescrever o sistema num formato triangular, facilitando sua resolugao.
O sistema escalonado ficara na forma:

amzr+biy+cz= d;
bgy + ez = do
C3zZ = d3

20 -2y —3z= 1

r—2y+3z= 0

r—y+z= 2
Representando-o na forma matricial, obtemos:

Tome, por exemplo, o sistema

2 -2 -3|1
1 -2 3
|1 —1 1| 2]
Para que a; = 1 vamos reescrevé-lo mudando a posigao das linhas
ll e lg. ~ _
1 -1 1] 2
1 -2 310
2 -2 =311

Nesta tultima matriz, para que os elementos as e ag sejam nulos,

substiruiremos, respectivamente, a segunda linha por [; — s e a terceira
linha por 2l; — I3. Realizando as operacoes necesséarias, obtemos:

1 -1 112
0 1 =212
0 0 5|3
Assim encontramos facilmente o valor da incégnita z = 2 e,

5

substituindo esse valor em y — 2z = 2, descobrimos y = 8. Por fim, fa-

5

zendo novamente a susbtituicao dos resultados conhecidos na primeira

equagao, calculamos x =
minado e sua solucao é (

Considere, agora, o sistema

23

57575

).

20+ 4y — 2z =
3x+6y+z2= 9

. O sistema é, portanto, possivel e deter-
23 16 3

r+2y—z= 3

6 e sua repre-
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sentagao matricial:

1 2 -1 3
2 4 -2|6
3 6 119

Para que os elementos as e a3 sejam nulos, vamos substituir
a segunda e terceira linhas, respectivamente, por 2l; — Iy e 3l — I3.
Realizando essas operacoes vetoriais obtemos:

12 -1 3
0 0 010
00 4]0

Observe que a tltima linha nos dd z = 0. Substituindo o valor
numeérico de z na primeira equacao, encontramos a igualdade x = 3 —
2y. Logo, o sistema é possivel e indeterminado e a solugao geral deste
sistema pode ser expressa pela terna ordenada (3—2y,y,0), com y € R.
De modo que, ao atribuirmos valores para y e efetuarmos os calculos,
vamos obter as solugoes particulares do sistema escalonado. Para y =
—1, por exemplo, temos o ponto (5, —1,0) que satisfaz simultaneamente
as trés equagoes do sistema linear.

r+2y—z= 3
Por fim, vamos resolver o sistema ¢ 2x +4y —2z= 6 pelo
3x+6y—3z= 16
método do escalonamento, escrevendo-o na forma matricial:

1 2 -1 3
2 4 =2 6
3 6 =3 | 16

Note que a; = 1 e, para anular as e ag, vamos substituir as linhas
lo e I3, respectivamente, por 211 — o e 3l; — 3. Apds essas operagoes,
observe a matriz escalonada:

1 2 -1 3
00 O 0
o0 0| -7
Pela ultima linha, temos que 0z = —7, o que nao nos permite

descobrir o valor numérico das demais incégnitas. Logo, o sistema é
1mpossivel.
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4.5 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES E REPRESENTACOES
GRAFICAS

Além do processo algébrico, cada equacdo de um Sistema de
Equacoes Lineares pode ser representada graficamente. Nos sistemas
com duas equagoes e duas incégnitas percebemos que estamos tratando
de equagoes de retas em sua forma cartesiana. De modo geral, a equagao
cartesiana da reta r : ax + by = c é equivalente a Fun¢do Afim y =
— 4+, com b # 0. Esta relacdo é importante pois, no segundo ano do
ensino médio, os estudantes ja conhecem o conceito de funcao e sabem
representa-las graficamente.

Sabemos que, em um sistema de equagbes lineares com duas
equagoes e duas incégnitas, o par ordenado de nimeros reais (z,y) é

ar+biy=

solucao do sistema { se as coordenadas z, y satisfa-

asr + by = co
zem, simultaneamente, as duas equagoes.
Se as retas a1x + byy = c1 e asx + byy = co possuem mais
de um ponto em comum, entao elas devem coincidir. Algebricamente,

r—y= 2
3z-3y= 6 P
exemplo, que uma equacao € o triplo da outra, ou seja, as duas equagoes
sdo equivalentes e, portanto, definem a mesma reta. Representado
geometricamente na Figura 20, o sistema proposto se reduz a equacao
T —y = 2, que possui infinitas solugoes. Neste caso, dizemos que o
sistema, é possivel e indeterminado, pois ha infinitos pares ordenados
que sao solugao do sistema.

deve existir r € R* tal que [ = rl;. Verifique em {

/2
Figura 20: Sistema Possivel e Indeterminado.

O sistema é impossivel quando as retas a1 +by = ¢1 e as+by = co
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sdo paralelas. Para que isso aconteca, é necessdrio e suficiente que

exista um ndmero real k£ # 0 tal que ay = kay, by = kb e ¢ #
r—2y =

20 —dy= T

representagao geométrica na Figura 21 que as retas r e s sdo paralelas

e nao possuem pontos em comum. Ou seja, para quaisquer valores de

T e y a equacao nao ¢ satisfeita, logo este sistema nao admite solugao.

kcy. Tome como exemplo o sistema { e observe em sua

Figura 21: Sistema Impossivel.

Finalmente, o sistema de equagoes lineares 2 x 2 é possivel e
determinado quando as retas a1x + b1y = ¢1 € asx + boy = ¢y sao
concorrentes e intersectam-se no ponto P(gc7 y) que € sua unica solugao.
T+y=
r—y= 1
par ordenado P(3,2) é o ponto de intersecgdo das retas, e também a
Unica solucao do sistema.

Num Sistema de Equagoes Lineares com trés equacoes e trés
incégnitas, cada equacao representa um plano no espaco.

No sistema { , representado graficamente na Figura 22, o

ax+by+ciz= d;
s + boy +coz = do
azx + b3y +c3z = ds

As equagoes definem, nessa ordem, os planos Iy, 115 e II3. Um
terno ordenado de ndmeros reais (z,y,z) é solucdo do sistema se as
coordenadas z,y e z satisfazem, simultaneamente, as trés equagoes.
Temos, entao, trés planos no espaco e queremos analisar suas posicoes
relativas, para verificar as solugoes possiveis do sistema. Examinaremos
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Figura 22: Sistema Possivel e Determinado.

a existéncia dessas solucoes a partir dos planos 111, IIs e II3 e dos res-
pectivos vetores-linha l1 = (a1,b1,¢1), la = (ag,be, ¢2), I3 = (as,bs, c3)
da matriz do sistema de equagoes lineares.
Se os trés planos tem somente um ponto em comum, ou seja
II; NIy N 13 = {P}, entdo o sistema tem solucdo tinica. Neste caso,
dizemos que o sistema ¢é possivel e determinado e sua solugao consiste
num tunico ponto P(x,y,z). Do ponto de vista algébrico, os vetores-
linha l1,l5 e l3 sao linearmente independentes. Tome, por exemplo, o
sistema cujos vetores-linha séo Iy = (2,—2,-3),lo = (1,-2,3) e I3 =
(1,-1,1).
20 -2y —3z= 1
r—2y+3z= 0
r—y+z= 2

Olhando para as duas primeiras coordenadas vemos que, embora
(2,-2) = a(l,-2) 4+ B(1 — 1), para & = 0 e § = 2, a mesma igualdade
nao é valida para as terceiras coordenadas —3 # 3 x 0+ 1 x 2. Logo
l1 nao é combinacao linear de Is e I3, concluindo que os vetores-linha
sao linearmente independentes e que a unica solugao desse sistema é o
ponto de interseccao dos trés planos P(2—537 15—6, g) Esse fato pode ser
verificado geometricamente na Figura 23.

As trés situagbes em que o Sistema de Equagoes Lineares 3 X
3 é possivel e indeterminado estao geometricamente representadas na
Figura 24.

Se dois dos planos sao coincidentes, entao a interseccao destes

com o terceiro plano é uma reta (II; = Iy e II; N1z = r ou IT; N3 =
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15 I,

I,

Figura 23: Sistema Possivel e Determinado.

{}). Note que, para o sistema de equagoes lineares:

r+2y—z= 3
20 4+4y—2z= 6
3r+6y+z= 9

Os planos II; e II5 sdo miiltiplos. Considerando os vetores-linha
L = (1,2,-1),lp = (2,4,-2) e l3 = (3,6,1), a igualdade Iy = aly é
verificada para o = 2, mas o mesmo nao ocorre em 3 # 2[;. Logo a
intersegao entre Il; e Il; é a reta r : 2y + x = 3 que satisfaz o sistema:

r+2y—z= 3
3r+6y—z= 9

Portanto, as solucoes do sistema dado sao todos os pontos de
coordenadas (3 — 2y, y,0) para qualquer valor real y.
Se os trés planos coincidem (II; = IIy = IlI3), entdo a solucdo
sdo todos os pontos (z,y,z) € II;. Podemos exemplificar através do
r+y—z= 4
sistema ¢ 3x 4+ 3y — 3z = 12 no qual os vetores-linha sao multiplos
5 +by—bz= 20
uns dos outros. Observe graficamente esse fato na imagem central na
representacao Figura 24.
A outra situacdo em que o sistema é possivel, mas indeterminado,
é 0 caso em que os trés planos sao distintos e tém uma reta em comum
(r =TI, NTIo N1I3), nessa situagdo nao ha paralelismo nem coincidéncia
entre os planos. Além disso, a equacao de um dos planos pode ser
escrita como combinagao linear das outras duas equagoes e nenhum dos
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vetores-linha [1, [5 e I3 s@o multiplos. Esse fato figura, por exemplo, em:

r+y+z= 1
2 —y+2z= 3
Sr+2y+42z= 6

Note que as equactes sao distintas e, olhando as duas primei-
ras coordenadas dos vetores-linha Iy = (1,1,1), I = (2,—-1,1) e l3 =

(5,2,4) percebemos que (1,1) = «(2,—1) + B(5,2) para a = —1 ¢
B =% e ainda, 1 = —% + 2. Para este sistema, as solugdes sio todos
os pontos P da forma (z, ”7—27 _4—2390).

1,

1,

1,

r=M, N, NI,
|

L,

Figura 24: Casos em que o Sistema Possivel e Indeterminado.

Em outras quatro situacoes o sistema de equagoes lineares 3 x
3 é impossivel. Observando a representacdo grafica desses sistemas
na Figura 25 vamos perceber que os trés planos nao se intersectam
simultaneamente.

No caso em que dois planos coincidem (IT; = II) e o terceiro é
paralelo a eles, (II3 || II), ndo hé pontos que sejam comuns aos trés
planos e, portanto, esse sistema nao tem solugao. Isso ocorre quando
Iy = alz, mas [3 ndo é multiplo de [;. O sistema a seguir ilustra essa
situacgao.

r+2y—z= 3
2v4+4y—2z= 6
3r+6y—3z= 16

Nele, podemos perceber as relagoes de igualdade entre os vetores-
linhaly = (1,2,-1) = $(2,4,-2) =alzely = (1,2,—1) = £(3,6,-3) =
Bly. Apesar disso, lo ndao é multiplo de I3.

Se os trés planos forem paralelos dois a dois (II; || IIy || II3),
também nao haverd interseccao entre eles. Neste caso, os vetores-linha
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l1,15 e I3 sao miltiplos e nao colineares. Tome, por exemplo, o sistema:

r+2y—z= 3
2v4+4y—2z= 1
3xr+6y—3z= 5

Note que os vetores linha I; = (1,2,—1), lo = (2,4,-2) e I35 =
(3,6,—3) com ly = 2l; e l3 = 3l; sdo miltiplos dois a dois, porém
nao hé colinearidade entre as linhas da matriz aumentada (1,2, —1, 3),
(2,4,-2,6) e (3,6,—3,16).

Um sistema é também impossivel se dois planos sao paralelos
(IT; || II) e o terceiro os intersecta segundo retas paralelas r e s. Como
nao ha pontos que pertengam as duas retas simultaneamente, o sistema
nao terd solucao. Algebricamente, isso acontece pois I3 = aly, mas I3
nao é multiplo de /. Para o sistema a seguir:

r+2y—z= 3
r+2y+z= 9
20 4+4y—2z= 1

Temos que I3 = (2,4,—2) = 2(1,2,—1) = aly;. Porém, obser-
vando as linhas da matriz aumentada (1,2,—1,3) e (2,4,—2,1), ndo
vamos encontrar essa relacao de multiplicidade, o que indica o parale-
lismo entre II; e I5.

Por fim, o proximo sistema de equagoes mostra trés planos que
se intersectam dois a dois, segundo retas paralelas r, s e t.

r+2y—3z= 1
Jx+y+z= 2
8r+y+62= 6

Neste caso os planos nao sao paralelos e nenhum dos vetores-
linha iy = (1,2,-3), lo = (3,1,1) e I3 = (8,1,6) é multiplo do outro.
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(I || 11y) (I || Ty || TI)

(I || 1L3)

Figura 25: Casos em que o Sistema é Impossivel.
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5 MATRIZES: OPERACOES E PROPRIEDADES.

Neste capitulo, vamos estudar o conceito de matrizes, nao so-
mente com o objetivo de organizar dados na forma tabular ou como
método de resolucao de sistemas de equagoes lineares, mas a fim de per-
ceber as matrizes como fungdes que agem em vetores, transformando-
os. Apresentaremos alguns exemplos simples para mostrar esta relacao
entre vetores e matrizes, dando uma pequena nog¢ao das transformagoes
geométricas que ocorrem no plano: translacao, escala, reflexao e rotagao.

5.1 MATRIZES.

A ideia geral de matriz é uma tabela retangular de ntimeros
dispostos em m linhas e n colunas na qual cada ntimero a;;, também
chamado de elemento ou termo da matriz, ocupa uma posi¢ao Unica
nas linha ¢ e coluna j.

Definicao 9 Uma Matriz m x n é uma lista de nimeros a;;, com
indices duplos, onde 1 < i < m el < j < n. A matriz M € re-
presentada por um quadro numérico com m linhas e n colunas, no qual
o elemento a;; situa-se no cruzamento de i-ésima linha com a j-ésima
coluna:

a1 ai2 - Q1n

a21 a2 -+ Q2n
M =

Aml Am2 ' Qmn

(LIMA et al., 1998), p. 130.

As linhas da matriz M sao as m listas horizontais:

(a117a12; e 'aaln)v (021,a22, e '7a2n), Tty (amlaam27 e 'aamn)-

As colunas da matriz M sao as n listas verticas:

aiy ai2 QA1in

a21 a22 a2n
) [

Gm1 Am?2 Qmn

Uma matriz que tem o mesmo numero de linhas e colunas é cha-
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mada de matriz quadrada e os elementos a;; de sua diagonal a11, agz, - -
tém todos i = j.

Podemos imaginar as linhas ou colunas de uma matriz como
informagoes numéricas que nos dao as coordenadas de algum vetor, o
que nos permite tratar muitas das convengoes e operagoes entre vetores
na forma matricial.

Sobre a igualdade de matrizes podemos afirmar que;

Definicao 10 Duas matrizes sao tguais quando tém a mesma ordem
e os elementos correspondentes sdo iguais. Assim, se A = [aij]an e
B = [bijlrxs, entdo A = B se e somente se m =r,n = s e a;; = b;;
para todoi=1,...m ej=1,..,n (POOLE, 2017), p. 139.

5.2 OPERACOES COM MATRIZES.
5.2.1 Adigao de Matrizes

Ao efetuar a adicdo de duas matrizes de mesmo tipo m X n
percebemos que estamos somando os elementos correspondentes (que
ocupam a mesma posi¢ao da linha e da coluna), imitando as operagoes
analogas que fazemos com vetores.

Definicao 11 Se A = [a;;] e B = [b;] sdo duas matrizes de mesma
ordem m x n, a soma de A e B, denotada A+ B, é a matriz C' = [c;j]
de ordem m x n tal que ¢;; = a;; + by; para todo 1 < i < m e para todo
1< j <n (HEFEZ; FERNANDEZ, 2017), p. 17.

Para valer-se das propriedades da adicao de matrizes é impor-
tante estabelecer que a matriz nula 0 é aquela cujos termos sao todos
iguais a zero. Deste modo, para matrizes A, B e C' de mesmo tipo mxn,
sao vélidas as propriedades associativa A+ (B+C) = (A+ B)+C, co-
mutativa A+ B = B+ A e do elemento neutro A+0 = A. A existéncia
do oposto ou simétrico de A = [a;;] tal que —A = [—a;;] também é
valida e serd retomada adiante.

Podemos relacionar matrizes e vetores, lembrando que as coorde-
nadas de vetores no plano sao escritas na forma vertical. Deste modo,

. 2 . .
na matriz A = [ 3 ] relacionada ao vetor @i com extremidade no

ponto A(2,3) é tal que a;; = 2 e a12 = 3. Por outro lado, este fato nos
permite representar geometricamente matrizes e suas operacoes.

A fim de facilitar a visualizagao, ao tragarmos um ndmero co-
siderdvel de vetores, para evitar o acimulo de setas no plano, vamos
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marcar apenas a extremidade do vetor com uso do ponto. Pode-se usar
este tipo de representagao sempre que necessario.

Tome como exemplo os vetores (ﬁi, @, 07‘, @, @, W, O?
com extremidades nos pontos A(2, —1), B(4,0),C(3,1), D(3,1), E(1,1),
F(1,2),G(0,3) respectivamente. Perceba na Figura 26 & esquerda os
vetores tracados em forma de setas e a direita os pontos de cada uma
das suas extremidades. Numa linguagem ainda mais simplificada, es-
crevemos verticalmente as coordenadas de cada ponto deste conjunto
de vetores em uma unica forma tabular:

2 43 2110
ABCDEFG = -1 0 1 1 1 2 3
} 2
3 3®C'
3
.i , ‘F
C
1 ® @ @
E D
B
- 1 0 1 S 3 ? -
-1 E 4 X A
! %4

Figura 26: Vetores no Plano.

Considere, agora, o quadrilatero com vértices ABCD cujas co-
ordenadas%o, 0), B(1,0),C(2,1) e D(1,1) sao as extremidades dos ve-
tores (ﬂ, OB, OC e OD. Perceba na Figura 27 que, somando cada um

. 3 e - -
desses vetores por v = [ 0| o8 vértices do quadrildtero serao trans-

portados trés unidades na direcao positiva horizontal, preservando a
distancia entre os pontos, amplitude e angulos.

Vamos representar esta operagao na forma matricial, escrevendo
verticalmente as coordenadas de cada vértice de ABC'D e sua soma

com U:
01 2 1 " 3 3 3 3| _
0 0 1 1 0 00 0]
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Figura 27: Translacao horizontal.

0+3 1+3 243 143
0+0 0+0 140 140

3 4 5 4
0 0 1 1]
O resultado nos da as coordenadas dos vértices do quadrilatero
A1 B1C1 Dy, que foi transladado no plano. Analogamente, para deslo-
car ABC'D duas unidades no sentido negativo de O X basta somar cada
-2

0
horizontal em Ry ocorre quando adicionamos um mesmo vetor de co-

um de seus vetores por U = [ } De forma genérica, a translagao

0
Se desejamos deslocar o quadrilatero ABC D duas unidades para
baixo, no sentido negativo de OY, é necessédrio adicionar o vetor de

coordenadas [ _02 a cada um dos vetores WL@‘,OTJ e @ Es-

x N .
ordenadas [ } ,com x € R, & um conjunto de outros vetores.

crevendo na forma matricial, temos:

012 1] [0 0 0 0]_
001 1 —2 -2 -2 -2 |°

{0+0 1+0 240 1+0}

0-2 0-2 1-2 1-2

0 1 2 1
-2 =2 -1 -1
Veja que na Figura 5.2.1, as coordenadas no quadrilatero trans-
ladado e o resultado da operagao matricial coincidem.
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o
=

Figura 28: Translacao vertical.

A translagao vertical no plano sempre ocorrerd quando adicio-
0 R .
narmos um vetor de coordenadas [ y | com y € R, a um conjunto de

vetores dado.
Apo0s essas consideracoes ¢é facil identificar a adicao de cada um

3

. Des-
—2
locamos os vértices um a um nos sentidos horizontal e vertical como
mostra a Figura 29.

dos vetores que definem o quadrilatero ABC D pelo vetor {

Figura 29: Translagao horizontal e vertical.

E importante observar que a translagao preservando distancias,



60

também preserva areas de uma regiao plana e que a adigao de vetores s6
faz sentido se eles tém mesma dimensao. Esta ultima condigao explica
porque sé podemos adicionar matrizes de mesmo tipo.

5.2.2 Multiplicagao por escalar

Outra operacao que pode ser feita com matrizes e vetores de
modo similar é a multiplicagao de um escalar A por um vetor
. Ao realizar esta operacao, multiplicamos cada componente do vetor
por A. Sendo U = {ul }, o produto A\ = /\{ b } = {Aul ]

U9 U9 )\Ug
Essa operagao transforma o plano em uma dada escala, ampliando ou
reduzindo nosso quadrildtero ABCD.

Multiplicando cada coordenada dos vértices de ABCD pelo esca-
lar 2, estamos considerando que no plano transformado a unidade tem
o dobro do comprimento daquela definida no plano original, veja na
Figura 37 o quadrilatero no plano original e, representado pelas linhas
em rosa, o plano transformado contendo A;B{CD;.

Figura 30: Escala.
Escrevemos na forma matricial:
2.0121 /20 2-1 2.2 21| |0 2 4 2
o011 |20 2021 21| |00 2 21"

Para obter um paralelogramo cujo lado mede % de ABCD basta
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multiplicar:

310 1 2 1 3.0 3.1 3.9 3.1 o 3 3 3

2[0 0 1 1}{30 39 34 31}[0 5 3 §]
2 2 2 2 2 2

Na Figura 31, ao fazermos o produto —% x ABCD refletimos
cada vértice do paralelogramo duas vezes; primeiro relacao ao eixo OY e
depois em relagao & OX e depois o ampliamos pelo fator % A isometria
de reflexdao em Ry sempre ocorrerd quando o escalar multiplicado for
negativo.

-€
—4

Figura 31: Multiplicagao por um escalar negativo.

Observe em todos os casos que os paralelogramos ABCD e A1B,C1 D1
sao semelhantes. Ao fazer esses movimentos com os vetores de ampliar,
reduzir e refletir, estamos trabalhando com escalas, por este motivo,

cada numero real A que multiplicamos por um vetor é chamado de
escalar.

5.3 MULTIPLICACAO DE MATRIZES

No Ensino Médio o algoritmo do produto entre matrizes é, em
geral, justificado com a introdugao de uma situagao problema cujas
informacoes podemos representar na forma tabular. Podemos citar
alguns exemplos desta metodologia, percebida também ao analisarmos
os livros didaticos: em (DANTE, 2016), p.75, utiliza-se a multiplicagao
entre matrizes para calcular a pontuacao que cada pais obteve durante
a Copa do Mundo de Futebol Feminino, em (IEZZI et al., 2016), p. 80,
o mesmo calculo é utilizado para encontrar a média ponderada final do
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ano letivo.
A seguinte defini¢do extraida do livro (LIMA et al, 1998), nos
mostra a ideia conceitual do produto entre matrizes.

Definicao 12 Sejam M = a;; e N = b;; matrizes do tipo mXxXn enxp
respectivamente. O produto dessas matrizes é a matriz MN = c;; de
tipo m X p, cujo ij-ésimo elemento é dado por c;; = a;1b1j + a;2b2; +
R ainbnj~

O produto entre matrizes é associativo (MN)P = M(NP) e
distributivo (M + N)P = M P + NP, mas nao é comutativo MN #
N M. Isso nos mostra que ha diferencas entre o modo como se multiplica
as matrizes e os nimeros reais.

Na Secao 4.4 organizamos numeros na forma tabular para re-
solver sistemas de equacoOes lineares e agora, conhecendo a operacao
de multiplicacao entre matrizes, podemos escrever os mesmos sistemas
como uma equagao matricial.

2 -2y—3z= 1
O sistema linear x—2y+3z= 0 podeser escrito na forma
r—y+z= 2
matricial como:

2 -2 -3 T 1
1 -2 3 y =10
1 -1 1 z 2
Perceba que essa equagao descreve a transformagao do vetor ¢ =
1 T
0 | em funcao do vetor £ = | y | e, considerando A a matriz dos
2 z

coeficientes numéricos do sistema, facamos um paralelo com a notacao
de funcao, onde x é a variavel independente e y a varidvel dependente,
reescrevendo Ax = y, assim:

A correspondéncia de x para Ar é uma funcdo de um
conjunto de vetores para o outro. Esse conceito generaliza
a nocao usual de funcdo que é uma regra que transforma
um ndmero real em outro. (LAY, 2012), p. 63.

Nao hé dificuldades em perceber como efetuar a multiplicacao
entre as matrizes para obtermos, fazendo a igualdade entre as matrizes,
novamente o sistema dado. Verificar a solugao deste sistema é também
um bom exercicio para dar sentido ao céalculo.



63

Embora este seja um modo interessante de apresentar o algo-
ritmo da multiplicag@o entre matrizes, iremos utilizar as transformagoes
geométricas no plano para dar sentido a este produto.

5.3.1 Multiplicagao de Matrizes e as Transformacgoes Lineares
no Plano

Para entender como a multiplicagao entre matrizes transforma
o plano, vamos cosiderar os dois vetores unitarios que sao a base do
nosso sistema de coordenadas OXY: um na dire¢ao do eixo OX que

chamaremos de €; = [ ] e outro na direcao de OY que chamaremos

0

de €5 = . Sempre que marcamos um ponto (z,y) neste sistema

1
de coordenadas, o nimero real x nos indica quantas vezes estaremos
escalando o vetor €] e o mesmo acontece com o nimero real y, escalando
o vetor ey. Dessa forma, as coordenadas sdo escalares que ampliam,
reduzem ou refletem os vetores unitarios.

Tome como exemplo o vetor de extremidade (2, —3), pensamos
que o escalar 2 estica o vetor €; fazendo-o medir dobro de seu com-
primento e o escalar —3 inverte a diregdo do vetor €3 e o estica por
um fator 3. Neste sentido, os vetores descritos por essas coordenadas
sao a soma de dois vetores escalados, a saber 267 + (—3)é3. Veja a
representacao na Figura 32.

1 o |21 -3-0| [ 240 | 2
o[V Li [ S0 =[5 ][ 5]
E facil perceber que qualquer ponto do plano pode ser escrito
como a soma dos dois vetores escalados. Além disso, podemos concluir

que o vetor soma é uma combinagao linear desses dois vetores unitarios
da base canénica em Rs.

Definicao 13 O vetor v € combinacgao linear dos vetores v1, V3, . .., U,
quando existem niumeros reais \i, Aa, ..., An tais que:
v = )\1’[]1, )\2’[)2, ey )\n'l}n

(DELGADO; FRENSEL; CRISSAF, 2017), p. 33.

Sempre que deescrevemos numericamente vetores dependemos
implicitamente da base que iremos utilizar, isso nos sugere que podemos
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~3;

20 +§(—3)j

Figura 32: Coordenadas como escalares.

escolher uma outra base para o nosso sistema de coordenadas. Tome,

2 0 -, -1
por exemplo, os vetores i’ = 1] j = o | € vamos escrever o

vetor de extremidade (2, —3) nesta nova base.
Efetuando o produto entre vetores e escalares 2" + (—3)j =

0 -1 _ |0 [ 3 0+3
2[1]4_(_3)[ 0 ]_[2}—1— O]esomando[2+0}obtemos

o vetor de coordenadas g . Observe na Figura 33, ao lado esquerdo

temos o vetor original e a direita o vetor transformado.

Uma Transformacao Linear fica completamente determinada pela
escolha de dois vetores da base (ndo multiplos e distintos) com os quais
fazemos a combinacao linear de quaisquer vetores do sistema de co-
ordenadas OXY. De modo geral, conhecendo dois vetores da base

-

a s C . . . " .
— |: b :| €] = l: d :|, escrevemos a comblna(;ao linear x7 —+ YJ do

. T .
vetor U = { } e encontramos sua extremidade.

Podemos registrar as coordenadas dos vetores ¢ e j em uma tinica

b d
calculo para encontrar a versao transformada do vetor ¥. Organizando
essas informagoes, obtemos uma justificativa para o modo como mul-

. a c - s a C ,
matrlz[b d]e,comosabemos,xz+yj=x[ ]+y[ ]eo
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[~

7+ (=3)]

274+ (=3)7

Figura 33: Vetor Transformado.

tiplicamos matrizes, sendo o produto, a representagao de uma trans-
formagao linear especifica.

a c¢ T a c axr + cy
ol el -]

Note que o vetor transformado da Figura 33 conservou seu com-
primento, mas sofreu um giro no sentido positivo. De modo andlogo,
se associarmos cada ponto do plano a extremidade de um vetor, ao es-
crevé-los nesta mesma base, serao igualmente transformados. Perceba
na Figura 34 como o quadrildtero ABCD com extremidades A(0,0),
B(1,0), C(2,1) e D(1,1) é rotacionado no plano.

Relacionando a teoria de Matrizes com a Trigonometria, quando
rotacionamos os eixos coordenados girando o plano num angulo 6 no
sentido positivo em torno da origem O, os vetores unitarios da base
cosf j = { —send ] As coordenadas OXY
senf cost
das extremidades desses vetores da base sao obtidas fazendo uso das
relagoes trigonométricas no triangulo retangulo. Observe na Figura 35
o angulo # rotacionando o plano e os vetores unitarios ie j

Logo, para descobrirmos as coordenadas da extremidade de um
vetor ¥ = (x,y) nesta nova base devemos fazer:

passam a ser ¢ = [
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=
(=)
o

Figura 34: Vetor Transformado.

c0oSsSeno

Figura 35: Rotacao dos eixos coordenados.

cos —senf z | cost —senb xcost — ysenb

senf cost y | | send cost xsenf + ycosl

Se desejamos girar o vetor de extremidade (2, —3) num &ngulo
i

de 45° em torno da origem, sendo sen (I) = cos (§) = %2, calculamos:
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_cos(%) —sen(%)}[ 2 ] _
sen(3) eos(3) ]| -3
(E0)0 2l -
o ()] [ 4]
(22 +(-3) - 2 | [

Observe na Figura 36 que a imagem de (2, —3) é o ponto de co-
ordenadas (%, fg) = (3,535,—0,707). De modo geral, um angulo
positivo corresponde a uma rotagao no sentido anti-horario e um angulo
negativo no sentido horario. Note, ainda, que a rotagao dos eixos or-
denados mantém as linhas de grade paralelas e igualmente espagadas,

conservando fixa a origem O.

Figura 36: Giro de 45°.

Por outro lado, se conhecemos as coordenadas OXY de um vetor
e queremos escrevé-las no sistema OXY de coordenadas fazemos:

xcost + ysenb

cosf  senf 2 cost + senf |
—senfl  cosf y | —senf | Y| cos® | T | zsend — ycost |
Perceba que se considerarmos cada ponto como extremidade de
um vetor e o escrevermos numa nova base estaremos transformando
o plano. Esse tipo de funcao que, dados os vetores de uma base e o

seu dominio, modifica todos os vetores do plano é chamada de Trans-
formagao Linear. Apesar das mudancas, neste novo sistema de coor-
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denadas sao preservadas as operagoes de adigao de vetores e de multi-
plicagao de um vetor por um escalar.
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6 DETERMINANTES

Como vimos, ao multiplicar um ntdmero real por um vetor, au-
mentamos ou diminuimos seu comprimento. Na Se¢ao 5.2.2, que trata
sobre a multiplicacdo de uma matriz por um escalar, observamos na Fi-
gura 37 que ao multiplicar cada uma das coordenadas de ABC' D pelo
escalar 2, os lados do quadrilatero aumentaram o dobro de seu com-
primento, mas o que se pode dizer a respeito da area dessas figuras?

Figura 37: Escala.

Neste estudo veremos que o determinante é um nimero associ-
ado a uma matriz quadrada e que suas aplicacoes geométricas estao
intimamente relacionadas com os cédlculos de drea (para matrizes de
ordem 2) e também de volume (para matrizes de ordem 3). Assim, o
determinante da matriz de ordem 2 é definido por:

.~ . a b g a e b ~
Definicao 14 Seja A = [ c d]’ onde i = [ c] ej = {d] sG0
dois vetores de Ry que correspondem as colunas da matriz. O determi-
nante de A € o escalar det(A) = ad — be.

Com isso, vamos verificar que a drea do paralelogramo definido
pelos vetores i e j do plano € igual ao médulo do determinante.
Quando os vetores i e j pertencem aos eixos ordenados OX e OY,

respectivamente, suas coordenadas sao i= { 8 } e 5 = { 2 } O pa-
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ralelogramo que observamos na representacao geométrica é o retangulo
R e sua area é dada pelo produto a x d.

Figura 38: Retangulo R

De fato, o médulo do determinante da matriz associada as coor-
denadas destes vetores é igual a area do retangulo tracado.

det(R) = ad — 0 = ad

Suponha, agora, que os vetores i e j tém coordenadas nao-nulas.
Esta situagao, representada na Figura 39, nos revela a area do parale-
logramo tracado no plano.

det ’:(a+b)-(c+d)—ac—bd—2bc=ad—bc.

b
d

a
c

Com base nesses resultados, note que no quadrilatero ABC' D da
0

Figura 37, a medida da area dada por det‘ i 1 ‘ =1-1-1-0=1

é quadruplicada quando cada uma de suas coordenadas é multiplicada
2 0
=2-2—-2-0=4.
5 9 ’ 2-2—-2-0
H& casos em que o determinante de uma matriz é igual a zero,

det’ 12 4-1—2-2 =4—4 = 0 (veja Figura 40). Nestes, os vetores

pelo fator 2 em det

2 1
escolhidos sao colineares e, portanto, nao ha alguma regiao entre eles.
No estudo da geometria analitica do ensino médio é também cal-
culada a drea de um triangulo dadas as coordenadas de seus vértices.
Como exemplo, considere o tridngulo ABC' cujos vértices tém coor-
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Figura 39: Representacao geométrica do célculo do Determinante de
ordem 2.

Figura 40: Determinante Nulo.

denadas A(2,3), B(1,8) e C(—5,2). Utilizando a Definigdo 1 fare-
mos o ponto C corresponder & origem O(0,0), manipulando algebri-
camente vetores através cdleulos CA = (2-(-5),3—-2) = (7,1) ¢
CB = (1—-(-5),8—2) = (6,6). A representagao geométrica pode ser
observada na Figura 41.

Escrevendo as coordenadas destes vetores na forma matricial,

temos:
7 6
T_{l 6}

Sabemos que o médulo do determinante associado a esta matriz
nos da a area do paralelogramo cujos lados definimos pelos vetores-
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Figura 41: Tridngulo ABC.

coluna mas, como a figura se trata de um triangulo, basta considerar-
mos a metade deste resultado:

1 1 36
— X |det(T)| == x |(Tx6)—(6x1)|=—=18.
5 % ldet(T)| = 5 (T 6) = (6 x 1) = =

No espaco tridimensional, o determinante é um nimero que, em
médulo, nos permite descobrir o volume do paralelepipedo definido por
trés vetores do espaco.

a b c a
Definigao 15 Seja A= | d e f |,onded=|d |, 0=|¢
g h 1 g h
¢
e”= | f | sdo trés vetores no espaco tridimensional que correspon-

i
dem as colunas da matriz A. Entdo, o determinante de A é o escalar

_ e f d f d e
det(A) =a L i‘—b g i —i—c‘g h
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Observe que os sinais dos termos ora sdo postivos ora negativos
e cada determinante de ordem 2 x 2, multiplicado por um elemento da
matriz A, é obtido retirando a linha e a coluna que o contém.

1
No sistema de coordenadas OXY Z, os vetores i=1]0 ,f =
0
0 . 0
1 [ ek=| 0 | definem as arestas de um cubo de volume igual a
0 1
1. Esse resultado é também obtido pelo céalculo:
1 00
10 0 0 0 1
det| 0 1 0| = 1’ ‘—0‘ ’+0’ ‘
00 1 0 1 01 0 0].

— 11-0)—0+0=1

Veja na Figura 43 que ao escalarmos os vetores ;,5 ek pelos
fatores 2,3 e 4, respectivamente, o volume do paralelepipedo que tém
como arestas esses vetores € igual a 24, obtido também pelo célculo do
determinante:

2.0 0
30 0 0 0 3
det| 0 3 0| = 2‘ ‘—o‘ ‘+o‘ ‘
0 0 4 0 4 0 4 0 0
= 2(12-0)—0+0=24

Figura 42: O determinante 3 x 3 é o volume do Paralelepipedo.

De modo similar, vamos calcular o volume de um outro para-
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2
lelepipedo P cujas arestas sao definidas pelos vetores @ = 2 |,
-1
1 -1
v=1|3 | er= 1
0 4

Figura 43: Paralelepipedo P.

Pelo cédlculo do determinante, temos:

2 1 -1
det| 2 3 1 = ’ ' 1 i’+(—1)’_21 g‘
-1 0 4

= 2(12) - 1(7) + (=1)(=3)
24—-7+3
= 20

Podemos verificar a veracidade deste resultado também encontrando-
o de forma geométrica. Sabemos que, conhecendo Area da Base A, e
a altura h de P, a medida de seu volume V é dada por V = A x h.

Se um determinantede ordem 3 for igual a zero, entao o espago
fora reduzido em algo com volume igual a zero como um plano, uma
reta ou ainda um unico ponto.
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7 CONCLUSAO

O desenvolvimento deste trabalho foi motivado pela necessidade
de estudar Matrizes de uma forma significativa, correlacionando con-
ceitos de Algebra que sao estudados no segundo ano do Ensino Médio
regular e os apresentando consoante ao processo historico de desenvol-
vimento dessas teorias.

Com a anélise de alguns livros didaticos, percebemos que o es-
tudo de Matrizes é visto de forma superficial, mais como uma tabela que
contém informagoes numéricas o que, consequentemente, traz pouco
sentido as defini¢oes, propriedades e operacoes entre matrizes. Além
disso, nestes livros o conceito de determinante tem o propdsito unica-
mente de verificar as solucoes de um sistema de equacoes lineares, tema
também abordado nesta dissertacao.

Assim como na histéria da matematica cada conceito nao tem
ao certo a data de seu nascimento e nem ¢é de todo finalizado, busca-
mos mostrar que a existéncia de uma ordem cronolégica de construgao
desses conceitos nao justifica a possibilidade de entendé-los isolada-
mente. Relacionar a teoria das Matrizes aos Sistemas de Equacoes
Lineares permite que se compreenda muitas de suas propriedades e
operagoes, representd-las geometricamente no espago vetorial e obser-
var essas transformagoes nos possibilita a percepgao visual do céalculo
algébrico.

Contudo, apesar da busca de um texto completo, muito ainda
pode ser acrescentado de modo que este trabalho tem se tornado, para
mim, um motivador para a continuidade de estudos nesta area.
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