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RESUMO

Propomos, nesta dissertacao, incorporar a Abridged Notation (ou Notagdo Abreviada,
em portugués) no ensino de Geometria Analitica na Educacdo Bdsica. Além de desta-
car suas vantagens e apontar suas limita¢cdes, mostramos a utilidade dessa notacao ao
apresentar demonstragdes simples e elegantes de alguns resultados célebres da Mate-
matica. Iniciamos o texto estabelecendo os fundamentos da Geometria Analitica Plana
para, em seguida, introduzir o método da Abridged Notation e algumas aplica¢des in-
teressantes, que culminam nos Teoremas de Pascal, Steiner e Brianchon. Com o intuito
de oferecer uma ferramenta adicional de familiarizagcdo ao tema proposto, utilizamos
o software GeoGebra para elaborar atividades que contemplam assuntos discutidos
em capitulos anteriores. Por fim, apresentamos um plano de aula como sugestdo para

implementar essa proposta.

Palavras-chave: Geometria Analitica, Abridged Notation, Teorema de Pascal, Teo-

rema de Pappus, Teorema de Steiner, Teorema de Brianchon
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ABSTRACT

We propose, in this dissertation, to incorporate Abridged Notation in the teaching
of Analytic Geometry in Basic Education. In addition to highlighting its advantages
and pointing out its limitations, we show the usefulness of this notation by presenting
simple and elegant proofs of some celebrated theorems. We start the text by estab-
lishing the fundamentals of Plane Analytic Geometry and then introduce the Abridged
Notation method and some interesting applications that culminate in Pascal, Steiner,
and Brianchon Theorems. In order to provide an additional familiarization tool to the
proposed theme, we use GeoGebra software to prepare activities that address subjects
discussed in previous chapters. Finally, we present a lesson plan as a suggestion to

implement this proposal.

Keywords: Analytic Geometry, Abridged Notation, Pascal’s Theorem, Pappus’s The-

orem, Steiner’s Theorem, Brianchon’s Theorem
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INTRODUCAO

A Matematica é uma ciéncia que originalmente tinha duas funcoes: trabalhar com
numeros e magnitudes. Desde o inicio existiam preocupacdes em fazer correlacdes
entre os numeros e magnitudes geométricas, temos evidéncias dessas preocupacoes
em antigos documentos da Mesopotamia, Egito, China e India. Mesmo conseguindo
vdrios avancos na Geometria da época, como aproximagdes de 7t para 3 ou 3,16, os
antigos ndo conseguiram chegar em elementos essenciais para fazer essa correlacgéo,

como a ideia de coordenadas e equacdes de curvas.

Olhando para as contribuicdes mais préximas da atualidade, temos que fazer uma
parada nos séculos XVI e XVII, mais especificamente em Pierre de Fermat] (1608-1665)
e René DescartesE] (1596-1650), dois homens que criaram de maneira independente
a Geometria Analitica. A partir dai outros matemdticos passaram a se dedicar a esse
tema, dentre eles os que citaremos nesse trabalho: Blaise Pascal (1623-1662), Jacob
Steiner (1796-1863) e George Salmon (1819-1904).

Chegando na atualidade, a partir da Segunda Guerra Mundia o ensino de Mate-
matica foi reformulado no Brasil, de forma a valorizar a representacdo geométrica de
equacoes, ou seja, a Geometria Analitica. A partir de entdo esse tema se fez presente e
ainda faz no cotidiano do ensino de Matematica e agora se encontra na etapa chamada

Ensino Médio.

Esta dissertacdo, como o titulo indica, tratard sobre uma proposta de ensino para
Geometria Analitica no Ensino Médio. O ensino de Geometria Analitica, hoje, se da
através de “férmulas” que pouco fazem sentido para o aluno. Buscamos através desta
dissertagdo mudar um pouco essa via de informacoes, nos instrumentalizando com o
uso do GeoGebra e trazendo uma proposta ambiciosa que € a introdugdo da Abridged

Notation (Notacdo Abreviada) no Ensino Médio.

Advogado com um interesse profundo em trabalhos de geometria da antiguidade classica.
Filésofo que encontrou na Matematica a base para o pensamento racional.
https://repositorio.ufsc.br/xmlui/bitstream/handle/123456789/162247/Jos%C3%A91ioY,

20Lopes’%20Valentim}20J%C3/,BAnior.pdf ?sequence=1&isAllowed=y



INTRODUCAO

A Abridged Notation é uma notacdo matematica que usamos para abreviar equacoes
de lugares geométricos no plano. A partir dessa nova notacao abrimos aos alunos a
reflexdo sobre o fato da escolha dela ser significativa para podermos entender o ambi-
ente matematico onde estamos nos colocando (acredito ser importante essa reflexao,
para fazer o aluno entender que a Matematica é uma linguagem — coisa que néo fica

muito clara na cabega deles).

Uma pergunta que poderia aparacer é: por que Abridged Notation? Veremos no
decorrer desta dissertacdo que a Abridged Notation traz um ambiente propicio e con-
trolado para o ensino de Geometria Analitica no Ensino Médio, onde os alunos podem
desenvolver habilidades como raciocinio 1égico (observando a relacdo entre a forma de
escrever uma reta passando pela intersec¢ao de outras duas e a propria equacgao dessas
outras), reconhecimento de padrdes (o aluno teria que identificar que um formato de
equacao pode representar varios tipos de curvas, mudando apenas o tipo de curva que
cada termo significa), habilidade de representar adequadamente uma situagdo pro-
blema (pelo fato da notacéo ser diferente da qual estamos acostumados no Ensino Mé-
dio, o aluno teria que tomar autonomia para representar um problema/demonstracao

de maneira correta).

No Capitulo 1 abordaremos Geometria Analitica e conceitos bdsicos que serdo utili-
zados no decorrer da dissertacdo. Daremos destaque para tipos de equacoes de retas

e tipos de conicas.

No Capitulo 2 apresentaremos a Abridged Notation, dando significado a essa nova
notacdo. Nesse capitulo, apresentaremos a equacao de um lugar geométrico que passa

pela interseccdo de outros dois (do mesmo tipo).

No Capitulo 3 contemplaremos aplicacoes da Abridged Notation para demonstrar o
Teorema de Pascal, e como consequéncia, os Teoremas de Pappus, de Steiner e de Bri-
anchon. Aqui daremos a oportunidade da Abridged Notation mostrar suas vantagens

listadas acima.

No Capitulo 4 apresentaremos atividades sobre os temas citados nos capitulos an-
teriores. Importante salientar que essas atividades foram escolhidas nessa ordem por
causa de seus niveis de cobrang¢a (com relacdo a complexidade do conteuido), niveis
de exigéncia do conhecimento sobre o GeoGebra e grau de abstracdo, comecando com
atividades de fixacdo e compreensdo de padrdes até compreender partes, ou completa-

mente, a demonstracdo de um teorema.



INTRODUCAO

No Capitulo 5, montaremos uma sequéncia de nove aulas para o 3° ano do Ensino
Médio. Nesse capitulo discutiremos sobre a BNCC, Base Nacional Comum Curricular,
falaremos sobre sua relevancia norteadora para a educacédo do pais. Daremos informa-
¢Oes importantes sobre o documento, como algumas habilidades e competéncias que
os alunos devem desenvolver em cada etapa da vida algumas delas podem ser vistas
no Apéndice

Por ultimo, no Capitulo 6, faremos nossas consideragdes finais discutindo a impor-
tancia do ensino de Geometria Analitica no Ensino Médio e justificaremos por que
a Abridged Notation ndo s6 é uma opcdo entre varias para o Ensino de Geometria

Analitica, como também seria recomendavel seu uso.

A escolha do tema Geometria Analitica se deu pois € uma das matérias de Matema-
tica onde o aluno tem maior dificuldade, ja que é passada para eles de maneira muito
abstrata e descontextualizada, até mesmo para a propria Matemadtica. O nosso objetivo,
entdo, seria buscar uma maneira diferente de tratd-la, mesmo que de maneira ainda
abstrata, mas que despertasse a vontade do aluno em estuda-la. Dessa forma buscamos
nesses teoremas, com o auxilio do Geogebra, um artificio visual onde o aluno pudesse
ver claramente o que a equacdo que ele estda montando representa. Com o auxilio
do que sera exposto nesta dissertacdo podemos também resolver algumas questdes de

vestibular para alguns alunos, se esse for o objetivo.






SISTEMAS DE COORDENADAS

A Geometria Analitica € o ramo da Matematica que utiliza simbolismos e métodos
algébricos para representar e resolver problemas geométricos. A ideia de relacionar
lugares geométricos a equacoes surgiu (ainda que de forma néo tao explicita) na ten-

tativa de René Descartes de solucionar o seguinte problema, proposto por PappusE].

Problema (Pappus). Sejam trés (ou quatro) retas a, b, ¢ (e d). Dado um ponto P, deno-
tamos por PA, PB, PC (e PD) as distancias de P a essas retas. Queremos determinar o
lugar geométrico de todos os pontos P tais que PA - PB = (PC)? (ou PA - PB = PC - PD).

De acordo com [10], ao trabalhar em uma solucido para esse problema, Descartes
sugeriu fixar a posi¢cdo do ponto P por meio de dois valores, x = OA ey = AP,
onde O = aNb. Ele foi capaz de escrever PA, PB, PC (e PD) em termos de x e y
e, ao calcular PA - PB = (PC)?> e PA - PB = PC - PD, afirmou que as solu¢des para o

problema em questdo seriam conicas.

Figura 1: Problema de Pappus com 3 retas (a esquerda) e com 4 retas (a direita).

1 Matemdtico grego do periodo helenistico, Pappus de Alexandria (290-350) criou vdrios teoremas precur-
sores da Geometria Projetiva e foi também um importante pesquisador e autor de textos sobre cientistas

da antiga civilizacdo grega.



SISTEMAS DE COORDENADAS

O Problema de Pappus é um problema sobre posicdo. Segundo [[11]], os teoremas da
Geometria podem ser divididos em duas classes: teoremas sobre tamanho/magnitude
de segmentos e teoremas sobre suas posicoes. Como exemplo de um teorema sobre ta-
manho de segmentos, citamos o Teorema de Pitdgoras; um exemplo de teorema sobre
posicao seria “as trés mediatrizes de um tridangulo se cruzam em um dnico ponto”. Até
a época de Descartes, as afirmacdes mais faceis de serem exprimidas algebricamente
versavam sobre o tamanho de segmentos, e néo era facil dar uma formulacéo algébrica
a afirmagdes envolvendo posicao de segmentos. Descartes propds uma forma inédita
de identificar lugares geométricos em um plano (e, também, no espaco). Em outras
palavras, ele langou as bases do que conhecemos hoje por Geometria Analitica e que

foi responsavel por extraordinarios progressos na Matematica.

1.1 O PLANO CARTESIANO

Um elemento essencial da Geometria Analitica Plana é o uso sistemdtico de coorde-
nadas (isto é, de numeros que determinam a posi¢do de um ponto no plano). Nesta
secdo, consideraremos o mais simples e, também, o mais importante sistema de co-
ordenadas: o sistema de coordenadas cartesianas. Outros exemplos de sistemas de

coordenadas sdo dados no Apéndice [Al

Uma reta é dita orientada quando escolhemos um sentido de percurso para ela, o

qual serd denominado positivo.

Figura 2: Reta orientada.

Em uma reta orientada, dizemos que o ponto B esta a direita do ponto A (ou, equiva-
lentemente, que o ponto A estd a esquerda do ponto B) quando o sentido de percurso

de A para B for positivo.

Figura 3: Nesta reta orientada, o ponto B esta a direita do ponto A.



1.1 O PLANO CARTESIANO

Um eixo é uma reta orientada sobre a qual fixamos um ponto O, denominado a sua

origem.

Figura 4: Eixo.

Todo eixo estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos numeros reais, IR:
a origem fazemos corresponder o nimero x = 0; a cada ponto X a direita da origem
fazemos corresponder o niumero x = d(O, X); a cada ponto X a esquerda da origem
fazemos corresponder o nimero x = —d(O, X), onde d(O, X) denota a distancia entre
Oe XE] Em cada caso, o nimero real x é dito a coordenada de X em relacdo ao eixo

considerado.

Um sistema de coordenadas cartesianas para o plano consiste de um par ordenado de
eixos com a mesma origem O. Denotaremos por Ox e Oy o primeiro e segundo eixos,
respectivamente. Os eixos Ox e Oy sdo ditos ortogonais se formam angulos retos entre
si; caso contrario, sio denominados obliquos. Ao fixarmos um sistema de coordenadas

cartesianas em um plano, obtemos o que é conhecido por plano cartesiano.

Note que, ao fixar um sistema de coordenadas cartesianas em um plano, o coloca-
mos em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos pares ordenados de nimeros
reais, R?: por cada ponto P do plano, tragamos retas paralelas aos eixos Ox e Oy;
essas retas intersectam os eixos Oy e Ox, respectivamente, em pontos M e N; sendo x
a coordenada de N em relagdo a Ox e y a coordenada de M em relagdo a Oy, fazemos
corresponder a P o par ordenado (x,y). Os nimeros x e y sdo denominados as coor-
denadas de P, sendo x a sua abscissa e y a sua ordenada em relacdo a esse sistema de

coordenadas.

2 Admitimos fixada uma unidade de comprimento com a qual medimos a distancia d(A, B) entre os pontos

AeB.
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SISTEMAS DE COORDENADAS

Eixos ortogonais

, |
L ] Pi
M ¢
@
0 N

Eixos obliquos

M

Tabela 1: Planos cartesianos.

Um sistema de coordenadas cartesianas decompde o plano em quatro regides cha-

madas quadrantes. O primeiro quadrante é constituido dos pontos que tém ambas

coordenadas positivas; o segundo quadrante é formado pelos pontos que tém abs-

cissa negativa e ordenada positiva; os pontos que constituem ao terceiro quadrante

sdo aqueles que tém ambas coordenadas negativas; por fim, um ponto estd no quarto

quadrante se, e somente se, sua abscissa € positiva e sua ordenada, negativa.

Eixos ortogonais

2° Quadrante 1° Quadrante

3° Quadrante 4° Quadrante

Tabela 2:

Eixos obliquos

2° Quadrante 1° Quadrante

3° Quadrante 4° Quadrante

Quadrantes.



1.2 RETAS NO PLANO CARTESIANO

Exemplo 1.1. Os pontos A =(2,3), B=(—1,4),C=(3,0), D=(—-2,—4),E=(0,—1) e

F(2, —3) se localizam da seguinte maneira no plano cartesiano:

] 4y
B
3 ®
A
2
1
L
3 -2 -1 0 1 2 30 45
-1
E
-2
-3 L
F
°® —4
D

Figura 5: Localizando pontos no plano cartesiano.

1.2 RETAS NO PLANO CARTESIANO

Nesta secdo, comecaremos a explorar a relacdo entre lugares geométricos e equacdes

no plano cartesiano.

A equacdo x = c é satisfeita por todos os pontos do plano cartesiano que tém abscissa

c. Além disso, nenhum ponto que tem abscissa diferente de c a satisfaz. Uma vez que

o conjunto dos pontos do plano cartesiano que tém abscissa ¢ coincide com a reta

paralela ao eixo Oy que intersecta o eixo Ox no ponto de coordenada c, concluimos

que x = ¢ é a equacdo desta reta. Analogamente, y = ¢ € a equacdo da reta paralela ao

eixo Ox que intersecta o eixo Oy no ponto de coordenada c.
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Eixos ortogonais Eixos obliquos

Tabela 3: Aretax =c.

Os exemplos acima mostram que retas paralelas a um eixo coordenado sdo repre-
sentadas por equacOes do 1° grau nas varidveis x e y. Provaremos, a seguit, que isto

vale para qualquer reta.

Sejam r uma reta ndo paralela a qualquer eixo coordenado e P = (xg, y9) um ponto
sobre r. Se (x, y) denota as coordenadas de um ponto do plano cartesiano diferente de
P, entdo esse ponto pertence a r se, e somente se, existe m € R tal que

_ Y=Yy
X — Xp

m

ou seja, se, e somente se,
Y — Yo = m(x — xo)
. . ~ 3
onde m denota a inclinacdo de r Logo,
Y — Yo = m(x — xo)
€ uma equacao (do 1° grau nas varidveis x e y) de r.
Observagoes.

1. Uma vez que r ndo € paralela ao eixo Oy, ela o intersecta em um ponto de

coordenada n. Do fato de (0, n) pertencer a r segue que y — n = m(x — 0) ou seja,
Y =mx+n.

Esta equacdo é denominada a equagdo reduzida de r.

— 2=

X2—X1

3 Se P} = (x1,y1) e P, = (x2,y7) sdo pontos distintos de uma reta r, definimos m . Um argumento

de semelhanca de tridngulos mostra que Q = (x,y), Q # Pj, pertence a r se, e somente se, z:zll =m.
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2. Uma vez que m = yz , onde P; = (x1,11) € P> = (x2, y2) sdo pontos de r, temos

que

y—y1= yz—y1(x x1)

Xy — X1
é uma equacgao de 7.

Exemplo 1.2. Para obter uma equacao da reta que passa pelos pontos A = (2,—1) e

B = (1,—2), podemos usar a equacdo y — y; = RN (x — xq), com x1 = 2, y1 = —1,

Xz X1
xp=1eyp,=—2,obtendoy —(—1) = _27(1)(x —2), que € equivalentea y = x — 3.

Esta ultima expressdo destaca que a reta AB intersecta o eixo Oy no ponto de coor-
denada —3 e, caso os eixos sejam ortogonais, o angulo « destacado na figura abaixo
mede 45°.

Figura 6: Equacdo reduzida.

Ao supor que r ndo é paralela a qualquer eixo temos que r intersecta Ox em um
ponto de coordenada a e r intersecta Oy em um ponto de coordenada b. Quando a e b
sdo nao-nulos, fazendo P; = (a,0) e P, = (0, b), obtemos

y= i(x—a).

Dividindo ambos os membros por b e reagrupando-os, obtemos a seguinte equagao de

r, denominada segmentdria:

11
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Exemplo 1.3. J4 sabemos que y = x — 3 é uma equacdo da reta que passa pelos pontos
A=(2,-1)e B=(1,—-2). Aequacdo segmentaria de AB € obtida a partirdey =x — 3
dividindo ambos os membros por —3 e reagrupando-os:

Xy
LA
37

Esta ultima expressdo destaca que a reta AB intersecta o eixo Ox no ponto de coor-

denada 3 e que AB intersecta o eixo Oy no ponto de coordenada —3.

y

3

Figura 7: Equacéo segmentdria.

Reciprocamente, toda equagdo do 1° grau nas varidveis x e y representa uma reta
no plano cartesiano. Com efeito, seja ax + by + ¢ = 0 uma tal equacdo. Se b # 0, entédo

ax +by+c =0 ¢ equivalente a y = —yx — 7, e ja sabemos que a reta que intersecta o

eixo Oy no ponto de coordenada —§ e cuja inclinagdo é —{ € representada por essa
ultima equacéo. Se b = 0, entdo ax + by + c = 0 € equivalente a x = — ¢, que representa
uma reta paralela ao eixo Oy. Costumamos nos referir a ax + by + ¢ = 0 como uma

equagdo geral da reta que ela representa.

Observagdo. Nao é dificil notar que se uma equacdo do primeiro grau em duas varidveis
¢ obtida a partir de outra pela multiplicacdo de uma constante, entdo as duas equacoes
representam a mesma reta. Reciprocamente, se ax+by+c = O edx+ey+f =0
representam a mesma reta, entdo existe k € R tal que dx + ey + f = k(ax + by +c). Com
efeito, suponha primeiramente que b e e sejam diferentes de 0. Como ambas equacoes

representam a mesma reta, suas inclinacdes sdo iguais, ou seja,

a d
Pl 1.D»
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Além disso, elas intersectam o eixo Oy no mesmo ponto, ou seja,
c_f
- =L, 1.2
b= (1.2)
Multiplicando ax + by + ¢ = 0 por 7, obtemos
a c
—x+ey+e- =0. 1.3
ebx ey eb (1.3)
Substituindo (I.1I) e (1.2) em (1.3), obtemos dx +ey + f = 0. Por fim, se b =0 oue =0,
entdo b = 0 e e = 0, uma vez que ambas representam a mesma reta (que, neste caso,
serd paralela ao eixo Oy). Temos também que ¢ = %. Multiplicando ax + ¢ = 0 por %,
obtemos dx + f = 0 (quando a,d # 0).

Encerraremos esta secdo apresentando um outro tipo de equacgao de reta cuja utili-

dade ficard ainda mais clara ao longo do texto.

Denotando por H o pé da perpendicular a reta r passando por O, por M = (0,b)
e N = (a,0) os pontos onde r intersecta, respectivamente, os eixos Oy e Ox, por a 0

angulo NOH e por B o angulo e HOM, temos que

a=_P_ (1.4)
COS &
e
P
b=~ 7 (1.5)

onde p =d(r,0) = d(H, O).

Figura 8: Obtendo a equagéo trigonométrica de r.

Substituindo (1.4) e (1.5) na equacio segmentdria de 7,

¥ _
a+b L

13
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obtemos

xcosa+ycosf—p=0. (1.6)
Note que se os eixos forem ortogonais, entdo f = 7 —a e se torna

xcosa+ysena —p =0. 1.7)

As equacdes e (1.7) sdo denominadas equagdes trigonométricas de r.

Proposicdo 1.4. Se xcosa +ysena — p = 0 € a equagdo trigonométrica de uma reta r
e P = (xo,y0) é um ponto do plano cartesiano, entdo d(P,r) = xo cosa +ypsenx — p se P
e O estdo em semiplanos opostos determinados por r e d(P,r) = —(xp cos « + o senx — p)

se P e O estdo no mesmo semiplano determinado por r.

Demonstragdo. Seja s a reta paralela a r passando por P.

Se O ndo estd entre r e s, entdo x cosa +y sena — p’ = 0 € a equacdo trigonométrica
de s, onde p’ = d(O,s). Como P estd sobre s, temos que p’ = xpcosa + ypsena.
Se P e O estdo em semiplanos opostos determinados por r, entdo d(P,r) = p' —p =
Xpcos« +ypsena — p. Se P e O estdo no mesmo semiplano determinado por r, entdo

dP,ry=p—p =p— (xpcosa+ypsenw) = —(xpcos & + yp sena — p).

Se O esta entre r e s (e, portanto, P e O estdo no mesmo semiplano determinado
por r), entdo xcos(rt+a)+ysen(wr+a) — p° = 0 é a equacdo trigonométrica de s,
onde p’ = d(O,s). Como P estd sobre s, temos que p’ = xcos(7t + &) + yo sen (7T +
a) = —xpcosa — ypsenwa. Neste caso, d(P,r) = p'+p = —xpcosa —ypsena +p =

—(xpcosa +ygsena — p). O

1.3 CONICAS NO PLANO CARTESIANO

Na sec¢éo anterior vimos que toda equacdo do 1° grau em duas varidveis representa
uma reta no plano cartesiano. Os exemplos abaixo mostram que, no caso de uma

equacdo do 2° grau em duas variaveis, ha outras possibilidades.

Exemplo 1.5. A equacio x? + yz +2x + 3y — 12 = 0 representa uma circunferéncia.
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-6

5

Figura 9: x> +y? +2x +3y — 12 = 0.

Observe que esta equacio pode ser escrita na forma (x + 1)? + (y + %)2 = %}.

Exemplo 1.6. A equagdo 4x* — 4xy + 7y + 12x + 6y — 9 = 0 representa uma elipse.

z

A\

Figura 10: 4x? — 4xy +7y? + 12x + 6y — 9 = 0.

Exemplo 1.7. A equagdo x? — 4xy +2y* + 12x + 6y — 9 = 0 representa uma hipérbole.

15
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au
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/jﬂ‘/ -0 0 10

70

Figura 11: x? — 4xy +2y% + 12x + 6y — 9 = 0.

Exemplo 1.8. A equagéo x? — 4xy +4y* + 12x + 6y —

o5

Figura 12: x2 — 4xy +4y? + 12x + 6y — 9 = 0.

Exemplo 1.9. A equacio 2x* +2xy — 4y* + x + 8y —

concorrentes.

T~

3 = 0 representa um par de retas

9 = 0 representa uma parabola.
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2

Figura 13: 2x? +2xy — 4y? + x + 8y — 3 = 0.

Observe que esta equacdo pode ser escrita na forma (x +2y — 1)(2x — 2y +3) = 0.

Exemplo 1.10. A equagio 2x? +4xy + 2y*> + x +y = 0 representa um par de retas

paralelas.

0.4

0:2

038 0.6 0:2 04 06

N

Figura 14: 2x? + 4xy +2y> + x +y = 0.

Observe que esta equacdo pode ser escrita na forma (x + y)[2(x +y) + 1] = 0.

Exemplo 1.11. A equago x? +2xy +y? — 2x — 2y + 1 = 0 representa uma reta.

17
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N

-2 -1 0

—
M
(%)

Figura 15: x2 +2xy +y> — 2x — 2y +1=0.

Observe que esta equaciio pode ser escrita na forma (x +y — 1)2 = 0.

Exemplo 1.12. A equaciio x? + yz +2x + 2y + 2 = 0 representa um ponto.

-1 0 1 2

Figura 16: x2 + % +2x +2y +2 = 0.

Observe que esta equaciio pode ser escrita na forma (x +1)> + (y + 1) = 0.

Exemplo 1.13. A equacdo x? +y? + 2x + 2y + 3 = 0 representa o vazio.

Observe que ela pode ser escrita na forma (x +1)> + (y +1)2+1 = 0.
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Definicdo 1.14. Suponha fixado um sistema de coordenadas cartesianas. Dada uma

equacdo do segundo grau
Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0

denominamos cénica o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas a satisfazem.

E possivel mostrar que os exemplos dados nesta secdo ilustram todas as possibi-
lidades para uma conica (ou seja, que toda equacdo do 2° grau em duas varidveis
representa um dos seguintes lugares geométricos: circunferéncia, elipse, hipérbole,
pardbola, par de retas concorrentes, par de retas paralelas, reta, ponto ou vazio). Ao

leitor interessado, sugerimos consultar [3[] ﬂ

Proposicdo 1.15. Dados cinco pontos quaisquer do plano, trés a trés ndo colineares,

existe uma unica conica que passa por eles.

Demonstragcdo. Comegamos observando que por cinco pontos quaisquer do plano car-
tesiano passa pelo menos uma cénica. Com efeito, olhando para a equacfio ax? + bxy +
cy? +dx +ey + f = 0, podemos dividir ambos os membros por f (se f # 0), obtendo
a'x®>+b'xy+c'y?>+d'x+e'y+1 = 0. Substituindo as coordenadas de cinco pontos nessa
equacao, teremos um sistema linear com cinco equagdes e cinco incognitas, o qual

admite solucéo ]

Suponha, agora, que esses cinco pontos sejam trés a trés ndo colineares. Fixemos
um sistema de coordenadas cartesianas de modo que o eixo das abscissas passe por
dois desses pontos e o eixo das ordenadas passe por outros dois dentre os que resta-
ram. Sejam (x1,0), (x2,0), (0,y1) e (0,y2), as coordenadas desses pontos e (x3, y3) as

coordenadas do ponto remanescente (como podemos ver na Figura|17).

Também ¢é possivel mostrar que qualquer circunferéncia, elipse, hipérbole, pardbola, par de retas con-
correntes, par de retas paralelas, reta e ponto do plano cartesiano, bem como o conjunto vazio, pode
ser representado por uma equagdo do 2° grau em duas variaveis. Ao leitor interessado, sugerimos nova-

mente [3].
Observe que se f = 0 teremos cinco incégnitas da mesma forma, porém a equagdo ficard da forma

ax® +bxy +cy? +dx +ey = 0.
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L ® —
/) X4
X2 X

Figura 17: Sistema de coordenadas.

Se ax? + bxy +cy?> +dx +ey+1 = 0 é a equacio de uma cOnica que passa por esses

cinco pontos, entao

ax3 +dx; +1=0
ax3+dx;+1=0
cyi+ey;+1=0
cy%+ey2+1:0

ax3 +bxsys +cy3 +dxz +ey3 +1 = 0.

Das duas primeiras equagoes segue que

— 1 _ _ X1tXp
a= X1X2? d - X1X2
Da terceira e quarta equa(}aes segue que
_ 1 _ __Xx1tx2
C= 6T T

Utilizando a dltima equacdo determinamos o valor de b (pois, sendo esses pontos

trés a trés néo colineares, temos que x3,y3 # 0). Isso determina a conica. O

Proposicdao 1.16. Uma coénica cujos os eixos coordenados sdo tangentes a ela admite

equacgdo na forma

(%+%—1)2+lxy=0.
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Demonstragdo. Seja ax* +bxy + cy* +dx +ey + f = 0 uma equacio dessa conica. Fa-
zendo y = 0, obtemos ax? +dx + f = 0. Como o eixo Ox é tangente a ela, temos que
esta equagdo tem uma Unica solugéo e, portanto, d> — 4af = 0. Logo, a = % (quando
f #0). Analogamente, ¢ — 4cf = 0 e, portanto, ¢ = % (quando f # 0). Disto segue
que

d*x® + 4fbxy +e*y* +4fdx +4fey +4f> =0

€ uma equacao dessa conica. Contudo, ela é equivalente a
(dx+ey+ Zf)2 +(4bf —2de)xy =0

que, por sua vez, é equivalente a

d e 2 2bf —de
<x+y+1> + Txy =0.
Fazendo h = —% (quando d # 0), k = % (quandoe #0) el = 2b£f§de (quando f # 0),
segue a tese. 0
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ABRIDGED NOTATION

Antes de falarmos sobre a Abridged Notation precisamos ressaltar as contribuicoes de
Gabriel Lamé (1795-1870) |'| para com a Geometria Analitica. Lamé, em seu Examen
des différentes méthodes employées pour résoudre les problémes de géometrie (1818) fez
duas grandes contribuicdes para a Geometria Analitica, que sdo: representar a equacao
inteira de um lugar geométrico por apenas uma letra, como por exemplo E =0 ou E' =
0; se E =0 e E' = 0 sdo equagdes de lugares geométricos teremos que mE +m'E' = 0

serd o mesmo lugar geométrico que passa pela interseccdo dos dois primeiros.

O método da Abridged Notation (ou Notagdo Abreviada) consiste em representar
polindmios em duas varidveis por uma tinica letra. Ao permitir que essas letras sejam
combinadas, obtemos expressdes de grau maior, que serdo utilizadas para designar

coOnicas, cubicas etc, assim como fez Lamé.

2.1 ABRIDGED NOTATION NO ESTUDO DE RETAS

Dada uma reta no plano cartesiano, podemos representd-la por sua equacdo na
forma trigonométrica, x cosa + ysena — p = 0. Salmon, em [11], utiliza a letra grega
« como uma abreviacdo da expressdo xcosa + ysena — p, de modo que a equacdo

xcosax+ysena —p =0sereduzaaa =0.

Nesta dissertagdo, utilizaremos letras minusculas do alfabeto grego para abreviar
qualquer polinémio do 1° grau em duas variaveis. Por exemplo, sera permitido denotar
expressdes como ax +by +c, y —mx —c, 7 + % — 1 por a, B, v etc. Assim, « = 0 pode

representar uma equacao geral, a equacgdo reduzida ou a equacdo segmentdaria de uma

Matematico e fisico francés. Gabriel Lamé, a partir de 1832, virou professor da Ecole Polytechnique em

Paris.
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dada reta, e ndo necessariamente sua equacao na forma trigonométrica. Deixaremos

explicito quando um formato especifico for assumido.

Uma reta designada pela equagdo a = 0 serd, muitas vezes, chamada de «. Dadas

duas retas concorrentes « e 8, denotaremos por « N f o ponto onde elas se intersectam.

Proposicédo 2.1. Sejam « = 0 e B = 0O retas concorrentes, onde & = Ax+By+C e
p=Dx+Ey+F.

1. Para cada k € R, a equagdo o — kP = 0 representa uma reta que passa pela inter-

seccdoden =0e B =0.

2. Por outro lado, qualquer reta diferente de = 0 que passa pela intersec¢do de « = 0

e B = 0 pode ser representada por « — kp =0, para algum k € R.

Demonstragdo.

(1) De fato, sendo « e 5 polindmios do 1° grau em duas varidveis e k € R, temos que
« — kB € um polinébmio do 1° grau em duas varidveis e, portanto, x —kp = 0 €
a equacdo de uma reta. Além disso, se (xo, o) sdo as coordenadas do ponto de
interseccdo das retasw = 0 e B = 0, entdo Axo+ Byo+C =0e Dxo+ Eyp+ F = 0.
Logo, (xo,yo) também satisfaz a equacdo o — kp = 0, uma vez que & — k3 = (Ax +
By+C) —k(Dx+Ey+F)e (Axo+Byo+C) —k(Dxo+Eyo+F)=0—k-0=0.

(2) Com efeito, fixada uma tal reta, podemos tomar P = (x1,1) um ponto sobre ela

AX1 +By1 +C

que ndo satisfaz f = 0, ou seja, tal que Dx; + Ey; + F # 0. Sendo k = D sEn

temos que « — kf = 0 é satisfeita por P e pelo ponto de interseccdo de « = 0 e
B =0, o que faz com que a reta fixada coincida com a representada por « — k3 = 0,

ja que elas possuem dois pontos em comum. O

Observagdo. Se o = 0 e B =0 sdo retas paralelas, entdo para todo k € R tal que & — kf
¢ um polinémio do primeiro grau em duas varidveis, vale que « — k3 = 0 é uma reta

paralela as retas « e .

Exemplo 2.2. Designando por « a reta representada pela equacdo a = 0, onde a =
x — 2y +3, e por B a reta representada pela equacdo g = 0, onde 8 = x + 2y — 4, temos
que a equacgdo « — kB = 0 — ou seja, (x — 2y +3) — k(x + 2y — 4) = 0 — representa as

seguintes retas quando k =1e k = —2:
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Tabela 4: Retasa — 1 =0ea — (—2) =0.

Observe que se k = 0, entdo « — k3 = 0 é a prépria reta «. Note também que quanto
mais o k se distancia de 0, tanto pra valores positivos quanto pra negativos, a reta

« — kB =0 se aproxima de S.

Exemplo 2.3. Designando por « a reta representada pela equagdo « = 0, onde a =
x — 2y +5, e por B a reta representada pela equacédo B = 0, onde B = x — 2y + 3, temos
que a equacdo « — kB = 0 — ou seja, (x — 2y +5) — k(x — 2y + 3) = 0 — representa as

seguintes retas quando k = —1 e k = 0.6:

k:—l k:06

-5

Tabela 5: Retasa+ f=0ea —0.68 =0.

Observagdo. Em vista da Proposicao se « = 0 e B = 0 abreviam equacdes na forma

trigonométrica de duas retas concorrentes e P = (x,y) estd sobre a reta « — kS = 0,

entdo k = iﬁﬁﬁgigi- Se o — kB = 0 passa pelo interior do angulo determinado por

«=0e =0 que contém O, entdo k > 0; se « — kp = 0 passa pelo interior do angulo

determinado por « =0 e B = 0 ao qual O ndo pertence, entdo k < 0.

Da Proposicdo segue que, a fim de concluir que uma reta ¢y = 0 passa pelo

ponto de interseccdo das retas concorrentes « = 0 e f = 0, basta encontrar r,s,t € R

25



26

ABRIDGED NOTATION

numeros reais ndo nulos tais que ra +sf + ty = OE] Esta técnica, que serd empregada
nas demonstracdes dos Teoremas e serd ilustrada a seguir em dois exemplos

simples.

Lema 2.4. Se « = 0 e B = 0 sdo equagbes na forma trigonométrica de duas retas concor-
rentes, entdo as bissetrizes dos dngulos determinados por elas tém equagbes x — =0 e
a+p=0.

a+f

Figura 18: Bissetrizes dos dngulos determinados pelas retasa =0e = 0.

Demonstracdo. Observe que P pertence a bissetriz de um dos dngulos determinados
pelas retas « = 0 e B = 0 se, e somente se, d(P,« = 0) = d(P, = 0). De acordo com a
Proposi(;éo dP,a =0) =aoudP,a =0)= —zxﬂ Analogamente, d(P, = 0) = B
ou d(P, B = 0) = —pB. Portanto, as bissetrizes dos dngulos determinados por elas tém

equagbesa —B=0ea+p=0. ]

Exemplo 2.5. Mostraremos que as bissetrizes internas de um tridngulo se intersectam
em um ponto, denominado o incentro desse triangulo. Para tanto, considere um trian-
gulo ABC esejam a = 0, B =0 e v = 0 equagbes na forma trigonométrica das retas que

contém os lados AB, BC e CA, respectivamente.

De fato, se existem 7,5, € R nédo nulos tais que ra +sf +ty = 0, entdo v = —fa — 3B. Como as
coordenadas do ponto a N B satisfazem —fa — B = 0, elas também satisfazem 7 = 0. Logo, as retas

«x =0, 3=0ey =0seintersectam em & N .

3 Aqui, estamos utilizando a abreviagdo « = xcosa +ysena —p e P = (x,y).
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Figura 19: Tridngulo ABC.

Do Lema [2.4{segue que suas bissetrizes internas tém equagdes a — =0, 8 — 7 =0
ey—a= 0E| Como (« — B) + (B — 7v) + (y —a) = 0, concluimos que elas se intersectam

€m um ponto.

Figura 20: Bissetrizes se cruzando em um unico ponto.

Exemplo 2.6. Mantendo a mesma notacao do exemplo anterior, mostraremos agora
que as bissetrizes externas de dois angulos de um tridngulo e a interna do terceiro

angulo se intersectam em um ponto, denominado um ex-incentro desse triangulo.

4 Podemos supor, sem perda de generalidade, que a origem do sistema de coordenadas cartesianas fixado

esta no interior do tridngulo ABC.
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Figura 21: Um ex-incentro, Eq, do tridngulo ABC.

Do Lema |2.4] segue que a bissetriz externa relativa ao vértice A € representada por
« + = 0, enquanto a bissetriz externa relativa ao vértice B é representada por « + f5.
Por fim, a bissetriz interna relativa ao vértice C é representada por f — ¢ = 0. Como

(«+79)—(«+B)+(B— ) =0, concluimos que elas se intersectam em um ponto.

Para finalizar o assunto “bissetriz”, faremos um breve comentéario sobre a Figura

Figura 22: Triangulo E1E>E3.

Observe, na imagem, a formacéo do tridngulo E;E;E3 Pl E possivel mostrar que o

incentro do triangulo ABC é, também, o incentro do tridngulo E1E;E3?

5 Onde E; é o encontro entre as bissetrizes externas do tridngulo ABC que passam pelos vértices A e B, E;
é 0 encontro entre as bissetrizes externas do tridngulo que passam pelos vértices A e C e E3 € o encontro

das bissetrizes externas do tridngulo que passam pelos vértices B e C.



2.2 ABRIDGED NOTATION NO ESTUDO DE CONICAS 29

2.2 ABRIDGED NOTATION NO ESTUDO DE CONICAS

As proposicoes apresentadas a seguir serdo uteis para demonstrar os Teoremas de
Pascal, Steiner e Brianchon no Capitulo (3|desta dissertacdo. Ambas apresentam manei-

ras de representar uma conica via Abridged Notation.

Proposicdo 2.7. Sea =0, f =0, v = 0 e 6 = 0 sdo equagdes das retas que contém
os lados de um quadrildtero e S = 0 é uma coénica que passa pelos quatro vértices desse

quadrildtero, entdo existe k € R tal que ay — kBé = 0 representa S = 0.

Figura 23: Conica que circunscreve um quadrilatero.

Demonstragdo. Seja S = 0 uma conica que passapor Py =a NP, =Ny, P3=9NJ
e Py = 6 N . Temos que provar que existe k € R tal que ay — kBé = 0 é uma equacdo
de S =0.

e Se S =0 coincide com a conica Bé = 0, basta tomar k = 1.

e Suponha que as conicas S = 0 e fé = 0 sejam distintas. Tome P5 um ponto
na primeira que ndo pertence a segunda, e nem ao quadrildtero em questdo.
Substituindo as coordenadas de Ps em ay — k6 = 0, encontramos ko € R que a

satisfaz.

Note que:

e P;, P», P3 e Py sdo pontos que satisfazem ay — ko = 0 para todo k € R.

e D5 satisfaz ay — koffé = 0.

Portanto, a conica ay — koBé = 0 passa por esses cinco pontos (trés a trés néo coline-

ares), assim como a conica S = 0. Da Proposicéo segue que ambas coincidem. [
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Proposicao 2.8. Se v = 0 denota uma corda de uma cénica S = 0, entdo existe m um
niimero real ndo negativo tal que S — mv? = 0 representa o par de retas tangentes a S = 0

pelos pontos de intersecgdo de S =0e v = 0.

Figura 24: Corda e retas tangentes a uma conica.

Demonstragdo. Da Proposicdo [1.16|segue que, em relagdo a um sistema de coordena-
das cartesianas conveniente, é possivel representar a conica S = 0 por uma equagao da
forma 7% +IaB = 0, onde -y = 0 representa a corda em questdo,/ e Rea=0ep =0
representam as retas tangentes a S = 0 pelos pontos de interseccdo de S =0 e ¢ = 0.
Logo, existe m € R tal que S = m(y? + lap) e, portanto, mlap = S — m~y?. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que m > 0, uma vez —S = 0 também representa a
conica em questdo. Como o par de retas tangentes a S = 0 pelos pontos de interseccdo
de S = 0 e v = 0 tem equacdo mlap = 0, concluimos que ele também tem equacdo
S —my*=0. O

2.3 UMA OUTRA VANTAGEM DO METODO DA ABRIDGED NOTATION

Mostramos que se
x=0, B=0e y=0 (2.1)

sdo equacdes na forma trigonométrica das retas que contém os lados de um tridngulo,

entdo as equacdes das bissetrizes internas dos angulos desse tridngulo sdo
x—pB=0, p—7=0e y—a=0. (2.2)

De
@a—B+B-—71+(r—a)=0 (2.3)

segue que elas se intersectam em um ponto.
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Suponha que, em vez de interpretar (2.I) como equacdes na forma trigonométrica
dos lados de um tridngulo, as olhdssemos como equacoes de circunferéncias secantes
duas a duas na forma

X +y*+ax+by+c=0.

Neste caso, (2.2) representariam as cordas comuns a essas circunferénciaﬂe (2.3) nos

diria que elas se intersectam em um ponto.

Figura 25: As cordas comuns as trés circunferéncias se intersectam em um ponto.

Este simples exemplo ilustra uma outra vantagem do método da Abridged Notation:
a demonstracdo de um resultado pode ser utilizada, ipsis litteris, para gerar novos
teoremas — e o Unico esforco necessario para obté-los reside em reinterpretar ade-
quadamente as identidades envolvidas. Outros exemplos nessa direcdo podem ser

encontrados em [2].

6 De fato, « — B é um polinémio do 1° grau em duas varidveis — e, portanto, « — = 0 € uma equacio de
reta. Como os dois pontos de interseccéo das circunferéncias « = 0 e = 0 satisfazem a equacdoa — f = 0,

a reta representada por ela deve ser a (reta suporte da) corda determinada por esses dois pontos.






TEOREMAS DE PASCAL, STEINER E BRIANCHON

Neste capitulo, utilizaremos o método da Abridged Notation para demonstrar os

famosos teoremas de Pascal, Steiner e Brianchon.

3.1 TEOREMA DE PASCAL

Em 1639, Blaise Pascall| enunciou o famoso teorema que leva seu nome. Na obra
Essai pour les Coniques, publicada em 1640, ele manifestou a intencdo de escrever um
tratado sobre as conicas, no qual ele obteria os principais resultados de ApolénioE] a
partir de seu novo teorema. Esse tratado se perdeu, mas um esboco do mesmo foi lido

por Leibnizﬂ que elaborou um resumo descrevendo suas principais secoes.

O Teorema de Pascal é um teorema da Geometria Projetiva que foi demonstrado
de varias formas distintas, o que mostra a importancia e versatilidade da escolha da
ferramenta para a demonstracdo do teorema, e nessa dissertacdo faremos uma de-
monstracao via Abridged Notation. O teorema afirma que se um hexdgono (nio neces-
sariamente convexo) estd inscrito em uma cOnica, entdo os trés pontos de interseccio

de seus lados opostos sdo colineares.

Matemdtico, fisico, inventor, fildsofo e tedlogo que contribuiu decisivamente para a criacdo de dois no-
vos ramos da matemdtica: a Geometria Projetiva e a Teoria das Probabilidades. Em Fisica, estudou a
mecanica dos fluidos e esclareceu os conceitos de pressdo e vacuo, ampliando o trabalho de Evangelista
Torricelli. E ainda o autor de uma das primeiras calculadoras mecénicas, a Pascaline, e de estudos sobre

o método cientifico.
Matemdtico e astronomo grego, estudou problemas envolvendo curvas, principalmente conicas.
Polimata, foi fildsofo, cientista, matemadtico, diplomata e bibliotecario. Junto com Newton, é um dos

criadores do Calculo Diferencial e Integral.
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Figura 26: Teorema de Pascal.

Aqui, cabem trés observacoes:

e A maneira como enunciamos o Teorema de Pascal assume tacitamente que os
lados opostos do hexagono considerado ndo sdo paralelos. Apds verificarmos
a validade do resultado sob essa condicdo (Teorema (3.1), analisaremos o que

ocorre quando o hexdgono em questdo possui lados opostos paralelos (Teoremas
B.2e[3.3).

e Por “hexdgono” entendemos uma sequéncia de seis pontos, de modo que trés
consecutivos ndo sejam colineares, ligados ciclicamente por seis segmentos de

reta.

e Dizemos que dois lados de um hexagono sdo opostos se estes estao separados por
outros dois lados. Nesta defini¢do, ndo importa se o hexdgono é convexo ou néo.
Num hexdgono ABCDEF, os pares de lados opostos sdo AB e DE; BC e EF; CD
e FA.

Teorema 3.1 (Teorema de Pascal). Se um hexdgono de lados opostos ndo paralelos estd
inscrito em uma cénica, entdo os trés pontos de intersecgdo de seus lados opostos sdo

colineares.
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Figura 27: Teorema de Pascal.

Demonstragdo. A demonstragdo que apresentaremos baseia-se em [7].

Seja P;P,P;P,PsP, um hexdgono de lados opostos ndo paralelos inscrito em uma
conicaS=0esejama =0,=0,7=0,5=0,e =0e =0 equacdes das retas P, P>,

Py Ps, P3Py, PyPs, P5Ps e PyP;, respectivamente.

Figura 28: Hexagono de lados opostos néo paralelos inscrito em uma conica.

Observe que P; P, e P,Ps sdo lados opostos desse hexagono, assim como P, P; e P5Pg
e, por ultimo, P3P, e PyP;. Temos que provar que Q1, Q> e Q3 sdo colineares, onde
Q1 =P PN PyPs, Q2 = P3N PsPs e Q3 = P3P, N PgPy.

Represente por 0 = 0 a reta que passa pelos pontos P; e Py.
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Figura 29: A reta 6.

Da Proposigéosegue que existem k1, ko, 7,5 € R, 1,5 #0, tais que S = r(ay + k1 50)
e S =s(6C + kpeb). Logo,
r(ay + k1 BO) = s(0C + ka€0).

Fazendo t = 2, obtemos
ary + k180 = H(8C + ke6)

ou seja
O(k1B — thae) = t67 — ary. 3.1

Note que t6{ — ay = 0 € uma conica que passa pelos vértices do quadrilatero (Szngyﬂ

De (3.1) segue que t6¢ — a7y =0 € o par de retas 6 =0 e k1§ — tkoe = 0. Como 6 =0
passa por « N ¢ e yNJ, temos que ki — thkpe = 0 passapor 6 Na = Qr e LNy = Qs.
Obviamente, ki — tkoe = 0 também passa por Q> = fNe. Logo, Q1, Q2 e Q3 sdo

colineares.

4 Observe que essas quatro retas formam, de fato, um quadrildtero. Com efeito, « = 0 e { = 0 néo séo

paralelas, pois sdo lados consecutivos do hexdgono em questdo, e o mesmo vale para y =0 e ¢ = 0; além
disso, 6 = 0 e « = 0 ndo sdo paralelas, pois sdo lados opostos do hexdgono considerado, e o mesmo vale

paral =0ey =0.
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Figura 30: Qq, Q» e Q3 sdo colineares.

O]

O que ocorre se o hexdgono possuir pelo menos um par de lados opostos paralelos?
Estudaremos dois casos distintos: primeiro, quando ha um dnico par de lados opostos

paralelos; em seguida, quando ha dois pares de lados opostos paralelos.

Teorema 3.2 (Teorema de Pascal (segundo caso)). Se um hexdgono com um unico par
de lados opostos paralelos estd inscrito em uma conica, entdo os pontos determinados pela
interseccdo de cada par de lados opostos ndo paralelos estdo sobre uma reta paralela aos

lados paralelos desse hexdgono.

Figura 31: Segundo caso do Teorema de Pascal.
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Demonstracdo. A demonstracdo que apresentaremos ¢ bem parecida com a do Teo-

rema[3.1]

Seja Py P, P3Py P5 P, um hexdgono inscrito em uma conica S = 0 e sejam a =0, f =0,
7v=0,6=0,e =0e =0 equacoes das retas PP, P,Ps, P3Py, PyPs, PsPs e PsP;,
respectivamente. Suponha que as retas « e J sejam paralelas, e que nem 3 e €, nem 7y

e { o sejam.

Figura 32: Hexagono inscrito em uma cénica com um tnico par de lados paralelos (« e ¢).

Observe que P; P, e P,Ps5 sdo lados opostos desse hexdgono, assim como P,P; e P5Pg
e, por ultimo, P3P e PsP;. Temos que provar que a reta Q,Qs € paralela as retas P P>
e PyPs, onde Qy = P3N PsPs e Q3 = P3Py N Py Py

Represente por # = 0 a reta que passa pelos pontos P; e Ps.

Figura 33: Hexagono inscrito em uma cénica com um tnico par de lados paralelos (« e ¢).



3.1 TEOREMA DE PASCAL

Da Proposicdo[2.7)segue que existem kq, ko, 7,s € R, 1,5 # 0, tais que S = r(7ye + k166)
e S =s(Bg + koub). Logo,
r(ye + k106) = s(BC + kon6).

Fazendo t = 7, obtemos

Y€ + k160 = t(BL + ko)
ou seja
0(k16 — thoa) = tBC — ve. (3.2)

Note que t3{ — ye = 0 é uma conica que passa pelos vértices do quadrildtero for-

mado pelas retas ,B'ygeﬂ

De (3.2) segue que tB{ —ye =0 € o par de retas 0 = 0 e k16 — tkpa = 0. Como 6 =0
passa por BNy e Ne, temos que k16 — tkoo =0 passapor yN{=QzeeNP=0Qr O
fato de k16 — tkoa = 0 representar a equacao de uma reta paralela a « e a § encerra a

demonstracio.

Figura 34: Pontos Q, e Q3.

5 Observe que essas quatro retas formam, de fato, um quadrildtero. Com efeito, B e oy néo sdo paralelas,
bem como ( e €, pois sdo lados consecutivos do hexagono em questéo; além disso, y e { nédo sdo paralelas,

pois sdo lados opostos ndo paralelos do hexdagono considerado.
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Teorema 3.3 (Teorema de Pascal (terceiro caso)). Se um hexdgono com dois pares de
lados opostos paralelos estd inscrito em uma cénica, entdo os lados opostos que constituem

o terceiro par também sdo paralelos.

Figura 35: Terceiro caso do Teorema de Pascal.

Demonstracdo. A demonstragdo que apresentaremos baseia-se em [9].

Seja P; P, P3Py PsP; um hexagono inscrito em uma coénica S = 0. Suponha que P,Ps
e P5P sejam paralelos, bem como P3P, e PyP;. Temos que provar que P; P> e PyP5 sdo

paralelos.

Considere o sistema de coordenadas (possivelmente ndo ortogonal) dado pela Fi-

gura 36}
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Figura 36: Terceiro caso do Teorema de Pascal.

Em relacdo aele,a =0, =0, { =0e 6 = 0 sdo equagdes de P, P», P, P3, PsP; e P3P,

respectivamente, onde:

v = 24+4-1
B =y
{ = x
0 = +4-1

Da Proposicédo segue que existe k € R tal que a8 — kB¢ = 0 representa a conica

S =0. Logo,
(Gd - (g -
¢ uma equacao de S = 0.

Como P3Py e PsP; sdo paralelos e P3 = (c,0), temos que Py = (c,Yo), para algum

Yo € R. Note que yy # 0, uma vez que P; # Ps. Como P, pertence a conica em questao,

temos que
LU (e
(G+% 1) 7 =kewo
ou seja
C 0~ ked.
a b

Disto segue que P, pertence a reta

LY
a+b 1 =kcd,
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que é paralela a « = 0.

Analogamente, P,P5 e P5P; sdo paralelos e Py = (0, d). Logo, Ps = (xg,d), para algum
xo € R\ {0}. Como Ps pertence a conica em questdo, temos que

<m+d—4>-m=kmd
a b c

ou seja
X0 d

—+ - —1=kcd.
a " b ¢
Disto segue que Ps também pertence a reta
Y 1 ke
a b
Logo, £ + ¥ — 1 = ked é uma equacéo de P4Ps e, portanto, P P, e P4Ps sdo paralelos.
O

Observagdo. Se supormos que toda reta tem um ponto no infinito, que quaisquer duas
retas paralelas compartilham do mesmo ponto no infinito e que existe uma unica reta
no infinito contendo todos os pontos no infinito de cada reta do plano, podemos unifi-
car os enunciados dos trés casos do Teorema de Pascal no seguinte: se um hexdgono
estd inscrito em uma conica, entdo os trés pontos de interseccdo de seus lados opostos

sdo colineares.

De fato, se o hexdgono em questdo possuir um unico par de lados paralelos, entdo
a interseccao dos lados desse par é o ponto no infinito dessas duas retas. Como a reta
de Pascal obtida utilizando ou outros dois pares de lados € paralela as do primeiro par,

o ponto no infinito daquele pertence a ela.

No caso de haver dois pares de lados paralelos, a reta de Pascal neste caso é a reta
no infinito. Como mostramos que o terceiro lado também deve ser paralelo, eles se

intersectam no ponto no infinito, o qual pertence a reta no infinito.

Essa observacao mostra a for¢a da formulagédo “projetiva”, que evita casos particula-

res e excepcionais. Para mais detalhes, sugerimos consultar o Apéndice

3.1.1 Casos particulares do Teorema de Pascal

Note que o Teorema de Pascal ndo impoe restricdo a conica na qual o hexdgono esta

inscrito — em outras palavras, nada impede que ela seja degenerada.
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O caso em que a cOnica em questdo consiste de um par de retas concorrentes dd

origem a um caso particular do Teorema de Pascal, denominado Teorema de Pappus.

Coroldrio 3.4 (Teorema de Pappus). Sejam « e B duas retas no plano. Sejam A, Be C
trés pontos sobre « que ndo pertencem a p e sejam D, E e F trés pontos sobre 5 que ndo
pertencem a «. Se as retas AE, EC e CD intersectarem, respectivamente, as retas DB, BF

e FA nos pontos L, M e N, entdo esses trés pontos serdo colineares.

Figura 37: Teorema de Pappus.

Demonstragdo. Observe que o hexdgono AECDBF estd incrito na conica degenerada
af = 0. Do Teorema de Pascal segue que os trés pontos de interseccdo de seus lados
opostos sdo colineares. Neste caso, temos que AE é oposto a DB e se cruzam no ponto
L; EC é oposto a BF e se cruzam no ponto M; CD é oposto a FA e se cruzam no ponto

N. Dessa forma, L, M e N sdo colineares. O

O caso em que a conica em questdo é uma circunferéncia leva ao seguinte resultado:

Corolario 3.5. Sejam ABC um tridngulo e P um ponto em seu interior. Sejam P; e P,
respectivamente, os pés das perpendiculares aos lados AC e BC passando por P. Se Q1 é
o pé da perpendicular a BP passando por C e Q5 € o pé da perpendicular a AP passando

por C, entdo as retas PiQ1 e P,(Q; se intersectam na reta AB.
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Figura 38: P;Q; e P, se intersectam na reta AB.

Demonstragdo. Aplicando o Teorema de Pascal ao hexdgono CP;Q1PQ, P, inscrito na
circunferéncia cujo centro é o ponto médio do segmento CP e tem CP como didmetro,
temos que P;1 Q1 e P,(Q, sdo lados opostos desse hexagono e AB € a sua reta de Pascal.

[

Outros casos particulares do Teorema de Pascal (a saber, quando o hexdgono degenera-

se para um pentagono, quadrildtero ou triangulo) sao discutidos no Apéndice

3.1.2 Uma aplicagdo do Teorema de Pascal

O Teorema de Pascal funciona como base para um algoritmo que permite desenhar
uma conica passando por cinco pontos dados. A principal referéncia utilizada nesta

secdo € [1].

Comece tomando cinco pontos P;, P», P;, Py e P5; no plano. Considere uma conica
que passa por eles e escolha arbitrariamente um sexto ponto Py sobre essa conica. Os
passos abaixo permitirdo determinar Pg a partir do Teorema de Pascal aplicado ao
hexégono P1 P2P3P4P5P6.

1. Seja Q1 = P;P> N P4P5. Trace uma reta r passando por Q1.
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Figura 39: Reta r.

2. Seja Q; a interseccdo de r com P> P; e seja Q3 a interseccdo de r com P3Py.

Figura 40: Q, e Q3.

3. P é dado pela interseccdo das retas Py Qs e PsQ».
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Figura 41: Ps.

4. Note que, para cada reta r escolhida, teremos um novo P, na coOnica, sendo

possivel traca-la.

3.2 TEOREMA DE STEINER

Teorema 3.6 (Teorema de Steinelﬂ). Sejam Py, P», Ps, Py, P5 e P pontos sobre uma
cbnica. As trés retas de Pascal que sdo obtidas a partir dos hexdgonos PjP,P3;PyP5Ps,
P1PyP3PsPsP, e P PsP3P,PsP, se encontram em um tnico ponto, denominado ponto de

Steiner.

Antes de demonstrar este resultado, tentaremos elucidar seu enunciado. Faremos,
inicialmente, uma imagem para cada hexagono e, depois, juntaremos as informacoes

mais relevantes de cada uma delas em uma so.

Para o hexdgono P; P, P3P4P5P, tome como referéncia a Figura

6 Matemadtico suico, Jakob Steiner (1796-1863) trabalhou principalmente em Geometria, sendo conside-

rado um dos maiores génios da area desde Apolonio.
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Figura 42: A reta de Pascal do hexdgono P; P, P3P, P5Ps.

Para o hexdgono P; PyP3;PsP5P,, tome como referéncia a Figura

Figura 43: A reta de Pascal do hexdgono P; P4P3P4Ps5D;.

Para o hexdgono P; PsP;P, PPy, tome como referéncia a Figura[44]
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Figura 44: A reta de Pascal do hexdgono P; Py P3P, P5Py.

O Teorema [3.6] afirma que as retas de Pascal A1, A, e A3 obtidas em cada caso se

intersectam no ponto de Steiner.

Figura 45: O ponto de Steiner P.

Demonstracdo. Sejam Py, P>, P3, Py, P5 e Pg pontos sobre uma coénica S = 0. Dados
i,j € {1,2,3,4,5,6} distintos, P;P; = 0 representara uma equacdo da reta que passa

pelos pontos P; e P;.
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Como S circunscreve o quadrilatero P, P, P3Py, da Proposicdo segue que existe
k1 € R tal que
S = P1P2 . P3P4 — k1P1P4 . P2P3. (3.3)

Analogamente, como S circunscreve o quadrilatero PyPsP, Py, existe k, € R tal que
S = PyPs - P;Ps — koP; Py - P5Ps (3.4)

Por fim, uma vez que S também circunscreve o quadrildtero P, P5PP;, existe k3 € R
tal que
S =DPyP5- P3Py — k3P, P5 - P5Ps. (3.5)

Partindo de (3.3) e (3.4) e refazendo os passos do Teorema de Pascal para o hexa-

gono P, P, P3P, P5Ps, chegamos a conclusdo de que
)\1 = k1P2P3 — k2P5P6 =0

é a reta de Pascal desse hexdgono/’]

Tomando, agora, (3.3) e (3.5) e refazendo os passos do Teorema de Pascal para o

hexagono P; P,P;P,P5P,, chegamos a conclusdo de que
Az = k3P5P6 — k]P]P4 =0

¢ a reta de Pascal desse hexdgono.

Por fim, tomando (3.4) e (3.5) e refazendo os passos do Teorema de Pascal para o

hexagono P; PsPs; P, PsP,, chegamos a conclusédo de que
)\3 = k2P1P4 — k3P2P3 =0

¢ a reta de Pascal desse hexdgono.

Fazendo t; = ’,%, th = % ets = %, obtemos

)\1 = P2P3 — t1P5P6, )\2 = P5P6 — t2P1P4 e )\3 = P1P4 — t3P2P3. (36)

Como titt3 = 1, de decorre que trt3A1 + Ay + £pA3 = 0, 0 que garante que as

retas A =0, A, =0 e A3 =0 se cruzam em um ponto. O

7 Escolhemos essas duas equacdes para trabalhar neste caso porque, em cada uma delas, aparecem trés

lados do hexdgono considerado e o que ndo é — aqui, P; P, —, é comum a ambas.
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3.3 TEOREMA DE BRIANCHON

Teorema 3.7 (Teorema de Brianchon®). As trés diagonais opostas de um hexdgono cir-

cunscrito a uma conica se intersectam em um ponto.

Figura 46: Teorema de Brianchon.

Demonstragdo. Seja ABCDEF um hexdgono circunscrito a uma coénica S = 0. Temos

que provar que as retas AD, BE e CF se intersectam em um ponto.

Uma vez que as retas AB e DE sdo tangentes a S = 0, segue da Proposicdo que

existe | € R tal que o par de retas AB e DE é representado por
S—1’*=0 (3.7)

onde « = 0 representa a corda que passa pelos pontos de tangéncia das retas AB e DE
as=0.

Analogamente, existe m € R tal que o par de retas BC e EF é representado por
S—m?B*=0 (3.8)

onde B = 0 representa a corda que passa pelos pontos de tangéncia das retas BC e EF
as=0.

Por fim, existe n € R tal que o par de retas CD e FA é representado por
S—n*y*=0 (3.9

onde v = 0 representa a corda que passa pelos pontos de tangéncia das retas CD e FA
as=0.

Matematico e quimico francés, Charles Julien Brianchon (1783-1864) é conhecido por sua demonstracdo

do Teorema de Brianchon.
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De (3.7) e (3.8) segue que
(mB —la)(mPp+1a) =0

representa o par de retas BE e GH,onde G=ABNEFe H=BCNDE.

Figura 47: Par de retas BE e GH.

Analogamente,

(la —ny)(la —ny)=0

representa o par de retas AD e [K, onde | = ABNCD e K= DENFA.

Figura 48: Par de retas AD e JK.

Por fim,
(ny —mpB)(ny +mp) =0
representa o par de retas CF e MN, onde M =BCNFAe N=CDNEF.
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Figura 49: Par de retas CF e MN.

Podemos escolher os sinais de /, m e n de modo que mp — la = 0 represente BE e
ny —mp = 0 represente CF. Neste caso, teremos que [a — ny = 0 representard AD e,
como

(mp —la)+ (ny —mp) +(la —ny)=0

concluimos que AD, BE e CF se intersectam em um ponto.

Figura 50: AD, BE e CF se cruzam em um ponto P.



ATIVIDADES

Com o intuito de oferecer uma ferramenta adicional de familiarizacao ao tema desta
dissertagao, utilizamos o software GeoGebra para elaborar atividades que contemplam

assuntos discutidos em capitulos anteriores.

As atividades foram separadas em trés niveis: as de Nivel 1 sdo introdutoérias, desti-
nadas a alunos que tiveram pouco ou nenhum contato com o GeoGebra; as de Nivel
2 pressupdem uma maior intimidade com software e buscam desenvolver habilidades
mais refinadas; as de Nivel 3, por sua vez, exigem alguma desenvoltura no uso do
GeoGebra, maior capacidade de abstracdo e mais autonomia quanto ao préprio apren-

dizado.

4.1 ATIVIDADES DE NIVEL 1
4.1.1 Andlisedea —kB=0

Os objetivos desta atividade sdo: auxiliar os alunos a compreenderem corretamente
o enunciado da Proposicdo estimula-los a conjecturar com base no reconheci-
mento visual; elucidar a diferenca entre uma conjectura e um teorema; apresentar aos

alunos alguns comandos basicos do GeoGebra.

1. Peca para os alunos digitarem, na Barra de Entrada, u =2x —y —3ev = —7x+
y—6[]

2. Peca-lhes para digitarem, na Barra de Entrada, Curvalmplicita(u) e Curvalmpli-

cita(v), a fim de obter asretas u =0 e v = 0.

1 Para facilitar o uso do GeoGebra, utilizaremos as letras u e v, em vez de a e 5.
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. Peca-lhes para digitarem u + kv = 0 na Barra de Entrada, colocando um controle

deslizante para k.

. Destaque que, independentemente do valor de k, u + kv = 0 representa uma reta

que passa pela intersec¢do das retas u =0 e v = 0.

. Aponte que quando k se aproxima de 0, a reta u + kv = 0 se aproxima da reta

u=0.

. Aponte que quanto mais k se distancia de 0, mais a reta u + kv = 0 se aproxima

daretav =0.

. Peca para os alunos habilitarem o rastroE] de u + kv = 0 e lhes pergunte se, com

base no que estdo vendo, seria razoavel supor que toda reta que passa pela in-
terseccdo de u = 0 e v = 0 pode ser representada por u + kv = 0, para um certo
valor de k. Aproveite a oportunidade para explicar o significado de “conjectura”

ea diferenga entre uma conjectura € um teorema.

. Faca a seguinte pergunta aos alunos: se toda reta que passa pela interseccdo de

u =0 e v =0 pode ser representada por uma equagdo da forma u + kv = 0 para

algum k € IR, como determinar esse valor de k?

Observagdo. As tabelas abaixo apresentam o exemplo sugerido e outros trés, caso o

professor considere interessante repetir esta atividade com outros exemplos.

Exemplo 1 Exemplo 2
x=2x—y—3=0 x=x—y—5=0
B=-7x+y—6=0 p=x+y=0

x—kB=Q2x—-y—=3)—k(-7x+y—6)=0 a—kf=(x—-y—-5 —k(x+y)=0

B a *

Tabela 6: Retas « — k8 = 0 com k = 0.5.

2 Como sugestdo, peca para os alunos colocarem u + kv = 0 no estilo tracejado, e peca para os alunos

diminuirem a velocidade do controle deslizante até o minimo.
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Exemplo 3 Exemplo 4
x =xcos30°+ysen30° —1=0 x = xcos45° +ysen45’ -3 =0
B =xcos315° +ysen315°+2 =0 B =xcos110°+ysen110° —1=0
a —kpB = (xcos30° +ysen30° — 1) x —kpB = (xcos45° + ysen45° — 3)
—k(xcos315° +ysen315° +2) =0 —k(xcos110° +ysen110° —1) =0

-
-

4.1.

=1

-2

Tabela 7: Retas « — kB =0 com k = 0.5.

2 a—kB=0comkigualal ou-1

Nesta atividade, além de responder a questdo proposta na Atividade 4.1.1], mostrare-

mos

que podemos utilizar a Abridged Notation para escrever as equagdes das bissetri-

zes de um angulo de uma forma bastante simples, desde que as equacoes que estamos

abreviando estejam na forma trigonomérica.

1.

Peca para os alunos plotarem duas retas concorrentes por meio de suas equacoes
na forma trigonométrica — por exemplo, « = 0 e § = 0, onde & = xcos60° +

ysen60° —2 e B = xcos45° + y sen45°.

. Peca-lhes para escolherem uma reta r que passa por « N f3.

Peca-lhes para escolherem um ponto P = (xo, o) sobre r, diferente de a N B.

Peca-lhes para digitarem, na Barra de Entrada, k = (x¢cos60° + vy sen60° —
2)/(xo cos45° + yo sen45°).

Peca-lhes para plotarem a reta « — k8 = 0 e destaque que ela coincide com .

Peca-lhes para calcularem d(P,«) e d(P, B) e observe que |k|= ggg Destaque

que isto poderia néo ocorrer se as equacoes de « e B ndo estivessem na forma

trigonométrica.

55



56 ATIVIDADES

7. Relembrando a definicdo de bissetriz como lugar geométrico, peca aos alunos

para encontrarem os valores de k tais que a« — k3 = O representa as bissetrizes

dos dngulos determinados por « e f3.

8. Peca-lhes para plotarem as retas « — 5 = 0 e « + B = 0 e conferirem que estas sdo,

de fato, as bissetrizes dos dngulos determinados por « e B.

/

Figura 51: Verificando que « — k8 = 0 com k = £1 sdo as bissetrizes dos angulos determinados

por« e B.

4.1.3 Atividade envolvendo bissetrizes

Esta atividade, que toma como referéncia a Atividade [4.1.2] tem como objetivo fa-

miliarizar os alunos com a Abridged Notation, destacando sua utilidade para produzir

demonstracoes simples de resultados aos quais eles ja foram apresentados, exercitar o

reconhecimento de padrdes e a capacidade de argumentacéo.

1. Peca para os alunos digitarem, na Barra de Entrada, u = x cos45° + ysen45° — 5,

v =xcos135° +ysen135° — 5 e w = xcos 270° + y sen270° — 2.

2. Peca-lhes para digitarem, na Barra de Entrada, Curvalmplicita(u), Curvalmpli-

cita(v) e Curvalmplicita(w), a fim de obter asretasu =0,v=0e w = 0.

3. Peca-lhes para digitarem, na Barra de Entrada, Curvalmplicita(u - v), Curvalmpli-

cita(v - w) e Curvalmplicita(w - u), a fim de obter asretasu —v=0,v —w=0¢e

w—u=0.
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4. Observe que asretas u —v =0, v —w = 0 e w — u = 0 sdo bissetrizes internas
dos dngulos do triangulo determinado pelas retas u = 0, v = 0 e w = 0. Apro-
veite a ocasido para relembrar a no¢do de bissetriz como lugar geométrico e o

significado da constante k discutido na atividade anterior.

5. Destaque que asretas u —v =0, v —w = 0 e w — u = 0 se intersectam em um

ponto e pergunte se, em vista de suas equagoes “abreviadas”, isso era esperado.

6. Peca para os alunos digitarem, na Barra de Entrada, Curvalmplicita(u + v), Cur-
valmplicita(v + w) e Curvalmplicita(w + u), a fim de obter as retas u +v = 0,

v+w=0ew+u=0.

7. Observe que asretas u+v =0, v+w =0 e w + u = 0 sdo bissetrizes externas dos

angulos do tridngulo determinado pelas retas u =0, v =0e w = 0.

8. Destaque que as retas w+u =0, u+v = 0 e v —w = 0 se intersectam em um

ponto. Peca para os alunos explicarem por que isso acontece.

9. Pergunte se, neste ponto, eles conseguiriam concluir (e justificar) que as bissetri-
zes externas de dois angulos quaisquer de um tridngulo e a interna do terceiro

angulo se intersectam em um ponto.

Figura 52: Tridngulo ABC e suas bissetrizes.

10. A fim de agucar a curiosidade dos alunos, mencione a seguinte propriedade do

incentro e dos exincentros: o incentro é o centro de uma circunferéncia que
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tangencia os trés lados do triangulo e cada exincentro é o centro de uma circun-

feréncia que tangencia um lado do triangulo e as extensdes dos outros dois.

Figura 53: Propriedade do incentro e dos exincentros.

4.2 ATIVIDADES DE NIVEL 2

4.2.1 Andlise de ap — kyé =0

O objetivo desta atividade é destacar uma possibilidade de representar uma conica

utilizando a Abridged Notation.

1. Peca para os alunos plotarem uma conica utilizando o comando Cénica por Cinco

Pontos.
2. Peca-lhes para escolherem quatro pontos sobre ela, vértices de um quadrilatero.

3. Peca-lhes para obterem equagbes « = 0, § =0, v = 0 e 6 = 0 dos lados desse
quadrilatero

4. Peca-lhes para plotarem a conica ay — kd = 0, utilizando um controle deslizante

para k.

3 Como sugestdo, peca para os alunos escolherem pontos com coordenadas inteiras para que as equacgoes

ndo fiquem muito estranhas.
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5. Peca-lhes para animarem o controle deslizante, observando que para algum va-
lor de k, ay — kB6 = 0 coincide com a conica plotada no primeiro passo desta

atividade.

4.2.2 Teorema de Brianchon

Esta atividade tem como objetivo auxiliar os alunos a terem uma compreensao cor-
reta do enunciado do Teorema de Brianchon. Para isso, trabalharemos separadamente
com quatro exemplos de conicas (circunferécia, elipse, hipérbole e pardbola). As fer-
ramentas do GeoGebra utilizadas na construcdo dessas conicas ajudardo a relembrar

suas definicoes como lugar geométrico.

1. Escreva na lousa o enunciado do Teorema de Brianchon.

2. Peca para os alunos plotarem uma circunferéncia no GeoGebra utilizando o co-

mando Circulo dados Centro e Um de seus Pontos.

3. Peca-lhes para fixarem trés pontos no exterior da circunferéncia (na Figura
estes sdo os pontos A, B e C) e, apos selecionar o comando Reta Tangente, clica-
rem em um desses pontos e depois na circunferéncia, repetindo o processo até

acabarem os pontos.

Figura 54: Montagem de um hexdgono circunscrito a circunferéncia.

4. Peca-lhes para usarem o comando Intersecgcdo de Dois Objetos, de modo a obter
os outros trés vértices do hexdgono circunscrito a circunferéncia (na Figura

estes sdo os pontos D, E e F).
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Figura 55: Obtendo um hexagono circunscrito a circunferéncia.

5. Peca-lhes para construirem as diagonais opostas do hexdgono obtido no passo
anterior (na Figura[56] as diagonais opostas sdo di = AD, d = BE e d3 = CF).

Figura 56: Teorema de Brianchon em uma circunferéncia.

6. Observe que dq, d» e ds se cruzam em um ponto, como afirma o Teorema de
Brianchon. Por ultimo, diga para os alunos brincarem com os pontos, para verem
0 que acontece com o ponto de intersec¢cdo das diagonais opostas (mexendo um
pouco, eles vao perceber que nem sempre esse ponto se encontrard dentro da

circunferéncia).

7. Agora, ao invés de uma circunferéncia, pega para os alunos montarem uma elipse
com focos F; e F, utilizando o comando Elipse, escolherem trés pontos A, B e C

como na Figura|57|e tracarem as retas tangentes a elipse passando por A, Be C.



4.2 ATIVIDADES DE NIVEL 2

5]

Figura 57: Montagem de um hexdgono circunscrito a elipse.

8. Peca-lhes para obterem as intersec¢des D, E e F e as diagonais opostas d; = AD,
dy = BE e d3 = CF como na Figura

Figura 58: Teorema de Brianchon em uma elipse.

9. Observe que di, d; e d3 se cruzam em um ponto como afirma o Teorema de

Brianchon.

10. Agora, peca para os alunos montarem uma hipérbole com focos F; e F, utilizando
o comando Hipérbole, escolherem trés pontos A, B e C (que admitam tangentes
que os contenham) como na Figura [59]e tracarem as retas tangentes & hipérbole

passando por A, B e C.
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Figura 59: Montagem de um hexdgono circunscrito a hipérbole.

11. Peca-lhes para obterem as intersec¢oes D, E e F e as diagonais opostas dy = AD,
dy = BE e d3 = CF como na Figura [60]

Figura 60: Teorema de Brianchon em uma hipérbole.

12. Observe que dq, d, e d3 se cruzam em um ponto, como afirma o Teorema de
Brianchon. Note ainda que, neste caso, o hexdgono néo é convexo e o ponto P

se encontra fora do segmento CF, porém ainda se encontra na reta CF.

13. Por fim, peca para os alunos montarem uma parabola com foco F; e diretriz
qualquer utilizando o comando Pardbola, escolherem os pontos A, B e C como

na Figura|61|e tracarem as retas tangentes a parabola passando por A, B e C.
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Figura 61: Montagem de um hexdgono circunscrito a pardbola.

14. Peca-lhes para obterem as intersec¢des D, E e F e as diagonais opostas dy = AD,
dy = BE e d3 = CF como na Figura[62]

™

40 -Hc----------Fu--Za

Figura 62: Teorema de Brianchon em uma parabola.

15. Observe que dq, d, e d3 se cruzam em um ponto, como afirma o Teorema de

Brianchon.
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4.2.3 Teorema de Pappus

Os objetivos desta atividade sdo desenvolver a capacidade de expressar adequada-

mente um fendmeno observado e estimular o reconhecimento de padrdes por experi-

mentacao.

1. Dé, para os alunos, as equagdoes « =0e =0, ondea =x —ye f =y — 3x. D§,
também, os pontos A = (2,6), B = (4,12), C = (6,18), D = (4,4), E = (8,8) e
F =(12,12). Observe que A, B e C pertencem a f = 0 e que D, E e F pertencem
aa=0.

2. Peca-lhes para construirem os segmentos AE, AF, BD, BF,CD e CE e obterem as
intersecgées L = AENBD, M = AFNCD e N = BF N CE como na Figura[63]

Figura 63: Exemplo do Teorema de Pappus.

3. Peca-lhes para contruirem a reta que passa por L e M e observe que ela passa
por N.

4. Dé-lhes tempo para escrever o que observaram.
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. Enuncie o Teorema de Pappus para este caso e compare seu enunciado com as

respostas obtidas.

. Peca-lhes para experimentarem se isto ocorre com todo hexdgono onde pontos

consecutivos estao sobre retas distintas.
. Peca-lhes para conjecturarem um enunciado geral sobre o fenémeno observado.

. Pergunte-lhes o que ocorre se o hexdgono considerado tiver um par de lados

opostos paralelos.

. Pergunte-lhes o que ocorre se o hexdgono considerado tiver dois pares de lados

opostos paralelos.

4.2.4 Teorema de Pascal

O objetivo desta atividade é apresentar o Teorema de Pascal como uma extensdo
do Teorema de Pappus, onde um par de retas é substituido por uma conica e dois
conjuntos distintos de trés pontos cada passam a ser vistos como um unico conjunto

de seis pontos.

. Peca para os alunos plotarem uma coOnica e escolherem seis pontos A, B, C, D, E

e F sobre ela.
. Peca-lhes para destacarem o hexdgono ABCDEF.
. Peca-lhes para obterem os pontos L= ABNDE, M=BCNEFe N =CD N FA.

. Peca-lhes para plotarem a reta que passa por L e M e observe que N estd sobre

ela.
. Enuncie o Teorema de Pascal.

. Observe que o Teorema de Pascal contempla outras possibilidades de hexdgonos,

estimulando os alunos a variarem os seis pontos escolhidos.
. Observe que o Teorema de Pascal contempla outras possibilidades de cOnicas.

. Recordando a definicdo de conica e o fato de que um par de retas concorrentes
a satisfaz, explique para os alunos que o Teorema de Pascal engloba o Teorema

de Pappus visto na Atividade 4.2.3
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4.3 ATIVIDADES DE NIVEL 3

4.3.1 Teorema de Steiner

Esta atividade tem como objetivos elucidar o Teorema de Steiner e incentivar ques-

tionamentos para além do enunciado apresentado.

1. Peca para os alunos plotarem uma conica.
2. Peca-lhes para escolherem seis pontos Py, P, P3, Py, P5s e Pg sobre essa conica.

3. Peca-lhes para seguirem os passos da Atividade [4.2.4} a fim de encontrar a reta
de Pascal do hexdgono PP, P;P4P5Ps. Sugerimos deixar na imagem apenas a

coOnica, o hexdagono em questdo e a sua reta de Pascal.
4. Peca-lhes para repetirem o procedimento para o hexdgono P; PyPs;PsP5P;.
5. Peca-lhes para repetirem o procedimento para o hexagono P; Py P3P, P5Py.

6. Destaque que as retas obtidas em cada caso se cruzam em um ponto, o que esta

de acordo com o Teorema de Steiner.

7. Pergunte aos alunos se, a partir dos pontos Py, P, Ps, Py, Ps e P, podemos obter

outros hexdagonos além dos trés ja mencionados. Se sim, quantos?

8. Instigue-os a descobrir como se d4 a configuracdo das retas de Pascal de todos

eles.

4.3.2 Construgdo de cénicas através do Teorema de Pascal

Esta atividade ilustra o resultado de que dados cinco pontos do plano, existe uma
conica que passa por todos eles. Nela, apresentamos um algoritmo de construcdo que
utiliza o Teorema de Pascal e nos permite inferir que a reciprocalz_r] desse resultado é

valida.

1. Peca para os alunos escolherem cinco pontos P;, P, Ps, Py e P5 no plano cartesi-

ano, trés a trés nao colineares

2. Peca-lhes para definirem Q; como a intersec¢do das retas P; P> e PyPs.

4 Dado um hexédgono de lados opostos ndo paralelos, se os trés pontos de interseccdo de seus lados opostos

sdo colineares, entdo este estard inscrito em uma conica.
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3. Peca-lhes para tracarem uma reta r passando por Qi, utilizando um controle

deslizante.
4. Peca-lhes para definirem Q, como a interseccdo de r com a reta P, P;.
5. Peca-lhes para definirem Q3 como a interseccdo de r com a reta P3Dy.
6. Peca-lhes para obterem P, como a intersec¢édo das retas P Q3 e P5sQ5.

7. Peca-lhes para habilitarem o rastro e observarem a conica sendo construida con-

forme r varia.
8. Explique para os alunos por que o algoritmo funciona.

9. Enuncie na lousa a reciproca do Teorema de Pascal e questione-os se, a partir

desta atividade, podemos inferir que ela seja verdadeira.

4.3.3 Por que o nome “cénica"?

Esta atividade tem como objetivo explicar a origem dos nomes “cOnica” e “conica
degenerada”. Além disso, acreditamos que ela seja uma boa forma de apresentar aos

alunos as funcionalidades 3D do GeoGebra.

1. Recorde a definicdo de conica.

2. Relembre que toda equagdo do 2° grau em duas varidveis representa um dos
seguintes lugares geométricos: circunferéncia, elipse, hipérbole, pardbola, par

de retas concorrentes, par de retas paralelas, reta, ponto ou conjunto vazio.

3. Peca para os alunos para montarem uma superficie de equagio x* +y? = z? (tome

como referéncia a Figura 64)).



68 ATIVIDADES

Figura 64: Superficie de equagio x> + y? = z> (Cones invertidos).

4. Diga para os alunos que, a partir de agora, escolheremos planos de modo que a
interseccdo entre eles e a superficie déem as conicas conhecidas (circunferéncia,

elipse, hipérbole e pardbola).

5. Para montar a Figura escolhemos a equacao do plano como sendo x = 1E|

Visao 3D Corte

Figura 65: Hipérbole.

5 Explique para os alunos que estamos trabalhando com a terceira dimenséo, ou seja, x = 1 é um plano,
pois independentemente dos valores de y e de z, x serd 1, o que representa um plano paralelo ao plano

yz.
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6. Para montar a Figura [66] escolhemos a equagdo do plano como sendo z = 3.

Visao 3D Corte

-

Figura 66: Circunferéncia.

7. Para montar a Figura escolhemos a equacio do plano como sendo v/2x +
V2y =2z +2.

Visao 3D Corte

Figura 67: Parabola.

8. Para montar a Figura escolhemos a equacdo do plano como sendo x +y =
3z +5.
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Visao 3D Corte

X

Figura 68: Elipse.

9. Explique para os alunos que, a partir de agora, escolheremos planos de modo
que a intersec¢do entre eles e a superficie déem as conicas degeneradas (ponto,

reta, retas paralelas, retas concorrentes e 0 vazio).

10. Para montar a Figura escolhemos a equacdo do plano como sendo z = 0.
Neste caso, a visdo do corte se faz desnecessdrio, jad que a interseccdo é um

ponto.

e~

Figura 69: Ponto.
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11. Para montar a Figura[70} escolhemos a equagéo do plano como sendo x = 0.

Visao 3D Corte

Figura 70: Par de retas concorrentes.

12. Para montar a Figura escolhemos a equacdo do plano como sendo v/2x +
V2y = 2z. Observe que a intersec¢io entre o plano e a superficie é uma tnica

reta.

Visao 3D Corte

Figura 71: Par de retas concorrentes.
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13. Para montar a Figura |72, escolhemos a equacdo do plano como sendo x = 0,
porém agora usamos a superficie de equacfio x> +y? = 4 para representar as retas
paralelas, uma vez que essa equac¢do nos da um caso degenerado da superficie

de equagéo x? +y? = 2.

Visao 3D Corte

Figura 72: Par de retas paralelas.

14. Para montar a Figura |73 escolhemos a equacdo do plano como sendo x = 4.
Neste caso, o corte 2D se faz desnecessdrio, j@ que o plano ndo intersecta a

superficie de equacio x* +y? = 4.

Figura 73: Conjunto vazio.
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Observagdo. Para visualizar os cortes, basta o aluno utilizar o comando Intersec-
¢do entre Dois Objetos, que nos casos acima serdo o(s) cone(s) e o plano, o que
resultard na imagem das conicas, porém em 3D. A partir disso, é sé clicar com o
botéo direito do mouse diretamente na conica e escolher a opg¢éo Criar Vista 2D,

o que dard a visdo 2D das figuras acima.
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UMA PROPOSTA PARA O ENSINO DE
GEOMETRIA ANALITICA

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta, em formato de plano de aulas, que
visa a incorporar a Abridged Notation no ensino de Geometria Analitica na Educacédo
Basica. Tomaremos como base o fato do aluno ja ter visto as usuais equagdes de reta,

circunferéncia, elipse, hipérbole e parabola em aulas anteriores

5.1 BREVES CONSIDERACOES SOBRE A BNCC

Antes de apresentar o plano de aulas, discorreremos brevemente sobre a Base Na-
cional Comum Curricular (BNCC) [13]], que é um documento de carater normativo
da educacdo brasileira, cuja versdo final foi homologada em 20 de novembro de 2018.
Ela define o “conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos
os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacdo Bdsica,
de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento,

em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de Educacdo (PNE)”.

A BNCC versa sobre competéncias, que sdo definidas como mobiliza¢gdes de conhe-
cimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemo-

cionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do

De acordo com o Curriculo de Matematica do Estado de Sdo Paulo [|12]], todos os temas de Geometria
Analitica devem ser contemplados durante um bimestre no 3° ano do Ensino Médio. Considerando que
ha 4 aulas de Matematica por semana (ja que [12]] ndo separa a disciplina em duas frentes, como muitos
colégios particulares o fazem) e cerca de 10 semanas por bimestre, ao reservar 4 delas para avaliagdes
que serdo aplicadas, eventuais feriados e recuperacdes bimestrais, o professor teria por volta de 24 aulas
para cumprir o cronograma. (As escolas particulares nas quais trabalhei tém mais ou menos a mesma

quantidade de aulas, ainda que com uma disposicdo diferente.)
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pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho. Além de estabelecer compe-
téncias gerais para a Educacdo Bésica, a BNCC expbe competéncias especificas por
itinerédrio formativo?] — indicando, dentro de cada uma delas, quais habilidades®| de-
vem ser adquiridas. Apenas em alguns (poucos) casos, o documento fornece diretrizes
mais especiﬁcas{z_r] do contetudo a ser abordado — sem, contudo, apresentar sugestoes

de como implementa-lo.

Um dos propositos da BNCC é conectar a pratica do Ensino Médio com a realidade
cotidiana do aluno e do mercado de trabalho. No cendrio atual, os jovens precisam ser
muito mais colaborativos, criativos, participativos, produtivos, proativos e ter autono-
mia para tomar decisoes, assim como para buscar as informagdes que desejam e lidar
com elas. Nesse sentido, a BNCC propoe a superacdo da fragmentacao disciplinar do
conhecimento, o estimulo a aplicacdo dos conceitos na vida real, a contextualizacio

do que se aprende e a construcao de um projeto de vida para esses jovensE]

Um dos temas mais importantes tratados na BNCC € o ensino para equidade, que
pressupOe reconhecer as diferentes necessidades e interesses dos estudantesﬁ Neste
ponto, questionamos a BNCC, pois, de modo geral, ela ignora o ensino/aprendizagem

da Matematica “pela Matematica” (isto €, estudar Matematica pelo interesse exclusivo

Linguagens e suas Tecnologias, Matemadtica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas e Formac&o Técnica e Profissional.
Por exemplo, no que diz respeito a primeira competéncia especifica da drea de Matematica e suas Tec-

nologias, a primeira habilidade listada é: (EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioe-
conOmica, tais como indice de desenvolvimento humano, taxas de inflagdo, entre outros, investigando os

processos de calculo desses niimeros.
Por exemplo, (EM13MAT507) Identificar e associar sequéncias numéricas (PA) a fung¢des afins de do-

minios discretos para andlise de propriedades, incluindo deducdo de algumas férmulas e resolucdo de

problemas.
Um exemplo dado pela prépria BNCC é o caso da Educacdo Escolar Indigena que “significa assegurar

competéncias especificas com base nos principios da coletividade, reciprocidade, integralidade, espiritua-
lidade e alteridade indigena, a serem desenvolvidas a partir de suas culturas tradicionais reconhecidas nos
curriculos dos sistemas de ensino e propostas pedagdgicas das instituicdes escolares. Significa também,
em uma perspectiva intercultural, considerar seus projetos educativos, suas cosmologias, suas ldgicas,
seus valores e principios pedagdgicos proprios (em consonincia com a Constituicdo Federal, com as Di-
retrizes Internacionais da OIT — Convencdo 169 e com documentos da ONU e Unesco sobre os direitos
indigenas) e suas referéncias especificas, tais como: construir curriculos interculturais, diferenciados e
bilingues, seus sistemas préprios de ensino e aprendizagem, tanto dos contetidos universais quanto dos

conhecimentos indigenas, bem como o ensino da lingua indigena como primeira lingua”.
Observe que “equidade” é diferente de “igualdade”: esta ultima pode ser entendida como todos terem

que aprender exatamente a mesma coisa, do mesmo modo, no mesmo intervalo de tempo; a primeira,
por sua vez, estd relacionada a valorizar as diferengas entre os alunos, olhando para o fato que cada um

tem seus préprios projetos de vida.
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nessa disciplina) — afinal, quando buscamos o ensino para equidade, devemos que

reconhecer que, para alguns alunos, a Matemadtica € interessante por si s0.

Um segundo argumento para valorizar o ensino/aprendizagem da Matematica “pela
Matematica” é que o ambiente matemadtico é propicio para estimular o desenvolvi-
mento de habilidades como o raciocinio légico, a capacidade de reconhecer padroes
e a aptidao para representar adequadamente uma situacdo-problema, identificando

quais seriam as informacoes essenciais aquele contexto.

Um terceiro argumento a favor do ensino/aprendizagem da Matematica “pela Mate-

matica” se encontra no artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases (LDB), onde esta escrito:

“A educacdo abrange os processos formativos que se desenvolvem na vida
familiar, na convivéncia humana, no trabalho, nas instituicbes de ensino e
pesquisa, nos movimentos sociais e organizacdes da sociedade civil e nas

manifestacoes culturais”.

O excerto acima ndo nos permite ignorar a pesquisa em Matematica, que, em sua

quase totalidade, é “pela Matematica”.

O que propomos nesta dissertacdo combina ensino/aprendizagem da Matemadtica
“pela Matematica” com o cuidado de fomentar competéncias e habilidades para além
desta disciplina. Ao explorar as potencialidades da Abridged Notation (e, também, ao
delinear seus limites) agucamos o raciocinio légico e refinamos as capacidades de reco-
nhecer padroes e de representar adequadamente uma situacdo-problema. O plano de
aulas que apresentaremos a seguir tem como motiva¢do adicional incentivar a curiosi-
dade e o espirito investigativo, a organizacdo dos pensamentos, ideias e argumentos,

bem como a capacidade de se expressar com clareza e precisao.

5.2 PLANO DE AULA - INCORPORANDO A ABRIDGED NOTATION NO ENSINO ME-
DIO

Duragdo total: 9 aulas (450 minutos)

Objetivos:

e Introduzir a Abridged Notation no Ensino Médio de uma forma simples e clara,

buscando explorar suas potencialidades e delinear seus limites.
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e Fomentar o raciocinio l16gico, a capacidade de reconhecer padroes e a habilidade

de representar adequadamente uma situagdo-problema.

e Incentivar a curiosidade, o espirito investigativo, a organizacdo dos pensamen-
tos, ideias e argumentos, bem como a capacidade de se expressar com clareza e

precisao.

e Trabalhar com o software GeoGebra como suporte motivador para os alunos se

aproximarem da Geometria Analitica.

e Fazer com que os alunos trabalhem em grupos e consigam fazer investigacoes e

discussoes sobre Geometria Analitica e chegar a um consenso.
Materiais necessarios:

e Computadores/notebooks com acesso a internet ou com o aplicativo GeoGebra

instalado.
Espaco utilizado:

e Sala de computadores (se houver disponibilidade de notebooks para os alunos,

pode ser feito dentro da propria sala de aula).
Material de suporte ao professor:

e Todo o conhecimento necessario para a aplicacdo desse plano de aula se encontra

nesta dissertacéo.

5.2.1 Aula 1: Apresentagdo do software GeoGebra

Inicio da aula

Tempo: 10 minutos.

1. Faca a chamada com os alunos.
2. Se necessario, conduza os alunos até a sala onde estdo os computadores.

3. Peca para os alunos se organizarem em duplas ou trios (a escolha dos alunos
formarem duplas ou trios serve para que eles discutam sobre os passos que estio

fazendo e um pode auxiliar o outro nas construcoes).
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4. Peca para os alunos abrirem o aplicativo GeoGebra (se necessario, mostre para

eles como fazer).

Apresentagdo do software GeoGebra

Tempo: 40 minutos.

1. Peca para os alunos construirem dois pontos através da ferramenta Ponto. Des-
taque que todo ponto que eles construirem tera uma representacdo como par

ordenado no lado esquerdo da tela.

2. Peca para os alunos construirem uma reta passando por esses dois pontos atra-
vés da ferramenta Reta. Destaque que toda reta que eles construirem tera uma
representacdo na forma de equacdo do primeiro grau em duas varidveis no lado

esquerdo da tela.

3. Peca para os alunos construirem uma circunferéncia através da ferramenta Cir-
cunferéncia. Destaque que toda circunferéncia que eles construirem tera uma

equacao vista no lado esquerdo da tela.

4. Peca para os alunos construirem uma elipse, uma hipérbole e uma pardbola atra-

vés das ferramentas respectivas.

5. Peca para os alunos construirem uma conica que passa por cinco pontos através

da ferramenta Cénica por Cinco Pontos.

6. Peca para os alunos construirem pontos, retas, circunferéncias, elipses, hipérbo-

les e parabolas através de suas equacoes.

7. Finalmente, treine com os alunos a ferramenta Controle Deslizante. Por exemplo,
plotando a equacdo de uma reta na forma y = ax + b, o préprio GeoGebra vai dar
a opgao de Criar Controle Deslizante no canto superior esquerdo (logo abaixo da
equacdo). Dé inicio aos controles deslizantes individualmente (enfatizando que
a se relaciona com a inclinagédo da reta e b se relaciona com onde a reta cruza o

eixo das ordenadas).

Observagdo. Os alunos podem utilizar a lista de exercicios disponibilizada na Secao
do Apéndice [H|para treinar (em casa) o uso do GeoGebra.
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5.2.2 Aulas 2 e 3: Introduzindo a Abridged Notation

Tempo: 80 - 100 minutos.

1. Aplique a Atividade
2. Aplique a Atividade

3. Como tarefa para casa, peca aos alunos para fazerem a Atividade

5.2.3 Aulas 4 e 5: Aprofundando em Abridged Notation

Tempo: 80 - 100 minutos.

1. Discuta com os alunos a Atividade |4.1.3|,

2. Apresente aos alunos a equacio geral de uma conica, ax? + bxy + cy? + dx + ey +

f=0.
3. Aplique a Atividade

5.2.4 Aulas 6, 7 e 8: Teoremas de Brianchon, Pappus e Pascal

Tempo: 120 - 150 minutos.

1. Aplique a Atividade
2. Aplique a Atividade

3. Aplique a Atividade [4.2.4

4. Aplique a Atividade

5.2.5 Aula 9: Reflexdes

Juntando os conhecimentos

Tempo: 30 minutos.
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1. Entregue para os alunos um questionario a ser respondido em duplas ou trios,
como o apresentado na Secéo do no Apéndice

2. Discuta com os alunos as respostas de cada pergunta.

Fechamento

Tempo: 10 minutos.

1. Proponha aos alunos, como tarefa para casa, a constru¢do de uma conica por
cinco pontos através do algoritmos descrito na Atividade Peca para que

eles expliquem por que o algoritmo funciona.

2. Para aprofundar um pouco mais no assunto “conicas” (e incentivar o acesso a
outras funcionalidades do GeoGebra), sugerimos indicar aos alunos a Atividade

4.3.3
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Nesta dissertacdo tratamos sobre Geometria Analitica, trazendo uma notacdo nao
usual. Num primeiro instante usamos a notacao ensinada no Ensino Médio (notacdo
usual) e aprofundamos o que é ensinado nesta etapa da vida do aluno, discutindo equa-
cao geral de conica e planos cartesianos obliquos. J& num segundo instante tratamos
sobre a chamada “Abridged Notation” (Notacdo Abreviada) para lugares geométricos
no plano. Deixamos clara a versatilidade dessa notacdo pelo fato de ela nao ficar na
dependéncia da escolha de eixos coordenados, assim culminamos a escolha dessa no-
tacdo na demonstracido de teoremas importantes na Matemdtica (Teorema de Pascal,
Teorema de Steiner e Teorema de Brianchon) e montamos um plano de aula, com ati-
vidades presentes na propria dissertacdo, para podermos implementar a proposta de

aplicar Abridged Notation no Ensino Médio.

Aqui, buscamos cobrir todo o conteido apontado no curriculo do Estado de Séo
Paulo tomando como importante o fato do aluno entender a nocao de sistema de co-
ordenadas e de como a 4lgebra ajuda a resolver problemas geométricos. E importante
que ele se familiarize e tenha destreza para trabalhar com equacoes de retas e conicas
e que ele entenda as vantagens e desvantagens de cada tipo de equacdo, para que

possa emprega-las adequadamenteE]

Norteamos nosso trabalho com a BNCC, que fala sobre competéncias e habilidades
que os alunos precisam adquirir ao longo dessa etapa da vida (Ensino Médio) e concor-
damos que utilizar a linguagem matemadtica para desenvolvé-las é¢ uma ideia propicia

para o desenvolvimento cognitivoE] Nesse sentido, a escolha do tema propicia repre-

1 A Abridged Notation néo liga muito para a “cara” de cada equacdo, mas sobretudo para as combinagdes
que podemos fazer entre elas. Ela faz com que o cendrio de trabalho fique um pouco mais abstrato e, de

quebra, treinando a capacidade de abstracao.
2 Relativo ao processo mental de percep¢do, memoria, juizo e/ou raciocinio.
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sentar adequadamente um problema, ignorando dados supérfluos e ficando sé com o

essencial.

No Capitulo 1 tentamos garantir que o professor tenha acesso a um material de
qualidade para ensinar nao apenas os tépicos listados de Geometria Analitica, mas
transmitir ao aluno a ideia que esta por tras dessa disciplina, que revolucionou a Mate-
matica na época em que foi implementada. No Capitulo 2 introduzimos o método da
Abridged Notation, e incluimos uma nova cara para certos tipos de equacdes de curvas
no plano cartesiano. O Capitulo 3 traz teoremas interessantes e importantes, que po-
dem ser demonstrados via Abridged Notation. O terceiro caso do Pascal, em especial,
aponta para as limitacoes da Abridged Notation: e é importante testar os limites de
uma determinada técnica ou método, tentando entender até onde ele vai e até onde é

possivel emprega-lo.

Cientes da dificuldade aparente de um cendrio mais abstrato, o Capitulo 4 traz ativi-
dades para que o aluno tenha um suporte visual do que estd acontecendo. As ativida-
des no GeoGebra foram propostas com este fim, e também com o objetivo de treinar
a capacidade de ler o que esta escrito no enunciado de um teorema. Fazer pergun-
tas, testar, conjecturar sdo comportamentos importantes e o cendrio da Matematica €é

convidativo para isso. Procuramos, também, com essas atividades, estimular isso.

Por fim, encerramos este trabalho apresentando um plano de aula para que o profes-
sor se oriente num curso de Geometria Analitica do Ensino Médio, onde justificamos
nossa escolha desse tema baseada na proposta da BNCC; apontamos tempo estimado
por aula/sequéncia diddtica, buscando que ela pudesse ser aplicada no Ensino Médio

sem que o professor tivesse problema com a sequéncia didatica.
Por que estudar Geometria Analitica no Ensino Médio?

A Geometria Analitica tem uma importancia histérica, o que por sua vez seria o pri-
meiro motivo para estudéd-la no Ensino Médio. Podemos ver essa importancia quando
queremos achar um modo de mapear algum lugar de forma a identificar pontos impor-

tantes dentro do mapa. Ainda hoje a Geometria Analitica esta presente nos GPSs.

O segundo motivo seria o fato de Geometria Analitica “forcar” o desenvolvimento da
abstracdo, porém em um ambiente controlado. Observe que hd uma grande vantagem
em ser um ambiente controlado, pois avaliando problemas de Matematica do cotidiano
teriamos que a modelagem desses problemas pode ser muito complicada para um
aluno de Ensino Médio, entdo precisariamos de um ambiente onde a modelagem tem

uma quantidade menor de varidveis e de condicoes.
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O terceiro motivo seria o fato da Geometria Analitica ser visual para o aluno, tendo
um potencial atrativo para eles, atingindo sua curiosidade. Com isso queremos dizer
que um aluno fica impressionado e curioso sobre o fato de uma equagdo qualquer
ter uma representacao especifica. Podemos deixar a Geometria Analitica ainda mais

atrativa com o apoio da Abridged Notation.

O quarto e ultimo motivo dado nesta dissertacao foi o fato da Geometria Analitica
nos propiciar situagdes onde podemos evidenciar habilidades importantes para a vida
das pessoas, como investigar propriedades de algumas equacgdes (como o — k5 = 0
ser a equacao de um lugar geométrico que passa pela intersec¢do de dois outros, de
equagdo o = 0 e B = 0), situagdes onde precisamos executar algoritmos (como cons-
truir uma coénica através do Teorema de Pascal), situacOes onde precisamos utilizar
de maneira correta a linguagem matemadtica (como « = 0 ser uma equacio de reta
na forma trigonométrica por exemplo), situacdes onde precisamos identificar padrdes
(como y = ax + b ser uma equacdo de reta onde a altera a inclinacdo da reta e b onde
a reta cruza o eixo y) e situagdes onde o aluno pode criar autonomia para resolver
problemas relacionados a seu cotidiano ou ndo (como o incentivo do uso do GeoGe-
bra, que pode ajudar com que o aluno atinja as respostas para os problemas que ele
encontra no cotidiano, como por exemplo, mapear o caminho da casa dele até a escola,

ou calcular grandezas através de um grafico).
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OUTROS EXEMPLOS DE SISTEMAS DE
COORDENADAS NO PLANO

O uso de um par de eixos ndo € a tinica maneira de estabelecer uma correspondéncia

entre pontos do plano e nimeros que determinam sua posic¢ao.

A.1 COORDENADAS POLARES

Dados um ponto O e uma semirreta OB, podemos identificar qualquer outro ponto
P do plano por meio do angulo BOP e da distincia de P a O. E usual denotar tal

angulo por 6 e tal distancia por p.

“UU

Figura 74: Coordenadas polares.

O par ordenado (p, 0) consiste de coordenadas polares do ponto P.

Observagoes. Se (p, 0) sdo coordenadas polares de um ponto P, entdo (p, 6 + 2k7t), onde
k € Z, também o sdo, o que mostra que todo ponto do plano tem um conjunto infinito
de coordenadas neste sistema. Contudo, o ponto P fica univocamente determinado

dados p e 6.
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Olhando para o nosso dia-a-dia essa estratégia é aplicada na numeracao das rodovias
em Sao Paulo.

1. Para as rodovias radiais sdo atribuidos nimeros da série par, de "2"a "360", cor-
respondentes, aproximadamente, ao azimute da linha que liga o Marco Zero
(Sao Paulo) ao meio da diretriz da rodovia. Em outras palavras, esse nimero
é determinado pelo angulo formado entre o norte do Marco Zero e uma linha

imaginaria no centro da estrada, o que corresponderia ao 6.

2. Para as rodovias transversais, serdo atribuidos nimeros da série impar, corres-
pondente, aproximadamente, a sua distancia média a Sdo Paulo (Marco Zero), o

que corresponderia ao p.

A.1.1 Transformagdo de coordenadas polares para cartesianas

Para transformar coordenadas polares em cartesianas, tome a reta orientada OB
como eixo Ox e fixe uma reta orientada que passa por O e é diferente de OB como
eixo Oy. Denote por w o angulo entre Ox e Oy. Seja P um ponto de coordenadas

polares (p, 6).

Figura 75: Transformacao de coordenadas polares para cartesianas.

Da Lei dos Senos segue que
sen(PMO) senf  sen(OPM)
0 - PM oM
Como w = m — PMO temos que sen(PMO) = senw. Além disso, OPM = w — 6.

Portanto,

OM:psen(w—B) . PM:psenG
senw senw
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sdo, respectivamente, a abscissa e a ordenada de P em relacdo ao sistema de coorde-
nadas cartesianas fixado.

No caso em que os eixos sdo ortogonais, w = 7. Dessa forma, OM = pcosf e

PM = psen®.

A.2 COORDENADAS TRILINEARES

Suponha fixado um tridngulo ABC. Seja P um ponto do plano. Denotaremos por «
a distancia de P a reta BC, por 8 a distincia de P a reta CA e por -y a distancia de P a
reta AB.

O terno ordenado («, B, y) consiste das coordenadas trilineares do ponto P.

Figura 76: Visualizando as coordenadas trilineares dos pontos P, Q, R e S.

As coordenadas trilineares («, 3, y) de P estdo conectadas pela seguinte equagao:
ax+bp+cy =25

onde S denota a area do tridngulo ABC e a, b e ¢ denotam, respectivamente, o compri-
mento dos lados BC, CA e AB.






RETAS E CONJUGADO ISOGONAIS

Neste apéndice, empregaremos o método da Abridged Notation para mostrar que se
trés cevianas de um tridngulo se cruzam em um ponto, entio as trés cevianas isogonais

as primeiras também se cruzam em um ponto.

Definicdo B.1. Duas retas que passam pelo mesmo vértice de um triagulo sdo deno-
minadas isogonais se sdo simétricas em relacdo a bissetriz do angulo interno que passa

por esse vértice.

Figura 77: Retas isogonais.

Considere um tridngulo ABC e sejam « = 0, § = 0 e v = 0 equacbes na forma

trigonométrica dos lados BC, CA e AB, respectivamente.
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Figura 78: Triangulo ABC.

Do Lema [2.4] segue que B — v = 0 é equacdo da bissetriz interna que passa por A,
v —a = 0 é equacdo da bissetriz interna que passa por B e « — = 0 € equagdo da

bissetriz interna que passa por C.

Seja p uma reta que passa por A e ndo coincide com qualquer lado do tridngulo

ABC. Como p passa por A e é diferente de AC, temos que p = 7y — kf3, para algum
ke R,k #0.

Figura 79: Reta p.

Note que a reta simétrica a p em relacdo a bissetriz interna que passa por A, a qual
chamaremos de p’, forma com B um &ngulo congruente ao que p forma com 7 e, de
forma andloga, forma com 7y um angulo congruente ao que p forma com f. Além disso,
o = —Kk'Bparaalgumk’ € R, k' #0.
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Figura 80: Reta isogonal p'.

Tomando N € p e N’ € p’ de modo que esses pontos equidistem de A, temos que

_dN,y) AN y)
d(N, B) d(N', B)’

Como d(N,v) =d(N’, B), d(N,B) = d(N',y) e k # 0 (pois p # AB), obtemos

k

oA,y AN, 1
AN, p) T AN, 7) "k

Logo, se p = v — kB, entdo p’ =y — 1.

Proposicao B.2. Se trés cevianas de um tridngulo se cruzam em um ponto, entdo as treés

cevianas isogonais ds primeiras também se cruzam em um ponto.

Demonstragdo. Considere um tridngulo ABC e sejam « =0, 5 = 0 e v = 0 equacOes na
forma trigonométrica dos lados BC, CA e AB, respectivamente. Sejam p;, p2 e p3 trés

cevianas de um tridngulo, que se intersectam em um ponto P.

93



94 RETAS E CONJUGADO ISOGONAIS

Figura 81: Cevianas p1, p2, p3 € 0 ponto P.

/ : / : /
Denotemos por p] a reta isogonal a p, por p; a reta isogonal a p e por p5 a reta
isogonal a p3. Vamos mostrar que essas trés cevianas se intersectam em um ponto P/,

denominado o conjugado isogonal de P.

Figura 82: As cevianas isogonais se cruzam no ponto P’.

Tomemos ki, ko, k3 € R tais que 01 tem equacao
v —kip =0, p2 tem equagdo « — koy = 0 e p3 tem equacdo B — kza = 0. Como p3
passa pela interseccdo de p1 e p2 e p3 # p2, existe k € R tal que f — ksa = p1 — kpa.
Logo,
B —ksa =75 —kip —k(ax — ko).

Desenvolvendo, obtemos

(k —k3)a+ (1 +k1)B = (1 +kkp)7y.
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Como -y ndo passa pela intersecciio de a e f, segue que 1 +kk, = 0, ou seja, k = — -

ky*

Logo,
<—1 —k3) x+(1+k)p=0
ko

e, portanto,

1
lB—k30€= Ew—klﬂ.

Disto segue que p3 tem equagao
®— klkle =0.
Uma vez que p} =y — %[S, ph =0 — k%'y epy=a— k%kzﬁ, temos que
1
P P23 =0
2

Disto segue que p}, pj e p4 se intersectam em um ponto. O
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PONTOS E RETAS NO INFINITO

O plano projetivo pode ser pensado como o plano usual acrescido dos pontos no
infinito e da reta no infinito — esta sendo a cole¢do dos pontos no infinito. A ideia
€ acrescentar um ponto extra para cada reta do plano, de modo que retas paralelas
recebam o mesmo ponto adicional (e, portanto, se intersectem no [ponto no] infinito)
e que os pontos adicionais atribuidos a retas ndo paralelas sejam distintos. Neste

apéndice, esbocaremos uma construcao desse objeto matematico.

Quem é o plano projetivo?

Cada ponto do plano projetivo serd uma reta que passa pela origem de RR3.

Assim, cada (x,v,z) € R3\ {(0,0,0)} determina um ponto do plano projetivo — a sa-
ber, a reta que passa por (0,0,00 e (x,y2). Além  disso,
(x0, Y0, 20), (x1,y1,2z1) € R3 determinam o mesmo ponto do plano projetivo se, e so-

mente se, (x1,Y1,21) = t(xo, Yo, z0) para algum t € R, t #O0.

Os pontos do plano cartesiano correspondem a que pontos do plano projetivo?

Comecamos identificando o plano cartesiano com o plano z = 1 de R?, no sentido de
que (x, y) serd visto como (x,y,1). A reta que passa por (0,0,0) e (x,y, 1) serd o ponto

do plano projetivo que corresponde ao ponto (x, y) do plano cartesiano.

Note que essa correspondéncia € injetora. Além disso, para cada (x,y,z) com z # 0,
a reta que passa por ele e pela origem de R® fura o plano z = 1 no ponto (x/z,y/z,1)
e, portanto, serd o ponto do plano projetivo que corresponde ao ponto (x/z,y/z) do
plano cartesiano. Aqui, mostramos que toda reta que passa pela origem de R3 e que

ndo estd contida no plano xy ¢ um ponto do plano projetivo que corresponde a um
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ponto do plano cartesiano. As retas que passam por (0,0,0) e por outro ponto da
forma (x, y, 0) sdo pontos do plano projetivo que ndo correspondem a pontos do plano

cartesiano: elas serdo vistas como os pontos no infinito.

As retas do plano cartesiano correspondem a que retas do plano projetivo?

Sejam r uma reta no plano cartesiano representada por ax + by +c = 0 e (x,,Yo)
um ponto de r. Nao é dificil notar que (x,y) pertence a r se, e somente se, (x,y) =
(x0,Y0) + t(—b,a) para algum t € R. Considerando a identificacdo que fizemos do
plano cartesiano com o plano z = 1 de IR?, a reta r ¢ identificada com a reta formada
pelos pontos de R3 da forma X; = (x0,Y0,1) + t(—=b,a,0). Cada um desses pontos,
por sua vez, determina um ponto do plano projetivo. A colecdo dos pontos do plano
projetivo determinados pelos pontos X; € a reta do plano projetivo que corresponde a

retar.

Qual ponto no infinito é atribuido a cada reta do plano cartesiano?

Vamos analisar o que acontece com o ponto do plano projetivo determinado por X;
quando t — +oo. Note X; = (xg — tb,yo+ta,1) e Y; = (2 —b, % + 4, 1) determinam o
mesmo ponto no plano projetivo. Portanto, basta analisar o que ocorre com Y; quando
t — Foo0.

Quando t — +o0, Y; — (—b,a,0). Portanto, o ponto no infinito atribuido a reta r
serd o ponto do plano projetivo determinado por (—b, a,0) — isto é, a reta de R® que

passa por (—b,a,0) e (0,0,0).

Note que os pontos no infinito atribuidos a duas retas paralelas sdo os mesmos e que

os pontos no infinito atribuidos a duas retas nao paralelas sdo distintos.
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O TEOREMA DE PASCAL COMO CONSEQUENCIA
DO TEOREMA DE CHASLES

Conforme destacamos no Capitulo [3, o Teorema de Pappus é um caso particular
do Teorema de Pascal. Nesse sentido, podemos pensar no Teorema de Pascal como
uma extensdo do Teorema de Pappus, onde um par de retas é substituido por uma
conica e dois conjuntos distintos de trés pontos cada passam a ser vistos como um
unico conjunto de seis pontos. Em ambos os casos, construimos trés novos pontos e

mostramos que eles sdo colineares.

Michael Chasle em seu Traité des Sections Coniques, publicado em 1885, percebeu
que a reta de Pascal poderia ser combinada com a conica, formando uma ctbica, e que
o conjunto dos seis pontos que constituem o hexagono poderia ser acrescido dos trés
que determinam a reta de Pascal, formando uma colecdo de nove pontos. Ele, entéo,
obteve o Teorema de Pascal como um coroldrio do seguinte resultado, que leva seu

nome:

Teorema D.1 (Teorema de Chasles). Sejam C; e C, duas cubicas que se intersectam
em nove pontos. Se C é uma ctbica que passa por oito desses pontos, entdo C também

passard pelo nono.

O Teorema de Pascal decorre do Teorema de Chasles da seguinte maneira: as ctibicas
C1 = P1P2 : P3P4 : P5P6 e C2 = P2P3 . P4P5 . P6P1 passam pGIOS pontos P1, Pz, P3, P4, P5,
Ps, Q1, Q2 e Q3, onde P, P, P3Py P5Pg ¢ um hexagono inscrito em uma cénica S e Q1, Q>

e Q3 sdo os pontos de interseccao dos lados opostos desse hexagono.

Matemadtico francés que junto com Jacob Steiner elaboraram independentemente a moderna Geometria

Projetiva, resolvendo grandes problemas existentes nessa area.
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Figura 83: Ctbicas C; e Cp.

A cubica C = S - Q1Qy, por sua vez, passa pelos pontos Pi, P, P3, Py, P5, Ps, Q1 €
Q>. Do Teorema de Chasles segue que ela também passa por Q3. Uma vez que Q3 ndo
pertence a S, devemos ter que Q3 esta sobre a reta Q1Q» e, portanto, Q1, Q> e Q3 sdo

colineares.

Figura 84: Cubica C.

O leitor interessado pode encontrar uma demonstracdo do Teorema de Chasles
em [14]. Aqueles que quiserem saber como os Teoremas de Pappus, Pascal e Chas-
les fizeram parte de um longo processo de desenvolvimento da drea de Geometria

Algébrica, culminando no famoso Teorema de Cayley-Bacharach, recomendamos [|5].



O TEOREMA DE BRIANCHON COMO COROLARIO
DO TEOREMA DE PASCAL

Neste apéndice, mostraremos que o Teorema de Brianchon pode ser visto como
um coroldrio do Teorema de Pascal. A demonstracdo que apresentaremos baseia-se
em [15].

E.1 POLO E POLAR

Definigdo E.1. Sejam S = ax? + bxy +cy? +dx +ey + f = 0 uma conica e P = (xo, yo)
um ponto do plano cartesiano. O polar de P em relacdo a conica S = 0 é a reta dada

pela equacéo
x(2axg + byo +d) + y(2cyo + bxg +e) + dxog +eyo +2f = 0. (E.1)
Neste caso, P é dito o polo da reta representada por (E.1) em relacdo a conica S = 0.

Observagoes.

1. (E.I) s6 ndo representa uma reta quando 2axp + by +d = 0 e 2cyo + bxp +e = 0,

e isto ocorre exatamente quando P = (xo, yo) é o centro da conica S = 0.

2. Se P pertence a conica em questdo, entdo (E.1) € a equacdo da reta tangente a

S = 0 passando por P.

3. Suponha que P ndo pertenca a conica em questdo e trace duas retas tangentes
a S = 0 passando por P. A equacdo da corda que tem como extremidades os

pontos de tangéncia entre as retas tracadas e S = 0 € (E.I).
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Lema E.2. Sejam P = (xo,y0) e Q = (x1,y1) pontos do plano cartesiano e sejam r o polar
de P e s o polar de Q em relagdo a cénica ax? + bxy + cy? +dx +ey + f = 0. Se r passa por

Q, entdo s passa por P.

Demonstragdo. Como r é o polar de P em relacfo a ax? + bxy +cy? +dx+ey+ f = 0
temos que

x(2axg + byo +d) + y(2cyo + bxg +e) + dxg +eyo +2f =0
¢ uma equacao de r. Uma vez que r passa por Q, vale
x1(2axg + byo +d) + y1(2cyo + bxg +e) + dxg + eyo +2f = 0.
Reagrupando, obtemos
xo(2axy + byy +d) + yo(2cyy + bxy +e) +dxy +ey; +2f =0

0 que mostra que a reta s passa por P. O

Proposicdo E.3. Sejam P = (xo,Y0) e Q = (x1,y1) pontos distintos do plano cartesiano.
Se r é o polar de P e s é o polar de Q em relacdo a uma dada cbnica, entdo r N s € o polo
de PQ.

Demonstragdo. Como PQ passa pelo polo de r, do Lema segue que r passa pelo
polo de PQ. Analogamente, temos que s passa pelo polo de PQ. Logo, rMNs é o polo
de PQ. O

Proposicéo E.4. Sejam S = ax? + bxy + cy? +dx +ey + f = 0 uma cbnica e P = (xo, yo)
um ponto do plano cartesiano que ndo pertence a S = 0. Dada uma corda de S = 0 que
passa por P, o ponto Q = (x1,y1) obtido pela interseccdo das tangentes @ S = 0 pelas

extremidades dessa corda pertence ao polar de P em relagdo a S = 0.

P

Figura 85: O ponto Q pertence ao polar de P em relacdo a S = 0.



E.2 TEOREMA DE BRIANCHON

Demonstragdo. A equacdo da corda em questdo é
x(2axy + by, +d) + y(2cy1 + bxy +e) + dxy +ey; +2f = 0.
Como ela passa por P = (x, o), temos que
xo(2axy + byr +d) + yo(2cyy + bxy +e) +dxy +ey; +2f = 0.
Disto segue que Q = (x1,y;) satisfaz
x(2axg + byo +d) + y(2cyo + bxg +e) +dxg +eyo +2f =0

e, portanto, Q pertence ao polar de P em relacdo a S = 0. O

E.2 TEOREMA DE BRIANCHON

Teorema E.5 (Teorema de Brianchon). As trés diagonais opostas de um hexdgono cir-

cunscrito a uma conica se intersectam em um ponto.

Figura 86: Teorema de Brianchon.

Demonstragdo. Seja ABCDEF um hexdgono circunscrito a uma conica S = 0 e sejam
Py, P,, P3, Py, P5 e Py, respectivamente, os pontos onde os lados AB, BC, CD, DE, EF

e FA tangenciam S = 0.
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Figura 87: Pontos Py, P,, P3, Py, P5 e Ps.

Seja Q1 = PyP, N PyPs. De acordo com a Proposicao Q1 é o polo da reta BE.
Analogamente, temos que Q, = P,P; N PsPg € o polo de CF e Q3 = P3P, N PgP; é o polo
de AD.

Figura 88: Teorema de Brianchon.

O Teorema de Pascal aplicado ao hexdgono P, P, P3P, P5Ps garante que Q1, Q> e Q3
sdo colineares. Da Proposic;éo segue que AD N BE N CF se intersectam num ponto

— a saber, no polo da reta de Pascal do hexdgono P; P, P3Py P5Ps. O



5 PONTOS, 4 PONTOS, 3 PONTOS

Discutiremos, neste apéndice, mais alguns casos particulares do Teorema de Pascal
— a saber, o que ocorre quando dois vértices coincidem (uma, duas ou trés vezes).
Nossas principais referéncias sdo [4]], [6] e [8].

F.1 PENTAGONO

O que ocorre se, ao invés de um hexdgono, tivermos um pentdgono inscrito em uma
conica?

Podemos pensar em um pentdgono ABCDE como um hexdgono degenerado — por
exemplo, ABCDEF, onde F = E. O processo de fazer o ponto F se aproximar de E
até que ambos coincidam leva a substituicdo da secante EF pela reta tangente a conica
passando por E.

Hexdgono Pentdgono

Tabela 8: Um pentdgono visto como um hexdgono degenerado.
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Neste caso, o Teorema de Pascal assume o seguinte enunciado:

Teorema F.1. Se um pentdgono ABCDE estd inscrito em uma conica, entdo os pontos de
intersec¢do de dois pares de lados ndo adjacentes e o ponto de intersec¢do do quinto lado

com a tangente a conica que passa pelo vértice oposto sdo colineares.

Figura 89: Teorema de Pascal com um pentdgono.

Demonstragdo. Tomando como pares de lados ndo adjacentes AB e DE, bem como CD
e EA, teremos BC como o quinto lado do pentdgono em questdo e E como o vértice
oposto a ele.

Aplicando o Teorema de Pascal ao hexdgono degenerado ABCDEE, concluimos que
os pontos Q1 = ABNDE, Q, = BCNTg e Q3 = CD N EA sao colineares, onde Tr € a
reta tangente a conica passando por E. O

F.2 QUADRILATERO

Analogamente, um quadrilatero ABCD pode ser visto como um hexagono degene-
rado — por exemplo, como ABBCDD.

Hexdgono Quadrilatero

Tabela 9: Um quadrildtero visto como um hexdgono degenerado.
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Neste caso, o Teorema de Pascal assume o seguinte enunciado:

Teorema F.2. Se um quadrildtero ABCD estd inscrito em uma conica, entdo os pontos
de intersec¢do de seus lados opostos e os pontos de interseccdo das tangentes a conica que

passam por vértices opostos sdo colineares.

Figura 90: Teorema de Pascal com um quadrilatero.

Demonstragdo. Aplicando o Teorema de Pascal ao hexdgono degenerado ABBCDD,
concluimos que os pontos Q1 = ABNCD, Q; = TgNTp e Q3 = BC N DA séo colinea-
res, onde Ty é a reta tangente a conica passando por B e Tp € a reta tangente a cOnica

passando por D.

Por fim, Q4 = T4 N Tc também pertence a reta que passa por Q1 e Q3, onde T4 é a
reta tangente a coOnica passando por A e T¢ é a reta tangente a conica passando por C.

Com efeito, basta aplicar o Teorema de Pascal ao hexdgono degenerado AABCCD. [

F.3 TRIANGULO

Por fim, um tridngulo ABC pode ser visto como um hexagono degenerado — por

exemplo, como AABBCC.
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Hexdgono Triangulo

Tabela 10: Um tridngulo visto como um hexdgono degenerado.

Neste caso, o Teorema de Pascal assume o seguinte enunciado:

Teorema F.3. Se um tridngulo estd inscrito em uma conica, entdo os pontos de intersecgdo

de cada lado com a tangente a conica pelo vértice oposto sdo colineares.

Figura 91: Teorema de Pascal com um triangulo.

Demonstragdo. Aplicando o Teorema de Pascal ao hexdgono degenerado AABBCC,
concluimos que os pontos Q1 = TAoNBC, Q> = ABNT¢ e Q3 = Tg N CA sdo colineares,
onde T, € a reta tangente a conica passando por A, Tp € a reta tangente a cOnica

passando por B e T € a reta tangente a conica passando por C. O



COMPETENCIAS APONTADAS PELA BNCC

Colocamos neste apéndice as competéncias apontadas pela BNCC que foram citadas

nesta dissertacao.

G.1 COMPETENCIAS GERAIS DA EDUCAGCAO BASICA

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo
fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar
aprendendo e colaborar para a constru¢do de uma sociedade justa, democratica

e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ciéncias,
incluindo a investigacdo, a reflexdo, a andlise critica, a imaginacdo e a criati-
vidade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver
problemas e criar solugdes (inclusive tecnolégicas) com base nos conhecimentos

das diferentes areas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestacoes artisticas e culturais, das locais as
mundiais, e também participar de praticas diversificadas da producdo artistico-

cultural.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e es-
crita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das lingua-
gens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacoes,
experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos

que levem ao entendimento mutuo.
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5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicacao
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (in-
cluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacgoes, pro-
duzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na

vida pessoal e coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de conhe-
cimentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relagdes préprias do
mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao
seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia critica e responsabi-
lidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informacoes confidveis, para formular,
negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes comuns que respeitem
e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo
responsavel em ambito local, regional e global, com posicionamento ético em

relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua saude fisica e emocional, compreendendo-
se na diversidade humana e reconhecendo suas emocoes e as dos outros, com

autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a cooperacao, fazendo-
se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, com aco-
lhimento e valorizacdo da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus
saberes, identidades, culturas e potencialidades, sem preconceitos de qualquer

natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, re-
siliéncia e determinacao, tomando decisdes com base em principios éticos, demo-

craticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

G.2 COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS PARA
O ENSINO MEDIO

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar si-

tuacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ci-
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éncias da Natureza e Humanas, das questdes socioeconomicas ou tecnolégicas,

divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacéo geral.

2. Propor ou participar de aces para investigar desafios do mundo contempora-
neo e tomar decisOes éticas e socialmente responsaveis, com base na andlise de
problemas sociais, como os voltados a situagdes de saude, sustentabilidade, das
implicacoes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e

articulando conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicOes e procedimentos matemadticos para in-
terpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, anali-
sando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucOes propostas, de

modo a construir argumentacdo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de re-
presentacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.),

na busca de solucao e comunicacdo de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de
padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas

conjecturas.

Para mais informagdes: http://basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-content/uploads/
2018/12/BNCC_19dez2018_site.pdf
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H.1

LISTA DE EXERCICIOS PARA TREINAR FERRAMENTAS DO GEOGEBRA

. Determine o ponto médio M do segmento AB, onde A(—2,5) e B(2, —1). Vocé

observa alguma relacdo entre as coordenadas de M e as de A e B?

. Encontre o ponto de interseccdo dasretasr: 3x —2y —1=0es: —2x+3y —4 =

0. Olhando para as equactes de r e s, podemos concluir que essas retas sio
concorrentes?

. Calcule a 4rea e o perimetro do triangulo ABC, em cada caso:

a) A(2,3), B(—2, —3) e C(1,0)
b) A(1,3), B(2,2) e C(—4,1)

Podemos concluir, olhando apenas para as coordenadas dos pontos dados, que

eles formam um triangulo?
Verifique, em cada caso, se estdo ou ndo alinhados os pontos A, B e C:
a) A(0,2),B(1,0) e C(2,—3)
b) A(1,-1),B(2,1) e C(4,6)

Existe alguma relacdo entre o critério utilizado no exercicio anterior e o utilizado
neste?

. Em cada caso, obtenha o ponto em que a reta AB corta o eixo das ordenadas:

a) A(2,3) e B(3,2)

b) A(—3, —4) e B(~2,5)
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Como podemos encontrar onde a reta AB corta o eixo das abscissas? O padréo é
parecido? Vale sempre? Dé as equacdes das retas AB (em cada item) na forma

segmentaria.

. Em cada caso, calcule a distancia entre o ponto P(xg,yo) earetar:ax+by+c=0

utilizando a férmula
laxo +byo+c|

d(P,r) =
Ny
a) P(1,2)er:2x—3y+1=0

b) P(—1,2)er:3x—-5=0

Existe alguma configuracdo onde a férmula dada ndo funciona? Como se con-

vence alguém de que ela sempre vale?

. Dados os pontos A(3, —7), B(1, —6), C(—2, —9) e D(4, —10).

a) Verifique se eles pertencem ou nio a circunferéncia de equacio (x — 1)? +
(y +9)*> = 9. Caso algum n#o pertenga, especifique se ele estd no interior ou
no exterior dessa circunferéncia. Conjecture condicOes para um ponto estar no
interior, no exterior ou sobre essa circunferéncia. [Sugestao: tente fazer isso por

meio de inequacdes, dividindo o plano em trés tipos de pontos.]

b) Verifique se as retas AB, BC, CD, DA, BD e AC sdo tangentes a circunferéncia
de equacdio (x — 1)?> + (y +9)% = 9. Caso a resposta seja negativa, especifique se a
reta é secante ou exterior a essa circunferéncia. Conjecture condi¢des para uma
reta ser secante, exterior ou tangente a essa circunferéncia. [Sugestdo: tente

fazer isso por meio de inequacoes, dividindo o plano em trés tipos de pontos.]

. Em cada caso, identifique o tipo de conica e confira suas respostas, plotando cada

equacdo no GeoGebra:

a) %2+%=1

b) (22 37 g

o x?+y?>=5

d) (x —2)? = 12(y +3)
e)(x+y—12=0
Dx+y—1)2x+3y—1)=0

g) x2+y2+3:0



1

2
3

H.2 QUESTIONARIO

Com esta lista de exercicios, além de treinar processos no GeoGebra, buscamos fa-
zer com que o aluno reflita sobre o que esta fazendo, estimulando-o a pensar em um
problema para além de seu enunciado. Nosso intuito é valorizar e promover as ha-
bilidades de experimentacédo, reconhecimento de padrdes, elaboracdo de conjecturas,

argumentacdo e demonstracao.

Além da escolha do tipo de questdo, a escolha do contel'ld(ﬂ ea organiza(;é(ﬂ da
lista foram feitas observando o conteido de Geometria Analitica previsto no Curriculo
do Estado de S&o Paulo [[12]. A lista contempla os conteidos destacados, de forma
que os alunos desenvolvam as competéncias e habilidadef] desejadas, capacitando os

interessados a prosseguir em estudos mais avancados.

H.2 QUESTIONARIO

1. Vocé considera importante estudar Geometria Analitica?

2. Vocé acredita que é melhor aprender Geometria Analitica utilizando o software

GeoGebra? Discorra sobre o assunto.

3. Quais tipos de equacoes de reta vocé conhece? Dé exemplos de onde vocé po-
deria aplicar a ideia de equacdo de reta no seu cotidiano (por exemplo, equacio
horéaria da velocidade em um movimento uniformemente variado ou juros sim-

ples).

4. Vocé identifica alguma vantagem em utilizar a notac¢do proposta (Abridged No-

tation) para retas? Se sim, elenque-a(s) e justifique.

5. Vocé identifica alguma desvantagem em utilizar a notacdo proposta (Abridged

Notation) para retas? Se sim, elenque-a(s) e justifique.

Contetido: pontos (distancia, ponto médio e alinhamento de trés pontos); reta (equacéo e estudo dos co-
eficientes; problemas lineares); distancia entre ponto e reta: circunferéncia (equacéo); posicoes relativas
entre reta e circunferéncia; conicas: nocdes, equagdes, aplicagdes

A ordem obedece a sequéncia didatica proposta pelo Curriculo do Estado de Séo Paulo.

Habilidades: saber usar de modo sistematico sistemas de coordenadas cartesianas para representar pon-

tos, figuras, relacGes, equacdes; saber reconhecer a equacédo da reta, o significado de seus coeficientes,
as condicOes qua garantem o paralelismo e a perpendicularidade entre retas; compreender a representa-
¢do de regides do plano por meio de inequacdes lineares; saber resolver problemas praticos associados
a equacoes e inequacoes lineares; saber identificar as equacdes da circunferéncia e das conicas na forma

reduzida e conhecer as propriedades caracteristicas das conicas.
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6. O que vocé entende por “conica”? Dé exemplos de equagdes de conicas. Vocé
identifica alguma vantagem em utilizar a notacdo proposta (Abridged Notation)

para conicas? Se sim, elenque-a(s) e justifique.

7. Vocé identifica alguma desvantagem em utilizar a notagdo proposta (Abridged

Notation) para conicas? Se sim, elenque-a(s) e justifique.
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