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RESUMO

As equacdes diofantinas recebem este nome em homenagem ao matemético grego Diofanto
de Alexandria. Tais equacdes estdo presentes na modelagem matemadtica de diversas situacoes
e constituem um tema de estudo no atual curriculo de Matemética para a Educagdo Basica no
estado de Sao Paulo. Com esta perspectiva, propomos a sua extensao para os demais estados
da federacdo. Nesse intuito, apresentamos um material complementar voltado ao trabalho em
sala de aula, de modo que o professor possa inserir ou aprofundar este conteido. Adotamos
como encaminhamento metodoldgico a revisao da literatura, do marco tedrico e a proposi¢ao
de um guia didatico. Como resultado, inferimos sobre a viabilidade do trabalho com as
equacdes diofantinas lineares na Educagdo Basica, por se tratar de uma abordagem que resgata
e ressignifica conteidos matematicos estudados em anos distintos, privilegiando sua integracao
durante a resolucao de problemas e contribuindo assim para o desenvolvimento da autonomia e
do letramento matematico do aluno.

Palavras-chave: Ensino de Matemadtica. Equagdo diofantina. Educagdo Basica.



ABSTRACT

Diophantine equations are named after the Greek mathematician Diophantus of Alexandria.
These equations are present in the mathematical modeling of several situations and are a
subject of study in the current curriculum of Mathematics for Basic Education in the state of
Sao Paulo. With this perspective, we propose its extension to the other states of the federation.
To this end, we present a complementary material aimed at the work in the classroom, so that
the teacher can insert or deepen this content. We adopted as a methodological approach the
revision of the literature, the theoretical framework and the proposition of a didactic guide. As
a result, we infer about the viability of the work with the linear diophantine equations in Basic
Education, because it is an approach that rescues and resignifies mathematical contents studied
in different years, privileging their integration during problem solving and thus contributing to
the development of autonomy and mathematical literacy of the student.

Keywords: Teaching Mathematics. Diophantine equation. Basic Education.
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1 INTRODUCAO

As equagdes lineares ja eram encontradas na algebra dos egipcios antigos, mas foi o
matematico grego Diofanto de Alexandria quem se destacou no estudo das equagdes diofantinas
lineares, cujo nome é dado em sua homenagem (BOYER, 1996). Hoje, equagdes deste tipo
estdo presentes em indmeras situacoes do nosso dia a dia, como na teoria de cédigos Opticos
utilizados na transmissao de dados nos servicos de telecomunicacdoes (DOMINGOS NETO;

MOSCHIM, 2005) e no balanceamento de equacdes quimicas (SILVA, 2002).

Todavia, percebemos que a maioria dos trabalhos académicos que versam sobre as
equacdes diofantinas menciona que ndo hd uma aplicacao direta deste contetdo na Educagdo
Bésica. Em contrapartida, na versao atual do curriculo de Matemética para a Educacao Bésica
paulista (SAO PAULO, 2011), existe uma situa¢io de aprendizagem para o 8° ano do Ensino
Fundamental relacionada ao contetido “resolucdo de equacdes do 1° grau”, cuja habilidade

especifica menciona a busca de solugdes inteiras de equacdes lineares com duas incdgnitas.

Nesta perspectiva, o objetivo geral deste trabalho € apresentar um guia didatico sobre
as equacdes diofantinas lineares para o professor voltado ao trabalho com a Educacdo Bésica,
explorando o contetido a partir de uma abordagem histérica e contextualizada, abrangendo um

pouco da teoria e propondo atividades acompanhadas de suas solugdes.

Quanto a metodologia, esta pesquisa se classifica como pesquisa bibliografica e
documental, pesquisa qualitativa e interpretativa com um grupo de professores de Matematica

da Educacdo Basica paulista.

No segundo Capitulo abordamos aspectos histéricos das equacdes diofantinas,
definicdo e alguns exemplos de aplicacdes no cotidiano. Além disso, a luz da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), vamos discorrer sobre os contetidos que sao considerados prévios

a abordagem das equacdes diofantinas lineares.

No terceiro Capitulo, discutimos sobre a inclusdo do estudo das equacdes diofantinas
lineares na Educacdo Bésica, tomando como base o Curriculo de Matematica do Estado de Sao
Paulo (SAO PAULO, 2011) e abordando o Curriculo para Exceléncia da Escécia (EDUCATION
SCOTLAND, 2017), que também inclui este tema no nivel de ensino equivalente a Educacao

Basica. Neste mesmo sentido, analisamos alguns livros didéticos e os resultados de uma
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pesquisa realizada com professores da rede publica paulista.

No quarto Capitulo, trazemos uma revisdo da literatura existente sobre as equacoes
diofantinas nos cursos de pés-graduagdo, tomando como base as dissertacdes disponiveis nos
sites do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) e

da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD).

No quinto Capitulo, elaboramos um guia diddtico para auxiliar o professor no
ensino das equacodes diofantinas lineares na Educacdo Basica, composto por fundamentagdo
tedrica e sugestao de atividades com as respectivas solugdes e finalmente, no sexto Capitulo,

apresentamos a conclusao do trabalho.
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2 EQUACOES DIOFANTINAS

Neste Capitulo vamos tratar um pouco da histéria da Matemaética, destacando as
contribuicdes de Diofanto de Alexandria na Aritmética e na Algebra, além de apresentar a
definicdo de equacdo diofantina linear, alguns contextos em que estd inserida e os conteidos

relacionados ao seu ensino de acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
2.1 UM POUCO DE HISTORIA

Desde os primérdios da humanidade, o desenvolvimento da Matematica acompanhou
as necessidades do ser humano. Assim, conhecer a histéria desta ciéncia proporciona a
compreensdo de que os conteidos mateméticos sdo frutos de uma constru¢do histdrica,
resultante das necessidades sociais que impulsionaram seu desenvolvimento e também dos

desafios enfrentados pelos matematicos de cada época.

Nessa perspectiva, tomamos como fontes de pesquisa para discorrer sobre a histdria
das equagdes diofantinas as obras de Boyer (1996) e Eves (2004), que sdo referéncias notorias

em histéria da Matematica.

Sabemos que as equacdes lineares j4 eram encontradas na Algebra dos egipcios
antigos, uma vez que resultavam de situacdes praticas como o armazenamento de graos. Alguns
dos problemas presentes nos papiros de Rhind (1700 a.C.) e Moscou (1850 a.C) podem ser
resolvidos com uma equacao linear simples, cujo método utilizado ficou conhecido como regra
de falsa posicdo, na qual atribuia-se um valor inicial a incégnita e fazia-se a correcdo para

determinar o valor verdadeiro mediante regra de trés simples.

No que diz respeito as equagdes lineares, devemos mencionar Diofanto de Alexandria,
considerado por Boyer (1996) o maior algebrista grego, cuja obra rompia com a tradi¢do grega
cléssica, pois nao utilizava a Geometria como principal referéncia na resolu¢dao de problemas.

Porém, pouco se sabe da vida de Diofanto de Alexandria.

Nesse sentido, Eves (2004) relata que a maioria dos historiadores tende a situar
Diofanto no século III. A Antologia Grega era uma colecao de problemas envolvendo equacdes
lineares e equacdes indeterminadas do primeiro grau, reunidos pelo gramatico Metrddoro, por

volta do ano 500. Em um destes problemas encontramos um enigma sobre a idade de Diofanto:
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“Diofanto passou % de sua vida como crianga, ﬁ como adolescente e mais %

na condicao de solteiro. Cinco anos depois de se casar nasceu-lhe um filho que
morreu 4 anos antes de seu pai, com metade da idade (final) de seu pai”. Com
quantos anos Diofanto morreu? (EVES, 2004, p. 225).

Se o enigma estiver correto, Diofanto faleceu com 84 anos de idade, pois, tomando x

para representar a sua idade, obtém-se

SRR FR.ae
6 127 y TN

e, logo,

x = 84.

A principal obra de Diofanto é a Arithmetica, composta por aproximadamente 150
problemas, dos quais ndo se sabe se eram todos de sua autoria ou emprestados de outras
colecdes. Originalmente a obra compreendia treze livros, mas destes apenas os seis primeiros

se conservaram (BOYER, 1996).

Na resolucao desses problemas, Diofanto procurava uma solucdo que atendesse a
situacdo dada. Assim, as equacdes eram estudadas a partir de exemplos numéricos especificos,
sem a preocupacdo de determinar todas as solugdes ou de diferenciar problemas determinados

e indeterminados.

Entretanto, Diofanto pretendia obter certa universalidade no método empregado, visto
que trabalhava com condic¢des sucessivas que forneciam um tnico nimero desconhecido na

resolucao (BOYER, 1996).

Demonstrando a habilidade matematica do autor, evidencia-se em sua obra um uso
estruturado de abreviagdes para poténcias de nimeros e simbolos para relagdes e operacoes,
diferindo da notagdo algébrica moderna somente pela falta de simbolos especificos. Logo,
foi Diofanto quem iniciou a sincopagdo da dlgebra grega, isto €, o uso de alguns simbolos e

abreviacdes para substituir a linguagem usual, utilizada até entao.

Tal é a importancia desse fato que, mesmo nao sendo Diofanto o primeiro a trabalhar
com problemas algébricos indeterminados, aqueles em que se devem achar apenas as solucoes
racionais, tornaram-se conhecidos como problemas diofantinos. Nos dias atuais, o uso desse

termo impde algumas vezes a restri¢ao de que as solugdes sejam inteiras.
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Diofanto também escreveu outras obras: Sobre niimeros poligonais, do qual restou

apenas um fragmento, e Porismas, que se perdeu por completo.

Segundo Boyer (1996, p. 151), outro matematico que se sobressaiu no estudo das
equagoes lineares foi o indiano Brahmagupta (viveu em 668), visto que ele:

Foi o primeiro a dar uma solugdo geral da equacdo diofantina linear ax + by =
¢, onde a,b e c sdo inteiros. Para que essa equagdo tenha solugdes inteiras,
0 maximo divisor comum de a e b deve dividir ¢; e Brahmagupta sabia que
se a e b sdo primos entre si, todas as solu¢des da equacdo sdo dadas por x =
p+mb, y =q— ma, onde m é um inteiro arbitrdrio. Ele sugeriu também a
equagio diofantina quadritica x> = 1+ py?, que erradamente tira seu nome
de John Pell (1611-1685), mas que aparece pela primeira vez no problema do
gado de Arquimedes. A equacdo de Pell foi resolvida para alguns casos pelo
conterraneo de Brahmagupta, Bhaskara (1114 a cerca de 1185...).

Desse modo, percebemos que Brahmaguta ja considerava uma solugéo particular (p, q)

da equacao diofantina linear para expressar sua solugdo geral.

Bhaskara (1114 - 1185) também se destacou na andlise indeterminada, com solucdes
de algumas equacdes de Pell. Além disso, ele reuniu problemas de Brahmagupta e de outras

fontes anteriores em sua obra denominada Lilavati, incluindo observacdes proprias.

Entre os problemas indeterminados apresentados na Arithmetica, encontramos
exemplos da equacdo de Pell, onde Diofanto também se contentava com apenas uma solugio.
No entanto, a teoria completa sobre estas equagdes sO foi elaborada alguns anos mais tarde,

pelo matematico italiano Lagrange (1736 - 1813).

As equacdes de Pell ndo fazem parte do escopo deste trabalho, mas para o leitor
interessado indicamos como uma referéncia a Dissertacio de Marques no Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), intitulada Equacées
diofantinas lineares e equacdo de Pell: uma abordagem via fracoes continuas (MARQUES,

2016).

Varios matematicos traduziram e comentaram a Arithmetica de Diofanto. Dentre eles
destacou-se o francés Bachet de Méziriac (1581 - 1638) por ter publicado em 1621 a primeira

edi¢do do texto em grego, com uma tradugdo em latim acrescida de notas.

Essa traducao despertou o interesse de Pierre de Fermat (16017 - 1665), considerado o
fundador da teoria moderna dos ndmeros. O ultimo teorema de Fermat teve origem na tentativa

de generalizar um problema da Arithmetica: dividir um quadrado em dois quadrados.
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Sendo assim, € incontestavel a influéncia de Diofanto de Alexandria na teoria moderna
dos nimeros. Hoje, as equagdes diofantinas estdao presentes na modelagem matematica de varias

situacoes que relacionam duas ou mais variaveis.

2.2 DEFINICAO

De acordo com Domingues e Iezzi (2003), as equagdes polinomiais com coeficientes
inteiros, cujas solugdes pertencem ao conjunto universo dos nimeros inteiros, sao chamadas

equagdes diofantinas, em homenagem a Diofanto de Alexandria.

Neste trabalho de pesquisa vamos explorar as equagdes diofantinas lineares do tipo

ax+by =c,
com a, b e ¢ inteiros e a, b ndo-nulos.

Uma equagdo diofantina linear pode ter ou ndo solu¢do. No primeiro caso, existem
varias maneiras de se encontrar essa solugcdo, as quais vamos explanar no Capitulo 5,
acompanhadas de alguns exemplos de equacdes diofantinas lineares resolvidas. Antes porém,
na Secdo 2.3, abordaremos algumas aplicacdes das equacgdes diofantinas, pois conhecé-las

atribui significado ao assunto e incentiva seu estudo.

2.3 APLICACOES

Entendemos por contexto o conjunto de circunstancias que envolvem um fato e sao
importantes para o seu entendimento. Portanto, conhecer os contextos em que sdo aplicadas as
equagoes diofantinas pode contribuir para sua compreensao e auxiliar na resolucao de situacoes-
problema, uma vez que existem restricoes inerentes a cada caso. Nesse sentido, apresentamos

nesta secao algumas aplicagdes das equagdes diofantinas lineares.

No Artigo de Domingos Neto e Moschim (2005), encontramos o destaque para as
aplicagdes das equagdes diofantinas na teoria de codigos Opticos para sistemas Opticos Code
Division Multiple Access (CDMA), ou Acesso Miltiplo por Divisao de Cddigo, utilizados na

transmissao de dados nos servigos de telecomunicagdes.

Em um didlogo entre Matematica e a Quimica, Silva (2002) cita em seu Artigo que
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as equacdes diofantinas podem ser empregadas na modelagem do balanceamento de equagdes
quimicas, uma vez que o nimero inicial de 4&tomos de cada elemento deve permanecer o0 mesmo

ao final da reacao.

Embora as equacdes diofantinas lineares sejam usualmente objeto de estudo na Teoria
dos Numeros, verificamos sua presenga nos diferentes ramos da Matematica. Na Geometria
Espacial, temos a relagdo de Euler, assim denominada em homenagem ao matemaético suico

Leonhard Euler (1707-1800),

V+F—A=2,

e que € utilizada para calcular o niumeros de vértices (V), faces (F) e arestas (A) de um poliedro

convexo, que € uma equacao diofantina linear com trés incognitas (SILVA, 2002).

Também podemos relacionar as equagdes diofantinas lineares com a resolucdo de
sistemas lineares, quando utilizamos o método grafico para buscar suas solugdes, visto que
a equagao cartesiana da reta no plano possui a mesma forma de uma equacao diofantina linear,

dada por:

ax+by=c,

onde geralmente trabalhamos com valores pertencentes ao conjunto dos niimeros reais, devido
a nocao de continuidade da reta, o que ndo impede de buscarmos em determinadas situacdes
apenas as solucdes com coordenadas inteiras. Do mesmo modo, podemos estabelecer relacoes

entre progressoes aritméticas e funcdo afim.

Sendo assim, as equacOes diofantinas lineares possuem aplicacOes que se estendem
a diversos contextos, dentro e fora da Matemdtica, que requerem conhecimento prévio sobre
sua manipulacdo. Entretanto, estas equacdes geralmente sao estudadas no Ensino Superior, em
disciplinas como Teoria dos Numeros, nos cursos da drea de exatas. Mas frente as aplicacOes
apresentadas anteriormente, cabe questionar se este conteido encontra espaco no ensino de

Matematica na Educacdo Basica.
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2.4 AUSENCIA NA BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

Ao estudarmos as equagdes diofantinas lineares, notamos a presen¢a de outros
conceitos matematicos que sao fundamentais para a sua compreensdo, como por exemplo, os

relacionados a divisibilidade, como veremos no Capitulo 5.

Deste modo, o estudo deste tema na Educacao Basica se apresenta como um conteido
articulador, que resgata e ressignifica conceitos de Matemadtica Discreta estudados no Ensino
Fundamental e que muitas vezes ndo sdao explorados nos anos seguintes, devido a tendéncia

quase que natural de se privilegiar o estudo dos nimeros reais no decorrer deste nivel de ensino.

A partir desse pressuposto, consultamos entdo a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), documento normativo que visa estabelecer aprendizagens minimas a serem
desenvolvidas pelos alunos na educag@o bédsica em nivel nacional. A versdo final da BNCC
para a Educacdo Infantil e o Ensino Fundamental foi homologada em dezembro de 2017. J4 a

versao para o Ensino Médio foi homologada um ano depois, em 2018 (BRASIL, 2017).

Nesse documento, a etapa do Ensino Fundamental € dividida em dareas de
conhecimento, compostas por componentes curriculares que, assim como as areas, também
possuem competéncias especificas. A disciplina de Matemdtica constitui uma destas dreas
especificas, sendo dividida em unidades temadticas, que por sua vez sao compostas pelos objetos

de conhecimento e suas respectivas habilidades.

Ao analisarmos os objetos de conhecimento previstos na BNCC para o ensino da
Matematica nos anos finais do Ensino Fundamental, listamos no Quadro 1 alguns dos objetos

de conhecimento que podem ser relacionados com o estudo das equacgdes diofantinas lineares.

Quadro 1 - Objetos de conhecimento

Ano | Objetos de conhecimento

6 | Multiplos e divisores de um nimero natural, nimeros primos € compostos.

7 | Multiplos e divisores de um nimero natural.

7 Numeros inteiros: wusos, histéria, ordenacdo, associacdo com pontos da reta
numérica e operagoes.

7 | Equagdes polinomiais do 1° grau.

8 | Associacdo de uma equacdo linear de 1° grau a uma reta no plano cartesiano.

8 | Sistema de equacdes polinomiais de 1° grau: resolucdo algébrica e representacao
no plano cartesiano.

Fonte: Adaptado da BNCC (BRASIL, 2017)
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Nao obstante existam conteddos considerados prévios ao estudo das equacdes
diofantinas lineares na BNCC, ndo encontramos neste documento a presenca deste assunto

como um objeto de conhecimento previsto para o Ensino Fundamental.

Entretanto, tal fato nao impede o ensino das equacdes diofantinas lineares na Educagao
Bésica, pois a BNCC néo € em si o curriculo pronto, mas vai orientar o desenvolvimento ou

reestruturacdo dos curriculos e projetos politicos pedagdgicos das escolas.

Com efeito, no Capitulo 3 vamos tratar da presenca das equagdes diofantinas lineares
na Educacdo Basica, tendo como uma das referéncias o Curriculo de Matematica do Estado de

Sao Paulo (2011), onde existe citagdo as equagdes diofantinas lineares.
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3 ENSINO DAS EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Neste Capitulo, abordamos aspectos relevantes sobre o que vem sendo feito sobre o
ensino das equagOes diofantinas na Educacdo Basica, apresentando também uma referéncia

nacional e outra internacional onde consta a presencga deste contetdo.
3.1 AEDUCACAO BASICA

Atualmente vivemos em meio as constantes transformacdes sociais provocadas,
principalmente, pelos avancos na tecnologia e nos meios de comunica¢do. Essas mudancgas
se refletem no modo de vida das pessoas e, consequentemente, a educagdo escolar ndo pode

permanecer indiferente a elas.

De acordo com o artigo 21, da Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB),
a educagao escolar € composta pela Educagao Basica (formada pela Educacao Infantil, Ensino
Fundamental e Ensino Médio) e pela Educagdo Superior. A Educagdo Basica visa formar o

aluno para o exercicio da cidadania e prepard-lo para o mundo do trabalho (BRASIL, 1996).

Ao refletirmos sobre os objetivos da Educacdo Basica no contexto social atual,
percebemos que o método tradicional de ensino baseado apenas no actimulo de conhecimento
ndo encontra mais sentido. Logo, se faz necessdrio repensar as metodologias de ensino
utilizadas até entdo por professores e sistemas educacionais, além de incentivar a busca de

novas metodologias que atendam as diferentes demandas da sociedade.

Diante do exposto, no que diz respeito ao ensino da Matemadtica, podemos destacar
vdarias tendéncias como a Etnomatemadtica, a Modelagem Matematica e a Resolugdo de
Problemas, entre outras. Conforme aponta a BNCC, processos de ensino deste tipo, que
buscam inovar no ensino da Matematica, “sdo potencialmente ricos para o desenvolvimento
de competéncias fundamentais para o letramento matemdtico: raciocinio, representagdo,

comunicacao e argumentacao” (BRASIL, 2017, p. 221).

No contexto escolar, espera-se que o aluno apds aprender determinados conteddos seja
capaz de aplica-los para resolver situagdes do seu cotidiano e além dele. Assim, quando falamos
em letramento matemdtico, adotamos a defini¢do apresentada pelo Programa Internacional de

Avaliacdo de Estudantes (PISA), ou Programme for International Student Assessment, no texto
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Letramento Matematico:

O letramento matematico refere-se a capacidade de identificar e compreender
o papel da Matemadtica no mundo moderno, de tal forma a fazer julgamentos
bem-embasados e a utilizar e envolver-se com a Matematica, com o objetivo de
atender as necessidades do individuo no cumprimento de seu papel de cidadao
consciente, critico e construtivo (PISA, 2010, p.1).

Destarte, destacamos uma competéncia relevante para atender aos propdsitos da
Educagdo Basica: aprender a aprender. Segundo a Organizacdo para a Cooperagdo e
Desenvolvimento Econdmico (OCDE):

Talvez ainda mais importante que o conteddo que os alunos levam da
escola é o ato de simplesmente “aprender a aprender”. Ao longo de suas
experiéncias escolares, os estudantes adotam estratégias de aprendizado que
eles entdo aplicam ao longo de suas vidas. Estratégias de aprendizado
sdo uma parte integral da aquisi¢do de conhecimento ¢ podem ser definidas
como os pensamentos e acdes que os alunos usam para completar tarefas de
aprendizado (OCDE, 2018, p.47).

Desse modo, as equacdes diofantinas lineares podem ser objeto de estudo na Educagao
Bésica, nao com o objetivo de ser apenas mais um conteido previsto, mas dentro das

possibilidades de cada professor com sua turma, contribuindo para o processo de aprendizagem

efetiva, além de promover o letramento matematico e a autonomia dos alunos.

Ademais, seu ensino corrobora com a terceira competéncia especifica de Matematica
para o Ensino Fundamental presente na BNCC, pois estabelece relagdes entre conceitos e

procedimentos de Aritmética e Algebra (BRASIL, 2017).

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica para o 3° e 4° ciclos do Ensino
Fundamental ressaltam que com o decorrer da Educacdo Basica, € comum a Aritmética quase
que desaparecer em funcdo da Algebra. Todavia, uma das dimensdes da Algebra no Ensino
Fundamental é a Aritmética generalizada. Logo, ao propor situagdes-problema aos alunos,
¢ interessante que os professores valorizem tanto as resolugdes “aritméticas” tanto quanto as

“algébricas” (BRASIL, 1998).

Nesse entendimento, Pommer (2011) relata em seu Artigo Transicdo Aritmética
Algebra: Contribuicées da temdtica das equacées diofantinas lineares como situacdes de
aprendizagem envolvendo equagdes diofantinas lineares associadas a resolu¢cdo de problemas
podem ser instrumento para transi¢io entre o ensino da Aritmética e da Algebra na Educagio

Basica, favorecendo o desenvolvimento do pensamento algébrico.
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Apesar dos aspectos ressaltados anteriormente, a maioria dos curriculos de Matematica
ndo menciona as equacdes diofantinas lineares como conteido para a Educacdo Bésica. Na
BNCC, por exemplo, encontramos duas habilidades para o 8° ano do Ensino Fundamental que
citam a equacdo linear de 1° grau com duas incdégnitas, porém, apenas para associd-la a uma

reta no plano cartesiano (BRASIL, 2017).

Em geral, os contetidos pertencentes a Teoria dos Numeros ficaram de lado na
elaboracdo dos curriculos de Matematica durante o movimento da Mateméatica Moderna.
Groenwald et al. (20057?), ao citar Sierra et al. (1989), afirma que mesmo apds a Matematica
Moderna, uma das explicagdes para a auséncia destes contetidos nos curriculos pode estar
na dificuldade na compreensdo, por parte de professores e alunos, dos conteidos mais

aprofundados desta area.

Contudo, no Curriculo de Matematica do Estado de Sao Paulo (2011) para o 8° ano
do Ensino Fundamental ha uma breve situacdo de aprendizagem destinada ao assunto das
equagoes diofantinas lineares, que € trabalhado através da resolucdo de problemas, conforme

destacaremos na Sec¢do 3.2.

3.2 CURRICULO DE MATEMATICA DO ESTADO DE SAO PAULO

Primeiramente, evidenciamos que o enfoque dado ao Curriculo de Matemadtica para
a Educacdo Basica do estado de Sao Paulo se deve ao fato da pesquisadora ter atuado como
docente nesta rede estadual de ensino, estado no qual reside, e reconhecer neste curriculo as
equacgoes diofantinas lineares, contetdo este que também foi objeto de estudo nas disciplinas

do PROFMAT e motivou a escrita deste trabalho.

Na pesquisa por outras propostas curriculares, notamos que alguns estados ainda ndo
possuiam um curriculo préprio disponibilizado na internet. Em compensagdo, o Parané foi um
dos primeiros estados a adequar suas diretrizes curriculares em conformidade com a BNCC
(BRASIL, 2017). Numa analise no Referencial Curricular do Parand: principios, direitos
e orientagoes, documento normatizado pelo Conselho Estadual de Educacdo do Parana em
novembro de 2018, ndo encontramos a presenca das equacdes diofantinas como objeto de

conhecimento de Matemética para o Ensino Fundamental (PARANA, 2018).

Por sua vez, a versdo atual do Curriculo de Matemadtica paulista para os Ensinos
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Fundamental IT e Médio (SAO PAULO, 2011) foi proposta em 2008, passando por algumas
adequacdes nos anos seguintes. Além do texto-base com orientagdes pedagdgicas para cada
disciplina, o material distribuido as escolas estaduais era composto pelo Caderno do Aluno e

Caderno do Professor.

O Caderno do Aluno € organizado em situagdes de aprendizagem, que no caso da
Matematica, sdo compostas basicamente por atividades propostas, baseadas no método de
resolucdo de problemas. O Caderno do Professor é semelhante ao do aluno, acrescido de

orientagdes especificas e solugdo das atividades.

Assim como ocorre na BNCC (BRASIL, 2017), alguns dos pré-requisitos para o estudo
das equacgdes diofantinas lineares estdo presentes no Curriculo do Estado de Sao Paulo (2011),

como o estudo dos multiplos e divisores.

Uma habilidade prevista no Curriculo de Matematica do Estado de Sdo Paulo para o
terceiro bimestre do 8° ano do Ensino Fundamental é: “Saber explorar problemas simples de
matematica discreta, buscando solu¢des inteiras de equacdes lineares com duas incognitas”. Tal

habilidade remete as equagdes diofantinas lineares (SAO PAULO, 2011, p. 62).

Deste modo, encontramos as equagdes diofantinas lineares na situacdo de
aprendizagem quatro do Caderno do Aluno do 8° ano do Ensino Fundamental volume dois,
intitulada Equacoes com solugoes inteiras e suas aplicagcoes, logo apds o estudo dos sistemas

de equagdes do 1° grau.

No inicio desta proposta € apresentado um texto com situagdes contextualizadas
envolvendo as equagdes diofantinas lineares, mencionando que estas recebem este nome em
homenagem a Diofanto de Alexandria e que podem apresentar uma, mais de uma ou nenhuma
solucdo. Na sequéncia, constam algumas atividades para resolucdo mediante o uso de tabelas,
de modo a organizar as solu¢des obtidas por inspecao e identificar padroes de regularidade,

concluindo com um breve resumo historico.

[...] O estudo aprofundado das equagdes diofantinas permite-nos encaminhar a
discussao para: I. estabelecer um critério de existéncias de solucio que envolva
diretamente a no¢do de maximo divisor comum; II. estabelecer um algoritmo
para encontrar as solugdes, quando elas existirem (SAO PAULO, 2014, P. 63).

Embora a proposta apresente o conteido de forma intuitiva, com solugdes restritas

ao dominio dos inteiros positivos, as recomendagdes do Caderno do Professor destacam que,
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diante de coeficientes com numeros muito altos, justifica-se a busca por um algoritmo geral,
deixando indicagdes bibliogréficas para o professor nas quais o algoritmo e sua demonstracao

podem ser encontrados (SAO PAULO, 2014).

As indicacdes citadas se encontram no final do Caderno do Professor (2014), numa
unica lista de sugestdes para todos os temas abordados no volume. Dentre elas, algumas
claramente estdo relacionadas as equacdes diofantinas e foram extraidas da Revista do Professor
de Matemdtica. Sao estas os artigos de Carneiro (1998), Patrocinio (1986) e Rocque e

Pitombeira (1991).

Apesar desses artigos trazerem alguns exemplos, ndo encontramos nessas indicagoes
um material que contenha um guia didatico ou sequéncias didéticas voltadas para aplicacao na
educacgdo basica. Logo, fica a cargo do professor pesquisar e selecionar as atividades sobre

equagdes diofantinas lineares que envolvam a aplicacdo de um algoritmo geral.

Contudo, estados e municipios devem construir ou adequar seus curriculos de acordo
com as orientagdes da BNCC, dentro de um prazo de dois anos apds a sua homologagao,
ou seja, até 2020 para a Educagdo Infantil e o Ensino Fundamental. Desse modo, até o
final de mar¢o de 2019, uma segunda versdo preliminar do novo curriculo paulista aguardava
parecer do Conselho Estadual de Educacdo. Nesta, assim como na BNCC, ndo encontramos
as equagoes diofantinas como objeto de conhecimento. Tal versdo pode ser consultada no site:

https://sites.google.com/view/curriculopaulista/curr%C3 % ADculo-paulista-vers % C3%A30-2.

Além do material discutido anteriormente, ha nas escolas publicas para apoiar a pratica
pedagdgica o livro didético. Na Secdo 3.3, analisaremos alguns livros didaticos de Matematica
para o 8° ano do Ensino Fundamental, com o objetivo de averiguar se eles abordam as equacdes

diofantinas lineares e, em caso positivo, de que maneira iSso ocorre.

3.3 LIVROS DIDATICOS

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) é responsdvel pela distribuicao dos
livros didéticos nas escolas publicas de Educagao Béasica, que ocorre a cada trés anos, em ciclos

alternados dos Ensinos Fundamental I, II e Médio (BRASIL, 2016).

Para tanto, as obras inscritas no PNLD passam por uma avaliac@o e posterior selecao

para elaboracdo de um Guia dos Livros Didaticos, contendo resenhas e detalhes relevantes de
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cada obra, com a finalidade de auxiliar os professores na escolha das colecdes que mais atendem
aos objetivos da sua escola. Assim, em 2016 as escolas receberam o Guia dos Livros Didéticos
e amostras das colecoes de livros do 6° ao 9° anos do Ensino Fundamental II, aprovadas no

PNLD 2017. Foram apresentadas onze cole¢des de Matemdtica, conforme consta no Quadro 2:

Quadro 2 - Colecdes de livros didéticos ofertadas no PNLD 2017

Titulo Autores Edicao | Editora/Ano
Praticando matematica (Edi¢ao Re- | Andrini, A. e Vasconce- | 4 Editora do Brasil,
novada) los, M. J. 2015
Descobrindo e aplicando a ma- | Mazzieiro, A. S. e Ma- | 2 Dimensao, 2015
tematica chado, P. A. F.
Matematica do cotidiano Bigode, A. J. L. 1 Scipione, 2015
Matematica - Compreensao e | Silveira, E. 3 Moderna, 2015
pratica
Projeto Telaris - Matematica Dante, L. R. 2 Atica, 2015
Projeto Arariba - Matemaética Editora Moderna (org.) | 1 Moderna, 2014
Matematica - Idéias e desafios Onaga, D. S. e Mori, . | 18 Saraiva
Educacao, 2015
Matematica - Bianchini Bianchini, E. 8 Moderna, 2015
Matemadtica nos dias de hoje - Na | Jakubovic, J. e Cen- | 1 Leya, 2015
medida certa turién, M.
Convergéncias - Matematica Chavante, E. 1 SM, 2015
Vontade de saber - Matematica Souza, J. e Pataro, P. M. | 3 FTD, 2015

Fonte: Adaptado de Brasil (2016)

Para cada colegdo, o Guia apresenta um sumdrio dos conteudos desenvolvidos em
cada ano letivo. Observando estes sumarios, pudemos notar a presenga do estudo de equacdes
lineares com duas incégnitas em trés colecdes de livros didéticos, o que ndo significa que o

conteudo nao possa estar presente nas demais obras. Sdo elas:
* Matemadtica - Compreensao e pratica (SILVEIRA, 2015);
* Projeto Arariba - Mateméatica (EDITORA MODERNA (org.), 2015);
¢ Vontade de saber - Matematica (SOUZA; PATARO, 2015).
Os trés livros apresentam caracteristicas semelhantes entre si. Primeiramente, devemos

destacar que o tema € apresentado antes ou no mesmo capitulo destinado ao estudo dos sistemas

lineares. Logo, percebemos que os livros didaticos analisados ndao abordam as equagdes
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diofantinas lineares como um contetido em si, mas apenas as equagdes com duas incognitas

como uma introdugio aos sistemas de equacdes lineares.

Em segundo lugar, a definicdo apresentada para a equagdo com duas incdgnitas
menciona que os coeficientes da mesma devem ser reais. Desse modo, é feita a associagao
da infinidade de solucdes da equagcdo com a sequéncia dos pontos que constituem a reta
correspondente a esta equagcdo no plano. Assim, ambos os livros trazem atividades para

representacio grafica.

Como consequéncia de considerar o conjunto dos nimeros reais, nenhum dos livros
apresenta condicdo de existéncia para as solucdes da equacdo quando seus coeficientes sao
inteiros, perdendo a oportunidade de resgatar as definicdes de divisibilidade estudadas em anos

anteriores do Ensino Fundamental.

Posto isto, concluimos que falta um material sobre as equacdes diofantinas lineares

voltado a aplicacdo na Educacdo Basica, dando suporte as consideracdes apresentadas no

Curriculo de Matematica do Estado de Sao Paulo.

Sendo assim, para averiguar como o professor trabalha o tema das equagdes diofantinas
lineares com seus alunos, vamos explorar na Secao 3.4 os resultados de uma pesquisa realizada

com alguns professores da Educacdo Basica publica do estado de Sdo Paulo (2011).

3.4 PRATICA DO PROFESSOR DA REDE PAULISTA

Como foi exposto anteriormente, as equacdes diofantinas lineares estdo presentes no
Curriculo de Matemédtica (2011) da Educagdo Basica paulista. Deste modo, foi realizada uma
pesquisa, mediante um questionério, com alguns professores da rede estadual sobre o ensino

das equacdes diofantinas lineares, conforme o apéndice A.

No més de outubro de 2018, foram distribuidos 44 questiondrios para professores
de 11 escolas da rede estadual de ensino, localizadas em 5 cidades no interior de Sdo Paulo.
Foram recolhidos 18 questiondrios respondidos, dos quais apenas 12 haviam sido preenchidos
afirmativamente o termo de aceite em participar da pesquisa, sendo estes considerados validos

para andlise, o que corresponde a aproximadamente 27,3% do total inicial.

Sobre o perfil dos professores que participaram da pesquisa, destacamos que:
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* Apenas um deles ndo tem formacdo plena em Matemadtica;

* Aproximadamente 83,4 % fizeram ou estdo fazendo algum curso de aperfeicoamento em

Matematica ou na drea da educacao;

O tempo médio de atuac@o em sala de aula é de aproximadamente 15,8 anos;

Todos afirmaram conhecer o Curriculo de Matematica do Estado de Sao Paulo (2011);

41,7% dos professores ja ministraram aulas referentes as equagdes diofantinas lineares na

Educacgao Bésica.

Cerca de 75% dos professores afirmaram conhecer o conteido das equagdes
diofantinas. Quanto ao nivel de ensino em que estudaram este tema, a maioria, 55,6%, relatou
que foi no Ensino Fundamental, sendo que um terco deles especificou o 8° ano, possivelmente
em decorréncia do magistério. Outras respostas citadas foram: no Ensino Médio, no Ensino

Superior e através de pesquisas.

Notamos que os 25% que disseram ndo conhecer o contetido também afirmaram ndo
ter ministrado aulas sobre o contetido, sendo que a maioria destes nao leciona no 8° ano, o que

pode corroborar para o desconhecimento do assunto.

Os professores apontaram como conhecimentos prévios ao estudo das equacdes
diofantinas lineares: as operacoes basicas (adi¢ao, subtracao, multiplicacdo e divisdo, incluindo
a tabuada) e operacdes com nimeros inteiros; conhecimentos basicos de Aritmética e Algebra
(multiplos, divisores, mdximo divisor comum); conceitos de equagdo e de sistemas de equacdes

lineares.

Quando questionados se seria interessante ensinar as equacoes diofantinas lineares na
Educacgao Bésica, 58,3% dos professores responderam afirmativamente. As justificativas foram
diversas, mas destacamos duas delas: Permite solucionar diversos problemas com duas ou
mais varidveis e Seria um aprofundamento maior em Aritmética e novo conhecimento para os

professores.

Na questao sobre as possiveis dificuldades no ensino do tema na Educagdo Basica, os
participantes podiam assinalar mais de um item ou apresentar algum outro que ndo estivesse na

lista. Os resultados estdo expostos no Gréfico 1, de acordo com a frequéncia das respostas:
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Grifico 1 - Frequéncia das respostas

N&o existem dificuldades no ensino deste | |

. s o 1
conteudo na educacdo basica

Falta de tempo no projeto pedagdgico 2

Qutros motivos 3

Falta de material complementar especifico
para o ensino do conteudo na educacéo basica

Auséncia deste conteido na minha formacéo
docente

Falta de conhecimentos prévios dos alunos 9

Fonte: A autora

A falta de conhecimentos prévios foi a principal dificuldade apontada pelos professores

para o ensino das equagdes diofantinas lineares na Educacao Basica.

Ainda observando o Gréfico 1, vemos que a auséncia das equagdes diofantinas na
formacgdo do professor e a falta de material complementar foram dois dos trés aspectos mais

apontados pelos docentes.

Durante uma apresentacdo de poster com os resultados parciais desta pesquisa, um
ouvinte sugeriu a pesquisa por outras propostas curriculares para a investigacao da inclusao ou
nao das equacdes diofantinas lineares como conteddo curricular. Foi entdo que conhecemos
o Curriculo para Exceléncia (Curriculum for Excellence) e, tendo em vista que na educagdo
brasileira pouco se vé das equagdes diofantinas na Educacdo Basica, na Secdo 3.5 vamos

destacar este curriculo, que inclui referéncia ao ensino das equacdes diofantinas lineares.

3.5 CURRICULO PARA EXCELENCIA

Ao apresentarmos os resultados parciais desta pesquisa no III Simpdsio da Formagao
do Professor de Matematica da Regido Sul, realizado em maio de 2018 na Universidade

Federal da Fronteira Sul (UFFS), em Chapeco-SC, obtivemos como sugestdo de um participante
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pesquisar uma referéncia curricular internacional para demonstrar a relevancia das equacoes
diofantinas lineares na Educacdo Basica. Foi a partir dai e de conversas com outros professores

que encontramos o Curriculo para Exceléncia da Escdcia.

A Escocia é uma das nacoes que integram o Reino Unido. Entretanto, possui uma
estrutura educacional prépria, para alunos de 3 a 18 anos, denominada como Curriculo para
Exceléncia (Curriculum for Excellence). Ele € dividido em duas etapas e tem o objetivo de ser
flexivel para que o aluno possa progredir no seu préprio ritmo ao longo dos niveis de cada etapa

do Curriculo, de acordo com suas necessidades:

* Ampla educacdo geral (Broad general education): visa proporcionar uma educacdo
completa desde os anos iniciais até a fase sénior, sendo dividida em cinco niveis

curriculares (Early, First, Second, Third e Fourth);

* Fase sénior (Senior phase): destina-se a jovens entre os 15 e 18 anos, com objetivo de

incluir o estudo de qualificagdes e cursos adequados as suas capacidades e interesses.

A Matematica € uma das oito areas curriculares compreendidas na Ampla Educagao
Geral. Todavia, a Alfabetizacao, o Numeramento e a Saide e Bem-estar sdo temas que recebem

destaque e sao consideradas de responsabilidade de todos os profissionais envolvidos.

O documento Referéncias Numeracia e Matematica (Benchmarks Numeracy and
Mathematics) apresenta referéncias e expectativas de aprendizagem para esta area. Nele,
encontramos uma referéncia relacionada ao ensino das equagdes diofantinas no terceiro nivel

curricular (Third level) da Ampla Educacao Geral (EDUCATION SCOTLAND, 2017, p. 37):

Resolve equacdes lineares, por exemplo, ax =b = ¢ em que a, b € ¢ sdo nimeros

inteiros (“Solves linear equations, for example, ax+ b = c where a, b and c are integers”.

No Terceiro Nivel do Curriculo para Exceléncia, os alunos tém aproximadamente a
mesma idade dos alunos do 8° ano do Ensino Fundamental brasileiro, isto €, 13 anos. Embora
sejam realidades diferentes, este fato reafirma a possibilidade de ter este conteudo incluso na

Educacgao Bésica.

Tendo em vista os aspectos retratados neste capitulo, buscamos os trabalhos

desenvolvidos no meio académico sobre as equagdes diofantinas. Para isso, no Capitulo
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4 apresentaremos os resultados de uma pesquisa realizada em dois sites de divulgacdo de

dissertagdes.
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4 REVISAO DE LITERATURA

Para investigar mais sobre o ensino e a pesquisa das equagoes diofantinas, consultamos
os sites do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT)
e da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (BDTD) e apresentamos alguns

resultados neste Capitulo.

4.1 DISSERTACOES DO PROFMAT

O PROFMAT ¢ um programa de mestrado profissional, strictu sensu, semipresencial
em rede nacional, que visa atender prioritariamente os professores da Educacao Bésica da rede
publica de ensino. Nesse sentido, os trabalhos de conclusdo de curso devem abranger temas
relativos ao curriculo de Matematica da Educacdo Bésica. Até a primeira semana de marco de
2019 existiam 4361 registros de dissertacdes no site do PROFMAT, publicadas desde o ano de
2013.

Fizemos entdo uma pesquisa no site do PROFMAT, de todas as dissertacdes que
traziam no titulo a palavra “diofantina”, tanto no singular como no plural, e as analisamos
com o objetivo de verificar qual o enfoque que vem sendo dado a esse topico. Deste modo,

encontramos 29 dissertacoes, citadas no Quadro 3:

Quadro 3 - Dissertagdes sobre equacdes diofantinas

(continua)

Ano da | Instituicao| Autor (a) Titulo

defesa de ensino

2013 UFSJ RIOS, D. G. Equacgdes diofantinas lineares na educacdo
bésica

2013 UFG BORGES, F. V. A. | Equacdes diofantinas lineares em duas
incognitas e suas aplicagdes

2013 UFAL SILVA, A. V. Uso das equacdes diofantinas lineares no
ensino fundamental

2013 UFAL SANTOS, P. S. A. | Congruéncia e equacdes diofantinas: uma
proposta para o ensino bdsico

2013 UFERSA | MELO, E. D. Uso das matrizes na parametrizacdo das
solugcdes de equacgdes diofantinas lineares

2013 UFMT CAMPOS, G. D. | Equagdes diofantinas lineares

M.
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Quadro 3 - Dissertagdes sobre equagdes diofantinas

(continuagao)
Ano da | Instituicao| Autor (a) Titulo
defesa de ensino
2014 UEM VANSAN, A. H. | Equagdes diofantinas: um projeto para a sala
de aula e o uso do Geogebra
2014 UECE SALES, M. M. Resolugdo de problemas de equagdes diofanti-
nas
2014 UNIFAP | LEITE, K. G. Equacdao diofantina linear: aplicacdes no
ensino médio
2014 FURG SAVOIS, J. N. Método para resolver equagdes diofantinas
com coeficientes no conjunto dos nimeros
racionais
2014 UFC NASCIMENTO, | Equagdes diofantinas e o método das secantes
N. M. e tangentes de Fermat
2014 UFPI LUZ, E. P. O uso de equagdes diofantinas lineares na
resolucao de problemas de preparacdo olimpica
2014 UNB RIBEIRO, R. Equacgdes Diofantinas: uma abordagem para o
Ensino Médio
2014 UFPR PAULA, J. C.C. | Tépicos de aritmética: equacdes diofantinas
2015 UFSM CAMPOS, A. Equacgdes diofantinas lineares: possibilidades
didéticas usando a resolucdo de problemas
2015 UFC FREITAS, C. W. | Equacdes diofantinas
A.
2015 UECE ANIJOS, A. A. Equacgdes Diofantinas: Sequéncia Didética e o
Método da Descida Infinita de Fermat
2015 UFMT PEREIRA Fragdes continuas e equagdes diofantinas line-
JUNIOR, J. ares e nio-lineares
2016 UFSJ MARQUES, B. | Equacdes diofantinas lineares e equacdo de
A. Pell: uma abordagem via fracdes continuas
2016 UFRR SILVA NETO, A. | Convite as equagdes diofantinas: uma aborda-
gem para a educagio basica
2017 UFBA DEUS, N. S. P. Equacgdes diofantinas lineares e o GPS: nova
conexao curricular
2017 UAL BARROS, E. F. Equacgdes diofantinas ndo lineares: uma pro-
posta didatica para resolug¢do de problemas
2017 UFG ALVES, L. F. Aplicagdes de equacgdes diofantinas e um
passeio pelo ultimo teorema de Fermat
2018 IMPA SOUZA, L. B. Aproximacdes diofantinas e a teoria das
fracdes continua
2018 UFRRIJ OLIVEIRA, A. F. | Equagdes diofantinas lineares: uma proposta
E P para as sé€ries finais do ensino fundamental
2018 UFPA MAIA, L. F. Equagdes diofantinas
2018 UFT VIEIRA, B. M. Equacgdes diofantinas: uma proposta didatica
para o 9° ano do ensino fundamental
2018 UTFPR VOELZ, M. E. Utilizacao dos métodos Vieta jumping e des-

cida infinita na solu¢ao de equagdes diofantinas
e problemas envolvendo divisibilidade
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Quadro 3 - Dissertagdes sobre equagdes diofantinas

(conclusio)
Ano da | Instituicao| Autor (a) Titulo
defesa de ensino
2018 UEPB SILVA, R. G. da Congruéncias e equacdes diofantinas: algumas
aplicacoes

Fonte: Adaptado do site do PROFMAT
(Disponivel em: <http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/>. Acesso em: 7 mar. 2019)

Inicialmente, observamos que tais trabalhos foram escritos por académicos de 22

institui¢des de ensino distintas, que estdo espalhadas por todas as regides do pais, evidenciando

a relevancia do assunto e a preocupagao dos pesquisadores em aprimorar seu estudo.

Em termos de trabalhos de pesquisa, a regiao Nordeste se destaca por abranger a maior

parte deles, cerca de 38%, conforme os dados apresentados no Gréfico 2.

Griéfico 2 - Distribuicdo dos trabalhos de pesquisa por regido do Brasil

m Norte

W Nordeste

m Centro-Oeste

m Sudeste

m Sul

Fonte: A autora

Ap6s verificar os resumos destes trabalhos do PROFMAT, destacamos que:

* Diferentemente dos demais, o trabalho de pesquisa de Rios (2013) consiste num artigo e

o de Paula (2014), num conjunto de atividades resolvidas e comentadas;

* Vansan (2014) e Sales (2014) sugerem atividades mediadas por recursos computacionais,

sendo eles o Geogebra e o Pari GP, respectivamente;

* Luz (2014) e Ribeiro (2014) citam que suas dissertacdes se destinam a alunos em

preparacdo olimpica, onde a primeira delas se refere a alunos ingressantes na licenciatura

em Matematica;
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* Anjos (2015) considera uma falha no curriculo de Matemética a auséncia do estudo das

equagdes diofantinas;

* Luz (2014), Campos (2015), Oliveira (2018) e Vieira (2018) utilizam a metodologia da

engenharia didatica para aplicacao de atividades em sala de aula.

Particularmente, Silva (2002), Vansan (2014), Ribeiro (2014), Anjos (2015) e Oliveira
(2018) se propdem a apresentar sequéncias didaticas para o ensino das equacdes diofantinas
lineares na Educacdo Bésica. Porém, nenhum desses autores reconhece este tema como

conteudo curricular.

4.2 BIBLIOTECA DIGITAL BRASILEIRA DE TESES E DISSERTACOES

A Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagcdes (BDTD), desenvolvida e
coordenada pelo Instituto Brasileiro de Informacdo em Ciéncia e Tecnologia (IBICT), tem
por objetivo proporcionar maior visibilidade a producgao cientifica nacional, integrando em um
unico portal os sistemas de informacao de teses e dissertagcdes, estimulando assim o registro € a

publicagdo em meio eletronico.

Na primeira semana de marco de 2019 havia neste portal mais de 497 mil trabalhos
académicos disponiveis de 106 instituicdes de ensino. Nele temos as opgdes de pesquisar os
trabalhos por titulo, autor e assunto. Desta forma, pesquisamos pelos trabalhos que continham

a palavra “diofantina”no titulo e encontramos 19 registros distintos.

Listamos alguns trabalhos no Quadro 4 e ressaltamos que a Universidade de Brasilia
(UNB) abrange a maioria deles, dentre os quais Freitas (2013), Vieira (2016) e Chaves (2013)
sdo teses de doutorado, demonstrando que o assunto das diofantinas € objeto de pesquisa em

todos os segmentos académicos.
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Quadro 4 - Trabalhos na BDTD

Ano da | Instituicao | Autor (a) Titulo

defesa de ensino

2009 UNICAMP | SILVA, F.J. F. da Equagdes  diofantinas  cldssicas e
aplicacoes

1994 UNICAMP | D1 GIACOMO, S. R. | Equacdes diofantinas e nimeros de classes

2013 UNB FREITAS, T. P.de A. | A equagdo diofantina v(v+ 1) = u(u +
a)(u+2a): uma generalizagdo da equagdo
de Mordell

2017 UNESP SOUZA, R. S. Equacodes diofantinas lineares quadraticas
e aplicacoes

2016 UNB VIEIRA, V.E. V. Equagdes diofantinas envolvendo sequen-
cias de Fibonacci generalizadas

2013 UNB CHAVES, A.P.de A. | As equagOes diofantinas envolvendo
poténcias de termos de sequéncias
recorrentes

2012 UFGRS CAPILHEIRA, B. H. | Equacdes diofantinas lineares: uma pro-
posta para o ensino médio

2007 PUC-SP COSTA,E. S.da As equacdes diofantinas lineares e o
professor de matemética do ensino médio

2016 UNB KREUTZ, A. Formas lineares em logaritmos p-adicos
aplicados na resolucdo de equacdes dio-
fantinas

2008 PUC-SP POMMER, W. M. Equagdes diofantinas lineares: um desafio
motivador para alunos do ensino médio

2006 PUC-SP OLIVEIRA, S. B.de | As equacdes diofantinas lineares e o livro
didatico de matemdtica para o ensino
médio

2015 UNESP SILVA, P.R. da Toépicos de teoria dos numeros algébricos
e aplicacdo em reticulados e equacdes
diofantinas

Fonte: Adaptado do site da BDTD
(Disponivel em: <http://bdtd.ibict.br/vufind/>. Acesso em 07 mar. 2019)

Dentre os pesquisadores citados no Quadro 4, destacamos em especial Pommer, que

jé teve um outro trabalho citado anteriormente no Capitulo 3 e publicou varios outros trabalhos

envolvendo as equacdes diofantinas.

Além dos trabalhos indicados no Quadro 4, havia outros sete registros no portal da

BDTD que também constavam no banco de dissertacdes do PROFMAT e ja foram mencionados

no Quadro 3. Tal fato corrobora a contribuicdo do programa nas pesquisas cientificas em nivel

nacional, visto que neste caso elas correspondem a aproximadamente 37% dos registros da

BDTD. Sao eles:
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Borges (2013);

Ribeiro (2014);

¢ Nascimento (2014);

Freitas (2015);

Silva Neto (2016);

Alves (2017);

Deus (2017).

Outro aspecto a ser ressaltado € que cinco dissertagcdes presentes na BDTD relacionam
as equacdes diofantinas com o Ensino Médio, sendo uma delas do PROFMAT e outras trés de

académicos da Pontificia Universidade Catdlica de Sao Paulo (PUC-SP).

Deste modo, com base no banco de dissertacbes do PROFMAT e no portal da
BDTD, concluimos que hda um nimero significativo de trabalhos sobre as equagdes diofantinas,

abordando-as de diferentes maneiras.

Assim sendo, o Capitulo 5 tem por objetivo ser uma fonte de consulta para professores
de Matematica, interessados em trabalhar ou aprofundar o tema das equagdes diofantinas

lineares na Educacdo Bésica.
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5 GUIA DIDATICO

Neste Capitulo elaboramos um pequeno guia didédtico voltado para o ensino das
equagoes diofantinas lineares na Educacao Bésica, apresentando alguns conceitos e resultados
relevantes para sua resolucdo e um conjunto de atividades propostas, juntamente com suas

solucoes.
5.1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Os numeros inteiros, critérios de divisibilidade e paridade, miltiplos e divisores sdo
assuntos previstos na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o Ensino Fundamental,
conforme exposto na Se¢do 2.4. Apresentaremos nesta Se¢do uma pequena revisao dos topicos
necessdrios para a resolucao de equagOes diofantinas lineares. Para isso, consideraremos as
obras de Alencar Filho (1981) e Domingues e lezzi (2003) e, para um estudo mais aprofundado,

indicamos a leitura de Aritmética de Hefez (2014).

Inicialmente, o conjunto dos niimeros inteiros € representado por
Z=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

Ao tratar dos niimeros inteiros, enunciamos uma propriedade que sé este conjunto possui e sera

util para as demonstragdes dos teoremas que seguem nesta Secao.

Principio da Boa Ordenacao: Se S ¢ um subconjunto ndo vazio de Z e limitado
inferiormente, entdo S possui um menor elemento. (Dizemos que um subconjunto S de Z €
limitado inferiormente se existir ¢ € Z tal que ¢ < x, para todo x € S. Diremos que a € S € um

menor elemento de S se a < x, para todo x € Z).

A partir da nocdo do conjunto Z, consideremos entdo a e b dois nimeros inteiros.
Dizemos que b divide a, ou que a € divisivel por b, ou que b € um divisor de a, ou ainda que a é
multiplo de b se existe um niimero inteiro c tal que a = bc. Para indicar que b divide a, usamos

a notacdo b|a e tal relagdo denomina-se relagdo de divisibilidade em Z.

Exemplo 5.1. Temos que:

1. 2|10, pois existe 5 € Z tal que 10 =2-5;



2.

3.

—3|12, pois existe —4 € Z tal que 12 = (=3) - (—4);

-1

0, pois existe 0 € Z tal que 0 = (—1) - 0.

O Teorema 5.2 apresenta algumas propriedades da divisibilidade.

Teorema 5.2. Quaisquer que sejam os inteiros a, b e c tem-se:
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1. 1|0, 1]a e ala;

2. Seall, entdo a = +1;

3. Se a|b e c|d, entdo ac|bd;

4. Se alb e b|c, entdo alc;

5. Se alb e b|a, entdo a = +b;

6. Se a|b, com b # 0, entdo |a| < |b|;

7. Se a|b e alc, entdo a|(bx+ cy), para todo x,y € Z.

Demonstragdo. 1. Repareque: 0 =a-0,a=1-a,a=a-1.

2. Como a|l, entdo 1 = ag, com g € Z, o que implicaa=1leg=1,oua=—-1leg=—1.
Logo, a = +1.

3. Como alb e c|d existem ¢,q) € Z tais que b = aq e d = cq;. Logo, bd = (aq)(cq1) =

(ac)(gqy). Portanto, ac|bd.

Como a|b e b|c existem q,q; € Z tais que b = aq e ¢ = bq,. Logo, ¢ = (aq)q) = a(qq).

Portanto, alc.

. Como a|b, entdo b = aq, com g € Z. Por outro lado, de b|a, temos a = bq|, com q; € Z.

Portanto, a = a(qq1) e, logo, gq1 = 1. Pelo item (2), segue que g=1eq; =1,oug=—1

e q; = —1. Donde a = +b.

Como alb e b # 0, entdo b = aq, com 0 # g € Z. Assim,

segue-se que |g| > 1 e, portanto, |b| > |al.

b| = |al|q|.- Mas como g # 0,



39

7. Como alb e alc existem inteiros g e ¢ tais que b = aq e ¢ = aq;. Portanto, quaisquer que

sejam os inteiros x e y, temos

bx+cy = (aq)x+ (aq1)y = a(gx+q1y),

ou seja, a|(bx+cy).

Podemos generalizar esta propriedade da seguintes forma: se a|by, para k = 1,2, 3, ..., n, entdo

quaisquer que sejam os inteiros x,x, X3, ..., X, temos
a| (b1x1 +byxy+ ...+ bnxn).

]

Quando ndo existe ¢ € Z tal que a = bc, dizemos que a nao € divisivel por b e indicamos
por b 1 a. Nesse caso, o Algoritmo da Divisdo Euclidiana (Teorema 5.3) estabelece uma divisdo

com resto r:

Teorema 5.3. (Divisdo Euclidiana) Sejam a e b dois inteiros com b # 0. Existem dois tinicos
niimeros inteiros q e r tais que

a=b-q+r,

com 0 <r<|b|.

Demonstragdo. Considere o conjunto
S={x=a—-by;yeZ}n(NU{0}).

Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana (Ver anexo A), existe n € Z tal que n(—b) > —a,
logo, a —nb > 0, 0 que mostra que S € nao vazio. O conjunto S € ndo limitado inferiormente
por 0, logo, pelo Principio da Boa Ordenacgdo, temos que S possui um menor elemento r.
Suponhamos entio que r = a — bq. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < |b|. Suponhamos
por por absurdo que r > |b|. Portanto, existe s € NU{0} tal que r = |b|+s, logo 0 < s < r. Mas
isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois s =a— (g+—1)b € S, com s < r.

Unicidade: Suponha que a = bg+r =bq' + 71, onde q,q',r,r’ € Z,0<r < |b|e 0 <r < |b|.

Assim temos que —|b| < —r < ¥ —r < /¥ < |b]. Logo, |F —r| < |b|. Por outro lado,
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b(q—¢q') =r —r, o que implica que
bllg—q'| = |r' —r| < bl

0 que s6 é possivel se ¢ = ¢’ e, consequentemente, r = 7.

Exemplo 5.4. (UNCISAL/2016) Divisao euclidiana e o teorema fundamental da aritmética

A divisdo euclidiana, ou divisdo com resto, € uma das quatro operacdes que toda
crianca aprende na escola. Sua formulagdo precisa é: dados a, b inteiro e diferente de 0, existem
g e r pertencentes a Z, com 0 < r < |b| e a = bg + r. Tais q e r estdo unicamente determinados

e sao chamados o quociente e o resto da divisao de a por b, respectivamente.

Disponivel em: < http: //www.mat.puc — rio.br /"nicolau/ papers/mersenne /node4.html > .

Acesso em: 25 out. 2015 (adaptado).

Quais sao, respectivamente, o resto e o quociente da divisao de —30 por —47?

(A) —2e7.
(B) Oe7.
(C) 2e8.
(D) 7e-2.

(E) 8e?2.

Solucdo: Pelo Teorema 5.3 temos que
—30= —4qg+r,

com 0 < r < | —4|. Deste modo, das alternativas propostas a correta é a C, pois, apenas r = 2

atende a defini¢do da Divisdo Euclidiana de que 0 < r < | —4/, ou seja, —30 = —4 -8 + 2.

Exemplo 5.5. (CADAR; DUTENHEFNER, 2015, p. 29) Encontre o nimero natural que ao ser

dividido por 7 resulta um quociente 4 e resto maior possivel.
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Solugdo: Seja n o ndmero natural procurado. Para obter o maior resto possivel, segue pelo
Teorema 5.3 que

0<r<|7|=r=6.
Dai, n =7-4+6, ou seja, n = 34. Logo, encontramos como resposta o nimero natural 34.

Exemplo 5.6. (ALENCAR FILHO, 1981, p. 82) Achar os inteiros positivos menores que 150

e que divididos por 39 deixam um resto igual ao quociente.

Solugdo: Seja x o nimero inteiro procurado. Pelo Teorema 5.3, temos que a = 39g 4 r. Mas

como devemos ter r = ¢, entao
a=39q+q = a=40q.

Atribuindo nimeros inteiros positivos para g e considerando que queremos como resultado os

inteiros positivos menores que 150, obtemos como solugdes os valores 40, 80 e 120.

Definicao 5.7. (Mdximo divisor comum - mdc) Sejam a e b dois niimeros inteiros ndo
conjuntamente nulos. Chama-se mdximo divisor comum de a e b o inteiro positivo d(d > 0)

que satisfaz as condicoes:

(i) d|a e d|b;

(ii) se cla e c|b, entdo ¢ < d.

Observacao 5.8. Temos que
mdc(12,18) = mdc(12,—18) = mdc(—12,18) = mdc(—12,—18) = 6.

Teorema 5.9. Se a e b sdo dois inteiros ndo conjuntamente nulos, entdo existe e é unico o

mdc(a,b). Além disso, existem inteiros x e y tais que
mdc(a,b) = ax+ by,

ou seja, mdc(a,b) é uma combinagdo linear de a e b.
Demonstragdo. Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma au + bv, com u,v € Z,

isto €,

={au+bv:au+bv>0eu,ve’l}.
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Esse conjunto S € ndo vazio, pois, se a # 0, um dos inteiros
a=a-1+b-0 ou —a=a-(—1)+b-0,

€ positivo e pertence a S. Logo, pelo Principio da Boa Ordenagao, existe e é unico o elemento
minimo d de S, tal que minS =d > 0. E, pela definicdo de S, existem inteiros x € y tais que

d = ax+by.
Agora, vamos mostrar que d = mdc(a,b). Pelo Algoritmo de Euclides, temos
a=dg+r, com0<r<d,
que implica em
r=a—dq=a— (ax+by)q=a(l —gx)+b(—qy),

ou seja, o resto r ¢ uma combinacdo linear de a e b. Como 0 < r < d e d > 0 é o elemento

minimo de S, segue-se que r =0 e a = dgq, isto é, d|a.

De modo andlogo, concluimos que d|b. Logo, d é um divisor comum de a e b.

Finalmente, se ¢ € um divisor comum positivo qualquer de a e b (c|a e c|b, ¢ > 0), entdo

cl(ax+by) = c|ld = c <d,
isto é, d € o maior divisor comum positivo de a e b, ou seja,
mdc(a,b) =d = ax+by, x,y€Z.

]

Exemplo 5.10. Sejam os inteiros a = 4 e b = 20. Temos que existem inteiros x = —4 ey =1
tais que

mdc(4,20) =4 =4 (—4)+20-1.

E importante ressaltar que existem infinitos pares de inteiros x,y € Z para os quais
mdc(a,b) = ax+ by. Cada uma dessas relacdes é chamada de identidade de Bezout, em

homenagem ao matemético francés Etienne Bézout (1730-1783).

A partir da defini¢cdo de equacdo diofantina linear, apresentada no Capitulo 2, e dos
conceitos de divisibilidade e de Divisdo Euclidiana, na sequéncia temos a Proposi¢cdo 5.11,

que aponta uma condi¢ao necessdria e suficiente para a existéncia da solu¢do de uma equagao
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diofantina (DOMINGUES; IEZZI, 2003). Ja a Proposi¢do 5.12 afirma que, se uma equagdo
diofantina linear possui solucdo, na verdade ela tem infinitas solucdes inteiras e podemos

determinar seu conjunto solu¢do a partir uma soluc¢ao particular.

Proposicao 5.11. Uma equagdo diofantina linear ax + by = ¢ tem solugdo se, e somente se,
d =mdc(a,b) é um divisor de c.
Demonstracdo. (=) Se (xp,yo) é uma solugdo, vale a igualdade

axo+byg = c.

Como d|a e d|b, entdo d|c (transitividade).

(«<=) Como d = mdc(a,b), entdo, devido a propriedade do maximo divisor comum,
podem-se determinar x, yo € Z tais que axo+ byo = d. Mas, por hipétese d|c e, portanto, ¢ = dg

para algum inteiro g. De onde,

c =dq = (axo + byo)q = a(xoq) + b(y0q),

0 que mostra que o par (xoq,yoq) € solu¢do da equacéo considerada.

]

Proposicao 5.12. Se a equacdo diofantina ax + by = ¢ tem uma solug¢do (xo,yo), entdo tém

infinitas solucdes e o conjunto destas é:

b a
S—{(xo—i—gt,yo—gt) |t€Z}.

Demonstra¢do. Mostremos primeiro que todo par (xg + gt, yo — 5t) € solugdo da equagdo

considerada. De fato,

(ab—ba)

d d

b a
alxp+—t +b<y0—2t):axo+by0+ t = axo+byy = c,
pois (xp,y0) € solugdo por hipétese.

Por outro lado, seja (x',y") uma solugdo genérica da equagéo. Ou seja,

ax' + by’ = ¢ = axy + byy.

Dai,

a(x' —xp) =byo—y).
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Mas, como d € divisor de a e b, entdo a = dr e b = ds, para convenientes inteiros r € s, primos

entre si. Logo,
dr(xX' —xo) = ds(yo —Y'),
e, portanto,
r(x" —x0) = s(yo—y').
Essa igualdade mostra que r divide s(yo —’). Mas como r e s sdo primos entre si, entdo r divide

yo —y (Lema de Euclides, ver anexo A). Logo
/
yo—Yy = rt,
para algum ¢ € Z. Levando-se em conta que r = 4, entdo
r_ a "
y=Yo— I

Portanto, em consequéncia,
/ /
r(x —xo) =s(yo—y') =srt,
obtém-se:

X =Xxo+—t.

QUINS

]

Em alguns casos, podemos encontrar as solucdes de uma equacdo diofantina linear
por inspecao, isto €, por tentativa e erro. Mas uma maneira eficaz para resolucio envolve as
proposi¢des anteriores € o Algoritmo de Euclides, utilizado para determinar o mdc entre os

coeficientes da equacgao.

O Algoritmo de Euclides consiste em aplicar divisdes euclidianas sucessivas para
determinar o mdc, de modo que podemos escrevé-lo como soma de multiplos. Isso é possivel
pois o Teorema 5.3 garante a unicidade desses resultados. O processo consiste em dividir o
maior nimero pelo menor, e na sequéncia fazer divisdes sucessivas do ultimo divisor pelo dltimo

resto, até obtermos uma divisio exata.

Teorema 5.13. (Algoritmo de Euclides) Dados dois inteiros positivos a e b, considere as
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divisoes sucessivas, onde q e r sdo, respectivamente, quocientes e restos:

a = qob+ro, 0<ry<b,
b=qiro+ri, 0<r <n,
ro = qar1 + 12, 0<rn<r,
rL=qsry+rs, 0<r3<r,

F—2 = qili—1+ 71k, 0 < < g1,
Tk—1 = 4k+17k-
Entdo,

mdc(a,b) = ry,

ou seja, ¢ o ultimo resto ndo nulo das divisoes sucessivas.

Essas divisdes sucessivas sdo finitas, pois do Algoritmo da Divisdo Euclidiana temos
queb>ryg>r; >ry>...>0. Logo, se a sequéncia de restos ndo acabasse, em algum momento

haveria um resto negativo, o que € um absurdo.

E comum a aplicacdo do Algoritmo de Euclides mediante uso de um diagrama, de

modo que para calcular o mdc(a,b), temos o seguinte dispositivo pratico:

q |92 | -+ | 9u—1 qn qn+1
a| b || .| || Iy
| Ip | 13 | .. I,

onde r, é o mdc(a,D).

Para a demonstracdo do resultado do Algoritmo de Euclides, é necessario um lema

inicial:
Lema 5.14. Sejam a, b inteiros positivos e t € Z. Entdo,

mdc(a,b) =mdc(a,b+at) e mdc(a,b) =mdc(a+ bt,Db).

Demonstragdo. Vamos provar que mdc(a,b) = mdc(a,b+ at). Sejam

d =mdc(a,b) e d =mdc(a,b+at).
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Partindo de d = mdc(a,b), temos que:
dla e db = dla,dlatedlb = dla e d|b+at.

Assim, d é um divisor comum de a e b+ at, e como d’ é o maior divisor comum, temos entio

d >d.

Por outro lado, partindo de d' = mdc(a,b + at), tem-se:
dlaedb+tat = dla,dated|pb+a = dllaed|btat—a = dlaed|b.

Assim, d’ é um divisor comum de a e b, e como d é o maior divisor comum, temos d > d’. Ora,
jé provamos que d’ > d, de modo que d = d’, como querfamos. A outra identidade se demonstra

de forma andloga.

Com esse lema em maos, podemos agora demonstrar o Algoritmo de Euclides:

Demonstracdo. (Demonstragao do Algoritmo de Euclides) Pelo lema anterior e lembrando que

ro = a — qob, tem-se
mdc(a,b) = mdc(a— qob,b) = mdc(ry,b) = mdc(a,b) = mdc(ry,b).
Novamente pelo lema e como r; = b — q1rg, segue que
mdc(b,ryg) =mdc(b— qyro,ro) = mdc(ri,ro) = mdc(b,rg) = mdc(ro,ry).
Fazendo isso sucessivamente, obtemos
mdc(a,b) =mdc(b,ry) = mdc(ro,r1) =mdc(ry,r) = ... =mdc(ry_p,rv—1) = mdc(r—1,7¢),

mas como ry_1 = qi1rk, segue que mdc(ry_1,ry) = ry. Entdo, temos que mdc(a,b) = ry,

conforme queriamos demonstrar. [

Esse algoritmo tem grande importancia pratica, pois além de calcular mdc(a,b), ele
permite obter o mdc(a,b) como combinag@o linear dos inteiros a e b. Entdo vamos ilustrar

esses calculos nos préximos trés exemplos.

A seguir no exemplo 5.15 iremos calcular o mdc pelo Algoritmo de Euclides. Por sua
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vez, no exemplo 5.16, além de calcular o mdc, vamos escrevé-lo como uma combinagdo linear
e, por fim, no exemplo 5.17, usaremos este dispositivo pratico para obter uma solugdo particular

de uma equacao diofantina.

Exemplo 5.15. Calcular o mdc(15,4).

Pelo Algoritmo de Euclides,

31113
1504131
311|0

Logo, mdc(15,4) = 1.

Exemplo 5.16. Encontrar o mdc(904,856) pelo Algoritmo de Euclides e obter a sua expressdo

como combinagdo linear de 904 e 856.

Pelo algoritmo de Euclides,

904 | 856 | 48 | 40 | 8
48 | 40 | 8 | O

Logo, mdc(904,856) = 8.

Sua expressao como combinagdo linear de 904 e 856 pode ser obtida reescrevendo as

divisoes
904 = 1-856+48 (1)
856 =17-48+40 (2)
48 =1-40+8 €)
40 =5-8+0, )

isolando os restos nas divisoes euclidianas (1), (2) e (3):

904 =1-856+48 <= 48 =904 —1-856

856 =17-48+40 <= 40=856—17-48

48 =1-40+8 < 8 =48—1-40,
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e fazendo as substituicoes sucessivas como segue:
8=48—-1-40=48—1-(856—17-48) =(—1)-856+18-48 =

— (—1)-856+ 18- (904 — 1-856) = (—19) - 856+ 18 -904.
Portanto, 8 = mdc(904,856) = 904x + 856y, com x = 18 e y = —19.

Exemplo 5.17. Resolver a equacdo diofantina linear

15x+4y =17. (5)

Do exemplo 5.15 sabemos que mdc(15,4) = 1. Entdo, como mdc(15,4)|7, pela

Proposicdo 5.11 concluimos que a equacdo (5) possui solucdo. Considerando as divisoes

euclidianas, devemos isolar os restos diferentes de zero:
15=344+3 <<= 3=15-3-4 6)
4=134+1 <= 1=4—-1-3. (7)
Agora, substituindo (6) em (7) escrevemos mdc(15,4) como soma de miiltiplos de 15 e 4:
1=4—-1.(15-3-4)=4-14(-1)-1544-3=15-(—1)+4-4. ()
Multiplicando (8) por 7, obtemos:
7=15-(=7)+4-28. 9)

Logo, xo = —7 e yo = 28 sdo solucées particulares da equacdo inicial e, pela Proposigdo 5.12,

sua solugdo geral é dada por:

S={(-7+4t,28—151)|t € Z}.

Observamos que num caso mais geral, em que os coeficientes da equagdo diofantina
ndo pertencem aos inteiros (0s coeficientes sao racionais), basta que, inicialmente, encontremos
seus multiplos inteiros. A esse respeito, Savois (2014) apresenta em sua Dissertacdo um método

para resolver equacdes diofantinas com coeficientes no conjunto dos nimeros racionais.

Deste modo, na Se¢do 5.2 apresentaremos uma proposta de atividades direcionadas ao

8° ano do Ensino Fundamental e anos sequentes da Educagdo Basica.
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5.2 ATIVIDADES PROPOSTAS

Como nosso objetivo ndo se concentra em estabelecer sequéncias didaticas para o
ensino das equagdes diofantinas lineares na Educagdo Basica, mas fornecer um material de
consulta para o professor, agrupamos as atividades propostas em trés niveis crescentes de

dificuldade como sugestao de estudo.

Assim, no nivel 1 encontram-se atividades que envolvem conceitos mais simples,
destinadas para um contato inicial com o assunto. No nivel 2, estdo atividades que podem
ser aplicadas nos anos finais do Ensino Fundamental. Por fim, no nivel 3, estdo atividades que
envolvem conceitos de outras dreas do conhecimento, indicadas entio para o 9° ano do Ensino

Fundamental e Ensino Médio.

A contextualizacdo no ensino da Matemadtica tem por objetivo despertar interesse do
aluno e auxiliar na sua aprendizagem. Ao contextualizar um contetido, vale lembrar que nem
sempre um contexto que € interessante para um aluno, é para os demais. Podemos partir
de situacdes do dia a dia dos alunos, resgatando seus conhecimentos prévios, e valorizando
também aqueles contextos que nao sao facilmente perceptiveis no cotidiano, mas nem por isso

se configuram menos relevantes.

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam capacidades
de natureza prética para lidar com a atividade matemdtica, o que lhes permite
reconhecer problemas, buscar e selecionar informacdes, tomar decisdes.
Quando essa capacidade ¢ potencializada pela escola, a aprendizagem
apresenta melhor resultado (BRASIL, 1998, p. 36).

No que se refere aos contextos das situagdes-problema, julgamos pertinente

acrescentar junto a algumas atividades observacdes necessdrias para auxiliar na sua

compreensao do seu contexto e resolugdao. As solu¢des podem ser encontradas na Se¢do 5.3.

5.2.1 NIVEL 1
Atividade 1. (SOUZA; PATARO, 2015, p. 141) O triplo de um niimero natural mais outro é
igual a 12.

(a) Quais sdo esses niimeros? Escreva-os na forma de pares ordenados.

(b) Represente os pares ordenados que vocé escreveu em um plano cartesiano.
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Atividade 2. Mahavira foi um matemdtico hindu que por volta de 850 e escreveu sobre

matemdtica elementar.

Determine a menor das respostas admissiveis para o seguinte problema indeterminado
de Mahavira: “Nas cercanias claras e refrescantes de uma floresta plena de drvores com
seus galhos curvados pelo peso de flores e frutas, drvores como limoeiros, bananeiras, arecas,
jaqueiras, mangueiras e tamareiras, cercanias cujas vdrias partes se acham impregnadas pelo
vozerio de papagaios e cucos vindos de junto aos mananciais onde as abelhas fazem revoadas
em torno das flores de lotus; nessas cercanias chegou alegremente um grupo de viageiros.
E ld havia 63 montes de bananas numericamente iguais e sete dessas frutas e sendo todas
distribuidas igualmente entre os 23 viageiros ndo houve resto. Diga-me qual a medida numérica

de um monte de bananas.” (EVES, 2004, p. 173).

5.2.2 NIVEL 2

Atividade 3. (DOMINGUES; IEZZI, 2003, p. 52) O valor da entrada de um cinema é R$ 8,00
e da meia entrada R$ 5,00. Qual é o menor niimero de pessoas que pode assistir a uma sessao
de maneira que a bilheteria seja de R$ 500,00? (Em tempo: a capacidade desse cinema é

suficiente para esse niimero de pessoas.)
Atividade 4. (BARBOSA; FEITOSA, 2017, p. 30) Usando os fatores comuns

Suponha que desejamos encontrar todos os inteiros ndo-negativos x e y que satisfazem
a equagdo

Tx+ 11y =154

Se usarmos apenas que Tx < 154 implica x < 22 e testarmos as possibilidades, faremos 23

testes de casos! Por outro lado, podemos reescrever a equacdo como
11y =154 —7x =7(22 —x).

Veja que 11 divide 7(22 — x), mas ndo possui fatores em comum com o 7. Consequentemente
11 é um divisor de 22 —x. Como 22 —x < 22, basta testar x =0, x = 11 ou x = 22 para

encontrarmos as trés solucdes (x,y) = (0,14),(11,7) ou (22,0) com apenas trés testes de casos.

(a) Encontre todos os pares (m,n) de inteiros ndo negativos que satisfazem a equacdo

Sm—+ 8n = 120.
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Atividade 5. (ANJOS, 2015, p. 53)(UFC-CE 2004) Um poliedro convexo so tem faces
triangulares e quadrangulares. Se ele tem 20 arestas e 10 vértices, encontre o niimero de

faces triangulares desse poliedro.

(A) 12
(B) 11
(C) 10
(D) 9
(E) 8

Atividade 6. (SAVOIS, 2014, p. 69) Em uma loja de roupas e sapatos o imposto que incide
em cada mercadoria é diferente. Sobre o item roupa (R) é cobrado imposto de 35% e sobre
os produtos do grupo sapatos (S) a carga tributdria total é de 30% sobre o total vendido.
Sabendo que em um certo periodo de tempo esta loja pagou R$ 5750,00 de imposto calcule o
valor mdximo e o valor minimo de vendas desta loja supondo que exista roupas e sapatos de

qualquer valor.

Atividade 7. (VANSAN, 2014, p. 58) Apenas com a utilizacdo de dois relogios que so ddo

intervalos de tempo de 5 e de 11 minutos como podemos cozinhar um ovo durante 3 minutos?

5.2.3 NIVEL 3

Para as atividades 8 € 9.

A estequiometria € o ramo da quimica que estuda as quantidades envolvidas de cada
substancia em uma equacao quimica. Os célculos estequiométricos baseiam-se em trés leis
que definem as reagdes quimicas: lei de conservagdo das massas; lei das proporcoes definidas
e lei da propor¢do atdomica. Deste modo, dizemos que uma equacdo quimica estd balanceada
quando a quantidade total de dtomos de cada elemento no primeiro membro € igual ao do
segundo membro, porém, os coeficientes estequiométricos devem ser os menores numeros

inteiros positivos possiveis (SILVA et al., 2016).
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Atividade 8. (PUC - RJ) O éxido de aluminio (Al,03) é utilizado como antidcido. A reagdo

que ocorre no estomago é:
xAl, O3 +yHCl — ZAICl3 +wH;O.

Os coeficientes x, y, z e w sdo, respectivamente:

(A) 1,2, 3¢6;
(B) 1,6,2¢3;
(C) 2,3, 1¢6;
(D) 2,4, 4e3;
(E) 4,2, 1¢6.

Atividade 9. (UFRGS 2017) Airbags sdo hoje em dia um acessorio de seguranca indispensdvel

nos automdveis. A reacdo que ocorre quando um airbag infla é:
NaN3(s) — Na(g) + Nafs).

Quando se acertam os coeficientes estequiométricos, usando o menor conjunto adequado de

coeficientes inteiros, a soma dos coeficientes é:

(A) 3
(B) 5
(C) 7
(D) 8
(E) 9

Atividade 10. ( SAVOIS, 2014, p. 89) Seja a PA. (4,7,10,13,...). Encontre a equag¢do diofantina
correspondente a esta PA., calcule sua solucdo geral, e construa o grdfico discreto que

representa esta sequéncia e equacdo simultaneamente.

Atividade 11. (CASTRO, 2013, p. 59) Sejam os pontos P = (—4,11) e Q = (16, —1). Determine

todos os pontos cujas coordenadas sdo niimeros inteiros positivos e pertencem ao segmento PQ.
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5.3 SOLUCOES DAS ATIVIDADES PROPOSTAS
Para cada atividade proposta, procuramos apresentar mais de um modo de resolvé-las,
0 que ndo esgota a possibilidade da existéncia de outras maneiras.

Resolucao 1. Considerando x e y dois niimeros naturais distintos, podemos representar a

situagdo dada no enunciado pela equagdo diofantina linear:
3x+y=12. (10)

No item (a), isolamos uma das varidveis de (10) e obtemos (x,12 —3x) ou (4 — 3,y), de modo
que, para determinar os pares ordenados procurados, basta atribuir valores para a varidvel

escolhida.
Como x,y € N, segue que (x,12—3x) € N.

Entdo, temos que
12-3x2>0 <= 3x<12 <= x<4

logo, 0 < x <4.

Sendo assim, obtemos os resultados apresentados na Tabela 1:

Tabela 1: Solugdes

x|y=12—-3x
0 12
1 9
2 6
3 3
4 0

Fonte: A autora

Concluimos que os pares ordenados sao: (0,12), (1,9), (2,6), 3,3) e (4,0).

Para o item (b), teremos no plano cartesiano apenas um conjunto finito de pontos com

coordenadas naturais, conforme mostra a Figura 1, obtida no software Geogebra.
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Figura 1: Representagdo dos pares ordenados no plano cartesiano
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Fonte: A autora

Temos entdo uma oportunidade para discutir algumas propriedades dos conjuntos
numéricos. Embora da Geometria tenhamos o postulado que afirma que por dois pontos
distintos passa uma unica reta, nesta atividade devemos considerar que pela definicdo, a reta
€ constituida por infinitos pontos e cada ponto pode ser associado a um niimero real. Como o
enunciado restringia as solugcoes ao conjunto dos niimeros naturais, que é um subconjunto dos
reais, mas ndo é denso, é impossivel obtermos uma reta ou segmento de reta na representagdo

grdfica dos pares ordenados obtidos na resolucdo.

Resolucao 2. Seja m a quantidade de bananas em cada monte e v a quantidade de bananas que
cada viajante recebeu. Entdo, de acordo com a situacdo-problema, temos a equagdo diofantina
linear:

63m+7=23v <= 23v—-63m=17. (11)

Visto que 63 e 23 sdo niimeros primos entre si, o mdc entre eles deve ser 1. Como 1 divide 7,
sabemos pela proposicdo 1 que a equacdo (11) possui solucdo. Entdo, aplicamos o Algoritmo

de Euclides para encontrar uma combinacdo linear de m e v, de modo que:

mdc(63,23) = 63m+23v <= 1 =63m+23v.
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Pelo Algoritmo de Euclides,

6323171651
1716 | 5|10

reescrevendo as divisoes, temos
63=2-23417 <= 17=63-2-23
23=1-1746 < 6=23—-1-17
17=2-6+5 <= 5=17-2-6
6=154+1<«= 1=6-1-5.
Agora, fazendo as substituicoes sucessivas:
1=6—-1-(17-2:6)=6—1-1742-6=(—1)-17+3-6=(—1)-17+3-(23—-1-17)
=(—1)-17+43:23-3-17=(-4)-17+3-23=(—4)-(63—2-23)+3-23

= (—4)-63+8-23+3-23=23-11-63 -4,

ou seja,

1=23-11-63-4,

e multiplicando esta iiltima equacdo por 7, obtemos
7=23-77—63-28,
de modo que vo =T7 e mg = 28 sdo solugoes particulares de (11) e a solucdo geral é dada por
S={(77—63t,28 —23¢t)|t € Z}.

Contudo, devemos encontrar a menor reposta admissivel para essa situacdo-problema, que
deve ser um niumero natural, pois se trata de uma de quantidade de frutas distribuidas

igualmente e sem resto. Entdo,

T7+63t >0 < 63t > 77 < t>—1

28-23t>0 < 23t <28 <= 1< B

ou seja, t = 1. Assim obtemos a menor resposta possivel para (23): v =14 e m = 5. Portanto,

cada monte era composto por 5 bananas.
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Resolucao 3. Sejam T a quantia de pessoas que pagam o valor total da entrada e M das

pessoas que pagam meia entrada. Entdo

8T +5M = 500. (12)
Pelo algoritmo de Euclides,
11112
815131211
312110

donde concluimos que mdc(8,5) = 1. Como 1 divide 500, logo a equagdo (12) possui solugdo.

Em seguida, reescrevendo as divisoes,
8=1-5+3 <= 3=8—-1-5
5=1342 <= 2=5-1-3
3=1241<4«= 1=3-1-2

Fazendo as substituicoes, obtemos

1=3-1-(5-1-3)=3—-1-54+1-3=(=1)-542-3=(—1)-5+2-(8—1-5)

=(—-1)-54+2-8—2-5=(-3)-5+2-8,
ou seja, 1 = (=3)-5+2-8. Por fim, multiplicando essa ultima equagdo por 500 e obtemos
8-1000+5- (—1500) = 500,
de modo que Ty = 1000 e My = —1500 sdo solugdes particulares e a solucdo geral é dada por:
S ={(1000+5¢,—1500 —8¢) |t € Z} .

Como queremos determinar o menor niimero de pessoas que pode assistir a uma sessdo, temos

1000+ 5t >0 <= 5t > —1000 <> ¢t > —190 «— ¢ > —200

—1500—8t >0 <= —8 > 1500 += < -1 «— r < 1875

ou seja, —200 <t < —187, comt € Z. Para obter o menor niimero de pessoas, consideramos o

maior valor possivel para t, isto é, t = —188 e assim obtemos

T =1000+5-(—188) =60 e M=—1500—8(—188)=4.
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Logo, T +M = 6044 = 64, isto é, serdo 60 pessoas que pagardo o valor total da entrada e 4
que pagardo meia entrada, de modo que 64 é o menor niimero de pessoas que pode assistir a

uma sessdo de maneira que a bilheteria seja de R$500,00.

Resolucao 4. Seguindo o modelo de resolugdo proposto no enunciado:
5m+8n=120 <= 8n=120—5m=>5-(24 —m). (13)

Dai, 8 divide 5 - (24 — m), mas ndo possui fatores em comum com o 5. Logo, 8 é um divisor
de 24 —m. Como 24 —m < 24, basta testarmos os miiltiplos de 8 inteiros ndo-negativos que
satisfazem essa inequacdo, isto é, m =0, m = 8, m = 16 ou m = 24. Assim, as quatro solucoes

procuradas sdao (m,n) = (0,15), (8,10), (16,5) e (24,0).

De outra maneira, podemos aplicar o Algoritmo de Euclides para os coeficientes 8 e

S da equagdo (13):
1112
8153|121
312|110

donde obtemos 1 = (=3) -5+ 2-8. Multiplicando essa expressdo por 120, segue que
5-(—360)+8-240 = 120,
de modo que moy = —360 e nyg = 240 sdo solucoes particulares e a solugdo geral é:
S={(—360+8t,240—5t)|t € Z}.
Mas como buscamos solucoes que sdo pares de inteiros e ndo negativos, entao
—360+8>0 e 240—-5r>0,

ou seja,

t>45 e t<48,
ou melhor, 45 <t < 48, de modo que:
* parat =45, temos: m=0en=15;
* parat =46, temos: m =8 e n = 10;

* parat =47, temos: m=16en=235;
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e parat =48, temos: m =24 en=\0.

Portanto, os pares (m,n) procurados sao (0,15), (8,10), (16,5) e (24,0).

Resolucao 5. Inicialmente, a partir da relacdo de Euler podemos encontrar o total de faces do

poliedro:
V+F-A=2 < 10+F-20=2 <= F =12. (14)

Cada face triangular (T) é composta por 3 arestas e cada face quadrangular (Q) por 4 arestas.
Entdo, temos que

3T +4Q = 40, (15)

pois, o niimero de arestas de um poliedro é metade da soma das arestas das faces que compoem

o poliedro. Aplicamos entdo o Algoritmo de Euclides:

113
4131
1|0
Entao,
4=3141 <<= 1=4-143-(—1) < 40=3-(—40)+4-40.
Logo, Ty = —40 e Qo = 40 sdo solucoes particulares e a solugcdo geral é

S={(—40+4t,40—-31)|t € Z}.

Como queremos determinar o niimeros de faces triangulares (T, entdo
—40+4t >0 < 4t > 40 <= t > 10, e também
40—-3t >0 «<— 3t <40 <—= 1t < 13.

Logo, 10 <t < 13, e segue que:

e parat =10, temos: T =0e Q = 10;
e parat =11, temos: T =4e Q=7;
e parat =12, temos: T =8 e Q =4;

e parat =13, temos: T =12e Q = 1.
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Sendo assim, para que o poliedro possua 12 faces, devemos ter 8 faces triangulares e 4 faces

quadrangulares. Portanto, a resposta correta para esta atividade é a alternativa (E).

Resolucao 6. Temos que:

35 30

WIH— mS =5750 <= 35R+308 =575000 <= 7R+ 6S = 115000. (16)
Pelo Algoritmo de Euclides,
1|6
716|1
1|0

Assim,
7=1-64+1<= 1=7—1-6 < 115000 ="7-115000+6- (—115000).
Logo, Ry = 115000 e Sy = —115000 ¢ uma solugdo particular. A solugdo geral é dada por
S ={(115000 + 67, — 115000 — 7¢) |t € Z} .

Como queremos solugées ndo negativas, entdo

—115000
11500046t > 0 <= 6t > —115000 <= t > —

—115000
—115000 -7t > 0 <= =7t > 115000 <= t < ————.

Agora, como t € 7, segue que —16429 <t < —19166. Entdo,

e parat = —16429, temos R = 16426 e S = 3. O valor minimo de vendas serd de 16429

pegas;

e parat = —19166, temos R =4 ¢ S = 19162. O valor mdximo de vendas serd de 19166

pegas.

Resolucao 7. Seja A o relogio com intervalos de 5 minutos e B o com intervalos de 11 minutos.

Temos a seguinte equagdo diofantina

SA+11B =3.
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Pelo Algoritmo de Euclides,

215
111511
110
Entdo,
11=2-5+1 <= 1=5-(-2)+11-1 <= 3=5-(—6)+11-3.
Logo, uma solugdo particular é Ag = —6 e By = 3.

Para utilizar os dois relogios simultaneamente, apos o relogio A marcar 6 intervalos
de tempo (30 minutos), devemos colocar o ovo para cozinhar e observar o momento em que o
relogio B ird marcar o terceiro intervalo de tempo (33 minutos), assim a diferenca entre eles

serd de 3 minutos.

Resolucao 8. Os niimeros escritos na frente (a esquerda) da substincia na rea¢do sdo
chamados de coeficientes e mostram a propor¢do estequiométrica em que eles estdo reagindo
e a quantidade de produtos. Jd o niimero subscrito é chamado de indice e indica a quantidade

de dtomos de cada elemento.

Sabemos que uma equagdo quimica estd balanceada se a quantidade total de dtomos
no primeiro membro for igual a do segundo. Para igualar a quantidade de dtomos nos dois
membros da equagdo, multiplicamos o coeficiente pelo indice de cada elemento quimico e

obtemos assim os resultados apresentados na Tabela 2:

Tabela 2: Coeficientes da equagdo da atividade 8

1° membro | 2° membro
Al 2x z
O 3x \
H y 2w
Cl y 3z

Fonte: A autora

Entdo,

y=y <<= 2w=37 <= 2w—-3z=0,

e concluimos que w =3 e z ="2. Logo,

3x:W:>3x:3:>x:1
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y=2w=—y=2-3—y=06,
de modo que a alternativa correta é a letra B.

Resolucao 9. Inicialmente, seja x o coeficiente de NaNs, y o coeficiente de Ny e 7 o de Na. Em
seguida, efetuamos a multiplicacdo dos coeficientes de cada elemento quimico pelo seu indice

e obtemos os resultados indicados na Tabela 3:

Tabela 3: Coeficientes da equagdo da atividade 9
1° membro | 2° membro

Na X z

N 3x 2y

Fonte: A autora

Temos que:
3x =2y =3x—2y=0= (x0,y0) = (2,3).

Logo, de x = z tem-se 7 = 2. A soma dos coeficientes ¢ igual a 7, portanto a alternativa correta

éaletra C.

Resolucao 10. O rermo geral de uma PA (progressdo aritmética) é dado por
ap=a1+(n—1)-r,

em que ay é o n-ésimo termo da PA, a| é o primeiro termo da PA e r é a razdo da PA.

Na PA (4,7,10,13,...), temos a; = 4 e r = 3. Substituimos entdo a, = p no termo geral

da PA e obtemos a equagdo diofantina linear

ap=4+(n—1)-3 < p=4+4+3n—-3 < -3n+p=1. (I7)

Como n representa a ordem do termo na sequéncia, temos que n € N* e que (n,p) =
(1,4) é a menor solugdo natural para (17). Deste modo, podemos expressar sua solugcdo geral
da seguinte maneira

S={(1+41,4+3r)|r € N}.

Agora, novamente fazendo uso do Geogebra, a Figura 2 apresenta o grdfico discreto

que representa simultaneamente a PA dada inicialmente e a equagdo diofantina relacionada.
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Figura 2: Gréfico discreto da PA
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Fonte: A autora

Assim, para as restricdes n € N* e t € N, podemos dizer a equagdo diofantina linear
—3n+ p = 1 representa uma PA. Porém vale lembrar que nem toda PA representa uma equagao

diofantina, uma vez que o primeiro termo de uma PA nem sempre € um ndmero natural.

Resolucao 11. Com as coordenadas dos pontos P e Q, podemos determinar a equagdo reduzida
da reta, que é dada por

y=mx-+n,

em que m é o seu coeficiente angular e n seu coeficiente linear. Entdo,

_&_yQ—yp_16—(—4) 20 5

T A xp-xp (—D)—11 -—12 3

de modo que,

——éx—l—n
Y=73 .

Agora, substituimos as coordenadas de um ponto pertencente a reta, por exemplo, Q =
(16,—1), e segue que

5 80 80 77

Assim, a equagdo da reta que passa pelos pontos P e Q é

5 717
y=—=Xx+—.

3 3
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Queremos determinar todos os pontos cujas coordenadas sdo niimeros inteiros positivos e
pertencem ao segmento PQ. Entdo, basta resolvermos a equagdo diofantina, com x,y € N

S 77 5 77
y:—gx—i—? — §x—f—y:? < Sx+3y="77. (18)

Pelo Algoritmo de Euclides,

1112
513121
21110

Segue que:
5=134+2 <= 2=5-1-3
3=124+1 <= 1=3-1-2. Logo,
1=3-1-2=3-1-(5-1-3)=3-1-5+1-3=5-(-1)+3-2,
ou seja, 1 =5-(—1)+3-2. Multiplicando essa iiltima equacdo por 77, obtemos
5-(=77)+3-144 =1717.
Logo,xo = =77 e yo = 144 é uma solucdo particular. A solugdo geral é dada por
S={(-77+3t,144-51)|t € Z}.
Como queremos todos os pontos com coordenadas inteiras positivas, segue que

—TT43t>0 < 3t >77 <= t> 7

144 -5t >0 < —5t>—144 = 5t <144 = 1< ¥

Entdo, 26 <t <28 e dai obtemos:

e parat =26 temos (1,14);
e parat =27 temos (4,9);

* parat =28 temos (7,4).

Portanto, os pontos cujas coordenadas sdo inteiros positivos e pertencem ao segmento PQ sdo

(1,14), (4,9) e (7,4).
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6 CONCLUSAO

Em face do exposto anteriormente, concluimos que o tema das equagdes diofantinas
lineares é muito interessante, pois pode ser utilizado em diversas aplica¢des. Além de relacionar
Algebra e Aritmética, o ensino das equacdes diofantinas lineares na Educagdo Bésica contribui

para o letramento matemético do aluno.

Haja vista que os conteddos considerados prévios para trabalhar as equacdes
diofantinas lineares sao estudados no Ensino Fundamental, defendemos que estas equagdes
podem ser consideradas como objeto de conhecimento na Educagdo Bésica. Isso tanto € vidvel
que no estado de Sao Paulo elas ja estdo previstas no curriculo de Matemaética, que também

indica a possibilidade do professor aprofundar o tema com sua turma.

Sabemos das dificuldades existentes na Educagdo Bésica, principalmente nas escolas
publicas. Porém, como docentes ndo podemos nos ater a elas e limitar as oportunidades de
aprendizagem dos alunos. Hoje ha um consenso entre os educadores a respeito da necessidade
de desmistificar o ensino da Matemadtica, muitas vezes considerada pelos alunos como uma
disciplina chata e dificil. Nesse sentido, acreditamos que um dos fatores para o sucesso do

ensino se encontra nas praticas pedagogicas e no conhecimento do professor.

Diante disso, apresentamos neste trabalho uma revisao bibliogréfica sobre as equagdes
diofantinas lineares, envolvendo tdpicos historicos e conceituais, juntamente com aspectos
da Educagdo Baésica atual e diversas solugdes para as atividades propostas direcionados ao

professor.

Portanto, como resultado principal inferimos sobre a viabilidade do trabalho com
as equacgodes diofantinas lineares na Educacdo Bésica, por se tratar de uma abordagem que
privilegia a integracdo de contetidos matemdticos estudados em anos distintos, durante a
resolucao de problemas, contribuindo assim para a autonomia e letramento matemético do
aluno. A relevancia deste trabalho consiste em ser uma fonte de material para professores

de Matemadtica que queiram estudar, inserir ou aprofundar este contetido na Educagao Bésica.

Para pesquisas futuras, recomenda-se a aplicacdo das atividades propostas em sala de
aula, além de uma investigacdo sobre o0 modo como a formag¢do do professor reflete na sua

pratica docente a respeito de contetiidos relacionados a Teoria dos Numeros.
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APENDICE A - QUESTIONARIO PARA PROFESSORES

O ENSINO DAS EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES NA EDUCACAO
BASICA

TERMO DE ESCLARECIMENTO
Prezado (a) Professor (a)

Convido-o (a) a responder voluntariamente o questiondrio da pesquisa previamente
intitulada “O ensino das equacOes diofantinas lineares na educagdo bésica”, que desenvolvo
como parte do mestrado do programa de pds-graduagdo PROFMAT (Mestrado Profissional
em Matemadtica em Rede Nacional) sob a orientagdo do professor doutor Marciano Pereira.
O objetivo da investigacdo € coletar dados que possam auxiliar na constru¢do da proposta de
um material voltado ao ensino de equagdes diofantinas lineares na educacdo bdsica e também
fazer uma anélise geral do ensino e aprendizagem deste conteido, bem como do perfil dos
profissionais. As informacdes concebidas e a identidade dos participantes serdo confidenciais.
Uma copia da dissertacdo com o resultado final do estudo sera entregue a Universidade Estadual
de Ponta Grossa - UEPG e os resultados disponibilizados para os interessados. Agradeco a
sua colaboracdo, que devera ser consentida, ao inicio do questiondrio e disponibilizo o e-mail

alinecatarinasilva@hotmail.com e o telefone (15) 99642-2787 para contato.
TERMO DE CONSENTIMENTO

Tendo sido orientado quanto ao teor do projeto e compreendido o objetivo do
questiondrio, concordo em participar voluntariamente da pesquisa previamente intitulada “O
ensino das equagdes diofantinas lineares na educagdo bdsica”, como sujeito. Estou ciente
que: 1) Nao receberei qualquer tipo de beneficio pessoal ou financeiro por participar desta
pesquisa; 2) Nao existem possiveis desconfortos e riscos decorrentes da participacao; 3) Minha
privacidade sera respeitada, com meus dados mantidos em sigilo; 4) Foi me garantido que posso
retirar meu consentimento a qualquer momento, sem que isso me leve a qualquer penalidade.

Obrigada pela sua participagao!
() SIM, quero participar da pesquisa.
QUESTIONARIO

1. Perfil do professor:
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a) Nome:

b) Formacao (graduacio, especializagdo, etc):

c) Tem feito cursos de aperfeicoamento /atualizacao?

d) Atuacao (qual série, fundamental/médio):

e) Quanto tempo leciona?

f) Sistema de ensino que leciona: () Pablico () Privado () Ambos
2. Sobre as equagdes diofantinas:

a) Vocé conhece este contetdo?

b) Em qual nivel de ensino vocé estudou?

¢) Quais contetidos da educacao bésica vocé reconhece como contetidos prévios para

seu estudo?

d) Vocé ja ministrou aulas referentes as equagdes diofantinas lineares na educacgdo

basica? () Sim () Nao
Em caso afirmativo: () Ensino Fundamental ( ) Ensino Médio ( ) Ensino Superior
e) Acharia interessante ensinar esse conteido na educacado bésica? Por qué?

f) Quais as dificuldades que podem ser encontradas no ensino das equagdes diofantinas

lineares no ensino basico?
() Falta de conhecimentos prévios dos alunos.
() Falta de tempo no projeto pedagégico.

() Falta de material complementar especifico para o ensino do conteido na educacao

basica.
() Auséncia deste conteido na minha formagao docente.
() Outros. Qual (is)?
() Nao existem dificuldades no ensino deste contetido na educagdo bdasica

3. Voce conhece o curriculo da disciplina de Matematica da rede estadual de Sao

Paulo? () Sim () Nao
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ANEXO A - LEMAS E TEOREMAS AUXILIARES

Neste Anexo apresentamos a demonstragdo de duas propriedades importantes, que

foram usadas no texto.

Lema A.1. (de Euclides) Sejam a,b,p € Z. Se p é primo e p|ab, entdo p|a ou p|b.

Demonstragcdo. Suponhamos que p nao seja um divisor de a. Logo, —p também ndo é um
divisor de a. Como os divisores de p sdo apenas +£1 e £p, entdo os divisores comuns a p € a

sdo apenas +1. Dai, mdc(p,a) = 1 e, portanto, existem xo, yo € Z tais que
pxo+ayo = L.
Multiplicando-se ambos os membros dessa igualdade por b, obtém-se:

p(bxg) + (ab)yog = b.

Como p|p e p|ab (por hipétese), entdo p|[p(bxo)+ (ab)yo|, ou seja, p|b. Analogamente mostra-

se que se p nao divide b, entdo divide a.

]

Teorema A.2. (Propriedade Arquimediana) Se a e b sdo dois inteiros positivos quaisquer, entdo

existe um positivo inteiro n tal que na > b.

Demonstracdo. Suponhamos que a e b sao dois inteiros positivos para os quais na < b para

todo inteiro positivo n. Entdo, todos os elementos do conjunto
S ={b—naln € N},

sdo inteiros positivos, ou seja, limitado inferiormente por zero, e portanto, pelo Principio da Boa
Ordenag@o, S possui elemento minimo, digamos minS = b — ka. E como b — (k+ 1)a pertence

a §, porque S contém todos os inteiros positivos desta forma, temos
b—(k+1)a=(b—ka)—a<b—ka,

isto €, b — ka ndo € o elemento minimo de S, o que é uma contradicdo. Logo, a Propriedade

Arquimediana é verdadeira.



