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RESUMO

O presente trabalho consiste de uma proposta de introducao a Topologia por meio de
atividades, usando o GeoGebra. Busca-se apresentar conceitos basicos de Topologia,
como a nogao de aberto e continuidade, no espaco euclidiano. O objetivo é que alunos
da Educacéao Basica tenham contato, ainda que de forma intuitiva, com esses objetos.

Palavras-chave: Topologia. Educacao Basica. GeoGebra.



ABSTRACT

The present work consists of a proposal of introduction to the Topology through activities
using GeoGebra. It seeks to present basic concepts of Topology, such as the notion of
open and continuity, in Euclidean space. The goal is that students of basic education
have contact, even intuitively, with these objects.

Key-words: Topology. Basic Education. GeoGebra.
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INTRODUCAO

A Topologia é uma area da Matematica que possui muitas aplicagées em outras
areas da prépria Matematica. Ela possui algumas subdivisbées, dentre as quais, a
Topologia geral. Este ramo da Topologia €, atualmente, uma espécie de pré-requisito
para quem deseja estudar Matematica de forma mais aprofundada.

A Topologia Geral, também chamada de Topologia dos Conjuntos de
Pontos, tornou-se, recentemente, parte essencial do fundamento mate-
matico para os que se dedicam ao estudo da Matematica (LIPSCHUTZ,
1971, p.5).

Embora esse conteudo seja bastante familiar para estudantes que terminam
a graduacao e continuarao estudando Matemaética, ele geralmente nao é visto na
educacao basica.

A ideia de propor um trabalho sobre o ensino de Topologia para a Educacéao
Bésica, surgiu de uma experiéncia informal com alunos do Ensino Fundamental. Usei
cerca de dez minutos de uma aula para falar de algumas areas da Matematica, dentre
elas, Topologia. Depois de apresentar, de forma intuitiva, o conceito de homeomorfismo,
fiz algumas perguntas, que foram respondidas pronta e corretamente. Por exemplo, “E
possivel transformar uma caixa fechada numa bola de futebol?” “E possivel transformar
uma camara de ar de pneu de bicicleta em uma bola de futebol?” Depois de afirmarem
gue o0 segundo caso ndo € possivel, indaguei novamente: “Por que?” alguns responde-
ram: “Por causa do buraco na camara”. Além de responderem as perguntas, alguns
alunos ficaram bastante animados com a possibilidade de aprender (ainda que de
forma intuitiva) conteludos que sdo vistos apenas na graduagao ou na pos-graduacao.

Apesar de ndo ser comum encontrar o ensino de Topologia na Educacéo Ba-
sica, recentemente, algumas diretrizes curriculares passaram a inclui-lo. Por exemplo,

referindo-se ao Ensino Fundamental, (PARANA, 2008, p.56) diz que neste nivel de
ensino, o aluno deve compreender:

[---] nogbes de geometrias ndo-euclidianas: geometria projetiva (pontos
de fuga e linhas do horizonte); geometria topolégica (conceitos de
interior, exterior, fronteira, vizinhanga, conexidade, curvas e conjuntos
abertos e fechados) e nogao de geometria dos fractais.

O presente trabalho consiste de uma proposta de introducao a Topologia por
meio de atividades usando o GeoGebra. Busca-se apresentar conceitos basicos de
Topologia, como a nogao de aberto e continuidade, no espaco euclidiano. O objetivo
€ que alunos da Educacgao Basica tenham contato, ainda que de forma intuitiva, com
esses objetos.
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No capitulo um, sera feito uma breve revisdo de alguns conceitos basicos de
funcbes, que serao utilizados ao longo do trabalho.

No capitulo dois, sera feita uma breve exposicdo de algumas definicées e
propriedades elementares de Topologia do espaco euclidiano, a servir de base para o
que sera feito no ultimo capitulo.

Finalmente, no capitulo trés, serdo apresentadas propostas de atividades usando
o GeoGebra a serem realizadas com alunos da Educacédo Basica, a fim trabalhar as
definicoes e propriedades do capitulo dois.
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1 FUNCOES

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas definicdes e propriedades elemen-
tares a cerca de fungdes, que serdo utilizados nos proximos capitulos.

Definicao 1.0.1. Dados dois conjuntos ndo vazios X e Y, umafungdo f : X — Y é
uma regra que a cada elemento x € X associa um Unico elemento f(x) € Y.

O conjunto X é chamado de dominio, e Y é chamado de contradominio de f. O
elemento f(x) € Y é chamado de imagem de x pela fungéo f.
Duas observagdes s&o importantes a cerca da definicdo de fungao:
1. A regra ndo pode ter excegoes, ela deve ser definida para todos os elementos do
dominio. Em simbolos:
reX=f(r)eY, Ve e X.

2. A regra nao pode ser ambigua, isto €, dado um elemento no dominio, ndo pode
haver duvidas quanto a sua imagem no contradominio (cada elemento do dominio tem
uma unica imagem por f). Em simbolos:

r=y= f(z) = f(y), Vo,y € X.

Exemplo 1.0.1. Sejam X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4,5} e f : X — Y definida por
fla) =2, f(b) =4e f(c) =5 €& uma funcao.

Exemplo 1.0.2. Seja C o conjunto de todos os circulos do plano e f : C' — R definida
por f(x) = area de x em cm?. Note que a regra f ndo tem excegdes, pois cada circulo
possui uma area, que em cm? é representada por um nimero real. Além disso, a regra
nao é ambigua, ja que cada circulo possui uma Unica area. Portanto, f € uma funcéo.

Exemplo 1.0.3. Seja C o conjunto do exemplo anterior. ¢ : R — C dada por
g(z) = circulo cuja area em cm? é z, ndo é fungao.

De fato, a regra g € ambigua. Por exemplo, o elemento = € R do dominio ndo esta bem
definido. Com efeito, g(7) pode ser qualquer circulo de raio 1 (existem infinitos circulos
diferentes no plano de raio 1).

Exemplo 1.0.4. No exemplo 2, se trocarmos R por N, entdo f : C' — N n&o é funcao.
De fato, neste caso f possui excecoes. Por exemplo, considere um circulo a € C' do
plano cujo raio é 1. Como f(a) = 7, entdo f(a) ¢ N.

Exemplo 1.0.5. Sejam X e Y dois conjuntos ndo vazios. Fixado um elemento c € Y,
f X — Y definida por f(z) = ¢, Yx € X é uma fungédo, chamada de fungéo cons-
tante. De fato, cada elemento = € X esté associado a um Unico elemento do conjunto Y.
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Por exemplo, sendo X = {a,b,c}, ¥ = {1,2,3,4,5}, f : X — Y definida por
f(z) =2, Vo € X é uma fungéo constante.

Figura 1 — Fung&o constante

X Y

Fonte: Autor

Definicao 1.0.2. Sejam f : X — Y umafungdoe U C X. Aimagem de U por f é 0
conjunto f(U) = {f(z) € B; z € U}. Quando U = X, o conjunto f(X) & chamado de
imagem de f.

Definicao 1.0.3. Seja f : X — Y uma funcédo. O gréfico de f € o conjunto
{(z,f(z)) e X xY; z € X}.

Definicao 1.0.4. Sejam f: X — Y, g: Z — W fungdes tais que f(X) C Z, definimos
a fungéo compostade ge fporgo f: X — W pondo (go f)(x) = g(f(z)), para todo
r e X.

Defini¢ao 1.0.5. Seja X um conjunto. A funcdo Iy : X — X definida por Ix(z) = =
para todo = € X é chamada de identidade de X.

Definicao 1.0.6. Uma funcdo f : X — Y é inversivel quando existe uma funcao
g:Y = Xtalquego f =1y e fog= Iy.Neste caso, dizemos que g é a inversa de f
e escrevemos g = f L.

Definicao 1.0.7. Uma fungado f : X — Y é injetiva quando
v#y= f(x)# fy), Va,y € X. (1.1)

A definicdo acima nos diz que uma funcéo f é injetiva, quando elementos
diferentes do seu dominio sao transformados por f em elementos diferentes do seu
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contradominio. Em muitos casos porém, a fim de provar que uma fungédo f: X — Y é
injetiva, é util usar a contrapositiva de (1.1),

fle)=fly) = x=y, Vo,ye X.

Definicao 1.0.8. Uma fungcado f : X — Y é sobrejetiva quando, para cada elemento
y € Y, existe pelo menos um elemento = € X tal que f(z) = y.

Definicao 1.0.9. Uma funcao é bijetiva quando é injetiva e sobrejetiva.

Note que funcao f : X — Y é bijetiva se, e somente se, para cada elemento
y € Y, existe um Unico elemento x € X tal que f(z) = v.

Teorema 1.0.1. Uma funcao é inversivel se, e somente se, é bijetiva.

A demonstracao pode ser encontrada em (NETO, 2015).
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2 NOGOES ELEMENTARES DE TOPOLOGIA DO RV

Neste capitulo serdao apresentadas algumas nog¢oes elementares de Topologia
do R". As definicoes e propriedades aqui mencionadas podem ser encontradas em
(LIMA, 2013), (LIMA, 2015), (LIMA, 2014) e (LIPSCHUTZ, 1971).

2.1 CONJUNTOS ABERTOS

Seja n um numero natural. O espago euclidiano n-dimensional € o produto
cartesiano de n fatores igual a R:

R'=RxRx---xR.
Os pontos de R" sdo todas as n-listas p = (x4, ..., z,), cujas coordenadas z, ..., z,

sao numeros reais.

R! = R é a reta, isto é, o conjunto de todos os nimeros reais. R? é plano,
ou seja, o conjunto dos pares ordenados p = (z,y) de nimeros reais. R® é espago
euclidiano tridimensional, cujos elementos séo os ternos ordenados p = (z,y, 2).

Dados p = (z1,...,2n), ¢ = (Y1,---yn) EMR" € o € R, definimos

p+q:(xl+yl>"'7xn+yn)a
a-x=(azy,. .. az,),

—-pP= (_xlv ceey _:L'n)a

lpl = yai+ - +af.

O numero |p| é o comprimento do segmento cujos extremos sao o0s pontos
0=(0,...,00 eR"epeR"e|p—q| éadistanciade p a q.

Introduziremos aqui algumas nogdes topoldgicas do R™. A no¢ao mais elementar
€ a de conjunto aberto. Antes porém, apresentaremos a definicdo de bola aberta.

Definicao 2.1.1. Dados o ponto a € R™ e o numero real » > 0, a bola aberta de centro
a € raio r € o conjunto B(a;r) dos pontos p € R™ cuja distancia ao ponto a é menor do
que r. Em simbolos:

B(a;r) = {p € R";|p—a| <r}.

Na definicao acima, quando n = 1, entdo B(a;r) = {zr € R;|x —a| < r} €0
intervalo aberto (a —r,a+r) ={x € Rja —r <z < a+r} (Figura 2).
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Figura 2 — Bola aberta paran =1

L
\

AY
4
a—r a x a—+r

Fonte: Autor

Quando n = 2, entdo B(a;r) é o disco aberto {p € R?; |p — a| < r}, ou seja, 0 conjunto
dos pontos do plano que estao no interior do circulo de centro no ponto a € raio r.

Figura 3 — Bola aberta paran = 2

Fonte: Autor

Quando n = 3 entdo, B(a;r) é a esfera aberta {p € R?;|p — a| < r}, isto é, o conjunto
dos pontos p do espaco que estdao no interior da esfera de centro a e raio r.

Figura 4 — Bola aberta paran =3

Fonte: Autor

Sejam X € R" e p € X. Dizemos que p é interior a X quando existe uma bola
aberta de centro p contida em X. Isto significa que os pontos suficientemente préximos
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de p também pertencem a X.

Exemplo 2.1.1. No intervalo I = [a,b] 0 ponto b ndo é interior a I, isto &, ndo existe
nenhuma bola aberta (intervalo aberto) de centro b que esteja contido em I. De fato,
qualquer bola aberta B(b;r) de centro b, contém numeros reais que sao maiores de
que b e, portanto ndo pertencem a /. Analogamente, qualquer intervalo de centro a
contém numero reais que sdo menores do que a, donde se tem que « também nao é
interior a I.

Figura 5 — Ponto ndo interior ao intervalo

a b—r b b+r

Fonte: Autor

Exemplo 2.1.2. Todos os pontos do intervalo I = (a, b) sdo interiores a I. De fato, dado
x € I, escolhendo r < min{b — x,x — a}, temos B(z;r) C I.

Figura 6 — Ponto interior ao intervalo
L AY AY

AY 4 7,
r—r T xTH+T P

SN

Fonte: Autor

Defini¢ao 2.1.2. Um conjunto X € R" é dito ser aberto quando todos os seus pontos
sdo interiores. Isto é, dado p € X existe r > 0 tal que B(p;r) C X.

Segue-se dos Exemplos 2.1.1 e 2.1.2 que todo intervalo aberto (a,b) € um
conjunto aberto, enquanto os intervalos semiabertos [a, b), (a,b] bem como os intervalos
fechados [a, b] ndo s&o conjuntos abertos.

Exemplo 2.1.3. Uma bola aberta B(a;r) de R? é um conjunto aberto. De fato, dado
um ponto p € B(a;r), pondo s = r — |p — a|, temos que B(p; s) C B(a;r) (ver Figura 7).
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Figura 7 — Ponto interior ao disco aberto

Fonte: Autor

Mais geralmente, prova-se que toda bola aberta de R™ € um conjunto aberto.

Exemplo 2.1.4. Sejam X C R", um conjunto aberto e py, po, ..., p, pontos de X. O
conjunto X \ {p1,p2,--- ,pr} € aberto.

Demonstragdo. Dado = € X \ {p1,p2,--- , pr}, devemos mostrar que existe uma bola
aberta de centro = contida em X \ {p1,p2, - ,px}. Paracada j = 1,2,... k, seja
d; = |z — p,| a distancia de = a p;. Como X é aberto e x € X, entdo existe r > 0 tal que
B(z;r) C X. Note que, se ' < r, entdo B(x;r') C B(x;r). Com efeito,

ye B(x;r) = |lv—y|l<r' =|v—y|l<r=ye Bxr).

Por outro lado, dado p; € X, se s < d;, entdo p, ¢ B(z;s). De fato, por definicao,
y € B(x;s) = |z —y| < s. Sendo |z — p;| = d; > s, segue-se que p; ¢ B(z;s). Assim,
pondo n = min{r,d;} tem-sen <ren <d;.Logo, B(z;n) C B(x;r) C X ep; ¢ B(z;n).
Por conseguinte, B(z;n) C X \ {p;}. Analogamente, se m = min{r,d,, ..., d;}, entdo
B(xz;m) € X\ {p1,...,pk}- O

Teorema 2.1.1. (a) @ e R" sdo abertos.

(b) A intersecdo de dois conjuntos abertos de R™ é um conjunto aberto. Logo, a
intersecao de um numero finito qualquer de conjuntos abertos de R™ é um conjunto
aberto.

(c) A uniao de uma familia qualquer de conjuntos abertos de R™ é um conjunto aberto.

Demonstragdo. (a) Por definicao, toda bola aberta B(a;r) = {p € R";|p — a| < r}
esta contida em R”, logo, todo ponto de R™ é interior a R", portanto R™ é um conjunto
aberto. Por outro lado, um conjunto deixa de ser aberto quando possui pelo menos um
elemento que nédo € interior. Se o conjunto vazio nao fosse aberto, entao ele possuiria
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um elemento nao interior, 0 que € um absurdo, pois @ ndo possui elementos. Portanto
& é aberto.

(b) Dados dois conjuntos abertos X e Y, se X NY = (), ndo ha o que provar,
posto que @ € um conjunto aberto. Caso X NY # @ entdo, dado = € (X NY'), como
X é aberto, existe uma bola aberta B(x;r;) contida em X. Analogamente, como Y
é aberto entdo existe uma bola aberta B(z;r;) contida em Y. Pondo r = min{ry, s},
entédo a bola aberta B(z;r) coincide com uma das bolas abertas B(x;ry), B(x;rs), a
saber, a que possui o0 menor raio. Note que B(x;r) C B(x;ry) € B(x;r) C B(x;1y). De
fato, se r, < ry, entdo B(z;r) = B(x;ry), e assim, B(x;r) C B(x;r). Além disso,

p€ B(x,r) = |p—z|<r
= |p—zl<nr
= |p—x| <re
= p€ B(x;ry)
= B(x;r) C B(x;rs).

Por outro lado, se r, < 11, temos B(x;r) = B(x;rs), em particular, B(z;r) C B(z;rs) €,

p€ B(x,r) = |p—z|<r
= |p—x| <r
= |p—zl<nr
= pe€ B(x;r)
= B(z;r) C B(x;m).
Segue-se que B(x;r) C B(x;r) C X e B(x;r) C B(x;ry) C Y. Logo, B(z;r) C X e
B(x;r) C Y. Portanto B(z;r) C (X NY'), 0 que mostra que X NY ¢ aberto.

(c) Sejam L um conjunto indices, (A))cz uma familia de conjuntos abertos e
X = U A,.Dado z € X, existe A € L tal que x € A,. Como A, é aberto, entdo existe

AeL
uma bola aberta B(x;r) de centro x tal que B(x;r) C A,. Mas, A, C X, donde se tem
que B(z;r) C X. Portanto, X é aberto. O

Proposicao 2.1.1. Todo conjunto aberto de R™ pode ser escrito como uma uniédo de
bolas abertas.

Demonstragdo. Seja X C R™ um conjunto aberto. Entdo, para cada = € X, existe uma

bola aberta B, de centro z, e portanto contendo z, tal que B, C X. Logo, U B, C X e
zeX

X c U B,.Portanto, X = |J B,. O
zeX rzeX
A proposi¢ao acima nos diz, em particular, que os conjuntos abertos da reta

R s&o formados pela unido de intervalos abertos, os conjuntos abertos do plano R?
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sdo formados pela unido de discos abertos e os conjuntos abertos do espago R? sdo
formados pela unido de esferas abertas.

Definicao 2.1.3. Seja X C R". Um conjunto A C X € aberto em X quando existe um
conjunto U C R™ tal que A = U N X, onde U é um aberto de R" segundo a definicao
2.1.2.

Definicao 2.1.4. Sejam X C R" e a € X um ponto de X. Dizemos que um conjunto
V C X é uma vizinhanga de a se V for abertoem X ea € V.

Definicao 2.1.5. A fronteira de um conjunto X C R™ é o conjunto formado pelos pontos
x tais que toda bola aberta de centro x contém pontos de X e pontos de R" \ X.

2.2 FUNCOES CONTINUAS

A ideia basica de fungao continua é a mesma que temos no senso comum,
isto €, auséncia de interrupgdes. A fim de traduzir rigorosamente essa ideia para uma
linguagem matematica, precisamos da nocao de espaco topolégico. Mas para nossos
propdsitos nesse texto, usaremos apenas a ideia intuitiva e nos restringiremos a alguns
casos particulares.

2.2.1 Funcgoes reais de uma variavel real

Consideremos uma fungdo f : I — R, onde I C R é um intervalo. Intuitivamente,
f é continua quando seu grafico ndo tem “saltos”, ou seja, € possivel desenhar o grafico
de f sem tirar a caneta do papel ou o giz do quadro.

Exemplo 2.2.1. A fungdo f : R — R definida por f(z) = 23 — 62® + 11x — 4 é continua.

Figura 8 — Um exemplo de fungéo continua
Y,

—
%3‘

Fonte: Autor
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r+1, sex <1,

—xr+4, sex>1
continua. De fato, no ponto x = 1 o grafico de f tem uma interrupcao. No entanto se

considerarmos essa fungao restrita ao intervalo (—oo, 1) teremos uma fungao continua.
O mesmo ocorre se considerarmos a restricdo ao intervalo (1, +o00). Segue-se que a
restrigdo de f ao conjunto R\ {1} é continua. Ou seja o Unico ponto problematico € o 1.

Exemplo 2.2.2. A fungéo f : R — R definida por f(z) = , nao é

Figura 9 — Um exemplo de descontinuidade

Fonte: Autor

E pois natural dizer que f ndo é continua no ponto = = 1.

Procuremos uma forma de expressar continuidade de modo mais apropriado
a linguagem matematica. O “salto” no gréafico de f no ponto = = 1 pode ser expresso
através de uma ideia mais familiar a matematica, a saber, a nocao de distancia.

Considere uma funcdo f : X — R, onde X C R, e a € X. Lembremos que 0
grafico de f é o conjunto Gy = {(z, f(z)) € R x R; x € X}, ou seja, cada elemento
de Gy é um ponto (z, f(x)) € R? do plano. A construcédo da definicdo a seguir € uma
adaptacao de (NETO, 2015).

Intuitivamente, para que o gréafico de f seja “continuo” em a, devemos esperar
que, para x € X préximo de a, 0 ponto (z, f(x)) do gréafico de f deve estar proximo
do ponto (a, f(a)). Essa condigéo por sua vez, pode ser expressa assim: para cada
disco aberto D centrado no ponto (a, f(a)), existe um intervalo aberto I de centro « tal
que, se z € [ entédo (z, f(z)) € D. A ideia é que, diminuindo arbitrariamente o raio do
disco D, podemos aproximar (x, f(z)) o quanto quisermos do ponto (a, f(a)), desde
que aproximemos suficientemente x de a (Figura 10).



Capitulo 2. NOGCOES ELEMENTARES DE TOPOLOGIA DO R™ 24

Figura 10 — Analisando continuidade por meio de discos abertos
Y,

Fonte: Autor

Nao é dificil se convencer de que isso € equivalente a: para cada intervalo aberto
J, de centro f(a) existe um intervalo aberto I de centro a tal que, se = € I, entdo os
pontos (z, f(z)) pertencem a faixa horizontal X x J do plano cartesiano, simétrica em
relacao ao ponto (a, f(a)) (faixa cinza da Figura 11).

Figura 11 — Interpretando continuidade via intervalos abertos
Y,

Jq fla) /

—

~
N7

Fonte: Autor
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Podemos entao, apresentar a seguinte definicao:
Uma fungédo f : X — R, onde X C R, é continua em a € X, se para cada intervalo
aberto J de centro f(a) € R, existe um intervalo aberto I de centro « tal que, se
relInX,entdo f(x) € J,ouseja, f(INX)CJ

Observe ainda que, na afirmacao anterior, se trocassemos “intervalo aberto .J
de centro f(a)” por “intervalo aberto J contendo f(a)” e “intervalo aberto I de centro a”
por “intervalo aberto I contendo «”, ainda teriamos uma afirmagéo equivalente.

Figura 12 — Elaborando a definicdo de continuidade via conjuntos abertos

yl
f(x)
J
f)}
/ oz T
I

Fonte: Autor

Finalmente, inspirado na Proposigéo 2.1.1, podemos reformular essa definicao
como segue:

Definicao 2.2.1. Uma funcéo f : X — R, onde X C R, é continua em a € X se para
cada vizinhanga V de f(a), existe uma vizinhanga U de « tal que f(U) C V.

A definigdo acima diz que podemos tornar a imagem de x tdo proximo de f(a)
quanto se queira, desde que se tome z suficientemente préximo de a. Para isso, basta
diminuir suficientemente o comprimento do intervalo J contendo f(a).

A exigéncia de que os intervalos I e J sejam abertos pode ser ilustrada no
Exemplo 2.2.2. Se trocdssemos intervalo aberto por fechado na definigao, entdo f seria
continua em = = 1. De fato, dado qualquer intervalo .J contendo f(1) = 3, existe d > 1
tal que a imagem do intervalo I = [1,d] esta contida em J. Por isso, a exigéncia do
intervalo ser aberto é essencial para garantir a analise do comportamento em torno do
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ponto a em questao. Ela serve para excluir a possibilidade de o ponto a ser um extremo
do intervalo (queremos saber o comportamento dos pontos a esquerda e a direita de

a).

Na definicdo acima, definimos continuidade em um ponto do dominio. Diremos
que uma funcao € continua, quando o for em todos os pontos do seu dominio.

2.2.2 Curvas

Uma curva em R" é uma fungcdo v : I — R", onde I C R & um intervalo. A
imagemdeumpontot € I €an—upla~y(t) = (11(t),72(t),...,v(t)). Acurvay : I — R"
define n fungdes reais, v1 : I = R, v»: I = R, ..., 7, : I — R, chamadas de fun¢des
coordenadas de ~.

O conjunto {~(t) € R";t € I} é chamado de traco de ~. Dizemos que ~ €
continua, quando cada uma de suas funcdes coordenadas sao continuas.

Intuitivamente, uma curva € continua quando seu trago ndo tem “saltos”.

Exemplo 2.2.3. A curva v : R — R? definida por v(t) = (t,t?) é continua. O tragco de v

coincide com o gréfico da fungdo f : R — R, dada por f(z) = z?.

Figura 13 — Trago de uma curva continua
Y

Fonte: Autor

Exemplo 2.2.4. Dado r > 0,acurvay : [0, 27| — R? definida por v(¢) = (rcos(t), rsen(t))
€ continua (ver Figura 14).

Exemplo 2.2.5. A curva ~ : [1,10] — R? definida por

(t) = (1+2cos(t),1+sen(t)), sel<t<6,
7 (t,2), se6<t<10

nao é continua (ver Figura 15).
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Figura 14 — Traco de uma curva fechada continua
Y,

D,
/ x

Fonte: Autor

Figura 15 — Exemplo de curva descontinua
Y,

/'/l
I !

'
——

&‘

Fonte: Autor

2.2.3 Funcoes reais de duas variaveis

Considere uma fungéo f : X — R, onde X C R?, e a € X. Lembremos que o
gréfico de f é o conjunto G; = {(p, f(p)) € R? x R;p € X}, ou seja, cada elemento de
G € um ponto (p, f(p)) = (v,y, f(z,y)) € R
Intuitivamente, para que o gréafico de f seja “continuo” em a, devemos esperar que
para p préximo de a, o ponto (p, f(p)) do grafico de f, deve estar préximo do ponto
(a, f(a)). Essa condig@o, por sua vez, pode ser expressa assim: para cada esfera aberta
C centrada e m (a, f(a)) existe um disco aberto D de centro a tal que, sep € DN X
entdo (p, f(p)) € C. Nao é dificil se convencer de que isso € equivalente a: para cada
intervalo aberto J de centro f(a), existe um disco aberto D de centro « tal que, se
p € DN X, entdo o ponto (p, f(p)) pertence ao conjunto X x .J.

Podemos entao, apresentar a seguinte definicio:
Uma funcdo f : X — R, onde X C R?, é continua em a € X se para cada intervalo
aberto J de centro f(a) € R, existe um disco aberto D de centro a tal que f(DNX) C J.
Observe ainda que, na afirmagéo anterior, se trocdssemos “intervalo aberto J de centro
f(a)” por “intervalo aberto J contendo f(a)” e “disco aberto D de centro a” por “disco
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aberto D contendo a”, ainda teriamos uma afirmacao equivalente. Novamente, inspirado
na proposicao 1, podemos reformular essa definicdo como segue:

Definicdo 2.2.2. Uma funcdo f : X — R, onde X C R?, é continua em a € X se para
vizinhanca V' de f(a), existe uma vizinhanga U de a tal que f(U) C V.

Exemplo 2.2.6. A fungdo f : R? — R definida por f(x,y) = 2* — y* é continua.

Figura 16 — Grafico da funcdo f(z,y) = 2% — ¢?

Fonte: Autor

Exemplo 2.2.7. A fungdo f : R? — R definida por f(z,y) = cos <y> sen (g) é conti-

2
nua.

Figura 17 — Grafico da fungéo f(z,y) = cos <%> sen (g)

Fonte: Autor
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2.2.4 Funcgoes de R™ em R”

Quando o grafico de uma funcéo pertence a R" , com n > 4, (por exemplo o
grafico de uma funcéo f : R? — R?) infelizmente ndo podemos mais fazer uma figura
para visualiza-lo. A fim de definir continuidade neste caso, usamos a ideia que foi
empregada nos casos anteriores, ou seja, uma fungéo f : X — R", onde X Cc R™ é
continua em um ponto a € X se podermos tornar f(z) tdo préxima quanto quisermos
de f(a), desde que tomemos z suficientemente proximo de a. Inicialmente, note que
intervalo aberto € uma bola aberta de R e disco aberto é uma bola aberta de R2. Assim,
nas definicdes de funcao continua dos casos anteriores, poderiamos ter substituido,
tanto intervalo aberto como disco aberto, por bola aberta. Generalizando, uma funcao
f: X — R, onde X C R™, é continua em um ponto a € X se, para cada bola
aberta B,y C R" de centro f(a), existe uma bola aberta B, C R™ de centro q, tal que
f(B.N X) C By,. Finalmente, como nos casos anteriores, podemos reformular essa
definigdo em termos de conjuntos abertos:

Definicdo 2.2.3. Dados X ¢ R™, Y C R"ea € X.Umafungdo f : X — YV é
continua em «, se para cada vizinhanga V' de f(a), existe uma vizinhanga U de « tal
que f(U) C V.

Definicao 2.2.4. Sejam X C R™, Y C R". Uma fungéo continua, f : X — Y é um
homeomorfismo se sua inversa, f~!: Y — X também é continua.

Quando existe um homeomorfismo entre dois conjuntos, dizemos que esses
conjuntos sdo homeomorfos. Dois conjuntos homeomorfos sdo indistinguiveis, do ponto
de vista topoldgico.
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3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Neste capitulo serdo apresentadas propostas de atividades com o uso do
software GeoGebra. A constru¢ao dos programas devem ser feitas na sala de aula
pelos alunos, com a orientagéo do professor. Serao omitidos os detalhes de construgdes
elementares do GeoGebra, como a construcao de retas perpendiculares a uma outra
reta, passando por um ponto, a criacdo de controles deslizantes, a construcao de
poligonos, circunferéncias, etc. O leitor interessado em se familiarizar com essas
ferramentas basicas, podera consultar (BELTRAMI, 2016).

3.1 CONJUNTOS ABERTOS

Nesta secao, serdo apresentadas atividades relativas a conjuntos abertos.

3.1.1 Definicao

Atividade 3.1.1.

Problema 3.1.1. a) Quais pontos do intervalo (a, b) sdo interiores?
b) Determine o interior dos intervalo [a,b) € [a, b].

O objetivo desse problema é duplo:
(I) dar a ideia geométrica de ponto interior;
(II) mostrar a ideia geométrica utilizada para a prova formal de que todos os pontos do
intervalo aberto (a, b) séo interiores a (a, b) (e portanto interior a [a, b] bem como a [a, b)),
a saber, dado x € (a,b), basta tomar r igual @ min{|z — al, |z — b|} ou a qualquer outro
numero positivo menor do que min{|z—al, |z—b|} e teremos que [ = (x—r,x+7r) C (a,b).
Ou seja, tomando r igual ao minimo entre as distancias de x a a € = a b, o intervalo
aberto I = (z — r,z +r) € uma vizinhanca de x que esta contida em (a,b). Sera util,
posteriormente, caso os alunos ndo consigam perceber isso logo, usar 0 numero g
(e solicitar aos alunos que proponham outros valores que funcionem, alias, o ideal é
que os alunos descubram que 0 numero " bem como qualquer outro menor do que r
funciona) ao invés de » como raio do intervalo I.
Sera utilizado o GeoGebra para mostrar que:
(i) qualquer ponto x de (a,b) é interior a (a,b). Isso pode ser feito construindo um
intervalo aberto I = B(z;r) de centro = e raio r, onde r possa variar. A ideia é mostrar
que, para cada ponto = de (a, b), € possivel encontrar um intervalo / com comprimento
pequeno o suficiente (porém maior do que zero) para que se tenha I C (a, b).
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(i) o ponto @ ndo é interior a [a, b). Isso pode ser feito construindo um intervalo aberto
I = B(a;r) de centro a e raio r, onde r possa variar. A ideia € mostrar que, qualquer
que seja o comprimento do intervalo I, ele sempre conterd pontos que nao pertencem
a [a,b), ou seja, ndo existe nenhum intervalo aberto I de centro a, tal que I C [a,b).
(iii) usando a mesma ideia de (ii), concluir que b ndo € interior a [a,b] e portanto o
interior de [a, b] € o intervalo (a, b).

O programa seréa construido em duas etapas. A primeira parte visando o objetivo
(1) e, apbs os alunos explorarem o programa e o objetivo (I) ser alcangado, proceder-se-
4 a construcdo da segunda parte visando (ll).

Construcao (primeira parte)

1. Ocultar eixos e malhas, marcar dois pontos A e B, em seguida construir a reta ¢ que
passa por A e B. Os pontos A e B podem ser movidos.

2. Construir o segmento AB (intervalo (a, b)) e marcar um ponto C sobre AB. O ponto C
pode ser movido livremente no segmento AB.

3. Ocultar os rétulos dos pontos construidos nos passos anteriores, bem como da reta
e do segmento. Em seguida, criar trés textos: a para o ponto A, b para o ponto B e z
para o ponto C. Os textos acompanham os pontos a medida que esses pontos sdo
movidos.

4. Criar um controle deslizante r, com r > 0.

5. Construir um circulo ¢ de centro C e raio r» € marcar os pontos D e E de intersegéo
da reta t com o circulo ¢, em seguida, ocultar o rétulo dos pontos D e E e mudar a cor
para branca.

6. Construir o segmento DE. Ocultar o rétulo do segmento DE e criar o texto 7 (cuja
posicao deve ser o ponto C, devendo ficar abaixo do ponto C) para denotar o intervalo
aberto de centro z e raio ». O comprimento do segmento DE muda de acordo com r,
de fato, o comprimento de DE é 2r (ver Figura 18).

Feita a construgdo, os alunos deverao explora-la a fim de responder a) e b).
Para responder a) eles podem mover o ponto x ao longo do intervalo (a, b). Além disso,
podem mudar o comprimento do intervalo I através do controle deslizante r. Nesse
ponto, € importante frisar que, ndo importa o quéo préximo um ponto z € (a, b) esteja
dos seus extremos, sempre ha um intervalo aberto contendo = contido em (a, b). Se
x estiver proximo de a, a ponto de n&o ser possivel visualizar o intervalo I, basta
aumentar o zoom suficientemente. Esse recurso é importante para ilustrar o intrigante
fato que, € possivel aproximar um ponto = € (a,b) 0 quanto quisermos de «a, ou dito de
outro modo, sempre que x pertencer a (a, b) sempre havera uma distancia positiva de
x aos extremos do intervalo (a,b). Um problema que podera surgir, € que a partir de
um determinado momento (depois de usar o recurso zoom varias vezes), o intervalo 1
nao apareca, devido ao sistema de arredondamento do programa. Para resolver esse
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Figura 18 — Interior do intervalo
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Fonte: Autor

problema, basta aumentar o nimero de casas decimais para o arredondamento e editar
o incremento do controle deslizante.

Para responder b), basta mover o ponto = para coincidir com os extremos e
observar que, nesses casos, nunca se tem I C (a, b).

Apoés essa etapa, cabe algumas perguntas:
1) E possivel determinar o comprimento do intervalo I (que pode ser obtido em fungéo
do seu raio) em fungao do ponto x para que se tenha I C (a,b)?
2) Se a resposta for positiva, quais seriam os possiveis candidatos?
3) Fixado um ponto x € (a, b), qual seria 0 maior raio de [ para termos I C (a,b)?
4) Fixado um ponto z € (a, b), existe um raio minimo para I para que se tenha I C (a, b)?
Construcao (segunda parte)
7. Construir os numeros d,,, distancia do ponto = ao ponto a € d,;, distancia do ponto x
ao ponto b.
8. Construir o nimero m = {d,, d.}, 0 menor dos numeros construidos no passo
anterior.
9. Editar o circulo ¢ mudando o raio de r para m (ver Figura 19). Nao € necessario
comecar com esse raio, podemos iniciar com % ou qualquer outro numero conveniente,
dependendo das respostas dadas a pergunta 2.
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Figura 19 — Raio de I em fungéo de x
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Com essa construcao, o raio de 7 muda automaticamente cada vez que o ponto
x € movimentado, e sempre tem-se I C (a,b). A importancia dessa segunda parte, é
que ela fornece a ideia geométrica por tras do argumento utilizado da demonstragao
formal (que geralmente é feita usando a desigualdade triangular). A pergunta 4) deve
ser deixada para os alunos tentarem responder sem ajuda inicialmente, mas se isso
nao for possivel, &€ importante fazer varios testes para o raio de ¢ (Qque é 0 mesmo raio

de I) a fim de induzir a resposta, por exemplo

m o m m

2734 57107 20" 100" °

m m m m
tc.

Problema 3.1.2. a) Qual é o interior de um disco aberto D de centro « e raio R?

Figura 20 — Disco aberto de centro a e raio R

Fonte: Autor
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b) Qual é o interior de um circulo C de centro a € raio R?

Figura 21 — Circulo de centro a e raio R

N4

Fonte: Autor

O objetivo desse problema é duplo:
(I) dar a ideia geométrica de ponto interior;
(1) mostrar a ideia geométrica utilizada para a prova formal de que todos os pontos do
disco aberto D de centro a e raio R séo interiores, a saber, dado = € D, basta tomar
rigual a R — |z — a| ou a qualquer outro numero positivo menor do que R — |z —a| €
teremos que B = (z;7) C D. Ou seja, tomando r igual a diferenga entre o raio de D e
a distancia do ponto x ao centro de D o disco aberto B(x;r) esta contido em D.

Para o item (a), o programa sera construido em duas etapas. A primeira parte
visando o objetivo (l) e, apds os alunos explorarem o programa e o objetivo (I) ser
alcangado, proceder-se-a a constru¢ao da segunda parte visando ().

Construcao (primeira parte)

1. Ocultar os eixos e a malha. Construir um controle deslizante R, com R > 0.

2. Marcar um ponto A no plano e construir um circulo D de centro A e raio R, em
seguida criar o texto a para o ponto A.

3. Marcar um ponto B no plano e criar o texto x para o ponto B.

4. Criar um controle deslizante r, com r > 0, e construir o circulo B, de centro B e raio
T.

5. Editar os circulos construidos nos passos anteriores: alterar o estilo para pontilhado,
escolher uma cor para cada um deles e mudar a transparéncia para diferenciar o interior
de ambos (ver Figura 22).

6. Editar o texto x, 0 ponto B e o circulo B, para que aparecam apenas no disco aberto
D (isso pode ser feito através do recurso “Condicéo para Exibir Objeto(s)”. Nos trés
casos, a condicao deve ser: Distancia(A, B) < R).

Nessa construgdo, o ponto = pode ser movido para qualquer lugar de D. O
raio de B, pode ser alterado através do controle deslizante r. A ideia é que os alunos
movam o ponto z em D e diminuam o raio de B, para que se tenha B, ¢ D. Como no
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Figura 22 — Interior do disco aberto
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Entrada:

Fonte: Autor

problema anterior, aqui também é importante que se explore os pontos mais préximos
da circunferéncia de centro « e raio R (a fronteira de D). E facil se convencer de que
0s pontos mais préximos do centro a de D sdo interiores, ja que esses pontos estdo
mais distantes da fronteira de D (logo é facil visualizar que podemos achar um raio
pequeno o suficiente para se ter B, C D). O mais dificil € enxergar que qualquer que
seja o ponto de D, por mais proximo que esteja da fronteira, ainda assim existe um
r > 0 para o qual o disco aberto B, de centro z e raio r esta contido em D. Ou seja,
por mais que aproximemos x da fronteira de D, ainda & possivel aproxima-lo mais,
sem sair de D; ou ainda, existem infinitos pontos em D préximos de = que estdo ainda
mais proximos da fronteira de D. Quando tentamos apresentar esses fatos usando o
quadro (que é estatico) apelamos para a légica e a imaginacao, uma vez que nao &
possivel, a partir de um certo momento visualizar B,, pois esse conjunto “se reduz ao
ponto z” rapidamente quando tentamos aproximar z da fronteira de D, isto €, n&do é
possivel visualizar os pontos de B, além do préprio 2. Quando fazemos a demonstracao
formal, usamos argumentos l6gicos e algébricos (o fato usado na demonstracao formal
geralmente € a desigualdade triangular). A vantagem do GeoGebra nesse estagio, uma
vez que pretendemos apenas dar uma ideia intuitiva, € que o aluno tem a possibilidade
de enxergar esses fatos apenas utilizando o recurso do zoom. Isso certamente facilitara
uma concepgado mais completa da ideia de conjunto aberto, bem como da nocéao de
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limite.

Apéds essa etapa, devemos fazer algumas perguntas a fim de construir a ideia
da demonstragao formal:
1) E possivel determinar o raio de B, em funcéo do ponto z para que se tenha B, C D?
2) Se a resposta for positiva, quais seriam os possiveis candidatos?
3) Fixado um ponto = € D, qual seria o maior raio de B, para termos B, C D?
4) Fixado um ponto = € D, existe um raio minimo para B, para que se tenha B, C D?

A construgdo da segunda parte do programa tera duas etapas. E possivel que
os alunos respondam 1), 2) e 3) sem necessitar da primeira etapa, (que consistira na
construcédo de um segmento de reta) mesmo assim, ela sera util para tornar a ideia
mais clara. Caso eles nao consigam responder 1), 2) e 3) sé com a primeira parte (0
que é mais provavel), a semirreta em questao sera vital. A segunda etapa permitira
constatar o que se espera ser conjeturado a partir da construgcéo da primeira etapa (da
segunda parte), bem como responder 4), embora seja possivel que alguns consigam
responder 4) a partir do problema anterior.

Construcao (segunda parte)
7. Construir a semirreta at. Isso facilitara a dedugéo do raio de B, em funcéo de z.

Figura 23 — Dedugao do raio de B, em funcao de r e de R
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Entrada:

7 Texio texto2

§|Circulo B,

ABC

G
<

9 Semirreta ax ./,/

Circulo com centro B Bola aberta de centro x e raio r

e raior

Semirreta com origem Objefo auxiliar para deduzir o raio
A passando por B de B em funcéo de x

) A
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Fonte: Autor

Os alunos devem mover o ponto x em D e, para cada x, diminuir o raio de B,
através do controle deslizante » de modo que se tenha B, C D. Espera-se que 0s



Capitulo 3. Propostas de atividades 37

alunos consigam identificar que o raio maximo para B, em fungédo de z deve ser a
distancia de x a circunferéncia de centro « e raio R (a fronteira de D). Pode surgir duas
respostas a pergunta 3):

Resposta 1: para cada = € D, o raio de B, deve serr, = R — |x — a.

Resposta 2: para cada x € D, o raio de B, deve ser igual ao comprimento do segmento
cujas extremidades sdo o ponto z e o ponto de intersecdo entre a semirreta at e a
circunferéncia de centro a e raio R (ou seja, eles identificam r, mas ndo conseguem
expressa-lo em fungéo de R).

Se a resposta dada for a primeira, deve-se entao seguir os seguintes passos.
8. Construir o numero d,,, distancia entre os pontos x e a.
9. Construir o numero r, = R —d,,, diferenca entre o raio R de D e a distancia do ponto
x ao ponto a.

10. Editar o circulo D mudando o raio de r para r, (N0 € necessario comecar com

. N —d . .
esse raio, podemos iniciar com r, = T”"“ ou qualquer outro numero conveniente,
dependendo das respostas dadas a pergunta 2).

Figura 24 — Raio de B, em funcdo de x e de R
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Entrada:

Fonte: Autor

Com essa construcao, o raio r, muda automaticamente em fungao da posicéao
do ponto = e tem-se B, C D paratodo = € D.
Como no problema anterior, se os alunos ndo conseguirem responder a pergunta 4)

sem ajuda, é importante fazer varios testes para o raio de r, a fim de induzir a resposta,
_d:ra R_dma R_d:pa R_dxa R_dxa R_dxa R_dxa

or exemplo
porexemplo —— —=—— 4 T 5 10 20 ' 100

etc.
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Caso tenhamos a resposta 2, entdo a construcao pode ser feita assim:
8. Construir o ponto C de intersecdo de at e D, ocultar a semirreta at, em seguida criar
o texto y para o ponto C e construir o segmento ay. (A medida de ay é igual a R).
9. Construir o segmento zy, cuja medida s é a distancia do ponto z a circunferéncia de
centro a e raio R.
10. Editar o circulo D mudando o raio de r para s. Nao é necessario comegar com esse
raio, podemos iniciar com g ou qualquer outro numero conveniente, dependendo das
respostas dadas a pergunta 2.

Figura 25 — Deducao do raio de B, em funcao de =
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Entrada:

Fnte: Autor

Aqui também é importante que se tome o0 mesmo procedimento no caso da
construcao anterior, com respeito a pergunta 4), substituindo R — d,, por s. Por fim, no
caso dessa construcao, apds essa etapa, deve-se ainda continuar com mais alguns
passos a fim de exibir o raio de B, em fungéo de x e de R.

11. Construir o segmento ax, em seguida construir o nimero r, = ay—ax our, = R—ax.
(E bom fazer os dois. Para isso, basta editar o nimero r, apés a construcio).

12. Editar o raio de B,, trocando s por r, (ver Figura 26). Os alunos devem mover o
ponto x e observar que, para cada x, tem-se s = r,. ApOs a construgao, e a verificagcao
de que r, = R — za, é igual a s, 0s segmentos za e xy podem ser ocultados.

Para o item (b), deve-se notar que a Unica diferenca entre C' e o conjunto D do
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Figura 26 — Deducéao detalhada do raio de B, em funcédo de x e de R
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Entrada:

Fonte: Autor

item a), € que a circunferéncia de centro a e raio R pertence a C' mas nao pertence a D.
Segue-se que todos os pontos de D sao interiores a C'. Assim, no item b), precisamos
apenas verificar se os pontos da referida circunferéncia sao interiores a C.

Construcao.
1. Ocultar os eixos e a malha. Construir um controle deslizante R, com R > 0.
2. Marcar um ponto A no plano e construir um circulo C' de centro A e raio R (o raio
de C podera ser alterado atraveés do controle deslizante R), em seguida criar o texto a
para o ponto A.
3. Marcar um ponto P sobre a circunferéncia C. Criar o texto x para o ponto P. O ponto
x podera ser movido na circunferéncia de centro a e raio R (permanecendo na mesma).
4. Criar um controle deslizante r, com r > 0, e construir o circulo B, de centro x e raio
T.
5. Editar os circulos construidos nos passos anteriores: alterar o estilo de B, para pon-
tilhado, escolher uma cor para cada um deles e mudar a transparéncia para diferenciar
o interior de ambos (ver Figura 27).

Os alunos devem mover o ponto x sobre a circunferéncia e diminuir o raio de B,
através do controle deslizante r. A ideia é perceber que néo existe » > 0 para o qual a
bola aberta B, de centro x e raio r esteja contida em C'. Eles devem diminuir o quanto
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Figura 27 — Interior do disco
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Entrada:

Fonte: Autor

quiserem r e sempre havera pontos em B, que ficam fora de C.

Problema 3.1.3. Determine o interior do conjunto T, regiao limitada pelo triangulo
ABC, conforme figura abaixo.

Figura 28 — Regido triangular
C

Fonte: Autor

O objetivo desse problema é fixar a nogcao de ponto interior e expandir a ideia
utilizada no Problema 3.1.1 para exibir o raio da bola aberta B, em funcédo do ponto z
para se ter B, contida no referido conjunto (ver Figura 19, ali preferimos, por simplici-
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dade escrever I em vez de B,). Ou seja, 0 raio maximo de B, deve ser o minimo entre
as distancias de x aos “extremos do conjunto”.

A construcao do programa também sera feita em duas etapas. Como nos casos
anteriores, a primeira parte visa fixar a ideia de ponto interior, (os alunos devem
descobrir quais pontos sao interiores) e a segunda parte, descobrir o raio da bola
aberta B, de centro z, em funcéo do ponto z, para que se tenha B, C T.

Construcao (primeira parte)
1. Ocultar eixos e malha. Construir trés pontos A,B e C, em seguida construir o poligono
T com vértice nesses pontos. Alterar a transparéncia do poligono T para enfatizar seu
interior e ocultar os pontos dos vértices. Os pontos podem ser movidos para qualquer
lugar do plano, assim, pode se obter qualquer triangulo a partir desses pontos.
2. Construir um controle deslizante r, com r > 0.
3. Construir um ponto D em T e criar um texto x para o ponto D, em seguida construir
um circulo B, de centro x e raio r. Editar o estilo de B, para pontilhado e alterar sua
transparéncia. Em seguida editar o ponto D, o texto = e B, para que aparecam apenas
em T (isso pode ser feito através da condi¢cao “De T, no recurso “Condigao para Exibir
Objeto(s)” para os trés casos).

Figura 29 — Interior do tridngulo
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Entrada:

Fonte: Autor

Os alunos devem mover o ponto z em T e, para cada z, diminuir o raio de B,
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através do controle deslizante r para que se tenha B, C T. Aqui também é importante
explorar os pontos mais proximos dos lados do tridngulo, especialmente os pontos
mais préximos dos vértices. Nao é tao 6bvio num primeiro contato para alunos nessa
faixa etaria (geralmente eles ndo tem ainda a nocao de limite), que para cada ponto de
T, por mais préximo que esteja de um dos vértices, sempre havera um disco aberto
(ou seja com raio positivo) centrado nesse ponto e contido em T..

A fim de mostrar que os pontos sobre os lados do tridngulo ndo sao interiores, €
mais pratico construir (passo 4) um ponto =’ sobre um dos lados do tridngulo (a analise
dos outros lados € inteiramente anéloga), em seguida construir um circulo B!, de centro
2’ e raio r. A ideia é que os alunos movam o ponto z’ sobre o lado do triangulo (os
vértices entram nessa analise) e diminuam o quanto quiserem o raio de B!, através do
controle deslizante r. Deve-se constatar que, para todo » > 0 sempre havera pontos
em B!, que nao pertencem a 7" (ver Figura 30).

Figura 30 — Interior do triangulo (lados)
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Entrada:

Fonte: Autor

Apo6s essa etapa, devemos fazer algumas perguntas a fim de determinar o raio
de B, em fungéo de =.
1) E possivel determinar o raio de B, em fungdo do ponto = para que se tenha B, c T'?
2) Se a resposta for positiva, quais seriam os possiveis candidatos?
3) Fixado um ponto = € T, qual seria o maior raio de B, para termos B, C T?
4) Fixado um ponto x € T, existe um raio minimo para B, para que se tenha B, C T'?
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Se os alunos conseguirem responder a pergunta 3) de forma precisa (ou pelo
menos conjecturar que o raio maximo € o minimo entre as distancias de x aos lados do
tridngulo), entdo a continuacéo da constru¢ao pode ser assim:

Construcao (segunda parte)

5. Construir os numeros d,,, d., € d,., distancia do ponto = aos lados a, b € ¢ respecti-
vamente, do tridngulo. Em seguida construir o numero m = min{d,,, d., d..}, @ menor
das distancias do ponto x aos lados do triangulo.

6. Editar B,, trocando o raio de r para m (ver Figura 31).

Figura 31 — Interior do triangulo (raio de B, em funcéo de z)
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Entrada

Fonte: Autor

Nessa construcao, o raio de B, muda automaticamente em fungéo de = e tem-se
B, C T para todo x pertencente a T, exceto quando x estiver sobre um dos lados
ou sobre um dos vértices do tridngulo. A essa altura, talvez os alunos ja consigam
responder a pergunta 4) sem fazer vérios testes para o raio de B, como nos casos
anteriores. Mesmo assim, é bom que eles mudem o raio de B, de m para algum outro
namero (em funcao de m) menor do que m.

Caso os alunos n&o consigam conjecturar uma resposta para a pergunta 3),
entao a construcao a partir do passo 5 pode ser assim:
Construcao alternativa da segunda parte
5. Construir uma reta perpendicular ao lado « do triangulo, passando por x, em seguida
construir o ponto E de intersec¢do do lado a com a reta perpendicular. Depois, ocultar a
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reta perpendicular e construir 0 segmento g cujas extremidades sao os pontos x € E (a
medida do segmento ¢ é a distancia do ponto x ao lado a do tridngulo).

6. Repetir 0 passo 5 duas vezes para construir os segmentos j e k£ cujas medidas sao
a distancia do ponto = aos lados b e ¢ do triangulo, respectivamente (ver Figura 32).

Figura 32 — Interior do tridngulo ( deducéo do raio de B, em funcao de z)
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Entrada:

Fonte: Autor

Os alunos devem mover o ponto x em T (os segmentos g, j € k mudam de
tamanho automaticamente de acordo com a posicdo de x) e diminuir o raio de B,
através do controle deslizante r até obter B, C T. Isso facilitara uma conjectura para a
resposta a pergunta 3).

Apés essa etapa, podemos terminar a construcéao
8. Construir o nimero m = min{g, j, k}, @ menor das distancias do ponto = aos lados
do tridngulo.
9. Editar o raio de B,, trocando r por m (ver Figura 33).

Caso os alunos nao saibam, € importante observar que g, j e k de fato repre-
sentam as distancias de x aos lados do tridngulo.

3.1.2 Propriedades

Atividade 3.1.2. O objetivo dessa atividade € apresentar algumas propriedades re-
lativas a conjuntos abertos. Os problemas sdo dispostos de maneira que a ideia da
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Figura 33 — Raio de B, em funcéao de «
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Entrada:

Fonte: Autor

demonstracao seja construida de forma gradual, isto €, partimos de casos mais ele-
mentares a fim de criar intuicdo para o resolver caso geral.

Problema 3.1.4. Verifique se os seguintes conjuntos sdo abertos:
a) a interse¢ao de dois intervalos abertos;
b) a intersecéo de dois discos abertos;

O objetivo desse problema é construir a ideia geométrica que sera utilizada
na demonstracdo do Problema 3.1.5 (0s conjuntos do presente problema, sao casos
particulares muito especiais daquele).

a) Construcao.

1. Ocultar o eixo Y, ocultar os numeros e a graduacao do eixo X. Construir dois pontos
a; € b; sobre o eixo X, e construir o segmento a,b; (ou seja, o intervalo (a4, b1)). Editar
0s pontos a; € a; mudando sua cor para branca.

2. Repetir o passo anterior para construir um segmento asb; (Ou seja, o intervalo
(ag, b)).

3. Mover o ponto a, de modo que se tenha ay; € (ay,b;), €em seguida construir o
segmento as, by (ou seja, o intervalo (as, b1) = (a1, b1) N (az, bs) ). E Gtil escolher uma cor
para cada um dos trés segmentos construidos (ver Figura 34).

Nessa construcéo, os quatro extremos dos intervalos podem ser movidos no
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Figura 34 — Intersecao de intervalos abertos
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Entrada:

Fonte: Autor

eixo X. A ideia € mostrar que a intersecao de dois intervalos abertos ou é vazia ou
€ um intervalo aberto. Em qualquer dos casos, a intersecéao é um conjunto aberto. O
primeiro caso é provado (ou convencionado) apenas usando a definicdo, quanto ao
segundo, basta usar o Problema 3.1.1.

b) A construcao sera feita em duas etapas.

Construcao(primeira parte)

1. Construir dois pontos A e B, criar dois textos a; e a, para os pontos A e B, respecti-
vamente.

2. Construir dois controles deslizantes R, e Ry, (ambos ndo negativos). Construir 0
circulo D, de centro a; e raio R, € o circulo D, de centro a, € raio Rs.

3. Construir um ponto C em D; N D, e criar um texto x para o ponto C. Em seguida,
construir um circulo B, de centro z e raio r.

4. Editar o estilo dos trés circulos para pontilhado, alterar a transparéncia e escolher
uma cor para cada um. Editar o ponto C, o texto = e B, para que aparegcam ape-
nas em D; N D, (para isso, basta por, para os trés objetos a condicao de exibicao
“Distancia(C,A)< R_1 A Distancia(C,B)<R_2") (ver Figura 35).

Os alunos devem mover o ponto =z em Dy N Dy € diminuir o raio de B, através
do controle deslizante r até obter B, C (D N Dy).

Como nos casos anteriores, depois que 0s alunos se convencerem (ou pelo
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Figura 35 — Intersec&o de dois discos abertos
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Entrada:

Fonte: Autor

menos conjecturarem) que D, N D, € aberto, é importante repetir as perguntas:
1) E possivel determinar o raio de B, em funcéo de z?

2) Em caso afirmativo, quem seriam os possiveis candidatos?

3) Qual o maior raio de B, para que se tenha B, C D; N D,?

Essas perguntas devem motivar a segunda pare da construgéao.
Construcao (segunda parte)
5. Construir a semirreta a;#, marcar o ponto D na intersecdo de a,% e D;, em seguida
ocultar a;# e construir o segmento d; cujos extremos sdo os pontos z e D. O compri-
mento de d; mede a distancia de x a circunferéncia de centro a; e raio R;.
6. Repetir 0 passo anterior para construir o segmento d,, cujo comprimento mede a
distancia de x a circunferéncia de centro a; € raio Rs.

Nessa construcao (ver Figura 36), os segmentos d; e d; mudam de tamanho
automaticamente em funcéo de z. Os alunos devem mover o ponto z em D; N Dy, €
diminuir o raio de B, através do controle deslizante r até obter B, C (D; N D,). Isso
facilitara a deducéao do raio de B, em funcao de .

Apés essa etapa, deve-se entdo partir para o penultimo passo.
7. Construir o numero m = min{d;, d»} e editar o raio de B, trocando r por m.
Nessa construcao, (ver Figura 37) o raio m de B, muda automaticamente em funcao
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de z e tem-se B, C (D, N D,), paratodo x € (Dy N Dy). E sempre importante frisar

Figura 36 — Intersecéo de dois discos abertos (dedugéo do raio de B, em funcao de x)
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Fonte: Autor

Figura 37 — Intersecéo de dois discos abertos (raio de B, em funcéo de x)
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que o raio m acima € o maximo, ou seja, para qualquer niamero real positivo s menor
ou igual a m, tem-se B, C (D; N D,), para todo = € (D; N Ds). Assim, é util pedir
aos alunos que exibam (editando o raio de B,) outros valores para o raio de B,,
(W;, %, por exemplo) .

Finalmente, para ilustrar a ideia que seréa utilizada na demostracao do caso
geral, vamos ao ultimo passo.
8. Construir os circulo B,; de centro x e raio d, e circulo B,, de centro = e raio d,
(ver Figura 38). A ideia é ilustrar o argumento utilizado para mostrar que a intersegéao

Figura 38 — Intersecéo de dois discos abertos (o raio de B,)
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Entrada:

Fonte: Autor

de dois discos abertos € um conjunto aberto. Ou seja, se x pertence aos conjuntos
abertos D, e D, entao pelo Problema 3.1.2 existem bolas abertas B,; de centro = e
raio d, e B, de centro x e raio d,, tais que B,; C D; e B,» C D,. Logo, se tomarmos
min{d;, d»}, entdo B, = B(x;m) C (D; N Dy). Nessa construgao, ao mover o
ponto x em D; N Dy, B, coincide com B, caso d; < d, € com B,,, caso dy < d;. Pode
ser util o recurso de ocultar e depois visualizar novamente (de modo conveniente, para
a imagem nao ficar muito carregada de informacdes) D, a fim de enfatizar que d; é
mesmo raio utilizado na construcdo do programa do Problema 3.1.2 para mostrar que
0s pontos do disco aberto s&o interiores (a mesma coisa pode ser feita para Ds).

m

Problema 3.1.5. A intersecéo de dois conjuntos abertos € um conjunto aberto?
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O objetivo aqui €, a partir da intuicdo geométrica utilizada no problema anterior, o
aluno possa generalizar o fato. E 0til fazer um caso mais geral no plano ainda utilizando
o GeoGebra.

Construcao

1. Construir dois tracos com o recurso “caneta” a fim de representar dois conjuntos
genéricos X e Y no plano. Esses tragos podem ser construidos com o aspectos
bastante diferentes. Além disso, eles podem ser movidos (rigidamente) a fim de alterar
a intersecéo.

2. Construir os numeros r4, distancia do ponto x ao traco que representa a fronteira de
X e ry, distancia do ponto = ao trago que representa a fronteira de Y.

3. Construir um ponto z em X NY, em seguida construir os circulos B(z;r,) de centro
x e raio r, e B(z;re) de centro z e raio rs.

Nessa construcao, o ponto x pode ser movido em X NY. O raios de B(x;r;) e
B(x;ry) mudam automaticamente em fungéo de x e tem-se B(x;r) C X, B(x;r) C Y
para todo z € (X NY'). Além disso, para cada x tem-se B(z;r) C B(x;ry), ser; <y
e B(z;ry) C B(x;ry), se ro <1 (ver Figura 39).

Figura 39 — Intersecao de dois conjuntos abertos

o intersecao de conjuntos abertos.ggb = =

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

5 )AL B> @ 0] 4 N =) ¢
X

~ Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio > |~ Protocolo de Construgao X
[~ fi~ - B 5 R &
® A={0.57,-0.06) . [Nome [icone .| Descrigao [Legenda
® trago1 1|Ponto A A Ponto x
=158 o
Y 2 TragoDaCaneta trago1 | & * franteira do conjunto X
X
,,,,,, ———— 3/Numero 1, om Distancia de Aatrago1 distancia do pontax &
/ fronteira do conjunto X
4TragoDaCaneta fraco2 | = fronteira do conjunto Y
e
5Nimerar, em Distancia de A a traco2 distancia do ponto x &
. N . fronteira de Y
Blair) \ .
. Y \ 6|Texto texto2
2 | . ABC
> 7 Texto texto3 ABC
. ! ' glcirculo ¢ /| |Circulo com centro Ae raior, |Bola aberta Bixr,)cX
i ; i (&) 1 1
v
9/Circulo d /;) Circulo com centro A e raior, Bola aberta Biarj<Y
©@
10[Texto texto5
|Fexotene ABC
11 Texto textod
exto texto. AsC
12 Texto texto
,,,,,,, exlo ferte ABC
13Ponto B A| Pontosabrec Objeto auwliar para a
b posicio do texod
14 Ponto C A Pontosobre d Objeto awliar para a
b posicio do texo5
. 5 K A |14r14| > ] [> Reproduzir 2k s

Entrada:

Fonte: Autor

Assim, para mostrar que cada ponto x € (X NY) € interior, € suficiente tomar
r = min{ry,r} € teremos B(x;r) C (X NY'). Para visualizar isso, passemos ao ultimo
passo dessa construcao.



Capitulo 3. Propostas de atividades 51

4. Construir o numero r = min{ry, 7o}, em seguida construir o circulo B(z;r) de centro
x e raio r. Escolher uma cor para B(x;r) diferente da cor dos circulos dos passos
anteriores (ver Figura 40).

Figura 40 — Intersecdo de dois conjuntos abertos (a ideia geométrica da demonstracao)
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Entrada:

Fonte: Autor

Nessa construgao, o disco aberto B(x;r) muda de raio automaticamente de
acordo com z, coincidindo com um dos discos abertos B(z;r) ou B(x;rs), a saber,
aquele que possui 0 menor raio.

Finalmente, pode-se apresentar uma demonstracao formal do Problema 3.1.5,
(ver demonstragdo do Teorema 2.1.1 (b)) utilizando a ideia acima. Essa € uma boa
ilustracéo do fato de que os casos particulares sdo muito Uteis para fornecer ideias que
serao utilizadas nos casos mais gerais. Além disso, € uma ocasiao apropriada para
mostrar que as figuras s&o bons aliados na promog¢éo dessas ideias. De fato, embora as
figuras em si ndo provem todos os casos (na verdade, nem mesmo é possivel desenhar
todos os abertos do plano, por exemplo), contudo, usando algumas figuras (mesmo
de casos particulares) € possivel extrair a ideia do argumento que poderd ser utilizado
para provar 0s casos mais gerais (até mesmo aqueles que nao podem ser visualizados
através de uma figura).

Problema 3.1.6. Considere um intervalo aberto I = (a,b). Ja sabemos que I é um
conjunto aberto (conforme Problema 3.1.1).
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a) Se retirarmos um ponto p; € I, o conjunto I \ {p;} ainda & aberto?

b) E se retirarmos dois pontos?

c) E se retirarmos mil pontos?

d) Generalize.

e) Se retirarmos infinitos pontos de 7, o conjunto dos pontos restantes sempre sera
aberto?

O objetivo desse problema é apresentar um caso particular do Problema 3.1.8,
bem como construir a ideia que sera utilizada para responder o mesmo. Sera feito um
programa no GeoGebra para os itens a), b) e e). Os itens c) e d) devem ser respondidos
a partir dos anteriores.

a) Construcao
1. Ocultar o eixo Y, ocultar os numeros e a graduacao do eixo X. Construir dois pontos
a e b sobre o eixo X, e construir o segmento ab (ou seja, o intervalo I = (a, b)). Editar
0s pontos a e b mudando sua cor para branca.
2. Construir um ponto p; sobre ab, mudar a cor do ponto p; para branca e criar o texto
p1 para o ponto p;. O ponto p; pode ser movido em (a, b) (ver Figura 41).

Figura 41 — Intervalo menos um ponto
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Entrada

Fonte: Autor

Pelo Problema 3.1.1, todo ponto z do intervalo aberto (a, p,) € interior a (a, p;),
isto €, existe uma bola aberta B, de centro x contida em (a, p;). Logo, B, esta contida
em [\ {p:}, e portanto = é interior a I \ {p;}. A mesma observagao serve para o
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intervalo (p,,p), de modo que o conjunto I \ {p,} é aberto. Esse argumento € valido
(e deve ser apresentado, caso os alunos ndao consigam utiliza-lo sozinhos), mas para
nosso propdsito de achar um argumento que possa ser utilizado na resolucdo do
Problema 3.1.8, podemos entao introduzir a seguinte pergunta: é possivel determinar
o raio da bola aberta (intervalo aberto) B, de centro x, em fungdo x de modo que
B, C I\ {p:1}, sem precisar fazer a analise separadamente dos intervalos (a,p;) e
(p1,p) como fizemos acima? Novamente, sabemos do Problema 3.1.1 que dado = € I,
se tomarmos r = min{|z — a|, |z — b|}, menor das distdncias de = aos extremos do
intervalo I = (a,b), a bola aberta B(x;r) estara contida I. Entretanto, pode ocorrer que
o ponto p; pertenga a B(z;r). Deve-se entdo repetir a construgcao de B(x;r) como no
Problema 3.1.1.

3. Construir um ponto X em I, criar um texto = para o ponto X, em seguida edita-los
para que aparegcam apenas em [ \ {p;} (isso pode ser feito através da condi¢do de
exibicao dos referidos objetos: “X#p_1AX #£ aAX# b?).

4. Construir o numero r = min{|x — «a|, |z — b|} (basta inserir no campo “Entrada”:
r=Minimo(Distancia(a, X), Distancia(b, X))), em seguida construir o circulo ¢; de centro
x e raio r e marcar os pontos C e D de intersecao do circulo com o segmento ab.
Ocultar o circulo e o rétulo dos pontos C e D, em seguida mudar a cor dos mesmos
para branca.

5. Construir o segmento CD, (bola aberta B(z;r)) (ver Figura 42).

Figura 42 — Intervalo menos um ponto (deducéo do raio da bola aberta)
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Nessa construgéo, o raio de B(x;r) muda automaticamente de acordo com z e
tem-se B(x;r) C I paratodo x € I\ {p;}. Entretanto, se x estiver mais préximo de p;
do que dos extremos de I, tem-se p; € B(x;r). Se = estiver mais proximo dos extremos
do intervalo de que do ponto p,, entdo B(x;r) C I\ {p:}. Desse modo, se x estiver mais
proximo de p; do que dos extremos, entao, tomando s = |z — p,|, dist&ncia de = a p;,
temos B(x;s) C I\ {p1}. Logo, pondo m; = min{r, |z — p1|}, tem-se B(x;s) C I\ {p1},
para todo x € I\ {p:}. A fim de facilitar a percepcéo desse fato, deve-se continuar a
construgao com 0s seguintes passos:

6. Construir um controle deslizante s, com s > 0, em seguida construir o circulo de
centro z e raio s. Marcar os pontos de intersecao do circulo com o eixo X, ocultar o
circulo, em seguida construir o segmento B, (bola aberta de centro = e raio s) com
extremo nesses pontos.

7. Construir o segmento xp; (ele mede a distancia de x a p;) (ver Figura 43 ).

Figura 43 — Intervalo menos um ponto (deducéo da bola aberta - continuacéo)

o intervalos com pontos deletados2.ggb = & n
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[k] A ) Ol a5 =] 4,

~ Janela de Algebra x| | ~ Janela de Visualizagéo X |~ Protocolo de Construcéo X
i A - B |9~ |2 &0
® Ponto(EixoX) 5205 N. [Nome [ico...|Descricio |Legenda
@ Ponto(EixoX) 9 Texto text... ~
® =265 A ABC
® textol = e 10 Namero r Minimo(Distancia(a, X), Distancia(b, X)) [raio maximo para que a bola aberta
® texto2 = "B de centro x esteja contida em (a.b)
® p,=(109.0) 11 Circulo ¢ ') Circulo com centro X € raio r
® textod = “p;” 1G]
© Xx=(0.58,0) 12Ponto C Ponto de intersegdo de ¢ . |
® textod = “x” X
r=0.88 .
€, (X-0.59) +y7=0.78 12 Ponto D Ponto de intersecéo de ¢, |
® D=(1.47,0)
L ® c=(-0.3,0) 13/Segmento -/. Segmento C, D Bola aberta B{xr)
= o0— B,
® B =177 p - > ; X
® =05 ! 0 14NUMEro s | a-2
® xp, = 0.5
. = 15/Segmento Segmento X, p,
o, (x-0.59) +y==0.25 . /
® B=(1.09,0) ; .
® A=(009,0) 16 Circulo ¢, ‘\/\;i‘ Circulo com centro X & raio s
e B =1
17 Ponto A X Ponto de intersec&o de ¢, EioX
17 Ponto B Ponto de intersecdo de ¢, EixoX
18 Segmento -/. Segmento A, B Bola aberta B(x:s)
B v
s
p ) s A |1gr18| ] I> Reproduzir Hs

Entrada

Fonte: Autor

Os alunos devem mover o ponto = e, para = € I \ {p;}, diminuir o raio de B(z; s)
através do controle deslizante s até obter B(z;s) C '\ {p:}. Apds essa etapa, deve-se
entao partir para o ultimo passo.

8. Construir o numero m; = min{r, zp, }, em seguida construir a bola aberta B(z;m,).
Para isso, basta editar o circulo ¢; de centro x e raio r, mudando o raio para m; (ver
Figura 44).
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Figura 44 — Intervalo menos um ponto (deducéo da bola aberta em funcao de x)

o intervalo com pontos deletados.ggb = =
Arguivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

ol | B0 O [N AN [ R

¥ Janela de Aigebra X| | = Janela de Visualizagdo Xl | = Protocolo de Construg&o X
BNV - EAIEAIET
@ Ponto(EixoX) N [ Nome [ico. | Descrigio [ Legenda
® p,=(0.29,0) 10 Texto texto2 [od "
® Ponto(EixoX)
® J=149 11 Texto texto3
® X=(0.15,0) ABC
Xp, =0.15 12 Texto textod |
r=044
m, =015 13 Circulo ¢, (= Cireulo com centro X e raio m,
® textol = “a” e
® texto2 = “b" 14 Ponto C Ponto de intersecdo de ¢ . J
® textod = “p,” X
® textod = e T 14Ponto D Ponto de intersecdo de ¢, J
P e (x-0.15)2+y2=0.02 a E p b |
® D=(0.29,0) -
15 Segmenio B Segmento C, D Bola aberta B(x;m
® c=(0,0) B S cm,)
® B =029 .
s=015 16nimeros a2
c,: (x - 0.15)% +y2 = 0.02 - .
17 Circulo ¢, (&) Circulo com centro X e raio s
B=(0.3,0) 2 (@
A=(0,0) = . ;
B, =03 18/Ponto A X Ponto de intersecdo de ¢, EixoX
18Ponto B Ponto de intersecéo de ¢, EixoX
19 Segmento B_ ./. Segmento A, B Bola aberia B(x;s)
v
K  [19/19| > ] > Reproduzir s

Entrada:

Fonte: Autor

Nessa construcao, o raio m; de B(x; m;) muda automaticamente em funcao de
x etem-se B(x;my) C I\ {p1}, paratodo z € I\ {p:}.

b) Construcao Deve-se aproveitar a construcao de item anterior e acrescentar
0S seguintes passos:
9. Construir um ponto p, em I\ {p;}. Como p;, 0 ponto p, pode ser movido livremente
em [ (ver Figura 45).

Novamente, embora B(x; my) C I\ {p1}, se z estiver mais proximo de p, do que
dos extremos de I e de p;, entdo p, € B(z;m,), l0ogo, ndo se tem B(xz;mq) C I\ {p1,p}-
Mas, como no caso anterior, se tomarmos my, = min{my,|r — ps|}, entdo
B(z;mgy) C I\ {p1,p2}. O proximo passo consiste construir B(z;ms).

10. Construir o segmento zp,, cujo comprimento mede a distancia de x a p,, em seguida
construir o numero my = min{my, xp-}.

11. Construir B(z; m,). Para isso, basta editar o raio de ¢, trocando m; por ms (ver
Figura 46).

A fim de exibir o raio m, de B(x;ms) em fungcéo dos pontos p; € p, que foram
retirados de I, para facilitar a generalizacdo do fato de que se retirarmos um namero
finito de pontos de um intervalo aberto ainda teremos um conjunto aberto. E bom notar
que msy = min{my, | — po|} = min{r, |x — p1|, |z — po|}. Além disso, é util prosseguir a
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Figura 45 — Intervalo menos dois pontos
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Fonte: Autor

Figura 46 — Intervalo menos dois pontos (explicitando a bola aberta)
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construcao do programa com 0s seguintes passos:

12. Construir uma lista L = {r,zp;,xp:}, em seguida construir o numero

m = min{r, |x—p1|, |z—p2|}, is50 pode ser feito inserindo no campo Entrada: “m=Minimo(L)".
13. Editar o raio de ¢; trocando ms por m (ver Figura 47).

Figura 47 — Intervalo menos dois pontos (raio da bola aberta em funcéao de p; e ps)
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Entrada:

Fonte: Autor

Nessa construcao, o raio m da bola aberta B(z; m) coincide com ms. A vantagem
é que se forem retirados mais pontos de I, entdo basta acrescentar as distancias desses
pontos para o ponto z a lista L, e a bola aberta B(z; m) estard contida no novo conjunto
(m muda automaticamente, a medida que a lista L ¢ alterada). Para ilustrar esse fato,
os alunos devem retirar mais um ponto p3 de I, criar um numero ds distancia de = a p;
e acrescentar ds a lista L, (ou criar o segmento xp3; € acrescentar xps a lista L).

Para responder e), basta mostrar um contraexemplo. Dado p € I, o intervalo
aberto (a,p) C I contém infinitos pontos, porém o intervalo [p,b) = I \ (a,p) n@o é
aberto, pois o ponto p ndo € interior a [p,b) = I \ (a,p) (ver Problema 3.1.1). Por outro
lado, o intervalo (a, p] também contém infinitos pontos e o intervalo (p,b) = I \ (a,p] é
aberto. Ou seja, se retirarmos infinitos pontos de um intervalo aberto, o conjunto dos
pontos restantes pode ser ou ndo um conjunto aberto.

Problema 3.1.7. Considere um disco aberto D. Ja sabemos que D é um conjunto
aberto (conforme Problema 3.1.2).
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a) Se retirarmos um ponto p, € D, o conjunto D \ {p;} ainda é aberto?

b) E se retirarmos dois pontos?

c) E se retirarmos mil pontos?

d) Generalize.

e) Se retirarmos infinitos pontos de D, o conjunto dos pontos restantes sempre sera
aberto?

Solucao

a) Dado z € D\ {p1}, do Problema 3.1.2, sabemos que se tomarmos
r = R — |z — al, a bola aberta B(z;r) esta contida em D. Porém, se a distancia
de z para p, for menor do que r, entao teremos p, € B(x;r). Deve-se entdo deduzir a
partir de » um raio para B, de modo que se tenha B, C D\ {p:}.

Para a primeira parte da construgéo do programa, basta entdo seguir os mesmos
passos que foram utilizados na construcédo do programa do Problema 3.1.2.
Construcao
1. Ocultar os eixos e a malha. Construir um controle deslizante R, com R > 0.

2. Marcar um ponto A no plano e construir um circulo D de centro A e raio R, em
seguida criar o texto a para o ponto A.

3. Marcar um ponto B no plano e criar o texto p, para o ponto B.

4. Marcar um ponto X no plano e criar o texto « para o ponto X.

5. Construir a semirreta at e marcar o ponto E de intersegéo entre a# e a circunferéncia
de centro a e raio R, em seguida construir 0 segmento que une os pontos X e E, cuja
medidaér =R — |z — al.

6. Construir o circulo B, (bola berta B(z;r)) de centro x e raio r.

7. Editar x e B, para que aparecam apenas em D \ {p; }.

8. Construir o segmento xp; cuja comprimento d; mede a distancia do ponto x ao ponto
p1 (ver Figura 48).

Nessa construgao o ponto p; pode ser movido livremente em D, x pode ser
movido em D \ {p;} e tem-se B(z;r) C D paratodo z € D\ {p:}. A fim de corrigir
0 problema de o ponto p, pertencer a B(z;r), deve-se prosseguir com 0s seguintes
passos:

9. Construir um controle deslizante s, com s > 0, em seguida construir circulo B, (bola
aberta B(z;s)) de centro z e raio s (ver Figura 49).

Os alunos devem mover o ponto = e, para cada x, devem diminuir o raio de
B(x; s) através do controle deslizante s até obter B(x;s) C D\ {p:}. Isso facilitara a
deducdo do raio da bola aberta B, em fung¢éo de «= para que se tenha B, C D\ {p:1},
ou seja, o raio de B, deve ser m = min{r, d; }. ApOs essa etapa, deve-se partir para o
ultimo passo:
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Figura 48 — Disco aberto menos um ponto
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Fonte: Autor

Figura 49 — Disco aberto menos um ponto (deduc¢ao do raio de B,)
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10. Construir uma lista L={r, d,}. Em seguida construir o niumero m = min{r,d;}, ou
seja, “m=Minimo(L)”.

11. Construir a bola aberta B(z;m). Para isso basta editar o raio do circulo B,, trocando
r por m (ver Figura 50).

Figura 50 — Disco aberto menos um ponto (raio de B, em funcao de z)
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Entrada

Fonte: Autor

Nessa construgéo, o raio m da bola aberta B(x; m) muda automaticamente em
funcéo de x e tem-se B(x;m) C D\ {p1}, paratodo z € D\ {p:}.

b) Deve-se aproveitar a constru¢ao do item anterior e acrescentar os seguintes
passos:
12. Construir um ponto p,, em seguida construir o segmento xp,, cujo comprimento
d, mede a distancia do ponto = ao ponto p, (isso deve ser feito no caso em que os
alunos tenham alguma dificuldade em perceber que o raio m da bola aberta deve ser
min{r, |z — p1|, |z — p2|}, se eles conseguirem dar essa resposta de imediato, entao ao
invés de construir o segmento xp,, pode se optar por construir diretamente o nimero
“dy =Distancia(X, p_2)”).
13. Adicionar o numero d, a lista L. Ao acrescentar d, a lista L, o raio m de B(x;m)
muda automaticamente e tem-se B(x;m) C D \ {p1,p2} paratodo z € D \ {p1,p2}.
Além disso, se forem retirados mais pontos de D, basta adicionar as distancias desses
pontos ao ponto z a lista L e ter-se-4 B(x; m) contido nesse novo conjunto. Os itens c)
e d) devem ser resolvidos a luz dessa ideia.
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e) Aqui, basta exibir um contraexemplo. Considere o circulo G de centro a e raio
R/3. O conjunto T, interior de G (que € o disco aberto B(a; R/3), ou seja, 0 conjunto
dos pontos do plano cuja distancia ao ponto a« € menor do que R/3), esté contido em D
e é um conjunto com infinitos pontos. Mas, D \ 7' ndo € um conjunto aberto. De fato,
a circunferéncia C de centro a e raio R/3 (que é o conjunto dos pontos do plano cuja
distancia ao ponto « é igual a R/3) esta contida em D \ T, mas nenhum ponto de C
é interior a D \ T, pois toda bola aberta de centro em um ponto de C' contém pontos
de T. A fim de mostrar isso no GeoGebra, basta utilizar o programa do item anterior e
acrescentar os seguintes passos:
14. Construir os circulos 7' e C', ambos de centro a e raio R/3, em seguida mudar sua
cor de T para branca a aumentar a sua transparéncia.
15. Construir um ponto F sobre C (criar o texto “z” para o ponto F), em seguida editar
circulo B,,, mudando o seu centro para F (ver Figura 51).

Figura 51 — Disco aberto menos um conjunto com infinitos pontos
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Entrada:

Fonte: Autor

Nessa construcéo, o ponto = pode ser movido em C e o raio s da bola aberta
B,s = B(z;s) pode se mudado através do controle deslizante s. A ideia é que os
alunos movam o ponto = sobre C' e diminuam o quanto quiserem o raio de B(z; s) para
perceber que B(x; s) sempre contera pontos de 7.

Problema 3.1.8. Sejam X C R", um conjunto aberto e py, ps, ..., pr pontos de X. O
conjunto X \ {p1,ps,- - ,px} € aberto?
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Deve-se utilizar a mesma estratégia da resolucao do Problema 3.1.5, ou seja,
desenhar um conjunto mais genérico (cuja fronteira seja um traco fechado) no plano
(caso particular em que n = 2). Embora esse conjunto ndo represente todos os casos
possiveis, ele fornece a ideia do argumento que é utilizado para solucionar o caso
geral!

Construcao
1. Construir um traco1 fechado para representar um conjunto aberto X (o conjunto X é
a regidao limitada pelo trago1). Construir um ponto p; em X.
2. Construir um ponto A (em seguida construir o texto “z” para o ponto A) em X.
3. Construir o numero r, distancia de x a fronteira de X através do comando
(r=Distancia(A,traco1)), em seguida construir o circulo B, (bola aberta B(z;r)) de
centro z e raio r (ver Figura 52).

Figura 52 — Conjunto aberto menos um ponto

(] Conjunto deletado.ggb = B
Arguivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
Ll (s (o F® & a=2
] AL B0 0]l =)+
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio XI§ = Protocolo de Construcdo >
® A=(0.81,3.91) M~ & |7 &0
: traqn‘ll oy N. [ Nome [icone | Descricio Legenda
textol = 1 TracoDaCan_| e Fronteira de X
® P, =(1.48,4.48) S
r=134 X 2 Texto textot
® texto2 = “p," o ABC
® textod = "x" Jitd hE, 3Ponto p, A Ponto p, retirado de X
® B (x-0.81)+(y-3.917=178 S o
B, S.
-~ 4/Texto texto2 ABC
o Teeoll
P1 N 5Ponto A A
' °
. ;
aT K B Texto texto3 ABC N
7 Numero r ;m/l Disténcia de A a traco1 Disténcia do ponto x ao traco1

8 Circulo B, I Circulo com centro A € Bola aberta B(xr)
e raio r

=] < |818| B> el [> Reproduzir 25s

Entrada:

Fonte: Autor

Nessa construgdo, tem-se B(x;r) C X paratodo x em X. Mas, se a distancia de
x a p; for menor do que r, entdo p; € B(z;r). Para se ter B(x;r) C X \ {p1} para todo
x € X \ {p1}, basta tomar o raio de B, como min{r, |z — p;|}. Deve-se entdo prosseguir
a construcdo com os seguintes passos:
4. Construir o segmento zp;, cujo comprimento d; mede a distancia de = a p;. Em
seguida construir a lista L= {r, d; }.
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5. Construir o numero m = min{r, |z — p;|} (basta usar o comando m=Minimo(L)). Em
seguida mudar o raio de B,, trocando r por m (ver Figura 53).

Figura 53 — Conjunto aberto menos um ponto (raio de B,)
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Entrada:

Fonte: Autor

Nessa construcao, o raio m de B(x;m) oscila entre r e d; = |x — p;|, de acordo
com a posigcao do ponto = e tem-se B(x;r) C X \{p:} paratodo x € X\ {p,}. Retirando-
se mais pontos, basta acrescentar as distancias dos pontos retirados ao ponto = a lista
L. O numero m sera o minimo detre essas distancias e r (ver Figura 54).

E importante frisar que se o raio de B, for menor ou igual a r, entdo B, C X.
Por outro lado, dado p;, € X, pondo d; = |z — p;|, para cada j = 1,...,k, segue-se
que, se o raio de B, for menor ou igual a d; entdo p; ¢ B,. Logo, se o raio de B, for
0 minimo entre r e d; entdo B, C X \ {p;}. Analogamente, se m = min{r,d,, ..., d},
entdo B(z;m) C X \ {p1,...,px}- O numero m definido acima é o raio maximo para
que a bola aberta B(x; m) esteja contida no conjunto X \ {p1,pa, ..., 0k} E atil pedir
aos alunos que experimentem editar o raio do circulo B, para m/2 ou outro numero
qualquer (em fungao de m) menor do que m.

Finalmente, podemos apresentar a demostracao do caso geral (ver Exemplo
2.1.4).
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Figura 54 — Conjunto aberto menos um numero finito de pontos
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Entrada:

Fonte: Autor

3.1.3 Fronteira

Atividade 3.1.3.

Problema 3.1.9. Determine a fronteira dos seguintes conjuntos:
a) intervalo [a, b);

b) intervalo [a, b];

c) intervalo (a, b);

d) disco aberto de centro a e raio R;

e) circulo de centro a e raio R;

f) conjunto 7" do Problema 3.1.3.

Para resolver esse problema, ndo é necessario construir outro programa no
GeoGebra, basta utilizar os programas ja construidos na atividade Atividade 3.1.1.
Mais precisamente, usando o programa construido para resolver o Problema 3.1.1,
eles devem concluir que a fronteira dos conjuntos [a,b), [a,b], (a,b) € 0 conjunto {a, b};
usando o programa do Problema 3.1.2, deve-se concluir que a fronteira do disco
aberto (bola aberta de R?) de centro « e raio R e do circulo de centro a e raio R é a
circunferéncia de centro a e raio R; por fim, utilizando o programa do Problema 3.1.3,
deve-se concluir que a fronteira de 7" é o tridangulo ABC.
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3.2 CONTINUIDADE

3.2.1 Definicao

Atividade 3.2.1. O objetivo dessa atividade é apresentar a ideia geométrica de uma
funcéo continua f : I C R — R, a saber, que seu grafico ndo tem “saltos”, ou ainda, &
possivel desenhar o grafico de f sem tirar o giz do quadro, ou a caneta do papel. Sera
construido o grafico da fungdo f : [0,4] — R, definida por f(z) = 2* — 622 + 11z — 4.
Essa construcao é simples. Os detalhes podem ser vistos no “Protocolo de Construgao”
e na “Janela de Algebra” (ver Figura 55). Nessa construcéo o ponto = pode ser movido

Figura 55 — Exemplo de fung¢éo continua
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Entrada:

Fonte: Autor

no intervalo [0, 4] através do controle deslizante ¢. Utilizando o recurso “Animar”, para
o controle deslizante ¢, o ponto x percorre o intervalo [0, 4], enquanto o ponto (z, f(x))
percorre o gréafico de f.

Atividade 3.2.2. O objetivo dessa atividade € apresentar a definicdo de fun¢ao continua
paraocaso f: I C R — R, através de intervalos abertos. Sera construido o grafico da
fungdo f : [c,d] — R, definida por f(x) = 2.

Construcao

1. Construir o grafico de f. Construir 0os pontos c e d sobre o eixo das abscissas , em
seguida construir o intervalo [c, d] (segmento cujos extremos sdo o0s pontos c e d).
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2. Construir um ponto a em [, d], em seguida construir o ponto G, = (a, f(a)) sobre o
grafico de f. Para isso, basta construir uma reta h perpendicular ao eixo das abscissas
passando por a € marcar a intersecao do grafico de f com a reta h.

3. Construir o ponto (0, f(a)). Para isso, deve-se construir uma reta perpendicular
ao eixo das ordenadas passando pelo ponto G, = (a, f(a)), € construir o ponto de
intersecao entre essa reta e o eixo das ordenadas.

4. Construir controles deslizantes ¢ e ¢, em seguida construir intervalos abertos I de
centro a e raio § e J de centro f(a) e raio e.

5. Construir um ponto x sobre I. Construir os pontos (z, f(x)) e (0, f(z)) (ver Figura
56).

Figura 56 — Definigdo de continuidade via intervalos abertos
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Fonte: Autor

Nessa constru¢do o ponto a pode ser movido em [c,d| e 0 ponto = pode ser
movido em /. O comprimento dos intervalos I e J podem ser alterados através dos
controles deslizantes § e ¢, respectivamente. Os alunos devem diminuir o comprimento
do intervalo J, em seguida, diminuir o comprimento de I até obter f(I N[c,d]) C J.
O objetivo € mostrar que essa maneira de definir continuidade num ponto a« € uma
forma técnica bastante pratica de descrever a ideia apresentada na atividade anterior,
a saber, que numa vizinhanca do ponto a, ndo ha “saltos” no grafico de f. Dito de
outro modo, numa vizinhancga de a, 0os pontos (z, f(z)) do grafico de f permanecem
proximos do ponto (a, f(a)). Mais precisamente, (z, f(z)) pode se tornar tdo préximo
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de (a, f(a)) quanto se queira, desde que se tome z suficientemente proximo de a.
Isso € equivalente a dizer que f(x) pode ser tornado tao préximo de f(a) quanto se
queira, desde que z esteja suficientemente préximo de a. A vantagem de expressar
continuidade dessa forma, € que a analise dos pontos do gréfico (objeto que esta no
R?) recai para a analise de intervalos (objetos que estdo em R).

Atividade 3.2.3. Nessa atividade sera apresentado um exemplo de descontinuidade.
Nesse caso, a utilidade de definir continuidade via intervalos é evidenciada, bem como

a necessidade de esses intervalos serem abertos. Sera feita a analise da continuidade
z+1, sex <1

da fungdo f : R — R definida por f(z) = no ponto a = 1.
—r+4, sexr>1

Construcao

1. Construir o grafico de f. Construir os pontos a =1 e f(a).

2. Construir um controle deslizante 6. Construir uma circunferéncia de centro a e raio §

e marcar os pontos C e D de intersegao entre a circunferéncia e o eixo das abscissas.

Em seguida, construir o intervalo aberto / (segmento CD).

3. Construir um controle deslizante ¢, com 0 < ¢ < 1, em seguida construir o ponto

x = C + (D — C)t. Construir o ponto f(x).

4. Construir um controle deslizante ¢, em seguida construir o intervalo aberto J de

centro f(a) e raio ¢ (ver Figura 57).

Figura 57 — Exemplo de descontinuidade
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Nessa construgcao, o ponto x percorre o intervalo I, a medida que t percorre
o intervalo (0, 1). Deve-se animar o controle deslizante ¢ para que o ponto z mova-se
automaticamente no intervalo 7, e o ponto f(z), se mova no eixo das ordenadas. A ideia
€ mostrar que, se o comprimento de J for suficientemente pequeno, por exemplo se for
igual a 1, (ou seja, € = 0.5) entdo, qualquer que seja o comprimento de [ (qualquer que
seja § > 0), sempre havera pontos x € I, tais que f(z) ¢ J.

Esse exemplo € 6timo para visualizar a necessidade de exigir, na definicao,
que os intervalos sejam abertos. Se o intervalo I ndo fosse necessariamente aberto,
digamos I = [1,d], com d > 1, entdo f seria continua em x = 1. Para visualizar isso,
basta editar a definicdo do ponto z, trocando C por A. Nesse caso, 0 ponto = passara a
percorrer o segmento AD (intervalo [a, d]). E facil perceber que, para cada ¢ > 0 (que
determina o comprimento de J), é possivel obter § > 0 suficientemente pequeno (o
comprimento de [qa, d] suficientemente pequeno) para se ter f([a,d]) C J. Mas isso ndo
descreveria 0 que temos em mente para continuidade, teriamos uma fungao continua
num ponto em que seu grafico tem um “salto”.

3.2.2 Homeomorfismo

Atividade 3.2.4 (Projecao estereografica). Sejam S!' a circunferéncia de centro
O = (0,1) eraio 1, e N = (0,2) o seu polo norte. Para cada ponto x € S*\ {N}
a semirreta Nz intersecta o eixo das abscissas em um Unico ponto (z’,0). Podemos
entdo definir a fungdo f : S'\ {N} — R pondo f(x) = 2/, onde 2’ é a abscissa do ponto
de intersegcédo da semirreta Na com o eixo das abscissas. A funcéo f € chamada de
projecao estereogréfica.

Construcao

1. Construir a circunferéncia S* de centro O = (0, 1) e raio 1, em seguida construir o
ponto N = (0, 2).

2. Construir um ponto x sobre S'\ { N}, em seguida construir a semirreta N—>x e construir
o ponto de intersecao da semirreta JT% com o eixo das abscissas. Nessa construcao, o
ponto = pode ser movido em S*. O ponto de interse¢ao da semirreta N com o eixo das
abscissas move-se automaticamente sobre o eixo das abscissas em funcéao de x. Os
alunos devem mover o ponto = sobre S* a fim de visualizar que, para cada = € S*\ {N},
a semirreta J@ intersecta o eixo das abscissas em um unico ponto. Identificando o
eixo das abscisas com o conjunto R (cada ponto (a,0) do eixo das abscissas sera
identificado com o numero real a) pode-se definir a fungédo f : S'\ {N} — R, pondo
f(z) = 2/, onde x’ é a abscissa do ponto de interse¢do da semirreta Nz com 0 eixo
das abscissas (ver Figura 58). E possivel também visualizar que f é uma bijecéo, ou
seja, para cada y € R, existe um Unico ponto = € S'\ {N}, tal que f(z) = y (para cada
ponto y no eixo das abscissas, a semirreta ]73; intersecta S' \ { N} em um Unico ponto).
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Fonte: Autor

A préxima etapa € discutir a continuidade de f. Para isso, deve-se continuar a
construcao do programa.
3. Editar os textos com os nomes dos pontos = € f(x) do passo 2 para a e f(a),
respectivamente. Construir controles deslizantes § e ¢, em seguida, construir um
intervalo aberto Vy,) = B(f(a);¢) de centro f(a) e raio ¢ e um disco aberto 5(a;0) de
centro a e raio e.
4. Construir o arco de circulo U, = B(a;6) NS*\ {N}. Isso pode ser feito marcando os
pontos G e E, na intersecéo da circunferéncia de centro a e raio § com a circunferéncia
de centro O e raio 1, em seguida construir o “Arco Circular” pelos pontos O, G e E.
5. Construir um ponto = sobre U,, em seguida construir o ponto f(x) (ver Figura 59).

Nessa construcdo, o ponto = pode ser movido em U,. O raio de B(a;d) (que
determina o comprimento do arco U,) pode ser alterado através do controle deslizante
5 e o comprimento do intervalo V' pode ser alterado através do controle deslizante . A
ideia € mostrar que para cada intervalo V., de centro f(a), € possivel diminuir o raio
de B(a;d) o suficiente para que f(U,) C V), isto €, para se ter x € U, = f(x) € V().

De forma analoga, pode se discutir a continuidade da inversa de f. Deve-se
acrescentar mais um passo a construgdo anterior.
6. Construir o texto “b” no lugar do ponto f(a) do passo 3 e ocultar o texto “f(a)”.
Construir o texto “f~1(b)” no lugar do ponto a do passo 3 e ocultar o texto “a”.
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Figura 59 — Projecao estereografica: continuidade

o Projecdo esteriografica S*1.ggb = =
Arguivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A s *||l[a=2

[3] Al P OO 4N = ]
» Janela de Aigebra | » Janela de Visualizagdo Xl | ~ Protocolo de Construgéo X
® textol = “f:S A~ &~ |7 &
® texto2=“R" [:S"\ (N} =R N. [icon...[ Descrigso [valor [Legenda
® 0=(0,1) 15 @ Circulo com cenfro P’ e |h: (k- 1.67)*+y?= 0. circulo de centrof(a) e |
® cixrd(y-1p=1 raio € raio &
® textoll = “Sl* 1B>\/ Ponto de intersecdo de H=(1.12,0)
® N=(0,2) h, EixoX
® textod = “N” SL 16! Ponto de intersecédo de |C = (2.62, 0)
® P=(1,0893) h, ExoX
@ textod = "a” 17 ~ Segmento H, C Vg =15 intervalo aberto de centro
® g:1.07x+1y=2 f(a) e raio €
® P=(187, u‘)‘ 18 @ Circulo com cenfro P e |d: (x-1)2+ (v - 0.93... Bola aberta B(a.0)
® textod = “f(a) raio &
® =075 Ep——
°ioos 19 zncl B(a:5) /

h: (x - 1.87)* +y* 20 Ponto de intersecdo de |E = (0.97, 1.23)
® C=(2.620) >\/ e d
® H=(1.12,0) - i

_ 20 Ponto de intersecédo de |G =(0.93. 0.64)
eV, =15 o
@ di(x-1)+(y-0 21 ‘l ArcoCirculan©, G, E) U, =06 Interseg&o do dominio de
® textol = "B(a . fcom a bola aberta B(a:0)
® G=(0.83,0.64
_ ( : ) 22| a| |Ponto sobre U X=(0.99.1.12) ponio x
® E=(0.97,1.23) - R a
o U =08 f(@) R
® X=(0.98 1.12) 23 aBC x
® textol = “x"
@ i:0.88x + 0.9y = 24 ./r Semirreta com origem N |i: 0.88x + 0.99y = 1.99
® A=(2.250) passando por X
® textoB = “f(x) 25/, | |Interseciio de i ExoX A = (2.25,0) ponto (x) ©
€=075
¥ <« B> t :

. ) o K 26/31 ol [> Reproduzir 2H]s
Entrada:

Fonte: Autor

7. Construir um ponto y sobre o intervalo V, = B(b;¢). Em seguida construir a semirreta
— — .
Ny e marcar o ponto f~!(y) = Nyn S\ {N} (ver Figura 60).

Nessa construgao, o ponto y pode ser movido em V},. A ideia € mostrar que, para
cada bola aberta B(f~!(b); ), de centro f~1(b), & possivel diminuir o comprimento do
intervalo V;, de tal modo que se tenha, y € V, = f~!(y) € B(f(b);9).
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Figura 60 — Projecao estereografica: continuidade da inversa

Fonte: Autor
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