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Resumo

E possivel afirmar que a Teoria da Probabilidagecdmpo da Matematica onde se
encontram as mais variadas aplicacfes do cotickad@ Ciéncia em geral. Esta dissertacao
fundamenta-se em explorar melhor a probabilidanlayés de suas diferentes abordagens, e
introduzir, no Ensino Médio, conceitos de ndo-embpbilidade justamente pela forte relacédo
gue essa estrutura tem com a maior parte dos ferd@madeatérios e até com o dia a dia dos
alunos.O conceito de ndo equiprobabilidade de eventosstati@ neglicenciado no Ensino
Basico, e a Probabilidade é quase sempre vistasimclada com a Analise Combinatoria em
espacos equiprovaveis, algo que pouco iluminawwalpara as aplicacdes reais da teoria em
areas tdo diversas quanto a industria, medicinanogaia, finangas, engenharia, etc.
Primeiramente, estabeleceremos o vinculo histogoo,busca de compreender os motivos
norteadores para os estudos da Probabilidade. gindaeabordaremos a relacéo entre Analise
Combinatodria e Probabilidade juntamente com unmzaudigio sobre as barreiras metodoldgicas
gue dificultam o seu ensino. Na sequéncia realizaseuma revisdo tedrica sobre a Teoria de
Probabilidade para que, enfim, possamos abordarrodapilidade em espacos nao-
equiprovaveis, por meio de atividades praticasaride os alunos a reflexdo e novos
guestionamentosEntendemos que seja uma proposta inovadora, jasqueata de uma
abordagem lacunar na Educacdo Matematica, a jpljarmaioria dos livros adotados pelas
escolas que pouco ou nada apresentam o tema daaynifoebabilidade de espacos amostrais.
Espera-se que esta dissertacdo possa motivar gwoges alunos para um maior entendimento
dessa ferramenta poderosa no século XXI, respongévelar inteligibilidade a maioria dos

desafios em nossa era de incerteza.

Palavras-chave:Probabilidade, Educacéo Basica, Analise Combiret&qguiprobabilidade e

N&o-Equiprobabilidade.



Abstract

It is possible to affirm that Probability Theorytiee field of Mathematics where the most
varied applications of everyday life and Sciencgeneral are found. This dissertation is based
on better exploring the probability, through it§felient approaches, and introducing, in High
School, concepts of non equiprobability precisefcduse of the strong relation that this
structure has with most of the random phenomenaatsa with everyday situations of the
students. The concept of non equiprobability oinésés largely neglected in Basic Education,
and Probability is almost always seen indissociawd@th Combinatorial Analysis in
equiprobable spaces, something that does not lataistudents to the actual applications of
theory in areas as diverse as industry, medicicaamics, finance, engineering, etc. Firstly,
we will establish the historical link, in order tonderstand the beginning motivations for
Probability studies. We will then discuss the lielaghip between Combinatorial Analysis and
Probability together with a discussion of the meliogical barriers that hamper its teaching.
In the sequence we will carry out a theoreticalsien on Probability Theory, so that we can
finally approach the probability in non equiprolmabpaces, through practical activities, leading
the students to reflection and new questions. Wieugethat this is an innovative proposal,
since it is a lacunar approach in Mathematics Etilmtabearing in mind the majority of books
adopted by schools that have little or nothing dowdth the non equiprobability of sample
spaces. It is hoped that this dissertation canvatatiteachers and students to further understand
this powerful tool in the 21st century, responsifide giving intelligibility to most of the

challenges we face in our age of uncertainty.

Keywords: Probability, Basic Education , Combinatorial Arasy Equiprobability and
Non Equiprobability.
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INTRODUCAO

Nesta introducédo, destacarei um pequeno numeroamstancias da minha trajetoria
profissional que me conduziu e, seguramente, inflioel na producéo e desenvolvimento deste
trabalho Meu primeiro contato com o contetdo de Probabikdseldeu no Ensino Médio, cuja
esséncia da aula era a pratica em um conjunto ®xoede questdes usando a abordagem
classica. E evidente que para um aluno na faixmeté 15 a 17 anos, a Matematica se mostrava
como uma atividade que, da forma ensinada, naasedazendo com que o estudo fosse um
meio para chegar a um fim. Ao fazer pré-vestiba@eabei me encantando com a forma
encontrada por um professor de tratar a maténe énteresse em me juntar a area. Entrei para
o curso de Licenciatura em Matematica na Univedad#ederal do Rio de Janeiro e me deparei
mais uma vez com a Probabilidade na disciplina Matea Finita. Passei por uma mistura de
sofrimento e prazer. Sofrimento, pois tive uma iszedificuldadeem acompanhar as atividades
propostas, dado que necessitavam de um enormecihmemeo de conteddo e boa eficiéncia
interpretativa. Entretanto, ao mesmo tempo queaiegadu era atraido pelo assunto, e desejava
querer aprender ainda mais, mesmo em face aslddobes.

Formei-me e iniciei minha carreira como professwn @ expectativa de impactar a vida
dos jovens da mesma maneira que o professor docorea havia feito comigo. Todavia, 0
inicio de carreira foi marcado por diversas siteagdie inseguranca, o que acredito ser normal,
inclusive quando tive a responsabilidade de engirarabilidade aos meus alunos pela primeira
vez. Mesmo tendo concluido a Licenciatura, que aneritriqueceu a minha formacao, ndo me
sentia preparado para ensinar este conteudo, podo@ind-lo por completo, dada a base
tedrica de um, ainda, principiante, e com pouguigsxperiéncia para suportar os incontaveis
obstaculos da sala de aula. A escola em que la@amava apostilas, 0 que nédo ajudava, pois
essas possuem contetido muito reduzido e dao énéxsecicios. Diante deste cendrio, me senti
na obrigacéo de aprender mais, de modo a apenfergss conhecimentos e me qualificar para
os desafios da sala de aula, viabilizando assimnamss alunos um alicerce em que eles
pudessem sempre se apoiar.

Alguns anos se passaram desde a primeira vez due em sala como legitimo
professor. Neste periodo o meu apreco pela TeagaPdobabilidades aumentou ainda mais
gracas ao tempo passado com os alunos para ddifetentes abordagens dos problemas. As
diferentes maneiras de enxergar uma mesma quédani com que o aprendizado que antes
era adquirido somente por teoria através de lifoese enriquecido com debates entre mim e

meus estudantes. Esse aprendizado foi, e aindait®, satisfatorio.



Com toda essa bagagem optei por me inscrever né-FMRD. Acabei me classificando
e ao iniciar o curso tive a incrivel felicidade alesar Matematica Discreta logo no primeiro
semestre com o prof. Nei Rocha. E dificil descreveamanho do conhecimento adquirido. As
aulas foram excelentes e a impresséo que me feaga® que a minha mente tinha sido aberta
para a infinitude daquele contetdo. Diante de &s$a relacdo que a minha vida teve com a
matematica, e particularmente com a probabilidadegdito que um professor, ou um tema
especifico, possam estabelecer mudancas na vidadie um. E seria de uma tremenda
felicidade conseguir atingir os alunos e professdeemesma maneira que eu fui atingido com
0 passar dos anos.

E curioso porque a Matemaética é uma disciplinaagiieenta um notavel preconceito no
Ensino Basico pela maioria dos estudantes, podeexrcordo com a visdo deles, chata e dificil.
No seu ambito, alguns dos conceitos mais relevamtesrem desenvolvidos sdo aqueles
relacionados a Probabilidade e os obstaculos adtyat para a disciplina de Matematica
disseminam-se também aos conceitos relacionadeseaeamaComo muito bem expresso por
Piaget e Inhelder no famoso livro “A Origem da &dp Acaso na Crianga™ “Em contraste
com as operagOes logicas e aritméticas, a probabddi é descoberta gradualmente.” A
probabilidade é a area da matematica que criaprlab pesquisa modelos para estudar
fendbmenos aleatdrios e essa é certamente uma cEgaTdivamente desafiadora para o ser
humano. Com aplicacdes em diversas areas do comértci, a Probabilidade é essencial para
gue os estudantes entendam o mundo contempordnexsoi em incertezas, pois indmeros
fendbmenos do dia a dia incluem o pensamento pridstato.

Um outro aspecto de importancia da Probabilidagetoelos os niveis da educacao, esta
relacionado & com o desenvolvimento da percepcaondedo dos estudantes, pois a
Probabilidade nos instrui como tomar decisfes “@hem ambientes de incerteza. Por isso, 0
estudo de probabilidade, até entéo, historicanmeaibalhado apenas no Ensino Médio, foi aos
poucos sendo instado nos curriculos do Ensino Foentzl, na unidade tematica Probabilidade
e Estatistica, em virtude do seu enorme valor n@aheento Estatistico.

Como exposto anteriormente, a impressao é quelkmabilidlade é um assunto do qual
os alunos, em particular os do Ensino Médio, acabanifestando certa repulsa ou temor. Essa
aparente falta de interesse pode ser justificaddipersos fatores. O primeiro é a exposicéo de
um conceito abstrato com aplicagbes puramenteitigpstna resolucéo de problemas. Outro
fator que pode contribuir para tal desinteressénéxperiéncia ou a falta de conhecimento do
professor. Um terceiro caso refere-se as aulastdesa teoria e pouca revelacdo da utilidade

das probabilidades na industria, financas, areascas etc.



Fazer com que a sociedade perceba a relevanciaottabifidade na formacédo do
cidadao e propor um aprendizado para além de uoegso de repeticdo sistematica da teoria
através da resolucdo de exercicios foram os nanegadlessa dissertagdo. Entretanto, apos
iniciar os estudos tedricos, tomei conhecimentaldans problemas interessantes que nunca
tinha visto serem explorados no Ensino Basicoagsde nao-equiprobabilidade. Tanto livros
didaticos quanto professores apresentam a concelds@ica de probabilidade, limitando-se ao
estudo dos casos nos quais se supde a equiprdhadbkilpara um casamento engessado com a
Andlise Combinatoéria. Ao se deparar com tais probke optei por um tratamento do aspecto
mais lacunar no ensino-aprendizagem da Probabdiddd Ensino Basico: a nao
equiprobabilidade de espacos amostrais, que siaoarh ironicamente como os modelos mais
ubiquos em ciéncias que envolvam o aleatoério. Agsta é essencialmente discutir concepcdes
errbneas comumente difundidas no ensino de Pradieddl com contetdo inovador através de
texto e questdes, que pudessem ser lidos e absemal outros professores de Matematica,
com a intencao de serem utilizados como um apaia paelaboracdo de aulas envolvendo
Probabilidade no Ensino Médio.

O objetivo desta dissertacdo do Mestrado Profissie Matematica em Rede Nacional,

o PROFMAT, é, portanto, oferecer ao professor urteria que apresente a abordagem, na
Teoria da Probabilidade, de espacos néo-equiprsvaeeEnsino Basico. Essa obra também
contempla um estudo, ndo-exaustivo mas essermgg sssa teoria, considerando os contextos
histéricos e abrindo espagos para atividades divadas. Queremos proporcionar ao aluno,
através do seu professor, uma visdo ampla da TéarRrobabilidade e que faga com que os
estudantes criem questionamentos sem deixar deokadonceitos e formalismos necessarios
para a aprendizagem do contetdo. Esse estudo tatebrémpropaosito de aprofundar o ensino
da Probabilidade, através de modelos nao-equipeisavisto que sdo aqueles com maior
frequéncia nos modelos cientificos.

A segquir, a estrutura dessa dissertacéo é aprdsenta

No Capitulo 1, faremos um breve histérico do deskiwmento da Teoria da
Probabilidade, desde os jogos de azar até a pimlzal® moderna. Abordamos também aqui as
diferentes concepcdes de probabilidade: laplacifmmuentista, subjetiva, geométrica e
axiomatica. A ideia essencial deste capitulo érdgsccada uma das interpretacdes de maneira
a disponibilizar uma mais ampla visdo da probadilel e das estruturas do célculo de
probabilidades.

No Capitulo 2, discutiremos a relacdo entre Analieenbinatoria e Probabilidade,

bastante prédiga no inicio de sua construcéo gedncperiodo classico, mas insuficiente para



dar conta da transi¢cdo do discreto para o contimimaremos com um historico de evolucao
da Analise Combinatéria passando pelo vinculo ergigois topicos; em seguida por uma breve
descricdo das orientacdes curriculares da BaseohsdComum Curricular (BNCC) para os
Ensinos Fundamental e Médio, e ainda, uma an&isierds didaticos escrutinando as barreiras
metodoldgicas no ensino.

No Capitulo 3, apresentamos 0s conceitos basicas @pastudo de probabilidade
conforme a ordenacgéo seguida pela maioria dossligigéticos, tais como espago amostral,
evento e combinagdes de eventos (evento complemeantao e interse¢do de eventos), bem
como a interpretacdo classica, ou Laplaciana, dbapilidade e estabelecemos um vinculo
entre esse modelo e o modelo frequentista. Desasmols ainda suas propriedades basicas,
seguindo por probabilidade em eventos equiprovayeababilidade condicional, passando
pelos Teoremas do Produto, da Probabilidade Tadal Bayes, e concluindo com a definicdo
de eventos independentes, a probabilidade binomiah geométrica. Tracamos esse
desenvolvimento contando com exemplos que possarefzer a compreensao do professor, e
gue este possa investigar juntamente com os alguals método deve ser empregado em
determinadas situacdes particulares, oferecendm ass alunos a possibilidade de explorar,
discutir e trocar ideias.

No Capitulo 4 introduzimos a probabilidade em espagnostrais ndo-equiprovaveis.
Destacamos as diferentes classificagdes: finifmiio enumeravel e infinito ndo enumeravel.
Aproveitamos também a classificacdo para descrevgue s80 esses espagos € como se
estruturamk por fim, disponibilizamos atividades que podemis@lementadas pelo professor
no Ensino Médio com a funcéo de propor um desafiexppandir o pensamento probabilistico
do aluno para uma futura abordagem no Ensino Supdds modelos probabilisticos de
varidveias aleatOrias absolutamente continuas,essps por funcdes de densidade de
probabilidades, assunto esse que néo faz parterdouto basico comum.

Desse modo, tentamos chamar a atencao de profegsatenos para um assunto que
esta presente no quotidiano nas pesquisas de fatosse de opinides divulgadas pela midia.
A probabilidade ndo so6 é interdisciplinar como témke inerente ao ser humano, apesar de ndo
ser Obvia. Como disse uma vez 0 matematico PeegioRis, “0s circuitos do nosso cérebro
simplesmente nao foram feitos para resolver mwgta problemas de probabilidade.” Por isso,
os alunos devem ser motivados e preparados parmaa) antes de serem apresentados a novas
termologias, e a histéria da probabilidade podelajbastante nesse sentido. Com esse
tratamento, 0 que seria apenas um calculo passaigestar um verdadeiro significado na vida

do aluno e, consequentemente, em seu aprendizadapr€ender de que maneira surgiu o



estudo das probabilidades e como ele progrediuibaetn para que os alunos tenham uma
visdo mais apreciativa da probabilidade, possinitib-os a enxergar os modelos probabilisticos
gue subjazem ao caso de nédo-equiprobabilidades bste mais frequentes que o caso de
equiprobabilidade.

Finalmente encerramos a dissertacdo com consideragérais sobre os resultados
alcancados e possiveis desdobramentos do temagi@iggeaqui abracado.

Em suma, nosso intuito geral € promover uma masemolvimento do pensamento

probabilistico para os casos que vao além do clwratual.



1. Um pouco da histéria de Probabilidade: Passagedo Discreto

para o Continuo.

A sorte é um elemento presente na vida da espécrara. Na ciéncia a sorte é
conhecida pelo nome de acaso. Talvez 0 momentouena ggspécie humana mais confie na
sorte, ou acaso, € no momento em que ele realiZagomO jogo, da mesma forma que a sorte,
€ uma atividade que também se manifesta em tosadaid do ser humano.

O aparecimento inicial de jogo que se tem algunst@ghistorico € o Tali (jogo de 0ss0)
que era praticado com astragalos. O astragalo é@ssn do calcanhar de um mamifero,
semelhante a um tetraedro irregular, suas facesmfnidénticas e possuia os lados: céncavo,

convexo, plano e sinuoso.

Figura 1: Astragald

O jogo utilizava astragalos de animais. Cada ladmemerado com valores diferentes,
0S maiores recebiam os nimeros 3 e 4, e os derads@s nameros 2 e 5 ndo eram utilizados.
Algumas experiéncias chegaram a conclusao de querdecimento de cada uma das quatro

faces do jogo do Tali manifestava as seguintesié&necjas:

Faces 1 3 4
Frequéncias 0,12 037 0,39 0,12

Tabela 1:Distribuicdo de frequéncia do astragalo.

1 Fonte: https://slideplayer.com.br/slide/14305693/



Na busca por algumas informacdes sobre o desematid da utilizacdo de jogos em
cada civilizacdo encontramos dificuldades em otsgistros historicos gracas a pobreza de
informacdes, porém determinadas marcas puderadeseobertas.

Na trajetoria historica de algumas sociedades,emsbros das mesmas sofriam sancdes
com relacdo a jogos. No antigo Egito, apesar derhama liberacdo, os individuos que eram
apontados como jogadores compulsivos eram subrsatidona pena, enquanto nos paises de
origem judaico-cristd, os jogos de azar eram cenadabs proibidos. Curiosamente, apesar
dessa censura, um bispo, Wibold da cidade de Cambraorno de 960 d.C. idealizou um jogo
religioso que atribuia a cada um dos 56 possiesigltados do lancamento de 3 dados, uma
punicdo ou a pratica de uma virtude.

Em compensacdo, na era moderna, os jogos tambémséatividade de fonte de renda.
Cidades em diferentes regides devem boa parte ale auwecadacbes aos jogos de azar
disponibilizados em cassinos e ao turismo em toessa atividade. O modelo que mais se
destaca na midia pela industria de entretenimentass Vegas, no estado de Nevada, regido
dos EUA. Entretanto, na ultima década, a cidadetemea maior movimentagéo financeira no
setor de jogos € Macau, na China. Esta ex-colamaguesa, que se tornou uma das regides
administrativas especiais da China desde 20 derdepede 1999, obteve em 2011, o titulo de
centro mundial de jogos de azar com receitas ray dal US$ 33,480 bilh6es, um numero cinco
vezes maior que o calculado em Las Vegas no mesnadp.

Os jogos de azar sempre tiveram um vinculo mudadg com a humanidade. A espécie
humana nutre, até hoje, uma enorme paixdo porAtese lancar a sorte sobre o0 jogo, existe a
crenca de se obter resultados favoraveis que pagsanocasides para adquirir bens materiais
de maneira mais rapida. Apesar de toda essa admjrag estudos matematicos direcionados
ao acaso comecaram de forma muito tardia. A ideiadhso € demasiadamente complexa e
obteve diversos pontos de vistas ao longo da hastias ciéncias, uma vez que se vincula a
nossa propria visdo do mundo. No caso dos povoshabdavam o antigo Egito ou a
Mesopotamia, a visdo do mundo com relacéo ao @&sdava associada as intervencgdes divinas.
O acaso era apresentado como uma interpretac@mtiale dos deuses a fim de prever o futuro,
seja ele através de consultas de pressagios oggdesdlas pitonisas. Esta relacdo sobrenatural

entre o acaso e o divino perdurou no comportamanttano por bastante tempo.

“(...)Uma outra razdo, certamente mais importantgué

o resultado de um sorteio “ao acaso” é a expresdaovontade



divina, e como tal, ndo deveria ser calculada, pti® devemos
desafiar Deus (ou o Diabo)”
(Pichard, 1997, p. 107).

Assim, o desfecho de uma guerra, a justificativaatpumas pessoas passarem
necessidade, os desastres naturais e até mesnesuwtdos de jogos de azar eram de
responsabilidade da vontade de um ser superiotaDesna, o pensamento era de que 0s
fenbmenos que ocorriam eram benéficos ou maléfimsdo ao comportamento de um
individuo ou nagdo ser mais ou ser menos agradasde ou esses seres divinos.

Notamos que a ciéncia enfrentava barreiras panaalarar o acaso. Ndo s6 existia um
enorme bloqueio ao qual a compreensao de que guaqgantecimento ocorria de acordo com
a vontade divina como também nao havia interessstuglo de jogos de azar.

Porém, com a evolucado da sociedade, o interegegador em planejar estratégias para
as apostas, com o intuito de ganhar fez com querepo passo referente a formalizacdo da
probabilidade fosse dado. Passo esse que foi add@gcola italiana.

Em 1202, com oliiber Abaci”, de Fibonacci (1170 — 1250), os numeros adquiriram
formas que davam condi¢cdes de se fazer os primeétesilos de probabilidade. O livro
apresenta contetidos de Aritmética, Algebra, Gedmeffrigonometria e defende com firmeza
a notacao indo-arabica, muito se devendo a eleipet@lucdo desses numerais na Europa.

No século XIV a concepc¢éo da sociedade comeca anram menos na Europa, com o
inicio do movimento renascentista em que o cerasop@squisas é o proéprio ser humano e nao
mais a religido. Com isso, as percepcdes de urdigan por detras de fenbmenos naturais
comecam a perder forca e com isso, 0s estudosrpoees sobre a teoria das probabilidades
comecam a tomar forma.

Luca Pacioli (1445-1517), italiano que depois fiocmmhecido como o frei franciscano
Luca di Borgo, escreveuSumma de arithmetica, geometria, proportioni e prtipnalita”,
publicada em Veneza no ano de 1494. Foi um dosepomsautores a apresentar o Problema

dos Pontos, também conhecido como problemas dataap&ste problema, dizia:

“... A e B estdo empenhados em um honesto jogalte b
Eles concordam em continuar até que um deles veeis
rodadas. O jogo € encerrado quando A vencia ciec® trés

rodadas. Como deveriam ser divididas as apostas?”



(Gianella, 2003, 38

Esse problema tem uma relevancia muito grandegddi@tematica ja que varias pessoas
tentaram resolvé-lo. Entre essas pessoas estata@iand Niccolo Fontana (1500-1557),
conhecido como Tartaglia, que publicou em 1556 i dibrattato Generale di Numeri e
Misuri”, que apresentava diferentes sugestdes de solugibsra ndo estivessem corretas.
Apesar disso, sua obra foi importante pela infligmuie seu livro exerceu por um longo

periodo.

1.1 - Abordagem Classica ou Laplaciana

Girolamo Cardano (1501 — 1576) foi matematico, m@&d amante dos jogos de azar.
Sua obrd'Liber De Ludo Aleae’ traduzida parédLivro dos Jogos de Azar’escrita no séc.
XVI e publicada somente em 1665 tinha como finalearoporcionar aos apaixonados por
esses jogos a adotar decisbes apropriadas naepiait jogos de azar naquela época.
Provavelmente esse foi o primeiro livro que traaiuacdes regidas pela incertabardando
de maneira ampla os jogos de azar, como jogos dascalados, e até mesmo o gamao,
analisando a necessidade de certa habilidade d¢@ dorante essas praticas. Um detalhe

significativo do Liber De Ludo Aleae® que os jogos possuem diferentes influéncias:

. Jogos de dados: O acaso é 0 Unico componentamnéteyv

. Jogos de cartas: Além do acaso, a habilidade eéatongreponderante.

Essa diferenca fica clara pelo fato de nos jogasadas, o oponente n&o poder enxergar
0 que o0 jogador tem em maos, enquanto nos jogadadtes, a partir do momento que 0s mesmos
sao lancados, todos sabem os resultados.

A obra de Cardano exibe todos os casos possivesabzar o lancamento de dois dados,
como por exemplo, que ndo existem apenas onze ®pedesultados, considerando o fato da
soma das faces irem de 2 até 12, mas sim triress €smbinacdes possiveis.

O também italiano Galileu Galilei (1564 — 1642)scido em Pisa, escreve8dpra le
Scoperte dei Dadi"que foi traduzido par&Consideracdes sobre o Jogo de Dadpgublicado
apenas em 1718, e que introduz o conceito sobdifexgntes frequéncias de determinadas
somas no langamento de trés dados.



"O fato que em um jogo de dados determinados nisnero
S80 mais vantajosos que outros tem um motivo rabitm, isto €,
gue alguns sdo mais facilmente e frequentemerttes fdb que
outros, que depende de seu poder de ser obtidabe variedade
de nameros."
(Galilei, 1898, p. 591-594)

A partir dai evidencia que apesar de serem sgiossbilidades da soma das faces de
trés dados resultarem em 9, e também seis da sasfaaks de trés dados resultarem em 10, 0
estudo mostra que a soma 10 é mais frequente da soma 9, pois das duzentas e dezesseis
possibilidades de resultados ao lancar trés datosjnte e sete a soma das faces € igual a 10
e em vinte e cinco a soma das faces é igual as@. distribuicao fica evidenciada nas tabela 2 .
Em cada coluna representamos o valor obtido na dosaés dados. Abaixo desse valor temos
0S possiveis casos que o formam e na coluna inaetkate a sua direita, a quantidade de vezes

em gue podem acontecer de acordo com as permutZg®esados.

10 ] K 7 [ 5 +4 3
B3l (<] 621 ] 611 L] 511 ] 411 3 5 L] 211 i 111 |
622 3 531 6 | 521 6 | 421 6 Ll | 6 | 221
[ 522 3 431 6 111 ] 2 |

Hi 3 422 322 3
332

3 432 fa

da du LA A
Led e lad o )
i B P o p
o
Led

313 [

2 25 3 | 15 10 O

-
|

Tabela 2 Soma das faces de trés daélos.

De acordo com Veja-Amaya, as produgOes de Card@aileu trazem os argumentos

que hoje séo identificados como o Enfoque ClassacBrobabilidade.

“Estabelecem a nocao de probabilidade de um evénto
como a proporc¢do de resultados equiprovaveis faveigaa A em

razdo ao numero total de resultados possiveis; ciefeam

2 Fonte:GALILEO GALILEI, Opere, Firenze, Barbera, 8 (189p)591-594
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problemas combinatérios e jogos de azar; no LivGardano
discute as noc¢des de jogo justo e regularidaddistitza; Galileu
utiliza argumentos probabilisticos no estudo deogrrem
observacoes astronémicas.”

(Vega-Amaya, 2002, p. 58)

Depois de registros historicos indicando a pawicm de Tartaglia, Cardano e Galileu,
ndo existe nenhuma referéncia no século XVI deosutonhecedores deste tema.

Durante esse periodo o problema dos pontos airmlpossuia uma solucéo, porém no
dia 24 de agosto de 1654, Pascal (1623-1662) espeza Fermat (1601-1665), listando todas

as possibilidades das proximas jogadas.

“Como para o jogador A faltavam duas rodadas para
vencer e o jogador B trés rodadas, Pascal percebe eram
necessarias no maximo quatro rodadas para o jogmiter,
formando um total de 16 possibilidades. Dentre £sid casos
favoraveis ao jogador A e 5 favoraveis a B. O pgrantéo, seria
dividido nessa proporcéo.”

(DAVID, 1962)

De acordo com Smith (1929) sete cartas foram tascaghtre os dois e existe uma

publicacdo da segunda carta, que é uma respot @t a Pascal, como podemos ver abaixo:

“Senhor,
Se me comprometo a fazer um ponto com um Unico @adoito jogadas, e se nos

combinarmos depois que o dinheiro € colocado em,jgge eu ndo devo fazer a primeira
jogada, € necessario pela minha teoria de que GaNE do total da soma por causa da

primeira jogada.

Se nds concordamos depois que eu nao devo fazaguada jogada, eu poderia, pela

, 5 . .
minha quota, pegar o sexto do restante que do total. Se, depois disto, nés concordarmos

de que eu ndo deveria fazer a terceira jogada,aepa indenizar-me, toman%odo restante
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. 25 . ~
que &~ do total. E se subsequentemente, nés concordarovasnente que eu nao deva fazer

. . 1 125 .
a quarta jogada, eu poderia tomgrdo restante oy~ do total, e eu concordo com vocé que

€ o valor da quarta jogada, supondo que ja tenlita f&s jogadas anteriores.
Mas vocé propds no seu ultimo exemplo em sua ¢awtaitei muitos de seus termos)
gue se eu me comprometo a encontrar seis em gi&l§s e se eu tiver jogado trés vezes sem

acha-lo, e se meu oponente propuser que eu naoia@wgar a quarta vez, e se ele desejar me
o : 25 o
tratar com justica, € apropriado que eu tenﬁa—lz% da soma inteira de nossas apostas.

Isto, no entanto, ndo € verdade pela minha ted?&@ra este caso, as trés primeiras
jogadas tendo nada ganho o jogador que estiver @mndados, a soma total, entdo,

permanecera no jogo, quem detém os dados e quarardan em nao jogar sua quarta jogada
devera obte% de seu prémio.

E se ele tiver jogado quatro vezes sem encontpanto desejado e se eles concordarem
gue ele ndo deve jogar a quinta vez, ele, porélé%t@lo total de sua quota. Uma vez que a

soma toda fica em jogo, ela ndo segue somenteriateaas ela € de fato senso comum que
cada jogada deveria ser de igual valor.

Eu o aconselho, portanto (a escrever-me) que eagosaber se nés concordamos na
teoria, como eu acredito (0 que nds fazemos), amdsealiferimos somente nesta aplicacao.

Eu estou, muito cordialmente, etc.,

Fermat.”

O interesse de Pascal pelo problema das apostieyseao francés Antoine Gombauld,
gue se autodenominava Cavaleiro de Méré (1607—1684)e para conseguir éxito em jogos
NosS cassinos se apoiava nos seus conhecimentomatiatess. Foi de Méré quem sugeriu a
Pascal encontrar uma solucdo para o problema @atagpdando inicio assim a comunicacao
entre Pascal e Fermat.

Essa troca de cartas entre Pascal e Fermat teve @amsequéncia ndo s6 avangar no
problema dos pontos, como também agucar a curassida holandés Christiaan Huygens
(1629-1695) em uma de suas viagens a Paris em BH@&y§ens foi um matematico, fisico e
astronomo, que ficou famoso no campo da matematicavés das contribuicbes da analise
infinitesimal das conicas (1656) e do calculo daesficie de um seguimento de um paraboloide

de revolucéo (1657). Em 1657, o holandés complemnen$ estudos de Pascal e Fermat ao
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escrever o primeiro tratado formal sobre probahides De Ratiociniis in Ludo Aleae”
traduzido pardRaciocinando em Jogos de Dadgsjue seria, de acordo com Viali, a primeira
obra impressa sobre a teoria da probabilidade.

Na parte final do século XVIII, inspirado por Jad®&rnoulli (1654 — 1705), temos as
obras Théorie analytique des probabilités” ‘®ssai Philosophique sur les Probabilités”,
publicadas respectivamente em 1812 e 1814 (naliish@rica alguns indicam que a publicacao
pode ter sido realizada em 1825, enquanto outrdisam 1840), e traduzidas ptFeoria
Analitica da Probabilidade”’e “Ensaio Filoséfico sobre Probabilidade”pelo matematico
francés Pierre Simon, o Marqués de Laplace (1742827). Nesse momento surge a
compreensao teodrica da probabilidade que fornestmasconceito basico fundamentado pela

hipétese da equiprobabilidade.

“A teoria dos acasos consiste em reduzir todosvesn®s
do mesmo tipo a um certo nimero de casos igualnpastEveis,
isto é, tais que sejamos igualmente indecisos smexisténcia,
e a determinar o niumero de casos favoraveis aotewdm qual
procuramos a probabilidade.”

(Laplace, 1814, p. 35).

Laplace também é o responséavel pela definicdaadidi no ensino basico atualmente:

“a razdo deste numero aquele de todos 0s casosvaiss
€ a medida desta probabilidade, que é assim nas ma uma
fracdo cujo numerador é o niumero de casos favosagecujo
denominador é o nimero de todos 0s casos possiveis.

(Laplace, 1814, p. 35).

Essa definicdo costuma aparecer de forma bastaqgtgeite nos livros como:

n° de casos favoraveis

n® de casos possiveis
Mas isso nao quer dizer que o estudo das probatidsl permaneceu estagnado apds
essa definicdo. O conceito de probabilidade eva@ulau espaco para a concep¢ao moderna em

termos de medida:
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“Mas isto supde os diversos casos igualmente peissiSe
nao o forem, determinaremos primeiramente suasilbdades
respectivas as quais a justa apreciacdo € um dagogomais
delicados da teoria dos acasos. Entao a probahil@sera a soma
das possibilidades de cada caso favoravel.”

(Laplace, 1814, p. 38).

Em uma situacdo na qual a quantidade de informagdesuficiente sobre os possiveis
resultados nos diversos casos possiveis, poderssiderada como natural a equiprobabilidade
sobre estes diferentes casos.

Logo apos a propagacao da abordagem classica despmrsemente de uma nova

defini¢ao.

1.2 - Abordagem Frequentista

No inicio do século XVIII, para ser mais precism &713, em publicacdo postuma do
matematico suico, Jacob Bernoulli (1654 — 1703go0aia da probabilidade passa a ser vista
com outros olhos: a abordagem da probabilidadeé&grde um modelo determinista. Bernoulli,
em seu livrd'Ars Conjectandi”, traduzido pardA Arte da Conjectura”’,admite que a teoria
das probabilidades tem uma imensa praticabilidadesieuacdes do cotidiano e descreve a
necessidade de conciliar a ideia de eventos eqdipets em experiéncias que envolvem saude
da populacdo e expectativa de vida, e entdo prapddratamento baseado em conceitos

estatisticos.

“(...) Assim sdo conhecidos 0s nimeros de casos (ae
seja sorteado de uma urna um cartdo branco ou peettizemos
gue todos sao igualmente possiveis, uma vez quidentemente
determinado e conhecido o nimero de cartdes de esplécie, e
gue ndo vemos nenhuma razao para que este ou adgmdeser
sorteado mais vezes que ndo importa qual outro. ddiasn entéo,
entre os mortais, definiria, por exemplo, o nunm#galoencas, que
sdo tantos casos; quem tem o poder de invadir asénaveis
partes do corpo humano na medida que se quiseneendem o

poder de nos prever a morte? Quem definira o quantais facil
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a este ou aquele, a peste ou a hidropisia, a hidrapu a febre,
de aniquilar um homem de modo que a partir distesposer
formada uma conjectura sobre o estado futuro de \od de
morte? (...) Mas, na verdade, aqui se oferece aumasoutro
caminho para obtermos o que procuramos. Os dadesg§a nos
séo oferecidos “a priori” 0 sdo ao menos “a postail, isto é,
serdo numerosos exemplos semelhantes; porque devemo
presumir que, em seguida, cada fato pode acontecenao
acontecer no mesmo numero, em um estado de ceisathsintes
...).”

(BERNOULLI, 1713, citado em COUTINHO, 1994, p.16.)

De acordo com Bernoulli, ao realizar um experimatgananeira incessante, tal qual o
lancamento de um dado de seis faces ocorrenddatasfivezes, entdo a frequéncia relativa com
qgue certo evento ocorre, correspondera a probabdidle ocorréncia desse evento. Dessa
forma, depois de contabilizar uma ampla quantidedesultados em uma experiéncia é muito
pouco provavel que a frequéncia relativa ndo egi€gima da medida real de probabilidade.
Essa teoria foi batizado posteriormente, de A Lreick dos Grandes Numeros, e se aplica
somente para um grande namero de observagoes.

Um exemplo de aplicagcdo dessa lei ocorre ao largmmam dado com as faces
numeradas de 1 a 6, e assim, obtermos que a piidadbide qualquer uma das faces é%de

0,16666 ..., pois cada um desses eventos € equiprovavel jauapeesenta uma igualdade de
chances. Ao simular os resultados do langamentonddado de forma continua utilizando o

computador, temos:

Resultados Contagem Frequéncia % Probabildade
1 13 13 16.667
2 15 15 16.667
3 18 18 16.667
4 19 19 16.667
5 17 17 16.667
B 18 18 16.667

Ensaios 100

Tabela 3:Numero de langamentos de um dado igual a 100.
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Observe que quanto maior o numero de lancamentodado, mais o resultado

experimental se aproxima da probabilidade esperada.

Resultados Cortagem Frequéncia % Probabildade %
1 143 143 16.667
2 185 16.5 16.667
3 159 16.9 16.667
4 181 181 16.667
5 175 175 16.667
& 167 16.7 16.667

Ensaios 100

Tabela 4:Numero de lancamentos de um dado igual a 1000.

Resultados Contagem Frequéncia % Probabildade %
1 1662 16.62 16.667
2 1619 16.19 16.667
3 1684 16.84 16.667
4 1718 17.18 16.667
5 1667 16.67 16.667
B 1650 165 16.667

Ensaios 10000

Tabela 5:Namero de lancamentos de um dado igual a 10000.

A partir do enfoque dado por Bernoulli, a ciénciaodpasso inicial ao tentar estabelecer
as chances de um evento ocorrer: 0 chamado métpeoraental. Tal enfoque considera que
0 evento e 0 experimento determinam o conceito rdbabilidade. Esta consideracdo é
justificada pela concentracdo das frequéncias vadas em uma experiéncia repetida infinitas
vezes. A obra de Bernoulli permitiu posteriormeotdéaboracdes importantes a teoria das
probabilidades, ressaltando-se a obra do francéshal De Moivre (1667-1754)Doctrine
of Chances”conhecida potDoutrina das Chances’”

Ainda no século XVIII, em paralelo as ideias deri®eili, surge outra evolu¢do da nogao

de probabilidade, o emprego de principios subjsthapteoria das probabilidades.
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1.3 - Abordagem Subjetiva

Com o avancgo dos estudos uma nova vertente faiedstada: a probabilidade subjetiva.
Thomas Bayes (1702 1761) surgiu com elementos que se tornaram fund@imsepelos
estatisticos nos dias de hoje. Bagea formado em teologia e um grande admirador de
matematica, apesar de jamais exercer oficialméguena carreira relacionada. Sua dlifasay
towards solving a problem in the doutrine of chaicéraduzida porEnsaio Voltado para
Solugcdo de um Problema na Doutrina do Acafm"publicada postumamente pela Royal
Society e esclarecia como ele se comportava aartezgolver os problemas sugeridos pelos
matematicos que o antecederam.

Basicamente ela sugeria 0 uso inovador da natwgelgetiva na estimativa de um
evento, ou seja, o conhecimento do individuo quausgia os niumeros entra de maneira
consideravel nos calculos. Esse conhecimento @tase quantidade de informacéo que se
tem e que vao influenciar de forma decisiva a gdvi Por exemplo, em uma partida de cara
ou coroa disputada entre duas pessoas € de canaaénal que a chance de alguém ganhar em
um anico lancamento € de 50%. Entretanto, se alpddr disputada jogando a moeda quatro
vezes, 0 método de Bayes de fazer prognosticevajustando a cada langcamento. Ao saber o
resultado de algum lancamento, como por exempid'caia” nas duas primeiras jogadas, as
chances para as jogadas subsequentes nao serdueias-meio.

Visto isso, notamos que diversas situagcbes coadigodem ser geradas atendendo as
condicdes retratadas por Bayes. Em resumantexrpretacdo subjetiva, ao contrario da
frequentista, se baseia no grau de crenca subjgtigoum sujeito possui sobre determinado

evento. Observe algumas indagacdes que podeminaliceorréncia.

1. Qual é a probabilidade de melhora na economia gigonaais ano que vem?
2. Qual é a probabilidade de levar o guarda-chuva dqada meteorologia prevé
chuva para o dia de hoje?

3. Qual a probabilidade de se obter sucesso em umevisté de emprego?

Problemas desse tipo ndo possuem resposta quaalieadas através da abordagem
classica ou da abordagem frequentista de probaBldice apesar de estar fundamentada
rigorosamente sob a razéo, essa medida de pratzaglpassou por varias polémicas conforme
progredia.
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No inicio do século XX, Bruno de Finei906 — 1985 Frank Ramsey (1903 — 1930)
vislumbraram a probabilidade subjetiva fundamerdas&l nos mais sortidos elementos
conhecidos sobre um determinado evento. O problgoegera criticas até hoje, de tratar a
probabilidade dessa forma é que as medidas dehjlidbde atribuidas proporcionam uma
variacado de acordo com a perspectiva utilizada@da individuo. osso entendimento sobre
o mundo € incompleto, até mesmo imperfeito, efasnmacdes que reunimos estédo impregnados
de rumores, boatos ou distor¢cd@sr exemplo, se perguntarmos a um individuo, qaguo&sui
informac&o sobre os periodos de chuva nos estadBsagil, sobre qual é a chance de que no
més de julho ocorra uma seca nos Lengois Maranbeesie pode afirmar que a probabilidade
e de 80%. Enquanto qualquer outro sujeito que éabiegiao e possua conhecimento sobre o
clima local pode avaliar que a probabilidade éajante a 30%.

Porém, problemas como o desse caso podem sers@dos se criarmos um modelo
probabilistico utilizando como base de informacéssdiferentes visbes dos observadores.
Entretanto, classificar essa medida € bastante lmadp em virtude da dificuldade de
estabelecer caracteristicas que a tornem uma meeligsobabilidade conveniente.

Assim, devemos garantir que os axiomas da prodadi descritos por Kolmogorov
sao respeitados, para que essa medida de probdbilrecém estabelecida seja considerada
coerente. Esta é a esséncia do Teorema de Ramgeyde. Essa coeréncia vera drenca
que um sujeito possui na verdade uma proposi¢am isso, € facil perceber que a partir de
conhecimentos distintos que cada sujeito possuiesaoin determinado evento devemos
encontrar medidas de probabilidades diferentes.

Por conta disso, essa interpretacdo recebe muyiiages controversas. Nao existe
garantia alguma que cada individuo fornecera tondioamacao conhecida a respeito de um
fato tal que possa ignorar algum dado conhecida gae a probabilidade obtida seja vantajosa
para ele.

Mesmo assim, podemos utilizar a interpretacdo suajem muitos casos. Por exemplo,
guando um médico atribui a probabilidade a expwetae vida para pessoas com cancer, ele o
faz baseado em informac¢des adquiridas atravéspmiémcia de profissdo ou em uma base de
dadosPrevisdo do tempo € um outro exemplo.

Desta forma, a chamada probabilidade subjetivajfesta-se através do ponto de vista
particular de um sujeito e pode ser determinadaguehlidade e pela abundéncia de informacao
que ir4 variar de individuo para individuo e, anglo do tempo, conforme o avanco de sua
percepcdo decorrente de analises caracteristicao tem mente elementos de dificil

mensuracao termos diretos tal quais: intuicao, riépeia, conhecimento.
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O século XVIII contribuiu de forma acentuada comewolucdo da Teoria da
Probabilidade. Apos as abordagens frequentistdjetsta, temos o0 surgimento da quarta das

cinco vertentes atuais existentes: a abordagemégeom

1.4 - Abordagem Geométrica

O matematico francés George-Louis Leclerc (1707}, 78 Conde de Buffon, em 1733
submeteu a Acedémie Royale des Sciences um trabathaliversos problemas geométricos
em que a abordagem geométrica da probabilidadeitrda, e entre eles, apresentava o
“problema das agulhas” e o “jogo de Franc Carreau”.

. O problema das agulhas:

=

Figura 2: A agulha de Buffoh

“Sobre um plano formado apenas por placas paralelaguais, joga-se uma haste de
comprimento determinado e que suponhamos de ladgsprezivel. Quando este objeto caird
sobre uma Unica placa?”.

Esse problema é também conhecido como “ProblenBafien-Laplace”, pois aparece
em “Théorie analytique des probabilitésAo tentar resolvé-lo, Buffon langa um objeto, com
uma agulha, de forma aleatdria, sobre um feixeties paralelas equidistantes localizado sobre
um plano, para determinar a probabilidade do olgjetoomprimento L cruzar ou ndo uma das
linhas paralelas. Apoés realizar continuas expea8n8uffon descobriu que ao tentar repetidas

vezes lancar a haste, a razdo entre o numero ds gyee a agulha cai sobre um dos feixes de

- , . . 2
retas paralelas do plano pelo numero total de taag#os sera, aproximadamente, |gug§;-,a

3 Fonte: http://gigamatematica.blogspot.com/201H@Fha-de-buffon.html
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onde L diz respeito ao comprimento da haste lanegadla distancia entre as retas paralelas,

com L<d. Assim, temos:

E desse resultado tiramos duas consequéncias:

L=%sp=L ¢ L=dop=2
2 T T

. 0 jogo de Franc Carreau ( jogo do ladrilho):

Também conhecido como jogo do disco, era uma atidanuito apreciada por criangas.
O jogo consiste em langar uma moeda, de raio ynpiso de azulejos de forma quadrada
com L > 2r. Os jogadores entdo apostavam na poBigala moeda:

1) A moeda para totalmente sobre um Unico azulejoigdoschamada “franc-
carreau”);

2) sobre uma junta entre dois azulejos;

3) sobre mais juntas?

A grande observacdo de Buffon se deu ao percefedagio entre o centro da moeda e
a parte interior do quadrado. E assim, notou @ua palcular a probabilidade da moeda cair
completamente dentro de um ladrilho era necesdéterminar a probabilidade de o centro da

moeda cair dentro de um quadrado de lado L — 2r-=dl.onde d = 2r.

[5]]-B

¥

Figura 3: Quadrados semelhantés.

4 Fonte: ALCANTARA, Ricardo. Probabilidade Geométréma Lancamentos Aleatorios. P. 22.
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Essa probabilidade € determinada através da radé® & areas do quadrado e do
ladrilho, pois a probabilidade de o centro da masadaem uma regido € proporcional a area

dessa regido. Portanto, temos

p=U=2”
L
ou seja,
_ 2r\2
P=(1-2)"

Buffon, em selEssai d’Arithmétique Moralepublicado em 1777, explica a utilizacao

da geometria na Teoria das Probabilidades:

“A analise é o unico instrumento do qual nos sepsraté
0 momento, na ciéncia das probabilidades, parardatear e fixar
as relacdes do acaso; a geometria parecia pouco@ada para
uma obra tdo sutil; no entanto se olharmos de pestora facil
reconhecer que esta vantagem da analise sobre mejea €
verdadeiramente acidental, e que o0 acaso, segundo a
modifica¢des e condicionamentos que sofre, encaars campo
da geometria, tanto quanto que no da andlise: paes
assegurarmos, sera suficiente prestar atencao @afiae 0s jogos
e as questdes de conjectura ocorrem ordinariamenieamente
guando utiliza razao de quantidades discretas;pirés humano,
mais familiar com os nimeros que com as medidastdasao, 0s
preferiu sempre; 0s jogos Sao uma prova, porqus #ia ao uma
aritmeética continua; para utilizar entdo a geomatem posse dos
seus direitos sobre a ciéncia do acaso, ndo sa ttatinventar os
jogos que se desenrolam sobre a extenséo e sumges| ou
calcular o pequeno numero daqueles desta naturaedaram ja
encontrados. O jogo do franc-carreau pode nos sede

exemplo:(...)"

Assim, Buffon colabora com mais um grande passo gath teoria das probabilidades.
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1.5 - Abordagem Axiomatica

Na segunda metade do século XIX a matemética massam processo de mudanca.
Havia a necessidade de atribuir a Probabilidadesmo rigor que a Geometria Euclidiana e a
Algebra e, portanto, fazer com que esse conceifsgsae por um processo de axiomatizd€ao.
nesse momento que a historia de dois personagemsreiaca com a historia da probabilidade.
Sd0 eles, Emile Borel (1871 - 1956) e Henri Lebesqli875-1941), que, com o
desenvolvimento da Teoria da Medida e Integrag@atyibuem para estabelecer uma analogia
entre a medida de um conjunto e a probabilidadendevento. Borel iniciou esse progresso ao
estabelecer um certo grau de formalizacdo em 18@9sua obraEléments de la théorie des
probabilités” e, mais tarde, em 1914, deu o passo de fundacéwialmatizacdo em sua obra
“Le Hasard”, entretanto somente com a dedicacao de Andreildikich Kolmogorov (1903
- 1987) em sua abordagem teodrica #nundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung”,
traduzido pardFundamentos da Teoria das Probabilidadgsiblicado em 1933, que a teoria
da probabilidade foi fundada de modo formal a pdeiaxiomasA partir dessa obra, tem-se
inicio a etapa moderna da Teoria das Probabilidades

A base tedrica de Kolmogorov reune todas as irgeapdes probabilisticas em um unico
modelo. Através de seus axiomas podemos interpcatia caso apresentado anteriormente
como uma parte especifica, ou caso particularyddeoria Entretanto, isso ndo minimiza ou
impossibilita as diversas interpretacdes. Essas @ssociadas a tipos de eventos e suas proprias
circunstancias enquanto a abordagem axiomaticaeqeenatureza estritamente matematica e
tem a finalidade de colocar um alicerce as teguiababilisticas desenvolvidas até o inicio do
século XX.

De acordo com Kolmogorov, sedac Q um evento, associaremos a ele um namero real

P(A4), chamadgrobabilidadede A que satisfaz os seguintes axiomas:

1. A probabilidade de um evento A é um numero realrmegativo, isto éP2(A)> 0.

2. A probabilidade aplicada ao espaco amostral € seigpal a 1, ou sej&(Q2) = 1.

3.SeAy, 4,,..., A, c Q sdo disjuntos dois a dois, istoe,N A; = @ para todo & j,
entdo P 072, 4;) = X2, P(4;). Em outras palavras, a probabilidade da unido tafini

enumeravel de eventos € igual a soma infinita eranveedas probabilidades dos eventos.

Como decorréncia desses axiomas, temos potenaeldieir uma série de propriedades

indispensaveis para o calculo das probabilidadesed€sao os alicerces que fundamentam a

22



Teoria das Probabilidades sobre as bases soliddatéanatica, concedendo-lhe o mesmo grau
de rigor que possui a Geometria ou a Algebra.

Dessa forma, fica bastante evidente o avan¢o daal@a Probabilidade na historia da
matematica. E como em muitos ramos dessa ciéradla,avanco dado por uma teoria aumenta
0 seu campo de atuacédo ou influéncia, criando naress de performance diferentes das ja
tradicionais. Atualmente a probabilidade desfrigaaglicacdes em genética, diversas areas da
estatistica (inferéncia estatistica), em engenlftataia das filas, teoria da informacao e teoria
do risco), em fisica (teoria dos erros experimsptatomputacdo (teoria matematica da

comunicacao), etc.
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2. A Relacao entre Combinatoria e Probabilidade n&nsino Basico

2.1 - Um Breve Histoérico da Analise Combinatoria

A historia de todo o desenvolvimento da matematimaeca ainda na preé-historia
devido as necessidades do homem de contar. A éwwldg matematica se deu através do
desenvolvimento de diversas técnicas em diversopas de atuacdo do cotidiano, como por
exemplo, a medicdo de terra, a agricultura, a péevile eventos astronémicos e o comeércio. A
ideia de niumero e o0 método de contar se desenaaivanos antes dos primeiros registros
historicos, evidéncias arqueoldgicas mostram ghermem ja era capaz de contar em 30000
a.C.

Nas eras mais primitivas 0 homem possuia algunmosamsérico como acrescentar ou
retirar alguns elementos de uma colecdo pequenane ac desenvolvimento gradual da
sociedade, ocorreram as contagens da quantidadeng®nentes que faziam parte de sua tribo,
tornava-se necessario saber se seu rebanho estamaiddo, verificar a quantidade de armas,
as reservas de comida em um depdsito e ainda aladénconfrontos militares se o efetivo de
soldados estava completo ou ndo, assim a criag@oldoeros ocorreu devido as necessidades
de ordem pratica e utilitaria.

O método mais antigo de contar se baseava em ustroegimples, empregando o
principio da correspondéncia biunivoca, que facitibmparar duas cole¢des de objetos, de
mesma natureza ou ndo, sem ter que recorrer gyeontabstrata. Por exemplo, para a contagem
dos elementos de um rebanho podia associar cadielas a marcas no barro, entalhnes num

pedaco de madeira ou fazendo nés numa corda.

Figura 4: Osso de Ishango exposto no Real Instituto Belg@iéiecias Naturais.

5 Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Osso_de_Ishan

24



9 19 i i
ﬂ” ” IH “"lgrl IlH” ]\“_—"T“"'""'“""'"""fr TIONT |1.| Brimeda Ml

il (L ‘“; EI W y I /&:’f/ﬂ -
o v o W7 g Pee-

Figura 5: Marcas do osso de Ishan§o

No osso de Ishango, na figura 4, temos um exemg$o dEm uma de suas extremidades
esta encravado um pedaco de quartzo, utilizado pesduzir as marcas das trés filas
representadas na figura 5. Varias suposicoes &ae &erespeito das marcas contidas no 0sso,

pois temos as seguintes coincidéncias:

. as somas das quantidades das marcas da segunckira fdas sao iguais a 60;
. as marcas da primeira fila representam 10 + 1, 2020 — 1, 10 — 1;
. as marcas da segunda fila: 11, 13, 17 e 19 saorn8mpemos;

6 Fonte: http://profjerriomarferreira.blogspot.co®is/
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. na terceira fila os nUmeros adjacentes passanicaddenultiplicacédo ou divisdo
por2:(3e6,4e8,5e10).

Depois de algum tempo, um registro verbal foi deskido e, mais tarde, com o
desenvolvimento da escrita, foram surgindo os slioshymara identificar esses nimeros. Porém,
algumas dificuldades no dia-a-dia ndo eram resa$vgiando envolviam grandes quantidades,
entdo surgiu a necessidade de um outro métodordagam, que ndo fosse simplesmente a
enumeracéo de objetos contados um a um, mas sigéa de agrupamentos de objetos de um
conjunto. A partir dai existem diversos rumoressabque poderia ter originado um principio

mais rudimentar da analise combinatoria. A segiresentamos trés deles.

. Stomachion;
. O problema dos quadrados magicos;
. Problema 79 do Papiro de Rhind.

Stomachion

Também conhecido commculus Archimedius. E um jogo de decomposic&ojlaim
ao Tangram Chinés, que consiste em determinaral@agimaneiras distintas podemos formar
um quadrado agrupando 14 pecas de formatos e tasafiferentes. Foi um problema

geomeétrico proposto por Arquimedes de Sira¢@8& a.c. — 212 a.c.).

Figura 6: Stomachiorl.

7 Fonte: http://www.matthewpena.com/PHOTOS/FavPioZ&domachion.html
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Problema dos Quadrados Magicos

Um dos problemas mais antigos que a historia caiesdgtar. O quadrado magico €
todo arranjo de numeros naturais que produzem wdrgdonxn de forma que cada linha,
coluna e diagonal possua soma constante. Cerc20@eaZ., o imperador Yu, o Grande, estava
a beira de um rio quando viu uma tartaruga (naa&ponsiderado um animal sagrado), que em
seu casco possuia marcas diferentes. Assim, Yelpenajue as marcas no casco da tartaruga
podiam ser transformados em numeros de um a novafoo um quadrado e que todos eles
somavam quinze em todas as dire¢fes, como se ss&fimeem uma posicdo magica. Esse
gquadrado ficou conhecido por Lo Shu.

Figura 8: Lo Shu e o quadrado magito.

8 Fonte: https://fengshuimechanics.com/2013/06/28o-the-miracle-tortoise/
9 Fonte: CARVALHO E SILVA, Jaime. A Historia dos Quadps Magicos. p.2.
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Por esse motivo, os chineses acreditaram por rfeumtpo na relacdo entre esse quadrado
e 0 misticismo. Esse quadrado magico traria sofedéi@dade para seu dono por toda a vida.
Acreditava-se que ele era o simbolo que reuniainsipios basicos que formavam o universo.
A partir da ideia dos chineses quadrados magicasresaforam construidos pelos arabes e

acabaram adquirindo um nome de acordo com seusii@asa

Solencide=111

Marte=65 6 32| 3 |3435] 1

Jupiter=34 11/24] 7 [20] 3 7 [11/27]28] 8 (30

Saturno=15 4 i4 15 1 4 (12258 |16 1914 16| 157 23 24

4189 |2 878612 17| 5 |13|121] 9 18|20 22 21,1713

3|5]7 5 11/10 8 10(18| 1 (14|22 25/29/10| 9 |26 12

Bl1|8 1612 | 3 (13| (23| 6[18|2[15| [38(5|33[s|2(5:

Luna=369
Mercurio=260 37 78 29 70| 21|62 13 54| 5§
Venus=17% B/58 59 5 4 6263 1 6 38|/79/30 71|22|63 14|46
27147164110/ 35] 2 43|15/ 14 52 53 11/ 10 S8 47| 7 39!80|31|72| 23|55 15
s 23|48 1742|1128 41.?3 22 44145 1918 48 16 48| 8 -iEl-El.BE.Ed 24 | 55
30 6 | 24|49 18| 36|12 32|134/35 29 28:38|39 |25 57 17 /49| 9 |41|73|33|65|25
13131 7 .ZS -1-3:].9 37 40| 26271 37 36 30| 31 ' 33 26 58|18 ED: 1 .42:?4 34|65
38 14|32 1 | 26|44 20 17|47 (45 20 21 43 (42 24 67 27 |59(10|51| 2 (43| V5135
21 35'.5:33:2:2?.45 '3'.55.5-5 12| 13 51.55‘ 16 36 68 1?.5E-11:52:3.44.?5

46/15/40| 9 | 34| 3 [28 64| 2 (3 |61/60: 6| 7 |57 77|28 |6920|61 |12 53| 4 |45

Figura 9: Quadrados Magicé$

Papiro de Rhind
O Problema 79 do Papiro Egipcio de Rhind (cerch6d® a.C.) descreve que:

“Héa sete casas, cada uma com sete gatos,
cada gato mata sete ratos,
cada rato teria comido sete espigas de trigo,
cada qual teria produzido sete hectagesgraos.

Quantos itens tém ao todo?”

10 Fonte: CARVALHO E SILVA, Jaime. A Historia dos Quados Magicos. p.4.
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Desde as civilizagdes mais antigas as regras fumdkais de contagem e suas aplicagdes enfatizam

a capacidade exagerada de memorizag&o, como éuigti@blema anterior.

BENS
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343
Espigas de trigo 2401
Hectare de grios 16807
TOTAL 19607

Figura 10: Problema Egipcio de Rhird.

Mais tarde, um problema equivalente a esse foisaptado no famoshiber Abaci(1202) de

Leonardo Fibonacci, enunciado da seguinte maneira:

“Ha sete senhoras idosas na estrada de Roma.
Cada senhora tem sete mulos;
cada mulo transporta sete sacos;
cada saco contém sete péaes;
com cada pao hé sete facas;
para cada faca ha sete bainhas.

Entre mulheres, mulos, sacos, paes, facas e baigbastos estdo na estrada de Roma?”

E uma terceira versdo, mais familiar, do mesmblproa foi apresentada nos versos infantis
ingleses:
“ A caminho de St. Ives, encontrei um homem comesgiosas,
cada esposa tinha sete sacos,
cada saco tinha sete gatas,
cada gata tinha sete filhotes,
Entre filhotes, gatas, sacos e esposas, quantosiieaminho de St. lves?”

11 Fonte: http://matematicosdemogi.blogspot.com/202/6k-papiros-da-matematica-egipcia-rhind.html
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Todos os 3 problemas utilizam para a resolucaanaipio multiplicativo como técnica de
contagem. Técnica essa ndo utilizada com freguéme época tendo em vista que o primeiro
trabalho publicado a respeito foi o livro chinés King ou o livro das permutacdes (1182 — 1135
a.C.).

No inicio da Era Cristd, a matematica e a Cab#&acm@ mistica dos hebreus, tinham
uma relacdo muito grande que gerou estudos solbmgagentos, entenda isso como
permutacdes e combinacdes. O trabalho mistico Seteirah(Livro da Criagdo), € um texto
antigo pertencente ao corpus da cabala judaiceajoglava os varios caminhos que as 22 letras
do alfabeto hebreu podiam ser arranjadas, poisreditava que as combinacdes dessas letras
tinham poderes magicos. Na idade média, Rabbi ke 092 — 1167), usou permutacdes e
combinagfes com aplicagdes na astronomia.

No poemd'De Vetula”, escrito em 1250, Richard de Fournival cria umdate tedrico
sobre os calculos de combinacgdes referentes aantemto de trés dadd3bservando trechos deste
poema percebemos que o método de contagem utilpd@utor se baseia em um raciocinio
fundamentado na enumeracéo dos resultados posséraia soma dos pontos obtidos quando

os dados séo lancados.

“Talvez, no entanto, vOs afirmarieis que algumas isé&lhores
Que outras que os jogadores jogam, pela razdo que,
Uma vez que um dado tem seis faces resultandas®isros simples,
Sobre trés dados existem dezoito,
Entre os quais somente trés podem se apresentar.

Eles variam de diferentes formas, e entre as quais
Dezesseis somas compostas sao produzidas. Elasindamntudo
De valores iguais, uma vez que 0 maior e 0 mernine efes
Acontecem raramente e os intermediarios frequentame
E as outras mais estas sdo proximas dos valordasaign

Melhores elas sdo e mais frequentemente acontecem
[...]
Elas variam segundo cinquenta e seis formas
segundo as configuracdes da face superior do dado,
E estas configuracdes segundo duzentas e dezisseds de aparecer.

Elas devem ser repartidas entre os nimeros compodtressando aos jogadores,
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Assim gue se deve,
VOs conheceis inteiramente o quao grande € seuoganh
Qualquer que possa ser, ou quao grande é sua pgerda.
(Bellhouse, 2000, pp. 134-135).

As aportes no campo da Anélise combinatéria n@odim somente nas teorias. Os franceses
Levi ben Gershon (1288 — 1344) e Nicole Oresme 3132382), foram os primeiros a dar sua
contribuicdo ao estabelecer as regras para a pggawie combinacao deelementos tomaddsa
k. Nicole, por exemplegscreveu em 1360, o trabalho “Tratactus de figumatipotentiorum et
mensurarum difforitatum” , onde ele apresenta aestos nimeros que representam as combinacdes
de seis elementos tomados 1 a 1,2 a2, 3a3,e5ab5.

Luca Pacioli (1455 — 1514) utiliza essa mesma @otggara apresentar o numero de
permutacdes de qualquer quantidade de pessoadaeaiaredor de uma mesa, na olfanima
de Arithimetica, Geometria, proportione et proponalita’.

No Ocidente, o aleméao Petrus Apianus (1495 — 18%2primeiro a apresentar o Triangulo
Aritmético, futuramente conhecido por Tridngulo Plascal, na pagina de rosto de um livro de
aritmética comercial, porém Niccolo Fontana Targa(ll499 -1559), foi o primeiro a relacionar o
tridangulo de Pascal com as poténciasxe (/) e a utilizar elementos de Analise Combinatdria em
jogos de dados.

A teoria combinatoria apareceu como um capitul@ma/Matematica em fins do século XVII
e inicio do século XVIII. Dentro de poucos anos métaveis livros surgiram e impulsionaram seu

estudo, sao eles:

. Traité du triangle arithmétique (escrito em 16%Lblicado em 1665) de Pascal;
. Dissertatio de ars combinatéria (1666) de Leibniz e
. Ars magna sciendi sive combinatoria (1669) de Adlsars Kircher.

Além deles, alguns trabalhos também tiveram um pguficativo, como os de John Wallis
(1673), Bernard Frénicle de Bessy (1693), J. Bdlind713) e De Moivre (1718).

Blaise Pascal (1623 — 1662) descreveu em 1654 cdeterminar os coeficientes do
desenvolvimento de (a + B ) mas ndo foi o primeiro a estudar o trianguldanaético. Nos
Elementos de Euclides, por volta de 300 a.C. psgli&ncontrado o desenvolvimento do bindmio (
1 + x ). Esse triangulo também ja era conhecido na ChovaChu Shih — Chieh, por volta de 1300,
e antes disso pelos hindus e arabes.
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Figura 11: Triangulo Chu Shih-Chiet?

Mesmo nédo sendo o primeiro ao estudar o triangitloético, Pascal foi o pioneiro quando
0 assunto eram suas propriedades. Ele analiselag8es e aplicacdes das disposi¢cdes dos numeros
com as combinagdes e utilizava nas resolucdesotidepnas de probabilidade, devido a todas essas
contribui¢des, o triangulo aritmético passou acsahecido por Triangulo de Pascal.

Dando continuidade aos trabalhos de Pascal, Mi@t#el, conseguiu determinar a lei de

formacéo de cada elemento do triangulo de Passal,lei recebeu 0 nome no Ocidente de Relacéo

. n n _m+1 n .
de Stifel, (k)+(k+1) = (k+1)' Em 1550, mostrou como calcular (1 + @ partir do

desenvolvimento de (1 +'3(}, nomeando os elementos como coeficientes binomipesar disso,

12 Fonte: EVES, H, 2004, p. 250
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0 matematico arabe Al-Karaji, no final do séculg&c¢onhecia a lei de formacao dos elementos do
triangulo de Pascal.

Jacob Bernoulli (1654 — 1705) usou a interpretaigfi®ascal para desenvolver (X + ¥
segunda parte do seu livrars Conjectandifoi publicada somente em 1713, e dedicada aaeori
da Analise Combinatéria como a conhecemos hoje.

Leibniz designava as permutacdes por variacdes, que évaigphtge utilizada por alguns
autores para indicar arranjosnBeu Dissertatio De Ars Combinatoria@escreveu a combinatéria
como sendo “o estudo da colocacgéo, ordenacéo kasmobjetos”. Seu livro teve muita influéncia
no trabalho de Nicholson, que em 1818, definiu&isencombinatoria como “o ramo da matematica
gue nos ensina a averiguar e expor todas as peskir®as através das quais um dado numero de
objetos podem ser associados e misturados entre si”

Ainda no século XVII, o alemé&o Athanasius Kirche8@2 - 1680) escrevehrs magna
sciendi sive combinatoria’Apresenta nele essa nova e universal versédo timméull para a
combinacao de conceitos, que se resumia em taltalar todas as combinacdes possiveis de
alfabetos formados com 1, 2, 3, ..., 50 letragelifees. Com esse conhecimento ele pretendia

decifrar os hieréglifos egipcios.

METELODAMI 600 .

Figura 12: Ars Magna Sciendi, Sive Combinatatia

13 Fonte: https://history-computer.com/Dreamers/Karchtm|
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Figura 13: Alfabeto Lulliano*

Leonard Euler (1707 — 1783) também contribuiu paralesenvolvimento da Analise
Combinatéria motivado pelo Problema das Sete Palgdsdnigsberg, um teorema no campo da
Teoria dos Grafos, parte importante da combina®também desenvolveu a técnica das funcdes
geradoras, utilizadas para atacar o problema dteges de um inteiro.

No inicio do século XIX néao havia significado pserpara o emprego dos termos arranjo
e permutacdo. Ao longo do tempo muitos outros maieos deram sua contribuicdo aos
problemas de contagem e a andlise combinatéria aomaodo, porém o assunto ganhou
popularidade, no século XX, apdés Percy AlexandercM&hon (1854 — 1929), publicar
"Analise Combinatoria”, em 1915. Por suas publieagdacMahon foi equiparado aos grandes
matematicos Fermat, Pascal e Euler. Ap6s MacMalmaqutro grande destaque surgiu: Gian-
Carlo Rota (1932 — 1999). Ele comecou como andlisteional e, apos alguns anos mudou-se

para analise combinatdria, onde se tornou umadigderdestaque nacional e internacional ao

14 Fonte: https://history-computer.com/Dreamers/Karchtml
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publicar o livro ‘On the Foundations of Combinatorial Theory: | - ®heof Mobius Functior's
revolucionando toda a teoria da Analise Combinatori

Além desses dois, Paul Erdos (1913 — 1996), matemnhtingaro que trabalhou com
problemas de andlise combinatoria, teoria dos gmateoria das probabilidades, publicou 1475
artigos, o que é um numero bastante elevado a upraloutro matematico na historia,
trabalhando com diversos colaboradores. Erdos reédoira grande tedrico, porém foi muito
importante para a Anélise Combinatéria no desemvanto de diversos problemas.

Durante o desenvolvimento da analise combinatGfeaehtes simbolos foram adotados
para denominar as mesmas operacdes. Gauss (173) de&bgnou por(n) o produto dos n
primeiros numeros naturais, produto esse conheaigdamente por fatorial de. Legendre
usava o simbold (n +1). A notacdo atual, conhecida pdr é devida a Cristian Kramp,
enquanto, a Arbogast deve-se a denominacéo fatorial

Durante a historia, a analise combinatoria aparen® uma ferramenta que teve uma enorme
relevancia no avancgo da sociedade. Por exemplnagamas, tema extremamente abordado em
Analise Combinatoria, em que sdo formados por elifirs disposicdes das letras de uma palavra,
formando outras palavras com ou sem significadanficamplamente utilizados durante as guerras
e também por cientistas para se comunicarem cooTas®ga, pPois outros estudiosos poderiam se
apossar de suas ideias e de seus trabdl®sacordo com Morgado, esse desenvolvimento
abundante da analise combinatoria se faz devidwpariancia dada aos problemas pertinentes
a enumeragcdo, como o armazenamento de informagiiebaacos de dados, problemas
operacionais e a problemas que podem ser modetagfm®gando a teoria dos grafos.

Atualmente a andlise combinatodria é aplicada coase e véarias teorias: probabilidades,

determinantes, estatistica, teoria dos numerosatdos grupos, topologia, etc.

2.2 - Andlise Combinatoria e o Pensamento Probalstico

A Analise Combinatéria é uma area da matematiceegpkora os conjuntos discretos e as
configuracbes que se é capaz de conseguir comebaseus elementos, por meio de certas
transformacdes que ocasionam modificacdes na diswosu na arrumacao dos mesmos. A
disposicéo desses conjuntos pode ser de dificipoeamséo, de acordo com a correspondéncia
entre seus elementos. O raciocinio combinatériorepeito ao refletir sobre todo processo
frente a situacbes de enumeracao, sendo assinmlainaddria exerce um papel essencial no
crescimento das competéncias logicas de um indivi@onsidera-se que o entendimento do

acaso trespassa pelos calculos combinatorios A@agepara o raciocinio formal.
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N&o devemos considerar a Analise Combinatdria &peo@o uma area da matematica,
pois ela desempenha um papel fundamental a gralade plas formas de saberes
imprescindiveis que a mente humana pode empregadesenvolver. A variedade de
manifestacfes dessa area na natureza, seja ponédie do ser humano ou ndo, da origem a
uma ampla quantidade de situacfes que podem gaisldle enumerar. A Combinatoria € uma
enorme ferramenta para auxiliar a enumeracdo destod diversos modos de ordenar ou
combinar as possibilidades dessas manifestacoewlugdo de um problema combinatoério
requer engenhosidade e a total clareza das ciémoas descritas pelo problema destacando-
se assim a relevancia das circunstancias sugexidas representacfes simbolicas, tendo em
vista a atribuicdo de sentido aos conceitos refacios a essa area pelos estudantes.

N&o so isso, mas ao tentar compreender os difer@migceitos relativos aos tipos de
problemas com os quais os estudantes tiveram opnégsaltamos a necessidade da pesquisa,
analise, investigacao e classificacao das difesesitigacoes que atribuem sentido a um conceito.

A combinatéria, como dito anteriormente, nos aaxdli como um dispositivo para
enumerarmos as combinacdes de possiveis eventesn,Asoderemos utilizar os dados
disponiveis para determinar as probabilidades deeuemto qualquer, estabelecendo uma
estreita conexao entre a Probabilidade e a Condbiaat

A Probabilidade foi por muito tempo inferiorizada Matematica por se tratar de uma arte
ligada a intervencdes divinas. O calculo das Piitidatles desenvolveu-se pelo interesse e
analise dos jogos de azar, realizada principalmpoteBlaise Pascal, Pierre Fermat, Pierre
Simon Laplace e Jacques Bernoulli. Da nocéo intgalma incerteza, quando por exemplo
buscamos identificar o resultado do langcamento rda moeda, conseguimos atingir uma
certeza aproximada a respeito de uma excessiva g8ériancamentos. Essa passagem ao
verificarmos longas séries de acontecimentos éama fundamental ao estudo do acaso. O
pensamento probabilistico tem como orientacao drusalizacdes solidas da realidade, mas,
nem por isso, previstas e pré-determinadas por esendpenho constante. Por isso €
indispensavel reconhecer suas caracteristicasydarés que vao de encontro com o raciocinio
determinista. A nocdo de azar é um elemento esdquaia 0 crescimento da compreensao
probabilistica e para se compreender a aleatoedadocdo de aleatoriedade tem mais de um
sentido, porém essa pluralidade é o nucleo do perda probabilistico.

E muito comum supor que somente com o dominio desgquema combinatério temos a
ideia de Probabilidade e que de acordo com es8a,\asdeia de azar e Probabilidade, exige o

desenvolvimento de raciocinio combinatorio. De doarom Piaget e Inhelder, 1951:
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“[...]se o sujeito ndo é capaz de raciocinar sobliz da
Combinatéria, ndo conseguira compreender a ideia de
Probabilidade, exceto em casos nos quais experoaattatorios
muito elementares sejam tratados.”

(apud. NAVARRO-PELAYO; BATANERO; GODINO, 1996)

Isso explica o atraso de algumas décadas no edsinBrobabilidade, na escola.
Observem que, o emprego de conceitos probabilssficg@mpre posto em pratica a partir de um
enfoque classico, baseando-se no calculo combinatdorma predominante de se ensinar
Probabilidade no ensino médio de nossas escotabo@. Talvez, por isso, a dificuldade de
nossos alunos em desenvolver o pensamento prababiliFischbein (1975) rejeita a opiniao
de Piaget e defende que a intuicdo priméria ratacia ao acaso consiste na distincado entre o
fenbmeno aleatério e determinista, algo que naomeregm raciocinio combinatorio, e que esta
presente no cotidiano de cada pessoa. Ele serapo@mportamento das criancas de praticarem
jogos de azar, ja que em jogos simples elas sdazespde identificar a opcdo de maior
probabilidade. E comum ao trabalhar esses jogassipalmente com criangas mais novas,
ouvir que o resultado de um dado depende da fooma © mesmo é lancado. Assim, ao fazer
o lancamento, e um determinado numero demorarr apgglem crer que esse numero tenha
chance menor de aparecer que outros. Criancas aestisituacbes de acaso através de
experiéncias particulares. Elas se agarram asmaipies diretamente recebidas, ou seja, criam
a prépria percepcdo de previsdo. Com isso é pévekpue elas apresentam desde cedo o
raciocinio probabilistico mesmo que sem os consaltbteoria das Probabilidades. Alias, as
primeiras ideias de Probabilidade, de um modo geparecem em discussdes de eventos que
acontecerem nas histérias ou nas experiénciagismfan

Essas experiéncias infantis oferecem uma base @mliza o desenvolvimento do
pensamento probabilistico dando prosseguimentoaasfestacdes probabilisticas através de

critérios de quantificacdo de eventos e até mesmesd do raciocinio combinatério.

2.3 - Orientacéo e Disposicao Curricular

De acordo com o MEC, em seu site, “A Base Naci@uwhum Curricular (BNCC) é
um documento que visa nortear o que é ensinadescatas do Brasil inteiro, englobando todas
as fases da educacéo basica, desde a Educacatl ko final do Ensino Médio. Este
documento normativo aplica-se exclusivamente aagficcescolar, tal como a define 0 § 1° do
Artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da Educ&@gonal (LDB, Lei n® 9.394/1996), e esta
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orientado pelos principios éticos, politicos etesié que visam a formacédo humana integral e
a construcdo de uma sociedade justa, democraticelgsiva, como fundamentado nas
Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacdo Ba$iaCN). Trata-se de uma espécie de
referéncia dos objetivos de aprendizagem de cadada® etapas de sua formacdo. Longe de
ser um curriculo, a Base Nacional é uma ferramgundavisa orientar a elaboracéao do curriculo
especifico de cada escola, sem desconsiderar @isuf@idades metodologicas, sociais e
regionais de cada uma.”

Por toda a extensdo da Educacao Basica — na Educdgdtil, no Ensino Fundamental
e no Ensino Médio —, os processos de adquirir comtemtos fundamentais determinados na
BNCC tem obrigacdo de contribuir com os estudag@sntindo o desenvolvimento de
dez competénciagerais, que consolidam os direitos do process@uamdizado.

De acordo com a BNCC, competéncia é definida comolalizagdo de conhecimentos
(conceitos e procedimentos), habilidades (praticagnitivas e socioemocionais), atitudes e
valores para resolver demandas complexas da vidhar@, do pleno exercicio da cidadania e
do mundo do trabalho.

Assim, as competéncias sdo apresentadas atraveslut@cdo Bésica da seguinte

maneira.
. Educacéo Infantil;
> Direitos de Aprendizagem e Desenvolvimento;
» Campos de Experiéncia.
. Ensino Fundamental;
. Ensino Médio.

Atualmente jA se encontra o0 modelo da BNCC quengbrao ensino infantil,
fundamental e médio, porém esse ultimo segmentmai® recente homologado dentre os trés
e datado de 14 de dezembro de 2018. Por contasilwoesta Teoria da Probabilidade ficar a
cargo dos Ensino Fundamental e Médio iremos dinaci@ nossa pesquisa para esses dois

segmentos.

2.3.1 - Ensino Fundamental

Esta organizado em cinco areas do conhecimento owrstra a figura 14.
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COMPONENTES CURRICULARES

Anos Iniciais (1° ao 5° ano) Anos Finais (6° ao 9° ano)

Linguagens Lingua Portuguesa

Educagao Fisica

Lingua Inglesa
Matematica
Ciéncias

Ciéncias da Natureza

Ciéncias Humanas Geografia

Ensino Religioso Ensino Religioso

Figura 14: Areas de Conhecimento do Ensino Fundaméhtal.

O desenvolvimento das competéncias especificaadte drea deve ser estimulado ao
longo dos nove anos. Essas competéncias séo esidaslpor cada area de conhecimento e
especificam como as dez competéncias gerais sdasiani nessas areas.

Para assegurar o desenvolvimento das competérgpesificas, cada componente
curricular apresenta um conjunto de habilidadessagshabilidades s&o organizados
em unidades teméticas. A matematica € dividida emidades tematicas:

. Numeros;

. Algebra;

. Geometria,;

. Grandezas e Medidas;

. Probabilidade e Estatistica.

15 Fonte: http://basenacionalcomum.mec.gov.br/abase/

w
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A Andlise Combinatéria e a Probabilidade, objetoatematicos dessa pesquisa,
encontram-se em unidades tematicas distintas. Aiskn@ombinatoria é trabalhada na unidade
NuUmeros enquanto que a Probabilidade é vista adeitematica Probabilidade e Estatistica.
Nosso interesse esta profundamente relacionado essa Ultima unidade que sugere a
abordagem de conceitos, acontecimentos e procettimeue fazem parte de situacdes-
problema do dia a dia. Assim, qualquer individue gassa por essa etapa do ensino basico
necessita desenvolver aptiddes para coletar, @@amepresentar, interpretar e analisar dados
em diversos contextos, de modo que possa tomasd@dscicom embasamento e de forma
adequada. Isso inclui refletir e aplicar conceit@presentacdes e indices estatisticos para
representar, esclarecer e prever fendmenos.

No que diz respeito a aprendizagem de noc¢des thelpiiimlade, a finalidade, no Ensino
Fundamental — Anos Iniciais, é proporcionar o egiteento de que nem todos os fenbmenos
sdo deterministicos. Para isso, o comeco da pmpmiestdesenvolvimento do ensino da
probabilidade esta centrado na nocéo de aleatdeedi forma que os estudantes entendam
que ha eventos certos, eventos impossiveis e evprigaveis. E muito comum que ao ndo
estar habituado com o conteldo exista, e lembraf@ga etaria, a chance de julgar impossiveis
eventos que nunca virdo acontecer. Nessa fastgrédgante que os estudantes coloquem em
palavras, todos os resultados de eventos posslieeisdo de um experimento iniciando assim a
construgdo do espago amostral. No Ensino Fundamemaos Finais, o estudo deve ser
amplificado e aprofundado, mediante a atividadegjeenos estudantes realizem experimentos
aleatérios e simulagbes para comparar 0s resultat@cados com a parte tedrica —
probabilidade frequentista.

Vale salientar que os parametros de organizacabatakdades na BNCC apresentam
um arranjo aconselhado. Portanto, os grupos reatedes nao precisam ser selecionados de
modo obrigatdrio para a estrutura dos curriculeasakdivisdo em unidades tematicas serve
apenas para deixar mais claro o entendimento dgardos de habilidades e de como eles se
relacionam. Na elaboracdo dos curriculos e dasoptap pedagogicas, deve-se realcar as
articulacdes das habilidades com as de outras @®asonhecimento, entre as unidades
tematicas e no interior de cada uma delas. Os gor@s de contagem, por exemplo, tém
obrigacdo de, a principio, estar limitados aquelges resultados podem ser obtidos pela
enumeracgdo de todos 0s casos possiveis, por meitlidacdo de esquemas ou diagramas, e,
em seguida, aqueles cuja resolucao resulta dae@bcdos principios multiplicativo e aditivo.
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2.3.2 - Ensino Médio

Ainda de acordo com o proprio site da BNCC, “Aseaplizagens essenciais definidas
na BNCC do Ensino Médio estdo organizadas por @lea®nhecimento (Linguagens e suas
Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, CigdeidNatureza e suas Tecnologias, Ciéncias
Humanas e Sociais Aplicadas), conforme estabelecduotigo 35-A da LDB. Desde que foram
introduzidas nas DCNEM/1998 (Parecer CNE/CEB n19%856), as areas do conhecimento
tém por finalidade integrar dois ou mais comporente do  curriculo, para  melhor
compreender a complexa realidade e atuar nela”.

A area de conhecimento conhecida por Matematicaas $ecnologias, no Ensino
Médio, tem como objetivo a construcdo de uma petsfgecompleta da Matematica, posta em
pratica sob a realidade do individuo, em divergasinstancias. Portanto, quando a realidade é
0 parametro de observacéo, é indispensavel levatoesideracdo as experiéncias cotidianas
dos alunos impactados pelos avancos tecnoldgietss pnposicées do mercado de trabalho,
pelo potencial das midias sociais, entre outros.

Essa unidade é de grande importancia devido a@®itos de acaso e de probabilidade,
pertinentes aos fendbmenos aleatdrios presentesnbiodsocial e natural. Esse conteudo
possibilita o desenvolvimento e a formalizacdo @edo raciocinio combinatorio,
probabilistico e estatistico, ocasionando aos asted uma perspectiva de destaque dos
modelos probabilisticos da atualidade e de versasselelos em funcionamento. Um exemplo
disso € o diagrama de arvore, utilizado na Combirsatcomo uma importante estrutura que
estabelece um vinculo entre os experimentos progposta combinatéria, propiciando a
visualizacao e a estrutura das etapas do expennt@mtiagrama de arvore também é um grande
facilitador ao trabalhar o Teorema da Probabilidboiezl.

Ao trabalhar probabilidade com os alunos nessa faseisamos ter a certeza de sua
compreensao quanto aos conceitos relacionadosiaeechancerteza, termos que estao no nosso
cotidiano. Nos casos de experiéncias aleatOriasgstisdantes devem relaciona-las a um
conjunto de eventos e reproduzi-las de forma es§tiesm Também devem ter a capacidade de
levantar hipoteses de equiprobabilidade.

Tanto Analise Combinatodria quanto Probabilidade asitemas do segundo e terceiro
bimestre do segundo ano do Ensino Médio, respectimée. Nesses bimestres sdo abordadas

de acordo com a ordem a seguir.

. Andlise Combinatdria: Principio Fundamental da Contagem; Principio
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Aditivo de Contagem; Arranjo Simples; Permutac@niutacdo com elementos repetidos;
Permutacao circular; Combinagdes simples; Combasgmcompletas; Binbmio de Newton,
NUmero Binomial; Triangulo de Pascal;

. Probabilidade: Conceito; Definicdo; Adicao de Probabilidades;fatmlidade
Condicional; Multiplicacéo de Probabilidade;

Nem todos esses tdpicos aparecem com a mesmagéefitos diversos livros didaticos
pesquisados e nem em um mesmo capitulo ou sequapsEsentados nessa sequéncia. Alguns
autores preferem fazer o estudo sobre NUumeros BamnBindmio de Newton, Triangulo de

Pascal em um capitulo a parte.

2.4 - Abordagem de Probabilidade nos Livros Didatias

O livro didatico € um dos recursos mais utilizadogrocesso de ensino e aprendizagem,
tendo dessa maneira um papel indispensavel noiamidias escolas em todos os niveis de
ensino, cumprindo um papel de extrema significanciaistema escolar. E sobretudo com base
neste instrumento que o professor conduz o sealli@bsendo por muitas vezes o seu Unico
instrumento pedagogico.

O livro didatico atua como guia do trabalho do ddeem sala de aula no que se refere aos
objetivos a serem atingidos, conteudos fundamergaserem desenvolvidos, técnicas e
estratégias a serem aplicadas para alcancar jats/ob. Ele atua como um recurso importante
que norteia o docente no curso das suas aulasviapddivro didatico precisa ser visto como
um dentre varios recursos auxiliares que permeipne@esso de ensino e aprendizagem, e nao
como 0 recurso preponderante desse processo. stz pode engessar o trabalho docente
causando limitacbes que facam com que o profeggoe festrito a um Unico caminho no
processo de ensino-aprendizagem.

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) foabbrado com o objetivo de auxiliar
o trabalho pedagdgico dos professores por meidsi@bdicéo gratuita de cole¢des de livros
didaticos aos alunos da Educacéo Basica. Aposliagd@das obras, o Ministério da Educacao
(MEC) publica, a partir do ano de 1996, o Guia deds Didaticos (BRASIL, 1996) com
sinopses das colecfes consideradas aprovadas.aNalelecbes sdo examinadas baseando-se
em critérios predefinidos que assegurem as adegsiad® aspectos tedrico-metodoldgicos,
estrutura editorial e manual do professor. O gueanvéiado as escolas, que adotam, entre as
colecdes disponiveis, aquelas que satisfazem s@igpolitico pedagdgico.
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O Guia de Livros Didaticos PNLEM 2018, em seus@pios de avaliacao, ensina:

“Para alcancar as finalidades propostas para o EresMédio
no Brasil contemporéaneo, as obras didaticas devemcular
informacOes corretas, precisas, adequadas e atddiz,
contribuindo para o exercicio do trabalho docente,sentido de
propiciar, aos estudantes, oportunidades de dedeavo
ativamente as habilidades envolvidas no processo de
aprendizagem. Além disso, a obra didatica, como iaaed
pedagogico, proporciona, ao lado de outros materiai
pedagdgicos e educativos, ambiente propicio a buyseka
formagcdo cidada, favorecendo que o0s estudantes aposs
estabelecer julgamentos, tomar decisfes e atudicamente
frente as questbes que se colocam para a sociedaténcia, a
tecnologia, a cultura e a economia.”

(BRASIL, 2018, p. 9).

A partir da importancia que é dada pelos docergekcdes de livro didatico, optamos
por realizar uma analise que teve como objetivocgral, verificar como o conceito de
Probabilidade é trabalhado nas colecdes analisadas.

A nossa andlise se daré sobre as cole¢des do Eviéitio, aprovadas no PNLD para o ano
de 2018, tabela 6, tendo em vista que o contelal@mdo neste trabalho é amplamente abordado

neste segmento.
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COMGD TiTULD BA COLECAD | LEWRO I EDITORA |
O00OEPIB0ZE | MATEMATICA - CONTEXTO & APLICACOES | ooosPiBOZIIONIL | EDITORA ATICA .'
O0DOEPIB0ZE | MATEMATICA - CONTEXTO & APLICACOES | OOOBRIBOENOZIL | EDITORA ATICA
O0CEPIBOZE | MATEMATICA - CONTEXTO & APUCACOES ; DOGEPIB0ZIT03IL | EDITORA ATICA
007aPIB0Z3 “{Jummrﬁ - MATEMATICA . DOTOPIBZFI0TIL | SM
0072PIB0Z3 | QUADRANTE - MATEMATICA | DoroPBOZII02IL | SM

I 0072PIB0Z3 | QUADRANTE - MATEMATICA | DoTOPIBOZINIIL | SM

| O0082P18023 | MATEMATICA: CIENCIA £ APLICACOES DO82PIB0Z3107IL | SARAIVA EDUCACAD
O0082P18023 | MATEMATICA: CIENCIA £ APLICACOES DO82PIB0Z3102IL | SARAIVA EDUCACAD
O0082P18023 | MATEMATICA: CIENCIA £ APLICACOES DO82PTE0Z3103IL | SARAIVA EDUCACAD
oo09eF1E023 "M.ﬁ'l-'l-.Ml'FltA PARA COMPREENDER O MUNDOD 0096MBNZII0NIL | SARMVA EDUCACAD
O096F1E023 | MATEMATICA PARA COMPREENDER O MUNDO 0096MBOZII0ZIL | SARMVA EDUCACAD
O096FIE023 | MATEMATICA PARA COMPREENDER O MUNDO - 0096MBOZII0IL | SARMVA EDUCACAD
O127P18023 | MATEMATICA INTERACAD E TECNOLOGIA - O12FFI80231011L | LEYA,
O127P18023 | MATEMATICA INTERACAD E TECNOLOGIA OT2FFIB023102IL | LEYA,
O127P18023 | MATEMATICA INTERACAD E TECNOLOGIA O12FFI8023103IL | LEYA
015518023 - HCONTATO MATEMATICA | 0155P1B0231001L | FTD
015518023 - HCONTATO MATEMATICA 0155P 18023 10211 | FTD
015518023 | SCONTATO MATEMATICA 0155P 1802310011 | FTD
O1E0PIE023 | MATEMATICA - PAIVA | msoes0zIONIL | MODERNA
O150PIE023 | MATEMATICA - PAIVA | msoes0zsIO2L | MODERNA
O1E0PIE023 | MATEMATICA - PAIVA 01E0P1E0Z31031L | MODERNA
0195PIB023 COMEXOES COM A MATEMATICA l D95PIBHEIImIIL | MODERNA
O195PIBG2Y "mmmﬁfs COM A MATEMATICA 1 0195 PIB23102IL | MODERNA
O19SPIEG2Y | CONEXOES COM A MATEMATICA | ospianzat0aiL | MODERNA

Tabela 6:Guia de livros didaticos de matematica PNLD 2&18.

Baseando-se em outras analises percebemos qudegéesoanalisadas anteriormente
aparentavam nao explorar satisfatoriamente a cgéodpequentista de probabilidade, utilizam
a abordagem classica para expressar a probabilaiexe uma razdo, e que poucos oferecem
atividades de pesquisa ou de resolucao de problembtsglisciplinares que contribuem com

16 Fonte: http://www.fnde.gov.br/centrais-de-contesigablicacoes/category/125-guias?download=10744-gnid-2018-
matematica
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uma melhor compreensao da realidade, criando assiteresse do autor em avaliar as novas
colecoes.

Para o estudo realizado foram escolhidos os vola®éses das oito colegbes aprovadas.

Posteriormente, uma a uma, cada cole¢éo foi exaainam o intuito de identificar os
diversos enfoques adotados para o ensino do condeitProbabilidade e através de quais
exercicios propostos esses conceitos sdo abordagtznos por identificar as colecdes pelos
seus respectivos nomes. A principio, observamosngunuma das trés colecbes analisadas
aborda o tema Probabilidade no primeiro volumefdde em todas ele aparece no volume 2.

As trés colecOes tém uma perspectiva direcionada asaquestdes voltadas para os

jogos de azar, pouco explorando a dimensao hiatdeste estudo, uma vez que esta teoria €
originada destes jogos. Cada uma delas tem adeeieabalhar muito com exercicios que na
pratica s6 requerem que o aluno reproduza uma farmaplique. A seguir, uma descricdo
desses livros.

A colecéo Interacdo e Tecnologia — VolumeiBicia o capitulo de probabilidade com um

texto sobre a doacdo de medula 6ssea. A ideiaatdato conteddo via transplante € mostrar
que a probabilidade da compatibilidade é igLiaéatre doador e receptor quando os irmaos do

paciente sdo consultados, ja que pai e mée soéguseetade do material genético do filho. Ao

ocorrer uma incompatibilidade com os familiarebuaca passa a ser realizada nos bancos de

medula onde se estima que a probabilidade de eacom doador seja %

O texto segue propondo a seguinte questdo: “Qualebilidade de que, em uma sala com
30 alunos, dois deles facam aniversario no mesa®d.ddutro problema que achamos bastante
motivador, pois cria no aluno o interesse pelo@atd e remete a atencdo do mesmo a algo que
pode ocorrer no seu dia a dia.

Ele aproveita este exemplo para falar sobre expationaleatorio, espaco amostral e
evento. Apos falar sobre esses topicos ele defioleapilidade através do conceito classico,
porém sentimos falta de uma explicacdo para esagostrais equiprovaveis. Consideramos
muito importante a maneira como o autor fez paegahaté a definicdo, comecando por meio
de um assunto do dia a dia e somente depois esimdtuo conteudo.

O livro didatico dessa colecao exp0e a teoriaxeaelifica, respaldando-se em exemplos
referentes a jogos de azar. As propriedades s@sapqadas de forma simples e clara. Os
exercicios apresentados sao variados e tentam aetoomteidos estudados em capitulos

anteriores, tais como geometria, a teoria de coogum estatistica.
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O livro possui uma gama de exercicios que pernaitalano uma enorme diversidade de
abordagens. Traz alguns textos durante o capitula@e o autor tenta instigar o aluno a
pesquisa, a experiéncia, ao estudo reflexivo earito que esta aprendendo através de outras
disciplinas, tais quais biologia, através do tegtddNA e de mutagcdes genéticas. E € um dos
poucos livros que além de abordar o conteudo deapriidade binomial traz consigo uma
quantidade razoavel de questdes sobre o assunto.

Na colecaoCiéncia e AplicagBes — Volume@autor inicia o capitulo com um texto sobre
a Mega-Sena, no qual informa as regras do jogo.

“Todas as quartas-feiras e sdbados, um bancoldstieal promove o sorteio dos nimeros
— aqui chamadas dezenas — da Mega-Sena. Nela vdeéescolher de 6 (aposta minima) a
15 numeros (aposta maxima), dentre os 60 dispani@eresultado do sorteio consiste em 6
dezenas e vocé recebe prémios, em dinheiro, ataadel5 ou as 6 dezenas sorteadas — este
altimo prémio por acertar a sena é o sonho de esldi@ brasileiros que lotam as casas lotéricas
para fazer suas apostas.”

Em seguida sdo citados varios outros experimeatgagatureza aleatéria: lancamento de
uma moeda néo viciada, em que se observa a fada,ofttracdo de uma carta de um baralho
comum, em que se observa o naipe da carta; extragawaso, de uma bola de uma caixa que
contém 40 bolas de mesmo tamanho, sendo 25 prétabrancas, em que se observa a cor da
bola; e um texto sobre a histéria da probabilidadehora este acabe sendo demasiadamente
curto ao tentar revelar os precursores desta teApasar da superficialidade do texto,
consideramos valida a apresentacdo que o livro feis tenta criar um ambiente de
conhecimento minimo para o aluno.

O livro opta pelo desenvolvimento tradicional: defio conteudo, exemplifica usando os
jogos de azar e apresenta uma boa quantidade dBog® As propriedades sdo expostas de
modo claro, porém sem utilizar notacdo ou termas gpssam complicar a compreenséao do
aluno. E demasiadamente vago a quem utiliza o liidético estudar probabilidade sem
conhecer de forma clara suas propriedades essen8igirincipio as atividades sdo mais
direcionadas as questdes que envolvem o0s jogoszde Rorém, a partir do tépico
“Probabilidade da Unido de dois eventos”, o liveodoversifica.

Algo interessante neste livro € que ao final doitoép o problema sobre a Mega-Sena
reaparece em um quadro chamado “Troca de ideias’gee os autores fazem algumas
perguntas a respeito do jogo. Para finalizar,eestn um texto bem atraente que relaciona a

probabilidade e o futebol através da loteria. O mpeedeixa preocupado ao avaliar essa obra €
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a auséncia da probabilidade binomial e de uma capsé trabalhe questdes de vestibular,
principalmente do ENEM.

Na colecaolMatematica: Contexto & AplicagBes — Volume Byro faz uma apresentacdo
do conteudo através de um jogo de azar, o jogold&ar Ele inicia a abordagem comparando o
valor pago por cada tipo diferente de aposta no &aves de trés perguntas. As perguntas tém
suas respostas a cargo do professor, ja que anlio@s responde de forma imediata e tambéem
n&o o faz com o desenvolver do capitulo. E feita introduc&o sobre experimentos aleatdrios,
espaco amostral, evento e sobre o modelo classiaréldulo de probabilidades, sempre os
exemplificando. Nao tem como unico foco a apreg@atgpor meio de jogos de azar, apesar
destes serem a maioria, fornecendo também outE®m@E&s tais como: “nimero de pecas
defeituosas fabricadas por uma maquina, chandlnds herdarem alguma deficiéncia dos pais,
etc.”.

O livro traz uma forma de passar o conteudo bernplssn praticamente igual aos outros
analisados nessa pesquisa, embora com uma apggsemais sortida no momento de expor 0s
exemplos para fixar o contetudo. Os jogos de azaeapm como exemplos e ainda em algumas
questdes, 0 que consideramos também importantisgirstruturacao diversa tira a ideia que
a grande maioria tem sobre a probabilidade s¢ptarabilidade nos jogos de azar. Além disso,
o livro faz algumas alus@es a utilizacéo de prdluilnle em outros ramos, tais como biologia e
teoria dos conjuntos. Este livro expde organizaaaenss propriedades e € um dos poucos livros
gue apresenta o conceito de probabilidade binoapakar de ndo conter muitos exercicios. Em
contrapartida, agrega com uma alta quantidade ekeieios de vestibulares diversos.

E de suma importancia mencionar que o livro dedigarte final do capitulo para um
resumo histérico da probabilidade, proporcionarate#aor o conhecimento sobre outras areas
de aplicacdo da mesma.

Das trés colecbes examinadas, uma delas apresartaces que exploram somente o
enfoque classico do conceito de Probabilidade, amquas outras duas, além do classico,
proporcionam alguns exercicios, mesmo que em qladi pequena, com o enfoque
frequentista. Vale observar que essas atividadesegm distribuidas de forma totalmente
desigual.

Podemos concluir que os livros estudados, em gerssuem uma gama de exercicios uteis
para o aprendizado do contetudo em estudo. Poréno, apresentamos neste trabalho, notamos
uma auséncia de um vinculo maior com a realidadestiadante, ja que tanto a proposta de
apresentacao do conteudo, quanto a maior partexgosicios, abordam a matéria se atendo a

falar sobre os jogos de azar, enquanto as sessamssde duas cole¢cdes apresentam uma bateria
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de exercicios bem elaborados que envolvem muipisa® que eles nem sequer comentam. Por
exemplo, alguns dos livros ndo possuem o capitelestiatistica no mesmo volume que o de

probabilidade, mas apresentam alguns exerciciaguabo conhecimento de estatistica seria

importante para a melhor compreensdo do que sefazddo. Os alunos até resolvem as

questbes, porem com certa dificuldade. Outro proalédastante importante, e tema desse

trabalho, € a auséncia nos livros didaticos deagitels que se baseiam em espacos néo-
equiprovaveis. Essas sdo muito sentidas dado queodslos de situacdes reais sdo em sua
grande maioria baseados em espacgos ndo-equipreyavedr conta disso, € um tanto quanto

prejudicial ignorar essas aplicagées nos livros.

Em resumo, podemos avaliar que os livros analispddsuem uma boa proposta de
apresentacao sistematica. Todavia, acreditamosejigeum ganho muito maior se o capitulo
de probabilidade fosse iniciado ndo somente com euriasidade, mas também com alguma
aplicacao por parte do aluno que facilitasse atoag&o do conteddo em sua mente tal qual
preencher uma tabela com alturas, idades ou peti@s eroveito da mesma para responder
simples perguntas sobre probabilidade e estatigigp baseado em conceitos simples da
utilizacdo de razéo para abordar o conceito clasiqrobabilidade. Para dar continuidade no
incentivo, os exemplos devem ser 0os mais diversessiyeis, € ndo somente aqueles que
envolvem jogos de azar. Preferencialmente uma afjerd que concilie ou harmonize com
outras teorias do cotidiano do aluno, tais comoldgia, Estatistica, Economia, e etc,
aproveitando a ndo-equiprobabilidade estabelecideasla um desses assuntos. Uma proposta
para suavizar a retomada de temas anteriores éruofa nova organizacdo com o estudo da
estatistica sendo realizado no capitulo anterobabilidade e a inclusdo de topicos sobre a
teoria dos conjuntos no capitulo de probabilid&®tmderamos que seja muito interessante a
assisténcia de notas de auxilio, no desenrolampfiuto e alguns desafios. Se a histéria nos
mostra o grau de exigéncia e dificuldade enconsradamatematicos ao contribuir com todo o
desenvolvimento e criacdo da teoria de probabiidagode-se presumir, que o mesmo se dé
com alunos e professores. Sendo assim, mostrdicaldiade enfrentada pelos precursores de
toda essa caracterizacdo pode servir como elemmaotivacional, uma vez que reduz a
resisténcia encontrada diante do assunto.

A importancia e o emprego em diversas areas desgelrio nos permite crer que todo

autor pode tirar 0 maior proveito desse assunt@dée rico em aplicacoes.
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2.5 - Barreiras Metodolégicas no Ensino

Uma grande dificuldade dessa unidade tematica € agueonteldos estdo bastante
interligados nos livros didaticos, principalmente seus exemplos e exercicios. Se o0 aluno nao
compreende Analise Combinatodria, possivelmente dérduldade em Probabilidade, pois
muitos modelos de probabilidade sdo formalizadasmpeio de operacdes combinatorias.
Consequentemente, muitas dificuldades encontraal@nsino e na aprendizagem desse tema
podem estar relacionadas a um raciocinio combimafwbre ou desenvolvido de forma
insuficiente. Na tentativa de reduzir os obstacelosontrados pelos estudantes, os docentes,
conforme seu dever perante a formacdo dos indigidinequentemente utilizam estratégias
diversificadas em sala de aula com a intengéo rtanais facil o aprendizado. Entre os
procedimentos ou técnicas utilizadas, destacars-gealogias e metaforas. Ainda que aplicadas
com boa vontade para auxiliar no entendimento deameudo especifico, essas estratégias
representam um pretexto para esquivar-se das lddides pedagogicas, substituindo, assim, a
visdo propria e o raciocinio do aluno por esqueeamcetes, o que pode acabar se tornando
por um lado, atrativo, enquanto por outro deixagrgdas a intuicdo e maneira de pensar
matematica.

Existe uma afinidade entre os dois conteddos, mession, a combinatéria ndo é apenas
uma técnica de célculo de probabilidade. O racioaombinatdrio é uma parte fundamental
do pensamento formal e um pré-requisito essencie p raciocinio l6gico. Contudo, a
realidade do ensino e da aprendizagem desses teasaslasses da Educacédo Basica, carrega

consigo muitos obstaculos. Entre as grandes adagless temos abaixo aquelas que podemos

destacar.

I.  Probabilidade:
. A ma interpretacdo dos problemas.
. A falta de entendimento dos comandos estruturagduablemas.
. A aplicacao incorreta de conteudo.
. Defasagem no raciocinio combinatério.

[I.  Andlise Combinatoria:
. A ma interpretacdo dos problemas.
. A falta de entendimento dos comandos estruturagduablemas.
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. Diferenciacdo entre arranjos e combinacdes, ounasimo perceber que esses
dois conteudos estéo relacionados entre si.
. Melhor utilizacdo de técnicas nas quais as formmdmsdesempenhem um papel

mais importante.

A complexidade de transmitir esse topico para tglastes passa por etapas, tais como
as dificuldades dos mesmos, expostas acima; a raaoeno € apresentado nos livros didaticos;
e até mesmo, as dificuldades do professor.

O livro didatico adotado pelas escolas possui gegte ainda privilegiam a abordagem da
memorizacao de férmulas, entretanto € uma das peg@simportantes neste processo, pois
ampara os professores e alunos ha décadas. Augitstias aulas, os exemplos de exercicios
e a elaboracéo de provas acabam vindo sempre foessaCom base nisso, podemos afirmar
que o livro ndo pode ser apenas um instrumentoirdples consulta, mas que traga uma
sustentacdo confiavel ao docente e uma linguagessi&el ao aluno. Grande quantidade das
obras didaticas trata o Ensino da Matematica eixelogente com a demonstracéo de formulas
e reproducao exaustiva de algoritmos de resolue&udstoes.

O professor ndo fica muito distante quando obsepgamntratamento apresentado. Apesar
de supostamente ser capacitado e ter uma quadiica@ior, quando aborda esses conteudos
ele também estd suscetivel a falhas. No caso dis@r@ombinatéria a grande maioria opta
pela memorizacdo de formulas, corroborando aindia w@n a dificuldade dos alunos de
apresentar um raciocinio logico. O aluno ndo pegisaapenas decora uma férmula e resolve
um problema. Geralmente, numa aula tradicionale@sdérmulas ja foram expostas, os alunos
buscam identificar, entre elas, aquela que acrad#ar mais adequada para permutacao, ou
arranjo ou combinacédo. Isso, em geral ocorre peg phrticiparem de uma etapa em que a
utilizacdo da formula foi o diferencial, e assinr pdo terem participado da construcdo desses

conceitos resolvem o problema mecanicamente.

“Problemas combinatérios sdo usualmente considesadificeis pela
maioria dos alunos e professores de matematicavekah principal
dificuldade seja a da conexao correta entre o peatd dado e a teoria
matematica correspondente. E dificil determinar seproblema
combinatério dado € um problema de arranjo, de pgagio ou de
combinagdo ou, entdo, se é suficiente usar diretéene principio

multiplicativo.”
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(Hariki , 1996, p.29)

Por outro lado, ao ensinar Probabilidade, o profese depara com uma formacgao
deficiente, que pode causar prejuizo ndo s6 naig&olde seu raciocinio probabilistico como
na sua capacidade de perceber as dificuldadesuseatunos e de produzir tarefas que |lhes
permitam supera-las. Sem a formacéo necessanmpfessores terdo dificuldade em se sentir
seguros para lidar com as adversidades e pré-toncaibre Probabilidade de seus alunos ou
mesmo, ainda ndo possuirem habilidade para lidarecoos e raciocinios destes no decorrer da
solucéo de alguma situacéo problema, experimenjogou Se a sua formacao a todo momento
prioriza a aplicacdo de formulas, pode se sergggaro com questionamentos mais informais.

Como professores, temos a obrigacdo de possuirbasa sélida para realizar uma
analise na tentativa de detectar se os alunos d@uldades no processo de aprender diferem
guanto aos conceitos, habilidades e execuc¢Oeslagdoenos seus colegas, sem dificuldades de
aprendizagem e apos identificar tais situacdesmesestabelecer estratégias que beneficiem

o aluno tais como:

. fazer uma leitura sobre a necessidade de se meekparimentos de simulacao,
mesmo que feitos por um computador de forma pséeatdaa, ja que a tecnologia atual nos
permite essa aplicacdo em sala de aula;

. dar importancia ao emprego de nomenclatura adegpadka caracterizar e
dimensionar situacdes relacionadas ao azar;

. produzir tabelas de frequéncias e gréaficos paneseptacdo do comportamento

de fendbmenos aleatoérios, dentre outras.

E necessaria uma pratica que favoreca ao alunmdmrte® procedimento adotado,
propiciando significado, partindo de conhecimentpgévios tanto escolares como
extraescolares, nas quais esse raciocinio se ¢ass@io. A partir dessas consideracdes, pode-
se organizar situacOes didaticas que envolvam arngdiio de experimentos, com seus
respectivos registros e analises.

E possivel buscar novas alternativas para a c@dstrde um ensino em que o aluno seja o
centro, ndo as formulas. No mundo académico jéeswiartigos que trazem formas alternativas
de ensinar a Analise Combinatoria e Probabilid&i@no exemplo, temos a proposta de
Almeida e Ferreira (2009) em que faz uso de diagsade arvores para a resolucdo de
problemas reais da andlise combinatéria. Porémmeétarefa ardua:
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“Em diversas situagdes de sala de aula, o professahece a resposta
e um caminho mais rapido e facil para chegar ate 8leste sentido,
torna-se dificil para ele assumir o perfil de ‘obssdor-interventor’.
Entretanto, nem sempre a maneira mais facil denansalgo a um
estudante é a mais eficaz quando queremos queatestiea sentido ao
gue estd aprendendo. Ser o educador que cria d$itsgmcde
aprendizagem que possibilitem aos alunos construisaas préprias
conjecturas e valida-las ndo é uma tarefa facil.”

(ALMEIDA & FERREIRA, 2009, p. 26)

E necessario deixar claro que as formulas n&o éaean o raciocinio 16gico:

“O ensino da Andlise Combinatéria na escola de emsnédio foi
considerado um dos assuntos mais dificeis de ententb, pois
geralmente se fazia de maneira mecéanica, em siisapadronizadas,
ou ainda como um monte de férmulas complicadashdmuanao
raramente era deixado de lado por professores”

(BASTOS, 2013, p. 1)

Para reduzir essas barreiras acreditamos no ako@al que possa ser atingido ao se
trabalhar nocdes de probabilidade desde a edudaddati. De acordo com a BNCC,
entendemos que a inclusédo de nocdes de probalelidl$de os anos iniciais do ensino
fundamental, pode facilitar a construcdo do raciochdo deterministico, evitando possiveis

obstaculos de conceituacéo.
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3. Probabilidade Classica no Ensino Médio

“A teoria do azar consiste em reduzir todos os @aecimentos
do mesmo género a um certo nimero de casos igumpessiveis, ou
seja, tais que estejamos igualmente inseguros salarexisténcia, e em
determinar 0 nimero de casos favoraveis a0 acamwio cuja
probabilidade € buscada. A razéo deste niumero patatodos os casos
possiveis é a medida dessa probabilidade, a gpatt@nto, uma fracdo
cujo numerador € o nimero de casos favoraveis@drijominador é o
namero de todos os casos possiveis”.

Pierre Simon Laplace Ensaio filosofico sobre as
Probabilidades)

“A Teoria das Probabilidades € o ramo da matematjoa cria,
desenvolve e em geral pesquisa modelos que podertiligados para
estudar experimentos ou fendmenos aleatérios. Celmadatematico
utilizado para estudar um fendmeno aleatério paitic varia em sua
complexidade matematica, dependendo do fenébmendaest Mas
todos esses modelos tém ingredientes basicos camuns

MORGADO, 2006

A Teoria das Probabilidades é o estudo dos fenésngne envolvem incerteza e tem
sua origem na modelagem de jogos de azar, conas@dados. Essa teoria serviu de base para
a Estatistica, ciéncia utilizada nas mais variadasdades humanas, como Saude, Educacao,
Politica, Ciéncias Sociais, Economia e AdministbacAmparados nela e em todo o seu
desenvolvimento, € possivel promover em cada easeida aperfeicoamento do raciocinio
l6gico, a habilidade de abstrair e generalizarradgado fenbmenos aleatorios, e orientar para
as tomadas de decisdes, pois as probabilidadams@derramenta util para que os individuos
possam compreender criticamente as informacdeslad®s em pesquisas, textos e imagens,
veiculadas no mais das vezes nas midias.

Apesar da enorme complexidade que é, atualmens@aerProbabilidade no Ensino
Médio vale destacar que o ensino pode constituemsem eficiente recurso social, na medida
em que viabiliza ao estudante uma melhor compreatessiestatisticas e dados governamentais
ou politicos, tornando-o qualificado a exercer@enfa mais IUcida seus direitos e deveres de
cidadao.
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Quando pensamos em introduzir o conceito de Prixtbadbe, ndo podemos deixar de
considerar que a ideia intuitiva de probabilida@léagz parte do cotidiano dos individuos. Os
diversos sorteios ou jogos exemplificados em miadoteria sdo exemplos interessantes para
desenvolver estratégias vencedoras em jogos deatraaés do conhecimento probabilistico,
pois mostram que a probabilidade é eficaz no serd&l ajudar a desmistificar o conceito
intuitivo de sorte e azar. Em razéo disso, o estladBrobabilidade desperta bastante interesse
na maioria dos alunos do Ensino Médio. A comprezdsdestratégias que possam determinar
ou aumentar a chance de vitéria em determinados jogtiga a curiosidade dos alunos e serve
como ponto de partida para desenvolver um estud®apeofundado sobre o tema. No entanto,
varios estudos em Educacdo Matematica vém apontaadoo fato de que a Teoria das
Probabilidades € certamente uma das searas emajsiecorrem concepcoes errbneas sobre o
tema. Desfazer essas concepc¢des equivocadas pgdanorentendimento da probabilidade é
o desafio maior do professor de Ensino Basico. Catematica € muito ampla, trataremos aqui
de alguns conceitos basicos e aplicacdes.

As primeiras sec¢des desse capitulo tém como ptopdsfinir experimento aleatorio,
experimento deterministico, espaco amostral, evenprobabilidade simples. Em seguida,
apresentaremos algumas propriedades basicas, s@mi €omplementar, unido e interseccéo
de eventos. Além disso, trataremos também da pil@zate condicional, com a generalizacao
através do Teorema da Probabilidade Total e deefede Bayes, da Lei Binomial e de alguns

casos em que a probabilidade se imbui da visao éteicm

3.1 - Experimento Aleatério e Experimento Determirsgtico

Na natureza classificamos essencialmente dois dip@xperimentos: os aleatorios e 0s
deterministicos. Ao lancarmos um dado, com suasfaomeradas de 1 a 6, repetidas vezes,
arremessando-o sempre com mesma intensidade, denasma altura, realizando a mesma
rotacao, ou seja, em condi¢des idénticas, vereemsgtados diferentes. Os resultados desse
dado dependem do acaso, e por conta disso, nae tenapacidade de determinar previamente
qual sera o resultado obtido. Experimento aleatéyiportanto, aquele que, repetido diversas
vezes sob condic¢des idénticas, produz resultadesedies. Como exemplos de experimentos

aleatérios podemos citar:

. o lancamento de uma moeda, pois ndo podemos pceverexatiddo se o

resultado sera cara ou coroa;
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. a extracdo de uma carta de um baralho comum, ensgqobserva o naipe da
carta,;

. a extracdo, ao acaso, de uma bola de uma caixeogt&Em 50 bolas de mesmo
tamanho, sendo 30 pretas e 20 brancas, em quaase/ala cor da bola;

. a observacdo do numero de pessoas que ganhataoadon data futura.

Em contrapartida, vamos realizar um experimentoa paeterminar qual sera a
temperatura em que um determinado objeto passatadoesélido para o estado liquido. Essa
situacdo em que um experimento, se repetido nasasesondicdes, terd sempre 0S mesmos
resultados, é denominado deterministico. O expeatindeterministico € Unico e previsivel

como mostram os exemplos abaixo.

. o ponto de fusdo do gelo sefdX)
. o ponto de ebulicdo da agua € 100° C;
. Quando se atira uma moeda para o alto a forcaad@dgde faz com que a sua

queda seja certa, e a aceleracdo da gravidades®t@nte e igual a 9,8 ri/s

3.2 - Espaco Amostral

Imagine que para jogar um certo jogo de dados prm@sa entender como ele funciona.
Entéo, a primeira condicao € descrever o conjunéocpntém todos os resultados possiveis no
lancamento de um dado tradicional que possui &fd2e resultados possiveis da face superior
pos lancamento séo 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Chamamogesgmto de todos os possiveis resultados
de um experimento aleatorio de espaco amostrgiresentamos pdR. Entdo, temos que o
espaco amostral no lancamento desse d&le €1,2,3,4,5,6}.

Vejamos outros exemplos interessantes:

1. Suponha que um dado de 6 faces seja lancado dzes de forma sucessiva,

e seja observado o numero obtido em sua face supapids cada um dos dois
lancamentos. O conjunto de resultados pode setra@s como contendo pares ordenados
(x,y) em que x representa o resultado da face supdo 1° lancamento e y representa o

resultado obtido na face superior do 2° langamento.
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lancamentos | ».22 i

3 19\
ERENEI 3 0,4]0,9]0,6
2 [en[ealedn][eses]ee]
3 [6.16.2[G3[6.9]69][6.6] sum 0= 102, ..
4 141142 (4-3’5("“‘ 4 | (4, 5) | ‘4-‘5’ @ T il Vi W), o
6 (5 1), 2?.;!!5.4.3.)..( 4) ‘5 5)| (5;_5?. n(Q) = 36.

Figura 15: Espaco amostral para o langamento de 2 dddos.

Dessa forma temos que o espac¢o amostral no lantaohesse dado € um conjunto com
36 elementos.

2. Para o langcamento de duas moedas, podemos cosaspaco amostral como
o conjuntoQ = {(K,K),(K,C),(C,K),(C,C)}, onde a letra K repreata o resultado cara e a letra
C representa o resultado coroa.

3. Seja agora o experimento dado pelo “sorteio daerdez da Mega-Sena”.
Escrever um a um, todos o0s possiveis resultadsertkio € inviavel. Teriamos que representar
todos os possiveis subconjuntos de seis elemem¢ogagiem ser formados a partir do conjunto
{1, 2, ..., 60}. Nesse caso, teremos que lancar deéiepresentacdes sintéticas tais como
{{x 1,X2,%3,%4,Xs,Xe}: Xio{1, 2, 3, ...,59, 60}, para i=1,2,...,6, ¥ X para todo i j}.

Para a obtencéo da cardinalidade do espaco am@&ralnecessario usar técnicas de
contagem de Analise Combinatoria. Trata-se de eecadem importar a ordem, seis dentre os

sessenta numeros disponiveis. Assim, temos

(660) = Coo = 60.59.58.57.56 55 _ ¢ gcagen

6!

Assim, 0 numero de resultados possiveis deste iexgeio aleatorio € €)) =
50.063.860. Observe gque no sorteio da Mega-Sen@npiota a ordem dos numeros sorteados.

Uma das concepcdes errbneas dos alunos em retagdpaco amostral € achar que ele
define de forma univoca o fenbmeno estudado. Depomto de vista da Teoria da Medida,
pode-se construir diferentes espacos amostraisypan@esmo experimento, desde que todos
contenham os resultados possiveis. No entantop&sterecisa ser minimal (quando o minimal
pode ser reconhecido), pois € a medida de probadédi que fara o trabalho de estabelecer a
relacéo entre chance e resultados. Assim para dmldmesto, podemos tanto estabel€rer
{1,2,3,4,5,6}, quantoQ = {1,2,3,4, ...}, ou mesmd = Z, bastando para isso atribuir a

17 Fonte: Matematica: Ciéncias e Aplicacdes, V.2
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probabilidade d% para os pontos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, e 0 (zero) pademais pontos do espaco

amostral. Por isso, ndo se deve dizer aos alurgspaua o langamento de duas moedas, esta
errado construir o espaco amostr@l = {(K,K),(K,C),(C,C)} em lugar de Q =
{(K,K),(K,C),(C,K),(C,C)}. O primeiro é tao legitim quanto o segundo, desde que se atribua o

valor dei aos pares (K,K) e (C,C)%eao par (K,C), e ndo se queira responder a peagajute

envolvam o controle da ordenacéo, tais como: “gumbbabilidade de a primeira face ser coroa
e a segunda face ser cara?”. No problema do jofbeda-Sena, se tivéssemos optado por um
espaco amostral em que a ordem fosse relevant@yzodo-nos & = {(X1,X2,X3,X4,X5,Xe): Xi
u{1, 2, 3, ...,59, 60}, para i=1,2,...,6, ¥ Xj para todo # j}, teriamos a cardinalidade dada pelo
Aeoe= 60.59.58.57.56.55, um numero 6! vezes maior que o anteriormenteitzdo. No
entanto as probabilidades de todos os eventosveands o jogo da Mega-Sena se equivaleriam
nos dois casos.

Assim, os alunos devem entender que a dependeestathas do espaco amostral
teremos medidas de probabilidade para os pontoseatares do espaco amostral diferentes,
mas nao teremos respostas conflitantes para o miesrdameno estudado se a sua génese é

conhecida.

3.3 - Eventos

Vamos supor que vocé participa junto a alguns asnilgojogo War e para ganhar um
confronto de territorio precisa tirar um nimero onaiu igual a dois no langamento de um dado
comum de seis faces. O conjunto A ={2, 3, 4, F@&sui todos os resultados que sao favoraveis
a sua vitoria. Observe que esse conjunto é um gjibto do espagco amost@l= {1, 2, 3, 4,
5, 6} e é 0 evento pretendido por vocé para vemcenfronto. Qualquer subconjunto do espaco
amostral ao qual se pode atribuir uma medida déabibdade € chamado de evento e
geralmente é representado por letras mailsculassio alfabeto: A, B, C, ....

Vejamos alguns exemplos de eventos para deternsresp@acos amostrais construidos:

1) Uma caixa contém 20 bolas, de mesma massa e tapramheradas de 1 a
20. Uma pessoa, com os olhos vendados, retira waadessa caixa. Trata-se de um
experimento aleatdrio cujo espagco amostfaké{1, 2, ..., 20}. Vamos construir alguns eventos
aleatdrios, ou seja, subconjuntosie
* A: “a bola sorteada contém um multiplo de 4*:
A={4,8, 12, 16, 20}.
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* B: “a bola sorteada contém um numero formadadpds algarismos®:

B ={10, 11, 12, ..., 20}.
* C: “a bola sorteada contém um namero primo*:

CcC={2,3,5 7,11, 13,17, 19}.

 D: “a bola sorteada contém um namero naturalm#éo menor ou igual a 20"

D={1,2,3,4,.., 20}
Repare que o evento D determina um conjunto igualspaco amostr&l. Quando um

evento coincide com o espac¢o amostral, ele € chaevahto certo
* E: “a bola sorteada contém um numero formaddn@sralgarismos*:
E=0.
Quando um evento é vazio, ele € chamadmto impossivel
2) Uma moeda é langada trés vezes e observa-seaadeipesultados obtidos em
que cara é representada por K e coroa é repreagmac. Seja 0 espaco amostral
Q ={(K,K,K), (K,K,C), (K,C,K), (K,C,C), (C,KK), (CK,C), (C,C,K), (C,C,C)}.
Eis alguns eventos:
A: “Ocorréncia de cara (K) no primeiro langamento”:
A ={(K,K,K),(K,K,C),(K,C,K),(K,C,C)}.
B: “Ocorréncia de exatamente uma coroa”:
B ={(K,K,C),(K,C,K),(C,K,K)}.
C: “Ocorréncia de, no maximo, duas coroas”:
C ={(K, K, K),(K, K, C),(K, C, K),(K, C, C), (C, KK),(C, K, C),(C, C, K)}.
D: “Ocorréncia de pelo menos duas caras”
D ={(K,K,K),(K,K,C),(K,C,K),(C,K,K)}.

Finalmente, para wQ, denominamos {w} o evento elementar.

3.4 - Probabilidade no Sentido Classico

Nesta secao, trabalharemos a probabilidade codatpdr meio de espagos amostrais
equiprovaveis, a chamada Probabilidade Classifzaemos o tratamento de alguns resultados
mais intuitivamente compreendidos quando restd@imsaso classico. E preciso, entretanto,
admitir que alguns dos resultados ndo podem seomimrados da forma como aqui se encontra,
mas as “demonstra¢cfes” aqui expostas estdo maisna® da construcao teorica da teoria na
época classica de Pascal, Fermat e Laplace. Vejeonus elicitar a estrutura classica por meio

de um didlogo com o sentido frequentista de praioalie.
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Ao realizarmos 75 lancamentos sucessivos de umalanbenesta através de um

simulador de lancamentos de moeda da ferramentgeBex dos quais 32 resultaram em cara

~ _numero de caras 32
e 43 resultaram em coroa temos que a razée = — = 0,427 representa
numero total de langcamentos 75
A . . ~ numero de coroas 43
a frequenC|a relativa correspondente ao eventq aaazac— = ==
namero total de langamentos 75

0,573 representa a frequéncia relativa correspondenéeao coroa.

0

120

100 4 (P —
' Simulation

80 1

 Speed-up |
601
counter: 75

heads: 32

tails: 43

20 difference: -11

relative frequency (heads): 0.427

401

Figura 16: Distribui¢cdo de frequéncia no langamento de um giedo Geogebra.

Imagine que tenham sido realizados mais 225 lang@malessa moeda, gerando o

seguinte resultado acumulado para os 300 lancameitd caras e 158 coroas.
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250 1

200 1 P —
‘Simulation

1501  Speed-up |

counter: 300
heads: 142
tails: 158

%01 difference: -16

relative frequency (heads): 0.473

100 1

Figura 17: Distribuicdo de frequéncia no langcamento de um ¢edo Geogebra.

A . . 142
Desse modo, a frequéncia relativa correspondentveanto cara passou a set =

0,473 e a frequéncia relativa correspondente ao evenrmacpassou a se;%s =0,527. A

medida que o numero de lancamentos aumenta, eesiic experimentalmente, que as
frequéncias relativas correspondentes as ocormgacara e coroa ficam cada vez mais
préximas entre si, tendendo a igualdade, dadavaédo 0,5.

A probabilidade no sentido classico da ocorréneiam evento A, indicada por P(A) é
definida pela razéo entre o numero de elementa@yeoto, n(A) e o nimero de elementos do

espaco amostral, 2, ou seja,

P(A) _ numero de elementos do evento A
numero de elementos do espaco amostral’
ou ainda
P(A) numero de casos favoraveis do evento A n(4)

namero total de casos T n(Q)

Esse conceito so é valido no contexto em que a;esppaostral é finito e de elementos
equiprovaveis. Essa era a maneira desenvolvid@aaiano em seu livioiber De Ludo Aleae
apesar de ainda ndo possuir uma formalizac&o dsuagienas no século XVIII com Laplace.

A seguir, vejamos algumas aplicacdes.

Exemplo 1 Ao retirar uma bola de uma caixa que possui 28shale mesma massa e
tamanho, numeradas de 1 a 20, qual a probabildadétermos uma bola de nimero primo?
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Solucédo: O evento A: “obter bola que contém um numero pftisara dado por A ={2,
3,5,7,11, 13,17, 19}. Logo, n(A) = 8. O espaguostral €2 ={1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} de elementasipeqvaveis e Q) = 20. Portanto, a
probabilidade de obtermos um numero primo ao retinaa bola dessa caixa é calculada no

sentido classico como

P(A) :% :g = 0,4 = 40%.
Observe que os resultados podem ser dados em,fiegdmal ou porcentagem.
Exemplo 2: Uma moeda é lancada trés vezes e observa-séaalgipesultados obtidos.

Qual a probabilidade de ocorrer, no maximo, duasas?

Solucéo: Sobre o lancamento da moeda, consideremos quentoefe= “ocorrer, no
maximo duas coroas” sera dado por A = {(K, K, K, K, C), (K, C, K), (K, C, C), (C, K, K),
(C, K, C), (C, C, K)}. Logo, n(A) =7. O espaco astial éQ = {(K,K,K), (K,K,C), (K,C,K),
(K,C,C), (C,K,K), (C,K,C), (C,C,K), (C,C,C)}, tamb&de lementos equiprovaveis, pois, como
a moeda é honesta, todas as triplas tém a mesimabilidade. Como ) = 8, a probabilidade

da ocorréncia do evento A é
P(A) =< = 0,875.

Como consequéncia imediata da definicdo dada poate, embora BY) =1 e <X P(A)
sejam axiomas da Teoria das Probabilidade e obadss a seguir valham para conceitos outros
gue ndo o classico de equiprobabilidade dos eveitaosentares, temos:

Teoremal. SejaQ um espago amostral qualquer. Temd2){( 1 e P@) = 0.

Demonstracdo Pela defini¢cdo classica, temos:

Q 0
P@) =2 =1ePg)=—25=0

Um erro muito comum € achar que se P(A) = 1, eAtGaim evento certo, ou seja, A =
Q; e que se P(A) = 0, entdo A é um evento impossiuelseja, A =p. Na Probabilidade
Geomeétrica, por exemplo, todo resultado experimesgada por um elemento do espaco
amostral de probabilidade 0 antes de este ocd@eemesma forma, podemos ter eventos de
medida 1 que ndo sdo certos, os chamados everdss gertos. Para ver isso, tome, por

exemplo, o experimento de se selecionar um pontantiyvalo [0, 1] aleatoriamente.

Obviamente a probabilidade do ponto se situar m\ialo[%, 1] deve se%; a probabilidade de

. 1 2 1 . . . -
0 ponto se situar elh-,g] deve ser, e assim sucessivamente. Assim, a probabilidaderde

ponto se situar num subintervalo de [0,1] devecsétomprimento” do intervalo. Logo, a

probabilidade de se selecionar um ponotao intervalo [0,1], por exemplo, deve ser o
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comprimento do intervala]c], que vale 0. Mas todo resultado € um pargm [0,1], que antes

de ocorrer tinha 0% de chance. Da mesma formalmpilcdade de se obter um niimero do tipo

% para n = 1, 2, 3,... também tera medida nula.rAssin evento definido como “o ponto

selecionado é diferente éepara n=1,2,3,." terd medida 1 e este ndespaco amostr&l
=[0,1].

Cabe ressaltar também que na construcdo axiont#i¢almogorov, FR) = 1 é um
dos axiomas de probabilidade e, portanto, ndo iy sle demonstracao.

Teorema?2. SejaQ2 um espacgo amostral finito e de elementos equipms& sejam A
e B dois eventos ef. Se Ac B, entdo P(AxX P(B).

Demonstracéo

(1) Se A =B, é imediato que P(A) = P(B).

n) o n®

(2) Se Ac B com A# B, entédo n(A) < n(B). Log% < = = P(A) < P(B). Assim,

por (1) e (2), P(Ax P(B).
Teoremaa3. Seja2 um espaco amostral finito e de elementos equipms® seja A um
evento enf. Entéo, temos 8 P(A)< 1.
Demonstracdo E imediato quep — A c Q. Entdo, decorre imediatamente dos
Teoremas 1 e 2 que
P@) <PA)<PQ)=>0<PA)<1
Teoremad. (Probabilidade da Unido.) S&paum espaco amostral finito e de elementos
equiprovaveis e sejam A e B dois eventos contidoQeEntao, temos
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AB).
Demonstracdo Somando n(A) com n(B), os elementos pertenceatésN B séo
contados duas vezes, pois pertencem simultaneaméngB. Logo, n(AU B) = n(A) + n(B)
- n(ANB). Entao, temos
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AB).
Corolario 4.1: Em particular, se A e B sdo eventos mutuaenextludentes, temos P(A
U B) = P(A) + P(B), que é o terceiro axioma de Phildade estabelecido pelo matematico
russo Kolmogorov na definicéo rigorosa de medidprdeabilidade.
Demonstracéo Se A e B sdo eventos mutuamente excludentesstga®AN B = @,
ou seja, n(AN B) = 0 e, consequentemente, F{A) = 0. Dai, segue que:
P(Au B) =P(A) + P(B) - P(A1 B) = P(A) + P(B).

62



Teorema 5. (Probabilidade do Evento Complementar) Sejaim espaco amostral
qualquer e seja A um evento €mEntéao, temos P@=1 - P(A).

Demonstracdo Como AN A°=p e AU A°=Q, decorre do Teorema 4 que:

P(AU A% =P(A) + P(X). = P(A) + P(X) = 1. Logo,
P(A9 = 1 - P(A).

Veremos agora alguns exemplos de aplicacdes dasackss apresentados.

Exemplo 3 Ao retirar aleatoriamente uma carta de um barddh&?2 cartas, qual é a
probabilidade de que essa carta seja vermelha cas@m

Solucda A retirada aleatdria de uma carta de um barallvorésiderada um evento
equiprovavel.

Evento V: “a carta € vermelha”;

Evento A: “a carta € as”;

Evento (VU A): “a carta é vermelha ou &s”.

P(VUA) =P(V) + P(A) - P(VN A)
Em um baralho de 52 cartas, ha 26 cartas vermell&scartas pretas. Ha também 4

ases, dos quais 2 sao vermelhos. Logo,

26 1 4 1 2 1
P(V) ZEZE’ P(A) ZEZE e P(Vﬂ A)zazg

Assim,

P(VuA):%+i_i:£—l

13 26 26 13

A probabilidade de a carta retirada ser vermelhéso@%.

Exemplo 4 Uma maquina produziu 50 parafusos, dos quaisad efefeituosos. Ao
retirar ao acaso 3 parafusos, sem reposicao, réapon

a) Qual é a probabilidade de que os 3 sejam pasfeit

b) Qual é a probabilidade de que pelo menos undeégEtuoso?

Solucéo

a) nQ) = numero de combinacdes de 50 elementos tomadd; 8u seja,

_ /50y _ 50! _ 50.49.4847!
Q) = Cso = (3) =San - azan - 00-49.8.
Evento A: 3 parafusos séo perfeitos. Assim
_ _ra5\ _ 45! _ 45.444342!
N(A) = Casz = (3) = am - azam —10:22.43 e
_n(4) _ 15.22.43 _ 1419 _ o
P(A) Tn(Q) 50498 1960 72%.
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b) o evento E: “pelo menos um é defeituoso” € oplementar do evento A: “os trés
sao perfeitos” (Qque € o mesmo que “nenhum é defmti. Logo,
P(E)=P(A)=1-P(A)=1-0,72398 = 0,27602.

Exemplo 5: (UERJ — 20090s baralhos comuns sdo compostos de 52 cartasddivid

em quatro naipes, denominados copas, espadase pauss, com treze cartas distintas de cada
um deles.

Observe a figura 18 que mostra um desses baralbggial as cartas representadas pelas

letras A, J, Q e K sdo denominadas, respectivamésitealete, dama e rei.

A2545678910JAK A2345678910JQK |
Z‘””“”“”ﬁ M-l-!-a--!-ulq-q-u,@
kmatl® | | )
ARE ||| 5
A23456789I0JQK A2 5456 789I0JQK
$40400000000448 | VVYYVVYVVYVVVY VL
I"i.'; ik
- M

Figura 18: Cartas de um baralH8.

Uma crianca rasgou algumas cartas desse baradison eartas restantes, ndo rasgadas,

foram guardadas em uma caixa.

A tabela 7 apresenta as probabilidades de re#ralessa caixa, ao acaso, as seguintes

cartas:
carta probabilidade
um re 0,075
uma carta de copas 0,25
uma carta de copas ou rei 0,3

Tabela 7: Probabilidade dos eventos em questio.

18 Fonte: Vestibular UERJ — 2009.
19 Fonte: Vestibular UERJ — 2009.
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Calcule o valor de n.
Solucéo:Como ha rei de copas em um baralho, esta cariat&rsecdo do conjunto das
cartas que sao reis e do conjunto de copas. Temos
P(AOB)=P(A)+P(B)-P(An B)

P(umrei ou copas) = 03= 3

10
P(umrei) = 0075= ER. 3
100C 40
P(uma copas) = 0,25 = é = l
10C 4
= P(umrei e copas) = — hi;M;i: n = 40
40 4 1C 40

Os exemplos anteriores, retirados de livros didatbu vestibulares, se utilizam
de aplicacBes da Teoria da Probabilidade em espgggsrovaveis, o que ndo necessariamente
é corriqueiro, dado que a maioria dos modelos ptesano dia a dia atuam sobre espacos nao-

equiprovaveis.

3.4.1 - Probabilidade em Eventos Equiprovaveis e Entos Nao-Equiprovaveis
Como visto anteriormente, ao destacar a aplicagiaafinicdo de probabilidade

conseguimos determinar que quando se faz o lan¢amemnima moeda, a probabilidade de sair
a face cara voltada para cima é%dede sair a face coroa e tambérrir.dhé no lancamento de
um dado honesto, ou ndo viciado, de seis facaglalpilidade de sair qualquer uma das faces
é%. Quando isso ocorre, dizemos que esses even®&mua mesma probabilidade de ocorrer,
Sao eventos equiprovaveis.

Definicdo. SejaQ = {ai, &, ..., @} um espago amostral qualquer e sejam B){a
P({az}), ..., P({a}) as respectivas probabilidades de cada um dostevelementares de.
Dizemos qué& é um espaco amostral equiprovavel se (aP({az}) = ... = P({a}), ou seja,
se todos os eventos elementares contido® éirerem a mesma probabilidade.

Teorema 6 SeQ = {ai, &, ..., @} € um espago amostral equiprovavel, entéo,

P{a}) =~ Vi €{1,2.,n}
Demonstracdo SeQ é um espaco amostral equiprovavel, temos, pelaicid de

probabilidade equiprovavel, que P{e= P({a2}) = ... = P({a}), e pelo Teorema 1, P = 1.
Logo,
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P{a}) ==, Vi €{1,2.,n}.
Teorema7. SejaQ = {as,a, ...,&} um espaco amostral equiprovavel, seja A um evento

contido en12 e sejam n(A) e ), respectivamente, o numero de elementos de Ax Hatéo,

n(4).

P(A)= )

Demonstracéo Por hipdtese, 6) = n. Logo,

n(4).
n(Q2)

P(A)=nN(A).- = P(A)=

Vejamos alguns exemplos da aplicacdo desses tesrema

Exemplo 1 Uma urna contém 15 bolas de mesmo tamanho e meassa numeradas
de 1 a 15. Uma bola é extraida ao acaso da urfaul€a

a) Qual a probabilidade de ser sorteada a bolaccoémero 13?

b) Qual a probabilidade de ser sorteada uma batauro nimero par?

¢) Qual a probabilidade de ser sorteada uma bafauwrn namero impar?

d) Qual a probabilidade de ser sorteada uma botantonero maior ou igual a 11?

Solucéao Observe que a urna possui 15 bolas e porfantél, 2, 3, ...,15}. Esse espaco

amostral € equiprovavel, portantdn(= 15 e, pelo Teorema 6, a probabilidade de atzda
bola ser retirada € igualfgt Sejam n(A), n(B), n(C) e n(D) o numero de elerosmte cada um
dos eventos pedidos no enunciado. Assim, pelo ek temos:

a) A={13}= n(A) =1 e P(A) =11—5=> P(A) = 0,067.

b) B={2, 4, 6, 8, 10, 12, 14% n(B) = 7 e P(B) =17E = P(B)= 0,467.

c)C={1,3,5,7,09,11, 13, 15 n(C) =8 e P(C) =18E = P(C)= 0,534.

d) C ={11, 12, 13, 14, 15% n(D) = 5 e P(C) =15E = P(C)=§ = P(C)= 0,33.

Exemplo 2:Uma urna contém 50 bolinhas, numeradas de 1 arb@.lddlinha é sorteada

aleatoriamente e observa-se o seu numero. Assumueltodas as bolinhas tem probabilidade
1 .- ~ . .
= de serem sorteadas, calcule a probabilidade deéocta de cada um dos eventos abaixo:

a) Sortear uma bolinha cujo niumero seja, simultaeete, multiplo de 3 e de 4.
b) Sortear uma bolinha cujo nimero seja multipl@ @& de 4.
c¢) Sortear uma bolinha cujo nimero ndo seja maltel 7.

Solucédo:Temox2 ={1, 2, 3, ..., 49, 50}, e 0s 50 eventos eleme#aao equiprovaveis.

66



a) Perceba que se um numero é simultaneamenteplmille 3 e 4, entdo é

necessariamente, multiplo de 12. Portanto, o evéesejado € A = {12, 24, 36, 48}. Assim,

temos: P(A)=— + — + — + — = = = 2 = P(A) = 0,08= P(A) = 8%
50 50 50 50 50 25

b) Sejam os eventos:

B: sortear um multiplo de 3 e C : sortear um migtie 4.

Entdo, B={3, 6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30,33 39, 42, 45,48}e C={4, 8, 12, 16,
20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48 }. Logo, pelo Teaemtemos:

16 8 12 6
P(B)_E_E e P(C)ZE_E
Agora, devemos observar queJBC € o evento desejado € BC é exatamente o0 evento

A. Entdo, pelo Teorema 4, temos:
2 12

8 6
P(AUB)=—+——= = 22 > P(AU B) = 0,48= 48%.

c) Considere o evento D: sortear um multiplo déntdo, temos:

D ={7,14, 21, 28, 35, 42, 49}. Portanto, P(E)57—0. O evento desejado é.[Entao, pelo

Teorema 5, P( =1 — % = g = P(DF) = 0,86.

Agora, vamos supor que um dado de seis faces fdecconado de forma que a
probabilidade de sair qualquer nimero € diretamenojgorcional ao numero da face retirada.
Observe que os seis elementos do espaco amosirafin&quiprovaveis, tendo em vista que,
por exemplo, a probabilidade de sair a face 2 telolwo de chances de ocorrer do que a face
1.

No lancamento desse dado, qual sera a probabildtageento A = “sair a face com o
namero 6 voltada para cima”? E do evento B = “famléada para cima é o numero 2"? E do
evento C = “face voltada para cima é o numero 5"?

Ao calcular a probabilidade teremos, respectivamdt(th) :2—61, P(B)= 22—1 e P(C)= %
Observe que esses eventos nao tém a mesma prohabille acontecer e sdo chamados de
eventos nao equiprovaveis. O dado do exemplo antérichamado de dado imperfeito,
desonesto ou viciado. Retornaremos mais tardeeaesssnplo para realizar um estudo mais
Minucioso sobre esses tipos de eventos.

E importante destacar que héa infelizmente umaesogcia do tratamento da
probabilidade no Ensino Basico por meio de espagusstrais equiprovaveis, em detrimento
dos problemas caracterizados por espacos amosé@igquiprovaveis, sendo estes 0s mais
frequentes na modelagem de problemas reais. Canvgsam-se 0s alunos a raciocinarem

sempre a probabilidade com a férmula “casos fawsasobre casos possiveis”, nao
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dissociando nunca a Probabilidade com a Analise lwtoria, 0 que € um desservico a
educacao para o aleatorio, ja que ha espacos amsdstitos e infinitos ndo equiprovaveis nos
mais diversos contextos cientificos.

Veremos mais a frente sugestdes de atividadesigoerem sobre espacos amostrais

nao equiprovaveis e podem naturalmente ser apacgiante as aulas do ensino medio.

3.5 - Probabilidade Condicional

Em Ciéncia, informacdo é o material mais precigge existe. Quanto mais
informagéo dispomos de determinados fendmenos, awaigados serdo nossos modelos e
nossos célculos de probabilidade. E nesse sentidosgrge o conceito de probabilidade
condicional: como reavaliar a chance de um evenbadkrer dado que sabemos que um outro
evento B ocorreu? Por exemplo, suponha o lancanaenton dado honesto, isto ,= {1, 2,
3, 4, 5, 6}. Seja 0 evento A = {2, 4, 6}, "cair néro par". Entdo, se nada soubermos sobre o

experimento, temos que

n _ 3

P(A) =n(n) T 6

=§= 0,5 = 50%.

Suponha agora que, tendo realizado o experimdgtegéra nos informe que um nimero
primo foi obtido. Assim sabemos que o evento B 7 32 5} ocorreu. Qual deve ser a
probabilidade agora de A ter ocorrido a luz desfarmacéo? Temos agora apenas 1 chance

em 3. Ou seja

1n(ANB) 1

P(A dado que B ocorreu) =P(A | B nE 3o 0,333 ... = 33,33%.

Assim a chance de A se reduz de 50% para 33,33%dqusabemos que um numero
primo ocorreu.

Utilizaremos a notacéo P(A | B) para significarababilidade da ocorréncia do evento
A aluz da informacédo de que o evento B ocorrese®te também que, em espacos amostrais

finitos e equiprovaveis, podemos escrever P(Addso

n(ANB) _ n(ANB)/n(2) _ P(ANB)

PAIB) == = Zeme — e

E no contexto de equiprobabilidade que podemodigastde forma mais intuitiva a
definicdo de Probabilidade Condicional, mesmo quee definicdo ndo dependa de espacos
amostrais equiprovaveis. Assim, temos a seguiriteickso:

Definicdo. Dados dois eventos A e B, a probabilidade coodalide A dado B € o

nUmerol%. Denotaremos essa probabilidade por P(A | B).MAsEmMos:
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P(ANB
P(A|B) =202,

Note-se que este numero so esta bem definido, rmtitemmente, quando

P (B) > 0.

A equacdo acima também pode ser escrita comoOFg}= P(B)x P(A | B).

Se P(A) > 0, temos também o seguinte resultadd: "PB)= P(A)x P(B | A).

Vemos ai a primeira grande oportunidade do profesmatematica de fazer os alunos
perceberem que em intersecdo de eventos, a adinastsociada é o produto de probabilidades,
podendo inclusive ressaltar que o resultado dasskiiw serd potencialmente inferior a cada
uma das parcelas, reduzindo assim a chance d&€ociarrja que exigimos a ocorréncia de dois
eventos ao mesmo tempo.

Vejamos agora algumas propriedades basicas daljlidhde condicional:

Teorema8. Sejad tal queP(A) > 0. Entao,

a) P(@]A)=0;

b) P(Q|A) =1;

c) 0<P(B|A)<1.

d) P((BUC)|A)=P(B|A)+P(C|A),seBNC=0.

Demonstracéo
_P@nA) _P@)_ 0 _
a) P@ |4) = P(A)  P(A) PQA) 0

P(QNA) _ P(A) _

b) P(@ | 4) = 2528 = 0 =

c) Como < P(A N B) < P(A), temos :

P(ANB) .
0 Swfl,OUSEJa@P(Bh‘l)Sl.

PABUONA) _PBAMVECAA) ~3moB N C =0, temos

d)P(BUC)|A)= P(A) P(A)

P(BNA)  P(CNA)

P((B U C) |4) = 2508 + I8

=P(B | A) +P(C | A).

A seguir, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1 Um avido fretado por uma operadora turistica dieas! Gerais partiu de
Belo Horizonte com destino a Natal, no Rio Grandédrte, com 140 passageiros. Durante o
V0o, cada turista respondeu a duas perguntas:

1) Ja voou antes?

2) Ja esteve em Natal?
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Os dados obtidos a partir das respostas dos passagecontram-se organizados no

quadro seguinte:

. Nao conhecia Natal 83 ‘ 22 | 105
. Ja conhecia Natal 23 12 | 35
Total 106 34 140

Tabela 8:Respostas dos passageffds.

Um passageiro € selecionado ao acaso e verifigaesele nunca tinha viajado de aviao.
Qual é a probabilidade de que ele ja conhecess¢™at

Solucda Nesse caso, a questdo fornece uma informaca@@éespeito do resultado
do experimento: “o0 passageiro nunca tinha viajadcaddo” o que € equivalente a “estar
viajando pela primeira vez”. Com isso, 0 numerccdsos possiveis que originalmente seria
igual a quantidade de passageiros se reduz a E38eMovo universo, que é o espaco amostral
reduzido, o nimero de passageiros que ja conhddedat é 23.

Assim, a probabilidade pedida é—-P120—36.

Esse numero expressa a probabilidade de a pessubhi@a conhecer Natal, sabendo
gue ela nunca havia viajado de avido. Vamos dermmial nimero de probabilidade
condicional e indica-lo por:

P(a conhecer Natal nunca tinha viajado de avido
E vamos ler como a probabilidade de a pessoa édagéhconhecer Natal “dado que”

ou “sabendo que” nunca tinha viajado de aviéo.

Do valor encontrado emd?%, podemos notar que:

« 23 corresponde ao numero de passageiros guivjarasn em Natal e estavam voando
pela primeira vez.

» 106 corresponde ao numero de passageiros quamopgla primeira vez. Temos,

entao:

20 Fonte: Matematica: Ciéncias e Aplicagdes, v.2.
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nimero de passageiros que ja
conheciam Natal
e voavam pela primeira vez
namero de passageiros que
voavam pela primeira vez

P( ja conhecer Natal | primeira vez de aviao) =

Analisemos agora a seguinte situacdo adaptadadatito livro texto Matemética vol.2
— Contexto e Aplicagdes (DANTE).

Exemplo 2 Os amigos Thiago, Leandro, Lucas, Pedro, Lucikaivég, Camila e Renata,
estdo reunidos para revelar seus amigos secratastewma confraternizacdo de final de ano.
Todos estdo sentados na sala, escolhendo queomegar. Thiago se dispde a ser o primeiro

a falar. Ele se levanta e vai para o0 meio da fddase primeiro momento, a chance de qualquer
um dos sete participantes sentados ser o amigetseatm Thiago é d;e

Solucda Matematicamente, a situagdo atual é a seguinte:

Espaco amostraf2 = {todos 0os 7 amigos} e assim)(= 7.

Evento A = {Luciana}, e assim, n(A)=1e P(A)E(%% %

Evento B = {Pedro}, e assimn(B) =1 e P( (%3)) —%.
Thiago comeca: “Meu amigo secreto € uma mulher€sg¢ momento, Pedro exclama

decepcionado. Ele sabe, mesmo que intuitivamenéeagartir desse momento a chance de um

dos homens ser o amigo secreto de Thiago € zermesmo tempo, a chance de Luciana, bem
~ 1 . . 1
como das outras trés mulheres, passou a sgrl:‘fksas probabilidades mencionadas, zefo e

séo probabilidades condicionadas a uma informagtia. A\ presenca dessa informagéo extra
modifica as probabilidades iniciais, pois ela migdifo espaco amostral.

Agora vamos definir os eventos existentes nessacsio:

M é o evento “0 amigo secreto de Thiago é mulhregiresentado pelo conjunto

M = {Luciana, Livia, Camila, Renata}.

A é 0 evento “0 amigo secreto de Thiago é Luciangdresentado pelo conjunto A =
{Luciana}

B é o evento “0 amigo secreto de Thiago é Pedapresentado pelo conjunto B =
{Pedro}

Quando os eventos A e B ndo estavam condicionad@nlauma informacao extra,

tinhamos P(A) = P(B) % como ja visto anteriormente.
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Mas agora, ambos estdo condicionados ao fato queokeu. Assim, devemos calcular
P(A|M)eP(B|M).

Intuitivamente, sabemos que P(A | M} = P(B|M)=0.

Note que, quando o evento M ocorre, 0 espaco aah@stssa a ser 0s elementos de M.
No caso, sdo as 4 mulheres. Assim, o numero decateside M é 4, ou seja, n(M) = 4. Para o
calculo de uma probabilidade condicional, é necassérificar se o evento esta ou nao contido
no novo espaco amostral. Pedro, que é homem, m@ampe ao conjunto M das mulheres. Ou

seja, BN M = @ e portanto n(BY M) = 0. Esse € o motivo pelo qual P(B | M) = 0.

n(BnM) _0

Assim, P(B | M) = oD

Luciana, por sua vez, pertence a M, ou seja,M = {Luciana} e n(AN M) = 1. Entao,

n(AnM) _1
nM) 4

Exemplo 3:Uma familia planejou ter 3 criancas. Qual € a abidlwade de que a familia

P(AIM) =

tenha 3 homens, ja que a primeira crianca que nashemem?

Solucéo:O nascimento de filhos é considerado um eventipemuavel. Assim, “nascer
homem” e “nascer mulher” tém a mesma probabilidkedecorrer.

Nesse caso, chamando M: mulher e H: homem, tethve§HHH, HHM, HMM, MMM,
MMH, MHH, HMH, MHM} = n(Q) =8

Evento A: a familia tem 3 homerss A = {HHH}

Evento B: a primeira crianca é homesB = {HHH, HHM, HMH, HMM}

ANB={HHH}; P(A N B) == P(B) == ==;
P(ANB) _
PB)

P(A[B)=

N R|o -
R

Exemplo 4: (VUNESP) Dois jogadores, A e B vao lancar um parda&dos. Eles
combinam que, se a soma dos numeros dos dados Aog&nha, e, se essa soma for 8, B é
guem ganha. Os dados séo lancados. Sabe-se quegamt@ou. Qual a probabilidade de B ter

vencido?
(A) =
(B) =
C) =
(D)=

Solucéo.0 espaco amostral do lancamento de dois dados gostonde 36 elementos.
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Evento A: “a soma € 5" ={(1,4), (4,1), (2,3), (B,2 assim, n(A) = 4.

Evento B: “a soma é 8" ={(2,6), (6,2), (3,5), (5,&,4)} e assim, n(B) = 5.

Os eventos “a soma é 5” e a “soma é 8” sdo disgyidgo ndo hé intersecao.
Se A néo ganhou, o espaco amostral ficara redyzc 36 — 4 = 32 elementos.

Logo, a probabilidade de B vencer sera: P(som&8 pcorre soma 5)%.

Exemplo 5: (UFRGS) As méaquinas A e B produzem o mesmo tipgatafuso. A
porcentagem de parafusos defeituosos produzidggeectvamente, pelas maquinas A e B é de
15% e de 5%. Foram misturados, numa caixa 100ysarafproduzidos por A e 100 produzidos
por B. Se tirarmos um parafuso ao acaso e elesfeitdoso, a probabilidade de que tenha sido
produzido pela maquina A é de:

(A) 10%

(B) 15%

(C) 30%

(D) 50%

(E) 75%

Solucéo:Observe a tabela 9 com a distribuicdo dos paraiysasto a maquina que o

produz e quanto a ser defeituoso ou néo:

Migquina A Miguina B Total
Defeituoso 15 5 20
Nio defeituoso 85 95 180
Total 100 100 200

Tabela 9: Distribuicdo dos parafusos.

A caixa possui um total de 200 parafusos, log®) = 200.Sabemos que ha 15% de 100
parafusos defeituosos da maquina A e 5% de 10@ugsamdefeituosos da maquina B, o que é
igual a 15 e 5, respectivamenBortanto, existe um total de 20 parafusos defeitidomo
temos o conhecimento de que o parafuso retiraddeituloso, o espaco amostral fica reduzido
de 200 para 20. Logo,
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P(A | defeituoso) = % = Z - 75%.

O Teorema a seguir generaliza a regra do prodatg@rdbabilidades para
intersecdes de eventos:
Teorema 9 (Teorema do ProdutoseP(A1 N A2 N ... Ax) #0, parak =1, 2,.n - 1,
entdo temos
P(A1 N A2 N ... An) = P(A1).P(A2|A1).P(A3|A1 N A2)... P(An]A1 N A2 N ... An-).
Demonstragdo Para dois conjuntod: e A2 a formula € valida, pois coincide com a
definicdo de probabilidade condicional. Para tr&neosAs1, Az e Az, temos:
P(A1N A2 N A3) = P(A3| A1 N A2) . P(A1 N A2) =
P(A1 N A2 N As) = P(A3 | A1 N A2) . P(A2 | A1) . P(A1).
Paran > 3, o raciocinio € semelhante, e usa-se o PrindInducdo Completa.

Exemplo 6: Em uma urna existem 10 bolas idénticas, sendorelbas e 6 azuis.

Figura 19: Urna com 10 bola&

Retirando-se aleatoriamente 2 bolas dessa urnké @uarobabilidade de sairem 2 bolas

vermelhas?

Solucéo Retirar 2 bolas equivale a retirar uma de cadasem reposicao. Assim, para
a primeira retirada, temos P(A)I%. A segunda retirada € condicionada a retiradaideepa,
que ja ocorreu. O espaco amostral agora é de 9,ls@ado 3 vermelhas e 6 azuis. Entéo,
P(B|A) ==

P(ANB)=P(A).P(B|A)==.2==.

Exemplo 7: (UERJ — 2018inco cartas de um baralho estdo sobre uma mesgiem

duas delas sdo Reis, como indicam as imagens.

21 Fonte: Matematica: Contexto e Aplicacées. V.2.
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Figura 20: Cinco cartas sobre a meZa.

Vi

Apéds serem viradas para baixo e embaralhadas, ess@a retira uma dessas cartas ao
acaso e, em seguida, retira outra. Calcule a pilatste de sair Rei apenas na segunda retirada.
Solucéo:O total de cartas determina o espaco amostral,i@p= 5.

O evento A: “ndo sai um rei na primeira retiradgl/Ax 7, 10} e n(A) = 3. Assim,

P(A) =

3
5

Entretanto, a segunda retirada é condicionadaradatda primeira, que ja ocorreu. O
espaco amostral agora é de 4 cartas.

Seja 0 evento B: “sai um rei ha segunda retiradlsSim, tendo em mente que n(BA)
=2en(A) =4, temos
1

2

Portanto, pelo Teorema do Produto, segue que alpifmade pedida é:
P(ANB)=P(A).PB|A) 2o ==

Exemplo 8: Sabe-se que 80% dos pénaltis marcados a favoradil Bao cobrados por
jogadores do Flamengo. A probabilidade de um péseitconvertido € de 40% se o cobrador
for do Flamengo e de 70% em caso contrario. Umlpéndavor do Brasil acabou de ser
marcado:

a) Qual a probabilidade do pénalti ser cobrado yorjogador do Flamengo e ser
convertido?

b) Qual a probabilidade do pénalti ser convertido?

Solucéo:

22 Fonte: Vestibular UERJ — 2018.
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a) A probabilidade desejada é:

P('cobrador édo Flamengo"e "pénalti é convertido” = P (FN C).
F C
Pelo Teorema do Produto:
P(FNC) = P(F).P(C|F)=0,80,4 =0,32.

b) Note que, do enunciado, apenas sabemos as prdadesi condicionais do

pénalti ser convertido, dado que o batedor sefdamengo ou pertenca a um outro clube. Para
fazer uso dessas probabilidades condicionais, demmos o evento C: "o pénalti é convertido”
na unido de dois eventos disjuntos: "o cobradoo d-ldmengo e o pénalti é convertido”,
representado pd¥n C e "o cobrador ndo é do Flamengo e o pénalti é cbdokrepresentado
porFN C.
Isto é:
C = (MC)u (FNC).
Logo
P(C) = P(RC) + PENC).
Cada uma das probabilidades do lado direito padeaseulada com auxilio do Teorema
do Produto.
P(FN C)=P(F).P(C|F)=0,80,4=0,32;
PFNC) = PF).P(C|F)=0,2.0,7 = 0,14.
Logo,
P(C)=0,32 + 0,14 = 0,46.
Uma forma pratica de resolver problemas como estea@rer ao diagrama de arvore.
Tais diagramas séo Uteis sempre que 0 experiméeavdao possua diversos estagios. O

diagrama apropriado para o problema em questadcérdafigura 21.
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Figura 21: Diagrama de arvore da cobranca de pérfltis.

Os numeros em cada ramo representam as probabgidazhdicionais do evento
associado ao final do ramo, dado a sequéncia adcsvgue nos conduziu ao inicio do ramo.

A decomposicdo do evento "pénalti € convertido" erantos disjuntos € feita, no
diagrama, tomando-se todos os caminhos sobre aeacye levam a este evento. A
probabilidade correspondente a cada caminho éladicusando o Teorema do Produto.

Desta forma, temos novamente:

P(C)=0,80,4+0,20,7 =0,46.

Exemplo 9 (ENEM — 2017) Um morador de uma regido metropoattem 50% de
probabilidade de atrasar-se para o trabalho quelmolee; caso ndo chova, sua probabilidade de
atraso é de 25%. Para um determinado dia, o sedecmeteorologia estima em 30% a
probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regiao.

Qual a probabilidade de esse morador se atrasaropservico no dia para o qual foi
dada a estimativa de chuva?

a) 0,075

b) 0,150

c) 0,325

d) 0,600

e) 0,800

Solucéo:

23 Fonte: Andlise Combinatoria e Probabilidade.
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Ele pode se atrasar chovendo ou ndo. A probabdidath a soma dessas probabilidades
condicionais, portanto:
P(atrasa|choveu) = 2 iz —
10 2

7

P(atrasa|néo choveu) = m .i m

P(atrasa) = 23_0 + % = E = 0,325.

Exemplo 1Q Jodo, ao partir para uma viagem, ficou de enuiacartdo postal para sua
mae. Sabemos que a probabilidade de que ele emaetdo € igual a 70%. Além disso, a
probabilidade de um cartdo postal se extraviaré.10

a) Qual é a probabilidade de que a mae de Jodbarece cartdo postal dele?

b) Se ela ndo receber um cartdo de Jodo, qualrébahilidade de que ele o tenha
enviado?

Solucéa Sejam os eventos:

A: “Jodo enviar o cartdo”. Logo P(A) = 70% = 0,7.

B: “O cartdo néo se extraviar”. Logo P(B) = 100%0% = 90% = 0,9

Temos:

+  Extraviar

S

i Nio extraviar i

e e e e 8 R e o S S

Mao enviar o cartdo

Figura 22: Diagrama de arvore da entrega do cartéo.

a) O evento desejadddé B. Entéo, temos?(A N B) = P(A). P(BJA) =0,7.0,9 =0,63.

B) A mae pode néo receber o cartdo em dois casés:nfio envia o cartdo ou Jodo envia
e o cartdo é extraviado. Dessa forma, vamos caasifls\B)° o evento em que a mae de Jo&o
n&do recebe o cartdo, assim a probabilidade de anéwdiesceber o cartdoP§(ANB)C) = 1 -
0,63 = 0,37. A probabilidade de ndo receber o cgrtd ndo ter sido enviado é 1 - 0,7=0,3 e
a probabilidade dela ndo receber o cartdo poradh extravio € P(A(ANB)®) = 0,1.0,7 =

0,07. PortantoP(4 | (ANB)°) =22 =~ = p(A/D) = 0, 19.

0,37 37
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Os exemplos apresentados anteriormente poderiameseralizados através de dois
resultados: dlreorema da Probabilidade Totale o Teorema de BayesAo generalizar a
probabilidade condicional através do Teorema deeBapdemos expressar essa probabilidade
em termos de outras probabilidades condicionais.

Teoremal0. (Teorema da Probabilidade TotalSeAs, Ao, ... ,Ax, tais queP(41) > 0,
P(A2) >0, ... ,P(4x) > 0, formam uma particdo do espago amostral, iss@@disjuntos dois a
dois e sua unido devolve o espaco amostral, coefarfigura 23, e sB € também um evento,
entao

P(B) =P(A1) . P(B | A1) + P(A2) . P(B | A2) + ... +P(An) . P(B | An).

Figura 23: llustracdo da situa¢c&o do teorema

Demonstracdo Temos que:
B=@A1NB)U(A2NB)U ..U AN B)=
P(B)=P(A1NB)+P(A2NB) + ... +P(An N B) =
P(B) =P(A1) . P(B | A1) + P(A2) . P(B | A2) + ... +P(Axn) . P(B | An).
Teorema 1l. (Teorema de BayesNas condicdes do teorema anterior,P§B) > 0,
entdo, paratodhi=1, 2, ..n, temos:

P(A;). P(B|A))
P(A;). P(B|A)+ ..+ P(Ay). P(B|Ay) °

P(Ai |B) =

Demonstragéo Temos que:

P(Bn Ai) — P(Ai) . P(B| Ai)

P(Ai|B) = =0 )

Usando o resultado obtido no Teorema da Probabtididatal, chega-se a férmula dada.
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Exemplo 11 Em dias sem chuva, 10% dos acidentes que ocamenma rodovia sao
caracterizados como acidentes graves, enquantoasnc@m chuva esse percentual € 5 vezes
maior. Admita que a probabilidade de chover em ungdalquer seja igual a 40% e que o0s
eventos "chover em um dia" e "acidente grave neskasia" sejam independentes. Dado que
em um determinado dia houve um acidente grave medsaia, qual é, aproximadamente, a
probabilidade de que tenha chovido?

Solucéao Usando o Teorema de Bayes, temos:

P(choveu | acidente grave) =

P(choveu) . P(acidente grave | choveu)

P(choveu) .P(acidente grave | choveu) + P(nido choveu).P(acidente grave | ndo choveu )

0,4.0,5 _20
0,4.05 +06.01 26

= P(A|B) =

% = P(A | B) = 0,769= 77%.

Exemplo. Imaginemos que o teste de mamografia se comgarseguinte forma:

. 1% das mulheres tém cancer de mama (portanto, 8@%em)

. 80% das mamografias detectam o cancer quando &t gportanto, 20%
falham)

. 9,6% das mamografias detectam o cancer quandaelexmste (portanto, 90,4%

retornam corretamente um resultado negativo)

Em uma tabela, temos:

Teste Positivo 80% 9,6%
Teste Negativo 20% 90,4%

Tabela 10:Teste de mamograffd.

Dadas todas essas informacfes, imagine que vaaéeeeteu ao teste de mamografia
e esse teste apresentou um resultado positivos@&aias chances de realmente se ter cancer,
dado que o teste deu positivo?

Solucéo: Se o teste é positivo, logo direcionamos a nogkeagado a linha de cima da
tabela 10.

Sejam os eventos A: “ter cancer’s: Ando ter cancer” e B: “teste deu positivo”, entao

24 Fonte: https://www.voitto.com.br/blog/artigo/tenra-de-bayes.
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P(A | B) = probabilidade de ter cancer dado questetdeu positivo.

P(B | A) = probabilidade de testar positivo dade tgm cancer. Essa é a chance de um
positivo verdadeiro, que é 80%.

P(A) = probabilidade de ter cancer = 1%.

P(A®) = probabilidade de n&o ter cancer = 99%

P(B | A°) = probabilidade de testar positivo dado que séodancer, que € 9,6% nesse
caso.

Como os testes ndo sado totalmente confiaveis, tgaesm teste pode dar positivo tanto
se a mulher tiver cancer como se nao tiver. Esssslplidades sdo exatamente P(B | A) e P(B
| AS). Assim, temos que P(B) € igual a:

P(B) =P(B|A).P(A) + P(B|A%).P(A%)
Logo, para determinar a probabilidade de se tecezamlado que o teste deu positivo

temos:

P(A). P(B |4)
P(B|A). P(A)+P(B | AC) . P(AC)’

P(A|B) =

Substituindo os valores, temos:

0,01. 0,8
P(A|B) = ~ 0,078.
0,01. 0,8 +0,99. 0,096

Ou seja, a probabilidade de se ter cancer de madmglue a mamografia deu positivo
é de apenas 7,8%.

Intuitivamente temos a impressédo de que o valda seuito maior, porém a grande
questdo € a influéncia que a porcentagem de pegg®a®id0 possuem cancer exerce na

probabilidade. A diferenca é que a cada 100 pesgmass 1 tem a doenca.

3.6 - Eventos Independentes

Independéncia € um conceito fundamental em Protatid e Estatistica, jaA que muitos
dos modelos utilizados na Estatistica supdem ohgées de varidveis aleatérias independentes.
Diremos que dois eventos A e B sdo independergesirdormacao a respeito de que um deles
ocorreu nao altera a probabilidade de o outro ecoou seja, a informacao dada nao contribui
para a reavaliacdo do outro evento dado. Assinggarseguinte definicao:

Definicdo (Eventos Independente3 Dois eventosd e B sdo chamados de eventos
independentes, se

P(A|B) =P(A) eP(B |A) = P(B).
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Vejamos um exemplo para ilustrar esse fato.
Exemplo 1 Considere o lancamento de dois dados honestosrdg distintas. Seja A o

evento “sair 2 no 1° dado” e B o evento “sair 2Aaado”. Observe que @f = 36.

A={(2, 1), (2, 2), (2 3), (2 4), (2,5), (2)6Entd0 n(A) = 6, e P(A) é% =%
B ={(1,5), (2, 5), (3,5), (4, 5), (5, 5), (6)5gntd0 n(B) = 6, e P(B) % :%
ANB ={(2,5)} = P(ANB) =

_P@AnB) _ 3 1

PEIA=Sw =T =5

mIch\lH

Assim, P(B)=P(B | A) % ou seja, a probabilidade de “sair 5 no 2° dadw'foi afetada

pelo fato de “sair 2 no 1° dado”, ou, ainda, a ptolidade de ocorrer B ndo dependeu da
ocorréncia de A.

Um erro muito comum entre os alunos é associarpem#encia com disjuncédo de
eventos, interpretando erroneamente que se A eBns@pendentes, entio A B = @. E
justamente o contrario que se da, ou seja, 6eBA= @, entdo A e Bhdo sdo independentes (a
menos que um deles tenha probabilidade zero). fisacglaro se pensarmos que, se P (&) =

>0eP (B)=>0,comAN B =0, entdo

P(ANB) _ P(@®) _ 0

PIAIB) == G P(B) ~ P(B) ¢

=0+p=P(A).

Assim P(A | B)# P(A), o que prova que A e 80 sdo independentes.

Outra maneira de justificar esse fato € pensarsquk e B sdo incompativeis, entdo se
B ocorre a probabilidade de A ter ocorrido é irexéimente nula, o que reduz a probabilidade
inicial de A ocorrer a zero. Assim, para que doisnéos de probabilidade positiva sejam
independentes, € necessario que eles tenham algoreum, do contrario serdo dependentes.

Teorema 12. (Probabilidade da Interseccao de Eventos Independezg) SeA e B
sao dois eventos independentes, entao:

P(A N B)=P(A).P(B).
Demonstracdo SejamA e B dois eventos independentes. Entéo, decorre inasaksite

da definicdo de probabilidade condicional que

P(B N A)

P(A) = P(AN B)=P(A).P(B | A).

P(B| A) =

Consequentemente, decorre da definicdo de evertependentes que
P(AN B)=P(A).P(B|A) =P(A).P(B).

Vejamos algumas propriedades importantes:
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P1) Eventos de probabilidade zero ou um, sdo indepgentes de qualquer outro

Se P(A) =0= P(AN B) =0 e A e B sdo independentes, pois R(B) =0 = 0.P(B)
=P(A). P(B).

Se P(B) = 1, entdo P(A B) = P(A) — P(AN B®) e, como P(AN B¢) < P(B°) = 0,
temos P(AN B®) =0 e P(AN B) = P(A) — 0 = P(A) = P(A)1 = P(A). P(B).

Logo A e B sao independentes.

P2) Se AN B = @, entdo A e B ndo sado independentes, a nop®sim destes tenha

probabilidade zero.

Exemplo 2:Considere o langcamento de um dado honesto e ossEpeventos e vamos

supor 3 eventos nomeados por A, B e C, de forma que

A:*o resultado € primo” = {2, 3, 5}, tal qual P(AT)%

B:"o resultado € menor do que 3" = {1, 2}, tal qi4B) :g

C:"o resultado € um multiplo de 2” = {2, 4, 6}, talal P(C) =;—

Os eventos A e B e também os eventos A e C, oéorgmultaneamente quando o
1
-

Ao comparar estes valores com os produtos das lpliolaaes individuais temos que 0s

resultado do langcamento for 2. Segue-se quePB)=P(AN C) =

eventos A e B serdo independentes se(B)A&= P(A). P(B). Como P(AB) =% e P(A). P(B)

:% . § = % entdo comprovamos o fato de A e B serem indepeasle

Para que A e C sejam independentes, devemos tét@®)(A P(A). P(C), porém a
probabilidade de P(AY C) = %, enquanto P(A).P(C) %% = %. Logo como P(AN C) #
P(A).P(C), os eventos A e C ndo sao independentes.

Exemplo 3 Um jogador deve enfrentar, em um torneio, dotsosuA e B. Os resultados
dos jogos séo independentes e a probabilidadeantegde A e de B sé;cceg respectivamente.

O jogador vencerd o torneio se ganhar dois jogoseamutivos, de uma série de 3. Que série de
jogos é mais favoravel para o jogador: ABA ou BAB?

Solucéa A probabilidade de o jogador vencer se escollpmaeira série ABA é:

. Ganha de A e ganha de B;

. Perde de A, ganha de B e ganha de A.

Assim:

10
27"

wlkr
wiN
+
w N
wN
(ISl T
1
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Agora, a probabilidade de o jogador vencer sellesca segunda série BAB é:
. Ganha de B e ganha de A;

. Perde de B, ganha de A e ganha de B.

Assim:

f112_38
3 3 3 27

wiN
SN e

Ou seja, a primeira série € mais favoravel. O sori@ que seguindo um pensamento
intuitivo acreditamos que esta deveria ser uma seais complicada pelo fato de existir dois
confrontos com o adversario de menor chance deav{iidversario A). Entretanto, o que ocorre
€ que 0 jogo com A na segunda série é decisivoagnguue na primeira série, o jogador tem
duas chances para derrotar A.

Exemplo 4: (Enem PPL 2015) No préximo final de semana, unpgrde alunos
participard de uma aula de campo. Em dias chuvastss de campo ndo podem ser realizadas.
A ideia é que essa aula seja no sdbado, mas,iw&r ebiovendo no sabado, a aula sera adiada
para o domingo. Segundo a meteorologia, a prolablidi de chover no sabado é3d% e a de
chover no domingo € de5%.

A probabilidade de que a aula de campo ocorra nurdy € de:

a) 5,0%

b) 7,5%

C) 225%

d) 30,0%

e) 75,0%

Solucédo: Para que a aula ocorra no domingo é necessarich@ no sabado e néao
chova no domingo. Assim, pode-se escrever:

P(choverssy,) = 0,30.

P(choveryy,) = 0,25.
P(né&o chovery,,) = 1 — P(chuvagym) = 1 — 0,25 = 0,75.
P(chovergs,) x P(néo chovergy,) = 0,30 x 0,75 = 0,225 = 22,5%.

3.7 - Probabilidade Binomial

Consideremos agora experimenosle existem dois possiveis resultados: cara @acor

sucesso ou fracasso, item defeituoso ou item nEdueEso, e muitas outras dualidades. Por
exemplo:
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1) Lancamos uma moeda honesta, cara e coroa,nenaesi a face cara como sucesso e
a face coroa como fracasso.

2) Observamos um semaforo de duas cores, vermeleale, e definimos verde como
sucesso e vermelho como fracasso.

3) Em uma linha de producao de pecas, sorteamoslel@as e definimos sucesso como
a peca selecionada nao ser defeituosa e fracagspapeca selecionada ser defeituosa.

Suponha que esses experimentos possam ser repetidosieterminada quantidade
finita de vezes, de forma independente, todos aamesma probabilidade de sucesso e de
fracasso em cada tentatica, e desejamos obter umralespecifico de sucessos. Qual € a
probabilidade de isso ocorrer? Em outras palawgaal € a probabilidade de obtermos k
sucessos em n tentativas, com kN, 0<k<n?

Teorema 13. (Teorema Binomial)A probabilidade de ocorrerem exatamente k
sucessos em uma sequéncia de n experimentos gimaispendentes entre si, com k€ N, 0
<k <n, naqual a probabilidade de sucesso em cadairmamto é p, é dada por:

P=(}).p".(1-p) "

Demonstracdo A probabilidade de nessas n provas obtermos lessos e, em
consequéncia, n - k fracassos em uma ordem prévdesela, por exemplo, 0s sucessos na k
primeiras provas e os fracassos nas demais:

SSS...SSS FFF...FFF

kvezes n—kvezes

M-

p.p.p.p...p.p.p.(1=p)...(1 —p) =p*. (1 —p)*7¥,

kfatores n—kfatores

pois as provas sao independentes.

E claro que, em outra ordem, a probabilidade serisma pois apenas a ordem dos
fatores se alteraria. A probabilidade de obtermsisdessos e n - k fracassos em qualquer ordem
ép*.(1—p)"* multiplicado pelo nimero de ordenagdes possiveisé(};) (para escolher
uma ordem basta escolher em quais das n provae@mos k sucessos).

Em particular, se 0 sucesso e o fracasso sédo egaimis, temos:

P60 =P

Exemplo 1: (ENEM — 2009) O controle de qualidade de uma esgpfabricante de

telefones celulares aponta que a probabilidade rdeaparelho de determinado modelo

apresentar defeito de fabricacdo éojdes. Se uma loja acaba de vendemaparelhos desse
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modelo para um cliente, qual é a probabilidadesgde eliente sair da loja com exatamente dois
aparelhos defeituosos?

a)2.(0,2%)*.

b) 4.(0,2%)>.

€) 6.(0,2%)? x (99,8%)2.

d) 4.(0,2%).

e)6.(0,2%) x (99,8%).

Solugcéo Queremos saber a probabilidade de obter doiekwoar defeituosos e dois
aparelhos em bom estado, ou seja, dois sucessis featassos. Entéo,

P(aparelho com defeito) = 0,2%.

Como a questéo é dividida em sucessos e fracdssuss que o0 evento “aparelho sem
defeito” é complementar do evento “aparelho coneit®Ef assim:

P(aparelho sem defeito) = 100% — 0,2% = 99,8%

Logo,

P = (3).(0,002)%.(0,998)% = 6.(0,002).(0,998)2.

Exemplo 2: (ENEM - 2017) Numa avenida existem 10 semaforos.cAusa de uma

pane no sistema, os semaforos ficaram sem corttuodte uma hora, e fixaram suas luzes

unicamente em verde ou vermelho. Os semaforos doaci de forma independente; a
o 2 pal
probabilidade de acusar a cor verde egtdaea de acusar a cor vermelha e,;dblma pessoa

percorreu a pé toda essa avenida durante o peaféoplane, observando a cor da luz de cada um

desses semaforos.
Qual a probabilidade de que esta pessoa tenhavaldseexatamente um sinal na cor

verde?
) =
(B) iZ
© Iz
D) %
E) =

Solucéo Queremos saber a probabilidade de obter um daebr verde e nove da cor

vermelha, ou seja, um sucesso e nove fracassarizeforma, ndo faz diferenca a escolha de
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guem representa o0 sucesso e o fracasso ja quesdregpto sO possui dois resultados. Entéo,
calculando:

1 10-2

39 - 310 °

P=(9) () =10

wIinN

3.8 - Probabilidade Geométrica

Ha um caso peculiar em Probabilidade em que o espapstral seja infinito e ndo
enumeravel e ainda assim podemos fazer um apeatoraito Classico de Probabilidade: a
Probabilidade Geométrica, em que as probabilidadesbtidas por razdes de area, volumes,
etc.

Esta secdo visa abordar a probabilidade de umairan@ muito explorada nos
problemas classicos encontrados em livros didatiEogretanto, a forma de aplicar essas
probabilidades se assemelha a definicdo Laplac@unaeja, através de uma razdo entre o
namero de casos favoraveis e 0 numero de casolvgissgxceto que aqui 0S casos possiveis

estdo num conjunto infinito e ndo enumeravel deltagos.

“Quando selecionamos um ponto ao acaso em uma pirte
plano, é razoavel supor que a probabilidade do posélecionado
pertencer a uma certa regido seja proporcional agdessa regido.”

(MORGADO & CARVALHO, 2013, p.166).

O interessante dessas aplicacdes geométricas @abfiidade € a capacidade de
quantificar os termos dessa razdo em funcao desatesida geometria, sejam eles da geometria
plana, espacial ou analitica. Vejamos alguns exssngue abordam essas aplicacbes de

probabilidade na geometria.

Exemplo 1: (ENEM - 2001) Um municipio dé28 km? é atendido por duas emissoras

de radio cujas antenas A e B alcangam um raio kie 8@ municipio, conforme mostra a figura
24:
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10km A

Interbits®

Municipio

10 km

Figura 24: Representacdo de um municipio.

Para orcar um contrato publicitario, uma agénagipa avaliar a probabilidade que um
morador tem de, circulando livremente pelo mun@ipncontrar-se na area de alcance de pelo
menos uma das emissoras.

Essa probabilidade é de, aproximadamente,

a) 20%.

b) 25%.

c) 30%.

d) 35%.

e) 40%.

Solucéo:

10km A 10 km

Interbits®

unicipio 10 km

o] T

10km B

Figura 25: Representacdo de um municiffio.

O espaco amostral é formado por todos os pontsspkficie em que o morador pode
circular pelo municipio. No entanto, como os postsdistribuem uniformemente na superficie,
levaremos em consideracéo a area total. Assim,

Q: ‘pontos da superficie do municipio” e€g§(= 628 km2 é a area do municipio.

25 Fonte: Enem — 2001.
26 Fonte: Enem — 2001.
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Considerando os dois setores juntos tém-se um gentecde raio igual aokm Esse
semicirculo representa a area em que um moradorceatra na area de alcance dessa emissora
e, portanto, representa 0s casos possiveis. Assim,

“z . " 102

Evento A: “area de alcance da emissora’ e 8(35«-)2—= km2,

Portanto, a probabilidade geométrica sera dada por

. 102

P =—2—=10,25=25%.
628

Exemplo 2: (ENA — PROFMAT 2018) Escolhendo ao acaso trés veértices de um

hexagono regular, qual a probabilidade de se foomareles um tridngulo equilatero?
(A) =
(B)+;
©)
(D)<
B3

Solucéo:

2 3

Figura 26: Hexagono regular.

Indicamos por 1, 2, 3, 4, 5 e 6 0s vértices consamide um hexagono regular. O
namero de elementos do espaco amostral € dade 5' 5 = 20.

Para se obter um triangulo equilatero temos 2 piisisides: 1, 3, 5 ou 2, 4, 6.
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Portanto a probabilidade e igu&zlzz)a: %

Cabe ressaltar que esse exemplo, apesar de reldciargeometria plana, ndo configura
um caso de probabilidade geométrica visto que tagem de vértices € determinada por um

espaco amostral finito.

Exemplo 3: (FGV - 2012)Considere, no plano cartesiano, o pentagono ABGIRE,
vértices A(0, 2), B(4,0), C@2+ 1, 0), D(2t + 1, 4) e E(O, 4).

Y
A

T T T T T T T F X
0 B C

Figura 27: Poligono formado no plano cartesiano

Escolhendo aleatoriamente um ponto P no interiss@&@entagono, a probabilidade de

que o angulo BB seja obtuso é igual a
(A) <
(B);
C) =
(D)=
(E)=

Solugéo: Para que o anguloPB seja obtuso, é necessario que P seja um ponto no

interior do semicirculo de diametro AB, contidopentagono ABCDE, conforme a figura 28:

27 Fonte: Vestibular FGV — 2012.
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-
a8
X

C

Figura 28: Triangulo obtusangulo no pentagono ABCHE.

Desse modo:

A area do semicirculo de diametro AB é dado por

2
1 dap\?_1 V2z4a?\"
E'T[' T —E.ﬂ.

1 20 51
== .7 .— — u.a
2 2 4 2
E a area do pentagono ABCDE ¢ igual a
2n+ 1+ 2 -3
2.2r+ 1)+ > 2=4n+2+4m -2 =8nu.a.

Logo, a probabilidade é

51T
P :z = i
8T 16
Exemplo 4: (Espcex - 2014 adaptadafonsidere as equacdes de nove retas distintas
do plano cartesiano:

r:y = 3x—2 :3x+y+1 =0 r3:—x—3y+1=0
1

r4:y=—§+§ r5:3x + 9y +2 =0 Te:y = —3x+7

r;:6x+2y+4=0

x
1g: —3x—y—9=0 4

iz +==0
3 "2
Sorteando aleatoriamente e sem reposi¢cédo duasiestsa lista, a probabilidade de obter
duas retas cuja intersecdo € um conjunto nao ¢azio
3
a) 0"

1
b) "

1
C) >

28 Fonte: Vestibular FGV — 2012.
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Solucda Um par de retas em que a intersecdo € um conjuamo possui,
obrigatoriamente, os mesmos coeficientes anguéadierentes coeficientes lineares. Como a
equacao da reta na forma reduzida & mx + n, comm sendo seu coeficiente angulan e

sendo o coeficiente linear, observe as transforegpara a forma reduzida de cada uma das

retas acima,
. _ 1 _1
rn-m=3en; =-2 r,:m, =-3en, =-1 T3imz=—-eng=:
. _ 1 _1 , _ 1 _ 2 )
Ty =—-en, =3 TsiMs = —Z€ns =—¢ Te-Mg =-3€ng =7
2
r;im; =-3en, =-2 rg: mg = -3 eng = -9 rg:m9=—§en9=2

Pares de retas em que a interse¢do é um conjuito maery, 1, €1y, 1, €rg, 13 €75,
T4 €15,7g €17, 7g €T3, 17 €T3.

Dos(C,, = 36 pares de retas que podemos formar, em 8 deles fganes de retas sem
alguma intersecdo. Logo, a probabilidade de forroarpares de retas com alguma intersecao e

24 _2

36 3’

E importante deixar claro que esse trabalho depdadena base solida no campo da
Teoria das Probabilidades e que esse capitulo almorlie grande parte dos livros didaticos
expbe para os alunos: a nocdo de probabilidade spaces amostrais equiprovaveis. No
proximo capitulo discutiremos exemplos de aplicagise probabilidade em espacos amostrais

nao-equiprovaveis em razao desse modelo se amederforma mais recorrente no cotidiano.
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4. Explorando a Nao-Equiprobabilidade de Eventos ndEnsino
Béasico

Apesar de ndo ser comum em livros didaticos owedrde exemplos dos professores
muitas vezes um espaco amostral pode ser defindizienos de uma relacéo de eventos néo
equiprovaveis. Devemos refletir gue uma enormegh@idos eventos probabilisticos existentes
no cotidiano ndo € equiprovavel e, desta maned@ssitamos nos responsabilizar pelo desafio
de integrar os conceitos de ndo-equiprobabilidad@linosO objetivo deste capitulo é sugerir

exemplos que se utilizam de conceitos da nao-eshapilidade para auxiliar na necessidade

de reflexdo sobre a inclusdo desse tépico na eshdida sala de aula.

4.1 — Espaco Amostral Nao-Equiprovavel

O espaco amostral de um experimento aleatoria aisteriormente, € um conjurgb
contendo todos os possiveis resultados do expeonmeas nao ha necessidade de que este seja
minimal, essa € uma das convic¢des equivocadaaldiogs. De acordo com a perspectiva da
Teoria da Medida, pode-se construir diferentes@spamostrais para um mesmo experimento,
desde que todos contenham os resultados pos#{gsiB), se 0 experimento consiste em lancar
um dado e observar a sua face superior, podemdy ter{l, 2, 3, 4, 5, 6},Q, = N ou até

mesmo,Q; = (0, 1) como espacgos amostrais legitimos pam egserimento. Em todos eles
basta atribuir a probabilidade él@ara os pontos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 e probabilidadi para os

demais pontos se houver.

Um espaco amostral para o qual pelo menos um etertesn mais ou menos chances
de ocorrer do que outros é dito ndo-equiprovaveh pbssivel exemplo € considerar o
experimento "jogue dois dados regulares e adicomneesultados”. O espaco amostral desse
experimento é descrito pelo conjunto

Q={2,3,456,7,8,9,10, 11, 12}.

Observe que os elementos deste conjunto ndo s@or@gveis em virtude de, por
exemplo, existirem trés diferentes combinacdes ga@bter uma soma 4, que sao os pares (1,
3), (3, 1) e (2, 2). No entanto, apenas o lancam@ntl) nos d4 a soma 2.

Uma outra maneira de pensar a respeito da constrdedespacos amostrais nao-
equiprovaveis € observarmos o lancamento de umeananeseda, de forma consecutiva, 2
vezes. Neste caso, vamos determinar o espaco ahuesttois modos diferentes, dentre outros

possiveis. O primeiro é defini-lo cora = {0 cara, 1 cara, 2 caras} e o segundepé& {(cara,
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cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, chriaje nosso conhecimento que a probabilidade

. . 2 . 1 1
para o resultado da face superior nos dois lancsieser cara € equwaler%ex S =T O

mesmo pode-se dizer para qualquer um dos eventespa@go amostr&l,, tendo em vista que
. - . 1
o resultado da face superior ser cara ou coroaptetmabilidade igual 2 de ocorrer. Desta

forma podemos afirmar que os eventos elementaresgico amostr&, sdo equiprovaveis.

Entretanto, ndo podemos dizer 0 mesmo a respeiespaco amostrdl;, pois enquanto a

probabilidade do evento {0 cara} € igua},apor SO existir o caso unico (coroa, coroa), temos

gue a probabilidade do evento {1 cara} é iguzistl, Pois podemos ter os casos (cara, coroa) ou

(coroa, cara). Assim, o espaco amosfealndo é, portanto, definido em termos de eventos
equiprovaveis.

Para modelos de espacos amostrais mais complegdemps ter, caso seja mais
apropriado, uma maior quantidade de elementoselemplo, se o experimento for medir a
altura de um ser humano, poderiamos definir ovaterQ = (0, ) como espa¢o amostral,
mesmo que a maioria de seus elementos seja pratitaimpossivel

Logo, é importante estudar o “numero” de elememimsumespaco amostral. Dai,

surgem trés possibilidades:

. Finito;
. Infinito enumeravel;
. Infinito ndo-enumeravel.

Assim, para definir um espago amostral finito, F@®mos denotar um subconjunto de
N, chamado de 4 composto de todos 0s nimeros naturais menoregi€l@mu iguais a um
elemento fixo deV, ou seja, F={l, 2, 3, ... n}. Dai definiremos que um conjara é finito se
€ vazio ou se existe uma bijecdo com dominio Antradominio em F-Se nédo existe tal funcéo,

0 conjunto € infinito.

Nesse caso podemos ter infinitos enumeraveis otemdmeraveis. Se existe uma
bijecdo de AsobreN, entdo Ase diz enumeravel, e podemos afirmar que A é ceht®o
contrario classificamos esse conjunto de nao-eravaker

Além da cardinalidade do espaco amostral, exigieeacupacdo com 0 excesso de
utilizacéo da definicdo classica de probabilid&da € bastante empregada pelos professores do
Ensino Basico em sala de aula, o que talvez, oparaonta da sua aplicacdo em demasia nos
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livros didaticos. E comum que os alunos adotemana fodo problema. Uma explicacdo para
iISSO € que 0s casos estudados nessa etapa daidadelapresentam, sempre, um espaco
amostralQ finito. Entretanto, nem todos os problemas de gdldlade podem ser resolvidos
usando a definigdo classica de probabilidade.

Nas préoximas secdes iremos desenvolver esses ¢astanente com a nao-

equiprobabilidade.

4.1 - Nao-Equiprobabilidade em Espacos Amostrais Ritos

Nos casos em gue 0s eventos ndo sao equiprovapisamos o estudo das frequéncias
relativas. E assim, seja um espaco amo&ral {a,, a,, as, ..., a;} finito, temos:

i) {a;} € um evento elementar;

i) {a;} N {aj} = @,paratodoi # j.

A cada evento elementéa;} associaremos um numepg denominado probabilidade
de {a;}, que satisfaca as seguintes condicoes:

i) p; = 0paratodad =1,2,..,k;

i) pr+p2+-+pe=1

Entdo, a probabilidade de um evento A é:

pA) = X, e aP@).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1: (ENEM — 2012)José, Paulo e Antbnio estdo jogando dados naduija
nos quais, em cada uma das seis faces, ha um ndméra 6. Cada um deles jogara dois dados
simultaneamente. José acredita que, apos jogadados, os numeros das faces voltadas para
cima |he dardo uma soma igual a 7. J4 Paulo aargdé& sua soma sera igual a 4 e Antonio
acredita que sua soma sera igual a 8. Com essthasgoem tem a maior probabilidade de
acertar sua respectiva soma é:

a) Antbnio, ja que sua soma é a maior de todascashédas.

b) José e Antdnio, ja que ha 6 possibilidades tpata a escolha de José quanto para a
escolha de Antonio, e ha apenas 4 possibilidadasgpascolha de Paulo.

c) José e Antbnio, ja que ha 3 possibilidades tpata a escolha de José quanto para a
escolha de Antdnio, e ha apenas 2 possibilidadesgpascolha de Paulo.

d) José, ja que ha 6 possibilidades para formassun,5 possibilidades para formar a
soma de Antbnio e apenas 3 possibilidades paraaforeoma de Paulo.

e) Paulo, ja que sua soma é a menor de todas.
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Solucéo:

Esse primeiro problema tem como objetivo descanédgiumas ideias. Apesar de em
sua génese ndo constar como um exercicio de plidbdlei e muito menos de nao-
equiprobabilidade, ainda o consideramos importpate construcao de resultados. De fato, a
ideia desse primeiro exemplo é mostrar diferenbesdagens realizadas por diversos alunos,
estudantes da graduacdao e professores.

Primeiro precisamos recordar que ndo existe umealUmianeira de se pensar nesse
problema. Sabemos que a constru¢do de resultadde espacos amostrais ndo € Unica. Ja
deixamos isso claro nessa obra. Em seguida, vael@sbrar que necessitamos escolher a
representac&o para o conjuntos de valores que krabs resultados dos langamentos. E muito
comum, ao considerar o lancamento de dois dadosstas) contar com uma tabela. Vamos
supor que Be Dy sdo os nossos dados com faces numeradas de inarGar a tabela 11 que

apresenta as possiveis combinacdes de resultados.

D, D| 1 2 3 4 5 6
1 (1,1) (1,2) (1, 3) (1, 4) (1,5) (1, 6)
2 (2,1) (2,2) (2, 3) (2, 4) (2,5) (2, 6)
3 (3,1) (3,2) (3, 3) (3, 4) (3,5) (3, 6)
4 (4,1) (4,2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5, 1) (5,2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 (6, 1) (6,2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

Tabela 11:Distribuicao dos resultados ao lancar dois dados.

Ao montar a tabela 11 descrevemos os 36 pares/pissdesses langamentos.

Entretanto, também é possivel representar o resudtiaavés de um conjunto de valores
que indica a soma dos resultados obtidos pelas faoe dados. Dessa forma, teriamos o
conjunto

Q=1{23,45,6,7,8910,11,12}

Perceba que no primeiro caso, cada elemento dathbeesigna um par ordenado que
consta com os resultados de cada face dos dadmsgdemos descobrir a soma dos dados ao
realizar tal operacdo com as coordenadas do par.€Ramerar a frequéncia absoluta da soma
buscamos um a um os resultados da tabela 11. @bsaertabela 12 que cada célula colorida
indica a soma adquirida entre o elemento da liDhpg 0 elemento da colunafDA disposicéo

de cores mostra aqueles que aparecem em mesmalgdant
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Tabela 12:Soma de dois dados.

A tabela 12 pode ser representada através de ditogean barras

Soma dos resultados das faces superiores de 2
dados

8

6

O-IIIIIIIII-
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Soma das faces

Quantidade
D

N

Figura 29: Grafico em barras da frequéncia absoluta da sondaidelados.

Entretanto, ao tentar fazer o mesmo tipo de atuagiosegunda representacao
enfrentamos a dificuldade de ndo conseguir ideatifa quantidade de vezes que cada soma
ocorre. Por conta disso, a ideia da tabela é frequeente encontrada nas resolugbes de
problemas que envolvem dados. No préximo exemplods mostrar um caso de dado em que
a tabela ndo sera a melhor opcao.

Voltando para o exemplo e utilizando a tabeladrh-$e que dadas as condi¢des iniciais.

Resultados que daréo a vitoria a José: {(1, 6B)43, 4), (5, 2) (6, 1)}.

Resultados que dardo a vitdria a Paulo: {(1, 3)2)2(3, 1)}.

Resultados que darédo a vitoria a Anténio: {(2,(8)5), (4, 4), (5, 3) (6, 2)}.
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José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua,sd possibilidades para formar a
soma de Antbnio e apenas 3 possibilidades paraaforeoma de Paulo.

Exemplo 2:No langamento de um dado viciado a probabilidadeagtequalquer

namero é diretamente proporcional a esse numeatoulg a probabilidade de sair:

a) o0 numero 3;
b) o nimero 2 ou 4;

C) um namero par.

Solugéo:

O espaco amostral para o experimento deve listapssiveis resultados do langcamento
de um dado. Assim, temos:

Q={1,234,b5,6}

De acordo com as condi¢Ges dadas no problema, temos

p(1) = k,p(2) = 2k,p(3) = 3k,p(4) = 4k,p(5) = S5k ep(6) = 6k.

Observe que os seis elementos do espaco amostrsdo&quiprovaveis, tendo em vista
que, por exempl@(2) tem o dobro de chances de ocorrer dop(e.

Sabemos também que a soma de todos os eventosiessee igual a 1, e portanto:

p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) = 1
k + 2k + 3k+ 4k + 5k + 6k = 1.
21k = 1
1
21
6

Logo,p(1) == p(2) = =, p(3) = ==, p(4) = -, p(5) = —ep(6) = -

k

Observe na figura 30 o grafico em barras que coatéistribuicdo da probabilidade em

funcao do resultado da face obtida.
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Probabilidade(face)

Figura 30: Frequéncia relativa do dado viciado.

Com os resultados obtidos e a representacao fioogpddemos perceber de
modo visual e mais direto que o espaco amostritde® ndo-equiprovavel

a) Desejamos obter a probabilidade de o resultadaa® ser igual a 3. Logo,

p(3) =5 =3
b) Devemos obter a probabilidade do evento “sai 2air 47, 0 que se resume
em calculaP (2 U 4).

P2Uu4)=P(2)+P4) —P(2n4)
Porém,P(2 N 4) = 0, Assim,

P(2U4)=P(2)+P(4)

=p(2) +p(4)
2 4
21 21
_ 6 _2
2177

c) Para conseguir a probabilidade do evento pa&igan@os obter os resultados 2,
4, ou 6 no langamento do dado, e portanto:

P(par) = p(2) + p(4) + p(6)

Exemplo 3: (VUNESP — 2004) Um jogo consiste num dispositileirénico na forma
de um circulo dividido em 10 setores iguais numesadomo mostra a figura 31.
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10 1

Figura 31: Circulo dividido em 10 setores igudfs.

Em cada jogada, um unico setor do circulo se ilamlimdos os setores com nameros
pares tém a mesma probabilidade de ocorrer, 0 mesmotecendo com 0s setores com
nameros impares. Além disso, a probabilidade de@co nimero 3 € o dobro da probabilidade
de ocorrer o niumero 4. Denotando p6i) a probabilidade de, numa jogada, ocorrer o numero
i, determine:

a)p(3) ep(4).

b) a probabilidade de, numa jogada, ocorrer um noimemo.

Solucéo:

De acordo com as condi¢cdes dadas pelo problenspage amostrdl do experimento
deve ser formado pelos 10 setores numerados & iguaicompde o circulo. Dessa forma temos

Q={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}.

O problema também informa que 0s setores com n@Epa@s possuem chance igual

de ocorrer entre si, da mesma maneira que os setenelimeros impares. Assim,

{p(l) = p@3) = p®B) = p() = p9)
p(2) = p(4) = p(6) = p(8) = p(10)

Além disso, temog(3) = 2p(4).
Essa informacéo indica que o espaco amostral fangadao-equiprovavepois a

chance de dois eventos elementares ocorrer na@k ig

29 Fonte: VUNESP — 2004.

100



Portanto, sejap(2) = p(4) = p(6) = p(8) = p(10) = k, entdo como das
condicbes dada(3) = 2p(4), temos p(1) = p(3) = p(5) = p(7) = p(9) = 2k.

Consequentemente, como a soma das probabilidaglesopd i variando de 1 a 10, € igual a 1,

tomamos:
{5p(3) +5pH =1 {5(2p(4))+5p(4) =1 {1519(4) =1 o
r(3) = 2p(4) 10p(4) +5p(4) = 1 p(4) = —
p(4) =
p3) = =

b) Os numeros primos que podem ser obtidos no gigo 2, 3, 5 e 7. Logo a
probabilidade pedida é:
p(primo) = p(2) + p(3) + p(5) + p(7)
= p(4) + 3p(3)

Exemplo 4: De uma dada populacdo, 35% tém olhos azuis, 42%us&s e 20% sao
ruivos de olhos azuis. Escolhido ao acaso uma pekssa populacéo, qual a probabilidade de:

a) ser ruivo ou ter olhos azuis?

b) ndo ser ruivo e nem ter olhos azuis?

C) ser ruivo mas nao ter olhos azuis?

Solucéo: O espaco amostral para o experimento deveria rcoatpossiveis registros
duplos de cor dos olhos e cor dos cabelos. Asgfmiddo a para olhos azuispara olhos néo
azuis, r para ruivo € para nao ruivo, temos 0s seguintes resultadogukrienento:

Q={(a ), (ar).(an, (arn)}
Sejam o0s eventos A "a pessoa escolhida tem olhos"a& R "a pessoa escolhida é
ruiva". Assim temos
A={@a ), (@} R={@r), (anteAnR={(a n}
Temos, pelos dados fornecidos,
P(A)=0,35P(R)=0,42e P (AR) =0,2.
Observe que os quatro elementos do espaco ampétaddo equiprovaveis, ja que

somente o par (a, r) tem 20% de chance e nédo 2&%,0s elementos fossem equiprovaveis.
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a) Desejamos a probabilidade do eventa R, ser ruivo ou ter olhos azuis.

PAUR)=P(A)+P (R-P (ANR)

=0,35+0,42-0,2

=0,57

P (AUR) = 57%.

b) Desejamos a probabilidade do eventodR®, ndo ser ruivo nem ter olhos azuis.

PA°NRY)=1-P[(A°NR")]

=1-P(AUR)

=1-0,57=0,43

P (A°N R = 43%.

c) Desejamos a probabilidade do evento\R, ser ruivo mas néo ter olhos azuis. Mas
A°NnR=R-(ANR),comANR c R.

Assim temos

P(A°NR) =P [R- (ANR)]

=P (R)—-P (ANR)

=0,42-0,2
P (A°NR) = 22%.

4.2 - Nao-Equiprobabilidade em Espacos Amostrais fimitos Enumeréaveis

Em nossa busca por atividades identificamos quenands problemas sobre
probabilidade, no ensino basico, apresentam o esgpagstral caracterizado como sendo finito
e estdo assim, sustentados pelas propriedadesutapgos apresentados no capitulo anterior.
Entretanto, a mesma base desenvolvida em espagsdrais finitos pode ser empregada em
situacBes em que o espaco amostral é infinito esej@numeravel ou ndo enumeravel. Observe,
por exemplo, o lancamentie uma moeda sucessivas vezes até que ocorra ceneaia. Ao
estabelecermos o espago amostral temos

Q ={c, kc, kkc, kkkc, kkkkc, ...}, em que ¢ = cara e k = coroa.

Nesse caso, além do espaco amostral ser claseiftcado infinito enumeravel temos

também um caso de ocorréncia da ndo-equiprobatididdote que a probabilidade de cada

evento elementar do espaco amosxa distinta entre si tendo em vista que, a prolokioié
do evento {c} é igual é, enguanto a probabilidade do evento {kc} é igu};:ll a

Veremos a seguir exemplos de aplicacbes desses caso
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Exemplo 1: Suponha que estejamos num jogo em que se lancaoeia honesta até
sair a primeira cara. Se o numero de lancamentEssérios for par, ganhamos; se for impar,
perdemos. Qual a probabilidade de vitoria?

Solucdo: Vamos construir um modelo probabilistico para oegxpento aleatério que
seria lancar uma moeda honesta até sair a priwesiaa Ao representar o conjunto de todas as
possibilidades, o espaco amostral, para o nimelangamentos temos

Q, ={c, kc, kkc, kkkc, kkkkc,..} ou Q, ={1, 2, .. .},

em que dd),é formado pelo resultado obtido em cada face dalanoes sucessivos
lancamentos realizados até que 0 mesmo resultamnal seja, podemos ter cara no primeiro
langamento, ou somente no segundo langamento,noense no terceiro, e etc. Enquanto que
em{), representamos 0 espaco amostral através do nalmésocamentos necessarios para se
obter a primeira face equivalente a cara.

Seguiremos a ideia mostrada anteriormente e atibois probabilidades aos eventos
elementares de cada espaco amostral. Com o imteittdo tornar a explicacdo desgastante
optaremos pelo espaco amostfal no momento de realizar nossos célculos. Para tal,
recorremos a distribuicdo de resultados de uma abedesta. Portanto, inicialmente temos

que

P(ch) =5 e Pk} =+.

2

Dessa maneira, como dito anteriormente, a problabid do evento elementar {c} &
igual a%, enquanto a probabilidade do evento elementarg¢kghpal a};. Visto isso, conseguimos

afirmar que em qualquer um dos casos de espacadrameslecionado temos um conjunto
infinito enumeravel. Note também que o fato dosieneelementares possuirem probabilidades
distintas garante a ndo-equiprobabilidade.

Agora, para calcularmos a probabilidade de vit@emos lembrar de duas situacdes:
em primeiro, para ser vencedor o numero de lancasmela moeda necessita ser par, ou seja,
devemos determinar o somatorio de todas as sitsagteque a quantidade de lancamentos é
par e em segundo, a quantidade de langcamentosoagges obtencdo da face cara precisa ser
em quantidade impar e suas faces coroa.

Entéo, vamos supor que a moeda € lancada i veas® €numero de langamentos para
se obter a vitOria deve ser par, entdo i € parmgaie zero e esse evento ocorrera se 0s primeiros
i — 1 lancamentos, em quantidade impar, resultarem epa.cAssim, o evento vitoria se dara
pelo somatorio de todos os casos em que i € pagjauil{2, 4, 6, . . .}

P(Vitéria) = P(2) + P(4) + P(6) + -
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Exemplo 2: Um pesquisador esta realizando sucessivos expdomeiuimicos
independentes em busca de uma reacao positiva-sBape a cada tentativa a probabilidade
de que cada experimento apresente uma reacaovpasii,4. Qual € a probabilidade de que
menos de 7 reacdes negativas ocorram antes dararjpositiva?

Solucédo: Para resolver este problema, considé@mmo sendo a representacdo de um
espaco amostral que contém o numero de reacdesiviasgaté a ocorréncia da primeira
positiva. Neste caso, temos que

0={0,1,2,...}

todos 0s nimeros naturais positivos, um conjurfioiia enumeravel.

Sabemos que a probabilidade da reacdo de um exgedrser positiva é 0,4, ou
seja, P(reacao ser positiva) = 0,4 e, como todererpento possui natureza dual, ser positivo
ou negativo, tem-se que P(reacao ser negativa) 8,4 = 0,6.

Dai, devemos calcular a probabilidade dos eveiénsentares {0}, {1}, ..., {6}, pois

sdo aqueles que indicam que a quantidade de reaegasivas no experimento foi
menor que 7. O que significa que precisamos ideatié probabilidade até a 62 rea¢do negativa.
Veja que:

P({0}) = P(reacao positiva na primeira tentativa),4;

P({1}) = P(reacao positiva na segunda tentativé),8). (0,4);

P({2}) = P(reacdo positiva na terceira tentativa)06)? . (0,4);

P({6}) = P(reac&o positiva na oitava tentativaj0;6)® . (0,4)

Portanto, a probabilidade de que ocorram menosidd@ geacdes negativas antes

de uma positiva é P({0}) + P({1}) + ... + P({6}).

P(nimero de reacdes positivas menor que(®)4 + (0,6) x (0,4) + (0,6)% x (0,4) +
4 (0,6)6 x (0,4)
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= 0,9720064.

Exemplo 3: A e B langam sucessivamente um par de dadosuatém deles obtenha
soma de pontos 7, caso em que a disputa termineeecedor € o jogador que obteve soma 7.
Se A é o primeiro a jogar, qual é a probabilidagléder o vencedor?

Solucdo:Para A ganhar, ou A obtém soma 7 no primeiro iaiegdo, ou no seu segundo
langamento, ou no seu terceiro, etc. O espaco eahakd experimento deve listar a sequéncia
dos possiveis resultados em que A obtém soma ¥inAdsfinindoa para o evento {A obtém
soma 7},a para o evento {A ndo obtém soma F}para o evento {B obtém soma 7peara o
evento {B ndo obtém soma 7}, temos 0s seguintedtags para o experimento:

Q ={a,aba,ababa, ...}

Ou seja, como A comeca e os langamentos entreqgogmdéao alternados, temos que A
pode obter soma 7 ja no primeiro lancamento. Casaansiga, para A obter essa soma na sua
segunda jogada, A ndo pode obter soma 7 no prifagigamento, B ndo pode obter soma 7 no
seu primeiro langcamento, o0 segundo na sequéna@as gehk deve obter soma 7 no seu segundo
langamento, o terceiro na sequéncia geral. Palzték eoma de pontos 7 na sua terceira jogada,
A nao pode obter essa soma nas suas duas prifjogisalas, B ndo pode obter soma 7 nas suas
duas primeiras jogadas e A deve obter soma 7 pairt@rjogada. Algebricamente falando,
temos:

6 _1
6

P(A obtém soma 7) = P(B obtém soma7) = P({a}) = P({b}) ==

_ 6
P( A nao obtém soma 7) = P(B ndo obtém soma 7) = P({a}) = P({b}) =1- Y

1 5
=l=-5=%
Agora, voltando ao problema, para calcular a chdec& ganhar, temos que:

. A obtém soma 7 no seu primeiro langamento:

P({a}) =— ==

. A obtém soma 7 somente no seu segundo langamento:

P = (2).()-() = ("

. A obtém soma 7 somente no seu terceiro lancamento:
. 5\ (5\ (5\ (5\ (1 5\* 1
plababay) = (¢) -(z) -(5) (&) -(6) = (&) 5

E assim sucessivamente.
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Os eventos elementares@eonfiguram um espaco amostral ndo-equiprovavel,

_ 2
pois a chance de ocorréncia do eve{rmtpé%, enquanto a dfaba} é (%) % Além disso, os

2
termos deQ2 formam uma progressao geométrica infinita de r{%éo, 0 que estabelece um

espaco amostral infinito enumeravel. Portanto, Gbadilidade de A ganhar é a soma das
chances de o jogador obter soma 7 em qualquernteemta realizado por ele, ou seja, no
primeiro langamento, ou no segundo, ou no tercaralai em diante. Essa configuracdo
caracteriza o somatorio dos termos de uma PG tafioique implica em

1+<5)21+(5)41+ B % _ 6
6 \6/ 6 \6/ 6 _1_()2_11

4.3 - Nao-Equiprobabilidade em Espacos Amostrais fmitos Nao-

Enumeraveis

J& vimos, no topico anterior, aplicacdes de nagpesfpabilidade em espagcos amostrais
infinitos. Entretanto, o direcionamento dado éwefale aplicacdes enumeraveis desses casos.
A partir deste momento vamos dar énfase ao estlale s espacos amostrais infinitos néao-
enumeraveis. Ao contrario do que a grande mai@isa, esses espacos sao bastante comuns
no cotidiano e podem ser exemplificados. O tempsateevida de pacientes com um tipo
especifico de cancer, a altura em um grupo de pesedempo de vida em horas de um certo
dispositivo eletrénico, as temperaturas registratlmante um periodo, 0s pesos em um grupo
de pessoas sdo pequenos exemplos da praticabiltadspacos amostrais infinitos néo-
enumeraveis. Ao nos referirmos a esse tipo de waridstabelecemos o conceito da
continuidade e por conta disso, a mesma € changadantinua, ou seja, seus possiveis valores
pertencem a um intervalo de numeros reais. Noteequeada um dos exemplos acima nao é
possivel listar individualmente todos os valoresedpaco amostral. A caracteristica principal
de uma variavel continua € que sendo resultadomd®e mmensuragdo, o seu valor pode ser
pensado como pertencendo a um intervalo ao redoratty efetivamente observado. Por
exemplo, quando dizemos que 0 peso de uma pesSp&®@ estamos pesando-a usando kg
como unidade de massa e, assim o valor observau réalidade, um valor entre 66,5 kg e
67,5 kg.

A forma como podemos engrandecer o raciocinio osa ao nos depararmos com
esses tipos de problema é resumir a informacaeéstrde uma tabela que represente a

frequéncia com que cada valor observado aparedeodd® um dado intervalo, chamado de
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classe. A escolha das classes deve ser feita @ fawmidadosa. Quanto maior a familiaridade
com os dados melhor. A quantidade e o tipo deesagse devem ser usadas precisam garantir
gue ndo corremos o risco de perder informacao acomescolha insuficiente de intervalos ou
gue, com um numero grande de classes, o resumdados nado seja prejudicado. Apesar da
familiaridade, frequentemente vemos a sugestdosdede 5 a 15 classes com a mesma
amplitude. Observe como construir uma tabela dguéecia a partir de um exemplo:

Um pesquisador, contratado pela empresa de TedefOalular A, deseja estudar o
tempo (em minutos gastos) por més pelos seus agssn&ara isso, ele seleciona uma amostra
aleatdria de 30 clientes e obtém os seguintes dadas 124, 108, 86, 103, 82, 71, 104, 112,
118, 87, 95, 103, 116, 85, 122, 87, 100, 105, 07, &7, 78, 125, 109, 99, 105, 99, 101, 92.

Como a variavel tempo é quantitativa continua (neesmansurando-a em unidades de
minutos), a ideia é construir uma tabela de fregiaénem classes. A primeira pergunta que
surge €: quantas classes utilizar? Nao ha respbstduta para essa questao e em geral € por
tentativas que escolhemos a melhor. Claro que unmreraipequeno de classes nao vai revelar
uma boa distribuicdo dos dados e tampouco um nuexaessivo de classes, pois ficariamos
potencialmente com uma frequéncia ou nenhuma freig@or cada classe.

Em geral testamos inicialmente um numero de cldss#ado por

k = vnouentdd = 1+ 3,3logn.

onde n é o numero de observagdes coletadas eoléggéritmo decimal. No nosso

caso, teriamos k = 5, pois n = 3Q® = 5,477225.

Vamos construir agora nossa tabela de frequénarasos seguintes passos:

Passo 1pbtenha os valores maximo e minimo da amostra:

Valor minimo = 67 e Valor maximo = 125.

Passo 2)escolha o nimero de classes para a tabela d&€frequk = 5 (pela

nossa discusséo anterior).

Passo 3)alcule a amplitude total dos dados (A) (a difeee@ntre o valor

maximo e o valor minimo). No nosso exemplo, temos

A=125-67 =58.

Passo 4)alcule a amplitude das classes (h) dmd:e%. Assim temos

h = % = 11,6 , que arredondaremos para h = 12.

Passo 5)alcule os limites das classes. O limite infedarclasse é o valor mais baixo
gue pertence a ela e o limite superior € o mais dike o valor minimo (67) como limite inferior

da primeira classe.
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Passo 6)efina as 5 classes (intervalos), a saber: [6)/;[79; 91), [91; 103),

[103; 115) e [115; 127].

Passo 7xonte quantas observagdes se situam em cada, ckgseitando os intervalos
fechados a esquerda e abertos a direita, e co&moleservacées numa tabela igual a tabela 13.

Classes | Frequéncia | Frequéncia Relativa (%)
67~ 79 3 10% = 25 x 100%
79+ 91 5 16,67% = — x 100%
91 - 103 8 26,66% = 5 x 100%
103 F 115 9 30% = % x 100%,
115 - 127 5 16,67% = o= x 100%
Total 30 100% = 8 x 100%

Tabela 13:Tabela de classes, frequéncia absoluta e relagivaidutos gastos por assinantes.

Seguindo esse passo a passo, ao resumir os dalosbgmos que ao criar classes
perdemos alguma informacdo. Por exemplo, ndo sabemais sdo os nove valores que
representam o0s minutos gastos da classe de 10%,aalddo ser que pesquisemos essa
informac&o na listagem inicial do problema. Cordaqtie os valores estejam no referido
intervalo podemos supor quaisquer nimeros sem nmenpteocupacao, inclusive que todos os
nove valores sejam iguais a 109, ponto médio dervato. Note também a importancia da
notacao correta na tabela. Estamos usando a na@adapara o intervalo de numeros contendo
0 extremoa mas nao contendo o extrerhoComo mostrado no passo 6, essa nao € a unica
maneira de representar o intervalo. Em alguns gasdsmos também usar a notag@d] para
designar a mesma classe.

Essa tabela de frequéncias para dados quantitatimtiuos enseja a constru¢do de um
grafico extremamente importante na Estatistica elganilistograma. De acordo com Bussab e

Morettin, em Estatistica Basica 62 edicao,

“O histograma € um grafico de barras contiguas, asrbases
proporcionais aos intervalos das classes e a areecada retangulo
proporcional a respectiva frequéncia. Pode-se usato a frequéncia

absoluta, como a relativa. Quanto mais dados tiverem cada classe,
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mais alto deve ser o retangulo. Com essa converg@oea total do

histograma seréa igual a um.”

(Bussab e Morettin, 62 edicdo, 2010, p.18)

Através desse grafico reproduziremos uma figuramgddca compacta para que
possamos futuramente pensar num modelo probatnlistintinuo para a variavel em estudo.
O grafico de frequéncias por intervalo de tempon@nutos gastos, pelos assinantes da

Telefonia Celular A € dado num histograma pela is¢garacterizacao:

Frequéncia absoluta

&n
wn

minufos

Figura 32: Histograma dos minutos gastos por assinantes.

No nosso estudo, 0 mais importante em um histogear@aa sua forma. Quanto maior
for a quantidade de dados coletados, mais o hastwgwvai adquirindo um formato especifico.
Dessa maneira nos baseamos em um campo da matenchatnado de distribuicdo
probabilistica, que tem por objetivo explicar ahaioilidade de ocorréncia de determinados
eventos através de fungbes matematicas. Assim sémoos nos atentar ao calculo da
probabilidade de um dado nimero estar presentdgenm antervalo de valores. As funcdes de
distribuicdo probabilistica também contemplam a ata distribuicdo. Entdo, para qualquer
intervalo f, b], a probabilidade empirica de que um valor sodezdeja entre a e b, a partir do
histograma, é dada pela razdo entre a area abaixistdgrama restrita entaseb e a area total
abaixo do histograma, conforme a figura 33.
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Figura 33: Histograma da probabilidade de um valor sorteathr estre a e b.

Assim, a probabilidade empirica de que o resul@gmerimental ocorra enteeeb é

N
dado por22.
Stotal

A probabilidade calculada em intervalos de ampdittiga ira variar de acordo com a
posicdo do mesmo. Além disso, é preciso discutit 08 alunos que no contexto de variaveis
aleatdrias continuas nao ha diferenciacdo entpradmbilidades de intervalos do tipamH],

[a,b), (a,b] e (@b), pois um ponto apenas ndo gera area. Assim g@gag® eventos possuem a
mesma probabilidade no contexto de variaveis coasinOutra aspecto a ressaltar aos alunos é
que regides de alta densidade dos valores indicaior mcorréncia probabilistica. Portanto, os
histogramas séo indicadores da concentracéo dalplidade. Cabe destacar que essa estrutura
nao reflete ainda o modelo teérico de probabiliddmiteEn6meno em estudo, mas € a partir desse
histograma que se pode pensar no modelo teérido t@ma funcdo de densidade que melhor
se ajuste a ele. Essa funcao de densidade, quansdivuida, tem a caracteristica de gaeea

sob sua curva entre dois extremos de um intervadarg fornecer diretamente a probabilidade
de que a variavel aleatéria ocorra entre essestidmos, sem a necessidade de ser calculada
com uma razdo de areas como no caso empirico dedelonpelo histograma. Em outras
palavras, ao estabelecer um intervaldo] a probabilidade de que a variavel aleatéria aasum
um valor do intervalo € apresentada por meio dagmat da funcdo de densidade eatssh.

Entretanto, devemos lembrar que esse trabalhorneapelo ao ensino de probabilidade
na Educacédo Basica e por conta disso ndo empregaueponceito de funcdo de densidade de
probabilidade, pois este depende do conceito dgriat mas isso ndo nos impede de calcular a
probabilidade empirica por meio de areas retandolmsados por um intervalo previamente
determinado do histograma e a area total de togslosténgulos.

Aproveitaremos todo o desenrolar acima para resolvgos problemas desse mesmo
tipo.
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Exemplo 1: Ao final de um trimestre, um professor de Matenzatagistrou através de

uma pesquisa as seguintes alturas, em metrosys@5alunos, listadas no quadro a segquir.

1,73 1,55 1,64 1,63 1,68
1,78 1,51 1,57 1,59 1,69
1,85 1,64 1,67 1,69 1,62
1,83 1,64 1,70 1,61 1,60
1,81 1,67 1,56 1,69 1,62
1,79 1,63 1,61 1,64 1,75
1,70 1,68 1,66 1,71 1,61

Tabela 14:Altura de 35 alunos.

Como a matéria ensinada no trimestre era probatiido professor resolveu colocar o
conteudo em prética estimando a probabilidade deassouma altura em um determinado

intervalo. Com base nisso, estime a probabilid&denda altura sorteada estar entre 1,69 e 1,75.

Solucdo:Como a variavel altura € continua a ideia € comsirna tabela de frequéncias
em classes. Vamos optar pela mensuracédo das adturasntimetros. O problema nos fornece
os dados em metros, entdo devemos fazer uma mudangdadade de metro para centimetro.
Agora, precisamos determinar o nimero de classegemos usar. Utilizando a aproximacgéo
por raiz quadradak = vn,onde n € o nimero de observacdes coletadas. No ©ess,
teriamos k = 6, pois n = 35y& = 5,91607.

Vamos agora para a construcéo da nossa tabelagigfrcias:

Passo 1)ps valores maximo e minimo da amostra:

Valor minimo = 151 e Valor maximo = 185.

Passo 2numero de classes para a tabela de frequéncia:6.

Passo 3amplitude total dos dados (A):

A =185-151 = 34.

Passo 4amplitude das classes (h) oride %. Assim temos

h = % = 5,6, que arredondaremos para h = 6.

Passo 5)os limites das classes. O limite inferior da pinaelasse € 151 e o limite
superior da ultima classe é o 187.

Passo 6)3efina as 6 classes:

[151; 157), [157; 163), [163; 169), [169; 175), $1181) e [181, 187).
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Passo 7)contamos quantas observacbes se situam em casi®,claspeitando os

intervalos fechados a esquerda e abertos a dieeitiatemos a tabela 15.

Classes Frequéncia

151 |—157 3
157 }— 1863 8
163 |—169 11
169 =173 7
175 |—181 3
181 |—187 3

Total a5

Tabela 15:Tabela de frequéncia das alturas de 35 alunostdiftas através de classes.

Com o auxilio da tabela de frequéncias para dadestiativos continuos iremos

construir o histograma representado pela figura 84sim, estimar a probabilidade.

Frequéncia absoluta

1

altura (cm)

Figura 34: Histograma das alturas em cm de 35 alunos.

Como o histograma é uma representacdo da distilbude frequéncias, entdo, para
qualquer intervalod, b], a probabilidade de que um valor sorteado estafigea e b, € igual a
razao entre o somatoério da area dos retangulosaftosnnesse intervalo e a area total do

histograma, o0 que € o mesmo que determinar a fnegué&elativa. Nesse caso, para a
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probabilidade empirica do evenf®69 < X < 175} , comX a altura de um aluno sorteado

aleatoriamente, temos
Area (169 < X < 175)
Area total

B (175 — 169) .7 6.7 42
6.(3+8+11+7+3+3) 6.35 210

P(169 < X < 175) =

=0,2=20%

Obviamente esse valor poderia ser facilmente adoupela frequéncia da classe [169,
A~ . . VA 1 .z ~
175) e a frequéncia total, istog,= - = 0,2, ja que os valores séao os extremos de uma classe.

Para casos em que os intervalos possuam comprisnetiterentes devemos trabalhar
igualmente por meio das areas. Assim, suponha gsejamnos calcular a probabilidade do

evento{161 < X < 172}. Teremos assim, a seguinte probabilidade empirica

Area (161 < X < 172)
Area total
(163 — 161) .8 + (169 — 163) .11 + (172 — 169) . 7
- 6.3+8+11+7+3+3)
16 +66+21 103
-7 6.35 210

P(161 <X <172) =

= 0,4904 = 49,04%

Exemplo 2: A figura 35 ilustra um histograma construido para@3 melhores tempos
na maratona de Nova lorque (2017) para a categon®ns, apos a conversao destes tempos

para minutos.
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Histograma dos 100 melhores tempos para homens na maratona de Nova lorque (2017)

15

& bsoluta
10

Léncia al

freg)

130 140 150 160

tempo em minutos

Figura 35: Histograma dos 100 melhores tempos para homensrsiana de Nova lorque 2017.

Veja a tabela 16 com os intervalos, abertos atdjrei suas respectivas frequéncias,

usados na construgéo do histograma.
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limite inferior | limite superior | frequéncia
129,60 131,60 3
131,60 133,60 5
133,60 135,60 4
135,60 137,60 0
137,60 139,60 1
139,60 141,60 2
141,60 143,60 2
143,60 145,60 3
145,60 147,60 2
147,60 149,60 7
149,60 151,60 12
151,60 153,60 14
153,60 155,60 13
155,60 157,60 19
157,60 159,60 13

Tabela 16:Tabela da distribuicdo de tempo através de classes.

Suponha que o comportamento dos 100 melhores tepapasomens na Maratona de
Nova lorque (2017) represente bem os 100 melhaegpds para homens em qualquer
Maratona de Nova lorque. Com base nessa suposgifinge a probabilidade de que na proxima
maratona de Nova lorque o tempo de conclusao dalapentre os 100 melhores na categoria
homens:

a) esteja entre 155,6 e 157,6 minutos;

b) seja inferior a 155,6 minutos;

C) seja superior a 152,6 minutos;

d) esteja entre 152,6 e 158 minutos.

Solucéo:Como a variavel tempo é continua estamos trabathemah um problema em
espacos infinitos ndo-enumeraveis. A questao jadeosa a par das informacfes através da
tabela de frequéncias e de um histograma.

a) Como a estimativa a ser feita é justamente a espei uma das classes do
problema

é suficiente pensar no conceito de frequénciaivalat
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Figura 36: Histograma do intervalo entre 155,6 e 157,6.

Assim, denominand® o tempo, temos:

Area retangulo (155,6 < T < 157,6)
Area total
(155,6 — 157,6) .19
=2.(3+5+4+0+1+2+2+3+2+7+12+14+13+19+13)

2.19 38 19
= = —-— 19%_
2.100 200 100

P(155,6 < T <157,6) =

b) O evento “ser inferior a 155,6 minutos” é equivédeso intervalo [129,6; 155,6].
Dai, vamos estimar a razdo entre o somatoério dadws retangulos formados nesse

intervalo e a area total do histograma.
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Figura 37: Histograma dos valores menores que 155,6.

Como o comprimento da base de cada retangulo € fmpia representam a amplitude
de cada intervalo, e todos possuem a mesma anglieidlasse, temos que a Unica alteracdo
em nosso calculo é na frequéncia absoluta de cduilatervalo de [129,6; 155,6]. Portanto,

P(129,6 < T < 155,6)

= P(129,6 < T < 131,6) + P(131,6 < T < 133,6) + -+ P(151,6 < T < 153,6) + P(153,6 < T <

155,6).

Area retaingulo (129,6 <T < 131,6) , Arearetingulo (131,6 <T < 133,6)
_ L + : + o
Area total Area total

Area retangulo (151,6 <T < 153,6) n Area retangulo (153,6 <T < 155,6) _
Area total Area total

23 25 2.4 2.1 2.2 2.2 2.3 2.2 27 212 2.14 2.13

_200+200+200+200+200+200+200+200+200+ 200 * 200 * 200
_ 136 _ 68

— = —_— 0,
200 100 68%.

Poderiamos também ter agido através da exclus&res dos retangulos pertencentes

as classes acima de 155,6 do total.
C) Para responder esse item vamos supor, em cadaaiotague as frequéncias
observadas sdo proporcionais aos comprimentos @ssnos, para assim podermos

avaliar a frequéncia em subintervalos.
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Figura 38: Histograma dos valores entre 152,6 e 159,6.

Dessa maneira, o intervalo que seré avaliado é¢61389,6]. Seguindo o conceito de

estimativa através da razao temos,
P(152,6 < T < 159,6)
= P(152,6 < T < 153,6) + P(153,6 < T < 155,6) + P(155,6 < T < 157,6) + P(157,6 < T < 159,6)

_ Area retangulo (152,6 < T < 153,6) 4 Area retangulo (153,6 < T < 155,6)
B Area total Area total

+ Area retangulo (155,6 < T < 157,6) + Area retangulo (157,6 < T < 159,6)
Area total Area total

_ (153,6 —152,6).14 (155,6 — 153,6) .13
a 200 + 200
(157,6 — 155,6) . 19
+ 200
(159,6 — 157,6) .13
+ 200

1.14 2. 13 2.19 2.13 104 52
=S =2 =520,
200 200 200 200 200 100

d) Para responder esse item vamos supor mais umanmezda intervalo, que as
frequéncias observadas sédo proporcionais aos cmeipes dos mesmos, para assim

podermos avaliar a frequéncia em subintervaloscUPamos estimar que o tempo de prova

esteja entre 152,6 e 158.
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Figura 39: Histograma dos valores entre 152,6 e 158.

Dessa forma, temos:
P(152,6 < T < 158)
= P(152,6 < T < 153,6) + P(153,6 < T < 155,6) + P(155,6 < T < 157,6) + P(157,6 < T < 158)
_ Area retangulo (152,6 < T < 153,6) + Area retangulo (153,6 < T < 155,6)

Area total Area total
N Area reténgu’lo (155,6 < T < 157,6) N Area reténgi’llo (157,6 < T < 158)
Area total Area total
B (153,6 —152,6) .14 (155,6 — 153,6) .13
B 200 * 200
(157,6 — 155,6) . 19
+ 200
(158 — 157,6) .13
+ 200
1. 14 2.13 2.19 0,4). 13 83,2 41,6

= %200 T 200 T 200 + 23)0 =200 = 100 = 1,6%.

Este ultimo capitulo tinha como objetivo finalizateoria desenvolvida ao longo desta

dissertacdo mostrando que ainda existem lacurerema £xploradas no ensino béasico.
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5. Consideracbes Finais

Esse trabalho teve como objetivo principal sugeos professores de Matematica do
Ensino Basico, e principalmente do Ensino Médioalgaquéncia didatica cuja finalidade é
promover, ou dar uma maior énfase para aquelesj@ugbordam, o ensino da néo-
equiprobabilidade na Teoria das Probabilidadesrobgsta inicial era conceder ao professor
um material de apoio, buscando dar conheciments @aplo e assim, gerar uma maior
expansao de conhecimento no ensino de Probabilidade

Entendemos que seja uma proposta inovadora, dadasa inexisténcia de tratamento
dessa estrutura probabilistica nos livros didaticos

Aproveitamos também para contribuir ainda que dmdosintética com a evolucao
historica da Teoria das Probabilidades, com otmtile revelar que o atraso para a plena entrada
dessa riquissima teoria matematica se justificavados aspectos, desde o cognitivo até o
religioso e social. Procurou-se também revelar rgdos matematicos importantes que
colaboraram para o seu desenvolvimento. Temos regarde que através da utilizacdo da
Historia da Matematica como um recurso didaticeratitivo podemos aproveitar a curiosidade
dos jovens para realizar a introducdo de qualgorteddo e desnaturalizar a teoria. Com ela
podemos nos pautar pela realidade e desenvolveeitos, esclarecer ideias e sugerir caminhos
distintos, ajudando a constituir um olhar mais tjaeador.

Ao escrever essa dissertacao, tentamos criar war@d para que o professor possa
assegurar ao aluno a oportunidade de tomar dedisSeadas em previsdes obtidas através de
calculos probabilisticos. Em nenhum momento tensanes esquivar da teoria ou deixamos de
lado os conceitos matematicos essenciais paraeowdasimento do assunto. O basico da teoria
foi cotejado juntamente com aplicag6es. Ancoraaasivros didaticos indicados no PNLD,
de 2018, e bastante solidificados no mercado, alglesses exercicios foram resolvidos
conforme os livros propéem.

Desejamos também nessa dissertacéo discutir asifesgades dos espacos amostrais
discretos finitos e infinitos enumeraveis, bem coo® espa¢cos amostrais continuos néo
enumeraveis, em cujas situacdes ndo seria posgiaeatificar casos favoraveis sobre casos
possiveis. Acreditamos tambéque as sugestdes de aplicagbes que trouxemosmmambains
e simples de realizar, para que, ao serem inseddasala de aula, possam originar um
procedimento desafiador e criativo, podendo sehanatio por alunos e professores.

Para finalizar, esperamos que a obra produzideapastribuir para um ensino mais
organico e moderno de probabilidade. A producatedesbalho enriqueceu a minha formacao
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académica e fez crescer a chama de que todos psgdemevemos, contribuir para a melhoria
do ensino de Matematica em nosso pais, se pudelanasgnificado aos objetos matematicos
criados para um melhor entendimento do mundo. Moalegraria saber que as ideias aqui
expostas possam servir como fonte de apoio pafagsares ou estudantes de todos 0s niveis
escolares.

Um possivel desdobramento da presente dissertagc@otsabalhar a modelagem de
variaveis aleatérias absolutamente continuas estragdo de suas funcdes de densidade, para
um tratamento tedrico em nivel superior, dada fisuttiades dos alunos de graduagdo em
Matematica em compreender plenamente a relacé® rababilidade e Calculo Diferencial e

Integral.
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