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RESUMO

Esse trabalho é dedicado ao estudo de uma drea da Matemadtica atualmente conhe-
cida como Teoria Combinatéria dos Niimeros. Demonstraremos alguns resultados da
Teoria dos Numeros utilizando-se de ferramentas da Andlise Combinatéria, como por
exemplo, o Principio da Casa dos Pombos, que sera explorado em um dos capitulos.
Faremos uma mencao a Teoria dos Grafos, para falarmos da Teoria de Ramsey e do
Teorema de Schur. Finalizamos com a demonstracdo do Teorema de Van der Waerden,

onde a prova sera feita por inducdo e utilizando-se de argumentos combinatdrios.

Palavras-chave: Andlise Combinatdria; Teoria dos Nuimeros; Teorema de Van der

Waerden; Teoria de Ramsey.
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ABSTRACT

This paper aims at studying an area of Mathematics known as Combinatorial Num-
ber Theory. We show a few results from Number Theory using tools from Combinato-
rial Analysis, such as the Pigeonhole Principle, which is explored in one of the chapters.
We also refer to Graph Theory, in order to discuss Ramsey’s Theory and Schur’s The-
orem. We finish by demonstrating Van der Waerden’s Theorem, in which the test is

inductive and uses combinatorial arguments.

Keywords: Combinatorial Analysis; Number Theory; Van der Waerden’s Theorem,;
Ramsey’s Theory.
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INTRODUCAO

Uma das caracteristicas da Teoria dos Numeros é que varios de seus problemas e
resultados podem requerer, para solucao, a utilizacdo de modo simultaneo de métodos
algébricos, analiticos, topoldgicos e combinatérios, sendo esse tltimo o foco desse
trabalho. Em suma, iremos mostrar alguns resultados da Teoria dos Numeros, no que
compete a parte Aritmética, que podem ser deduzidos utilizando-se de ferramentas
da Anélise Combinatoria. Além disso, iremos falar sobre alguns teoremas e teorias de
matematicos importantes do final do século XIX, comeco do século XX, tais como Frank
Plumpton Ramsey (Cambridge, 1903 - Londres, 1930), Issai Schur (Mahilou - 1875,
Tel Aviv - 1941) e Bartel Leendert Van Der Waerden (Amsterda - 1903, Zurique - 1996).
Veremos que a Teoria de Ramsey, em suma, diz que regularidades sdo inevitdveis em
particoes de subconjuntos dos Naturais. A area que relaciona Combinatdria com a

Teoria dos Numeros é atualmente conhecida como Teoria Combinatdria dos Numeros.

No capitulo 1, iremos demonstrar o Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de

Wilson, utilizando-se de argumentos combinatorios.

Ja no capitulo 2, faremos uma meng¢édo ao Principio da Casa dos Pombos (PCP),
relevante ferramenta para a resolucdo de problemas em Combinatdria. Mostraremos
alguns problemas e teoremas da Aritmética que podem ser resolvidos utilizando o PCP,

como por exemplo, a demonstracdo do Teorema de Bézout.

Caminhando para o capitulo 3, falaremos sobre uma parte da Teoria de Ramsey
e também sobre um dos teoremas de Schur. De inicio comecamos falando sobre a
Teoria dos Grafos, estrutura da Combinatdria da qual iremos usufruir para construir
tal parte citada da Teoria de Ramsey. Podemos dizer que a Teoria de Ramsey é uma

generalizacdo do Principio da Casa dos Pombos.

No capitulo 4, um dos vdrios teoremas sobre progressoes aritméticas serd provado,
o Teorema de Van der Waerden, que afirma "existir progressoes aritméticas de compri-
mento arbitrariamente grande ao longo dos naturais". A demonstracdo desse Teorema,
também se baseard em argumentos e ferramentas da Combinatoéria, além da utilizacao

do principio da inducgéo finita.



PEQUENO TEOREMA DE FERMAT E O TEOREMA
DE WILSON

O Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Wilson sdo dois resultados relevantes
da Teoria dos Numeros. Suas demonstracOes tradicionalmente ndo envolvem princi-
pios combinatdrios. Para o Pequeno Teorema de Fermat que diz "Se p € primo e a um
inteiro positivo, entdo p | (a¥ — a)", a prova geralmente se baseia demonstrando que os
ntimeros (%), onde 0 < i < p, sdo todos divisiveis por p, com p primo e depois usando

a inducao em a.

O Teorema de Wilson que diz "Se p € primo, entdo (p —1)!= —1 (mod p)", tem sua
validade verificada mostrando que o teorema ¢ valido trivialmente para p =2 e p = 3,

e supondo p > 5, utiliza-se condi¢des de solucdes e propriedades de congruéncias.

Daremos aqui a demonstracdo de ambos os teoremas utilizando-se de ferramentas
e argumentos combinatorios, como os métodos de contagem. As ideias centrais estdo

disponiveis em [3]].

1.1 DEMOSTRAGCAO DO PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Nessa secdo convidamos o leitor para a apresentacdo e demonstracdo do Pequeno
Teorema de Fermat. Inicialmente vamos mostrar um caso particular, onde provaremos
que 5 =5 (mod 7).

Suponha que temos linha e pedras de 5 tipos diferentes (que simplesmente numera-
remos 1 a 5) para colocar na linha, formando um colar. Na linha cabem exatamente 7

pedras. Quantos colares podemos formar?



4
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Primeiramente, imagine a linha do colar antes de amarré-lo (veja figura [I). Ha 5
escolhas para cada uma das 7 pedras a serem colocadas, de modo que h4 57 maneiras

de escolhermos as pedras para serem colocadas na linha.

Figura 1: colar esticado.

Agora, ao fecharmos o colar, podemos gird-lo de 7 maneiras (veja a figura [2). O
colar resultante néo se altera e note que outras sete escolhas de pedras podem formar

o colar (veja a figura[3)). Logo escolhas em ordens diferentes de pedras podem formar

Figura 2: colar formado por uma linha.

o mesmo colar ao fecha-lo.

Figura 3: escolhas de pedras para formar o mesmo colar.



1.1 DEMOSTRAGAO DO PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Assim, devemos dividir 57 por 7? Mas note que néo vai dar inteiro! O que acontece é
que os 5 colares com todas as pedras do mesmo tipo sdo formados pela mesma escolha
de pedras. Logo, na verdade, devemos separar essas 5 escolhas primeiro e o que sobrou
é dividido por 7, de modo que o total de colares é 5 + 57%5 Para o resultado ser inteiro,

57 — 5 tem que ser multiplo de 7, ou seja, 5 =5 (mod 7).

Essa breve demonstracdo, conforme dissemos no inicio na secdo, trata-se de um
caso particular do Pequeno Teorema de Fermat. Abaixo iremos demonstrd-lo usando

raciocinio andlogo.

Teorema 1. Se p é primo e n um inteiro positivo, entdo p | (n? — n).

Demonstracdo. Suponhamos que temos linha e pedras e que pretendemos colocar em
cada linha exatamente p pedras. Podemos colorir cada uma das p pedras com um
numero n de cores. Quantas linhas (sequéncias de pedras) diferentes podemos formar?
Como cada pedra pode ser colorida de n modos e cada linha tem p pedras, entdo é facil

verificar que pelo Principio Multiplicativo temos um total de »n” linhas distintas.

Note que das n? possibilidades temos exatamente n linhas que possuem somente
uma cor, de sorte que separando estas a parte e juntando as duas extremidades de

cada uma das n? — n linhas restantes, podemos formar n” — n colares.

Nés podemos alterar qualquer linha de pedras removendo uma pedra de uma das
extremidades e colocando-a na outra extremidade. Esta alteracdo produz uma linha

diferente sem alterar o colar resultante.

Agora seja k o menor niimero de vezes que esta alteracdo pode ser repetida até
que a linha original seja reproduzida. Retirando obviamente as linhas onde todas as
pedras sdo de uma mesma cor, podemos afirmar que 1 < k < p. Observe que apds
2k alteracdes o colar original serd reproduzido novamente, de forma andloga para 3k,
4k, e assim por diante. Pelo algoritmo da divisdo de Euclides existem h e r tais que

p=hk+r,com0<r <k

Como uma linha é reproduzida apéds hk passos (alteragdes) e é também reproduzida
apds p passos, serdo necessarios r passos, apos o hk-ésimo passo para se obter uma
reproducado da coloracdo inicial. Como r < k e k é o menor numero positivo de passos
necessdrios para a obtencdo de uma reproducdo, devemos ter necessariamente r = 0.
Logo p = hk e, portanto, p = k uma vez que k > 1 e p é primo. Dai, as n” — n linhas
podem ser agrupadas em grupos de p linhas cada, e € claro que cada grupo gera um

colar diferente.



PEQUENO TEOREMA DE FERMAT E O TEOREMA DE WILSON

O numero de colares distintos N multiplicado por p fornece o nimero de linhas que
néo sdo formados de uma unica cor, que é n” — n, ou seja, pN = n” —n o que implica
pl(nf—n). O

1.2 TEOREMA DE WILSON

Agora veremos uma demonstracdo Combinatdria do Teorema de Wilson.

Teorema 2. Se p é primo, entdo (p — 1)! = —1 mod p.
Demonstragdo. O teorema vale trivialmente para o caso p = 2. Pois note que
-1D!'=1=-1 (mod 2).

Entdo suponhamos um primo p impar. Considere p pontos em um circulo distri-
buidos de tal forma que eles dividem o circulo em p arcos iguais. Quantos sdo os
poligonos que podemos formar unindo estes pontos?(cruzamentos de arestas sdo per-
mitidos). Estes poligonos sdo chamados p-dgonos estrelados pelo fato de seus vértices

serem os vértices de um poligono regular convexo de p lados. A ﬁgura abaixo mostra

W
7Y

0 caso em que p = 5.

o2 Ay
IS AN e
w o O

Figura 4: todos os 12 pentagonos estrelados.



1.2 TEOREMA DE WILSON

Respondendo a pergunta, temos p escolhas para o primeiro vértice, p — 1 para o
segundo e assim sucessivamente. Logo é razodvel imaginar que existem p! tais po-
ligonos. Mas note que podemos descrever cada um destes p-dgonos de 2p maneiras
diferentes, isto é, iniciando em qualquer um dos p vértices e escolhendo uma ou outra
das duas arestas naquele vértice como inicial. Portanto, nds obtemos, na realidade, ZP—

diferentes p-dgonos.

Dos p dgonos, exatamente - ! ficam inalterados quando submetidos a uma rota-
céo de um angulo de 2% ] radlanos Estes sdo chamados p-dgonos estrelados regulares
uma vez que sdo "estrelas" de p pontos onde cada ponto é o vértice de um angulo
de (Zkzl)" radianos, onde 0 < k < —-. No caso p = 5, existem duas de tais figuras,

mostradas na terceira linha da Figura I

Para justificarmos esse ntimero de “~ pohgonos estrelados, vamos considerar um
caso particular, onde p = 7. Numeremos os vértices com os numeros 1,2,...,7 de
modo que a sequéncial —2 —3 —4 — 5 — 6 — 7 define o heptdgono regular. Vamos for-
mar poligonos pulando uma certa quantidade fixa de vértices, por exemplo, iniciamos
pelos poligonos 1 -2 —-3—-4—-5—-6—-7,1-3-5—-7—-2—-4—6el—-4—-7-3—
6 —2—5 (veja a figura[5).

Figura 5: poligonos formados pelas sequéncias descritas.

Agora note que os poligonos 1 -5-2—-6—-3—-7-4,1-6—-4—-2—-7-5-3e
1—-7—6—5—4—3—2sdo0, respectivamente, os mesmosde1 —4—7—-3—-6—2—5,
1-3-5-7—-2—-4—-6e1—-2—-3—-4—5—6—7. Assim, temos um total de 3 = 77

poligonos estrelados.

Considere p pontos de modo que a sequéncia 1 —2 —3 — --- — p, defina o p-dgono
regular. Formando os poligonos pulando uma certa quantidade fixa de vértices, como

fizemos no caso p =7, entdo temos que os poligonos resultantes sdo:
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1-2-3—-4—---—(p—-1)—p
1-3—--—2—4—--—(p—1)
1—-4—- - —3-6—---—(p—2)

1-p—(p—1D)—(p—2)---—3-2

Assim teriamos p — 1 poligonos estrelados, mas note que cada um deles foi contado
duas vezes, isto porque os poligonos 1 —2—-3—-4—---—(p—1)—pel—p—(p—
1) —(p—2)---—3—2, sdo os mesmos e assim sucessivamente, de sorte que temos um

total de ’%1 poligonos estrelados.

! -1 .
Os restantes f—p — B5= p-dgonos estrelados pertencem a conjuntos de p elementos,

onde cada elemento pode ser obtido por permutacoes sucessivas dos vértices, como

por exemplo, as sequéncias1 -2 -3 —---—(p—-1)—p,2—-3—---—(p—1)—p—1,
o, p—1—-2—-3—-...—(p—1) geram os mesmos poligonos. Desta forma, o nimero
total de conjuntos é

pt_p1

» 2 _(p-D'—(p-1

P 2p
Como2p | ((p —1)!—p+1), entdo ((p — 1)! —p+1) = 2pk, com k € Z, dai

(p—Dl—p+1)=2pk= (p—1!+1=2pk+p=p| ((p—1)!+1)

conforme queriamos demonstrar. O

O fato de p ser primo, possibilitou a demonstracdo feita acima. Gostariamos de
deixar um breve exemplo de quando p é composto, por exemplo, tomemos p = 8.
Numerando os vértices com os numeros 1,2,...,8 de modo que a sequéncia 1 —2 —
3—-4—-5—6—7— 8 defina o octégono regular, entdo pulando uma certa quantidade
fixa de vértices, de modo andlogo ao que fizemos, temos, por exemplo, que algumas
sequéncias como1 -3-5-7-1-3-5—-7—..-—-1-3-5—-70ul—-5—-1-5-—

1-5—1—-.-—1—>5ocorreriam, de sorte que nédo teriamos os poligonos estrelados.



PRINCIPIO DA CASA DOS POMBOS

2.1 INTRODUCAO

O principio da casa dos pombos (PCP), embora tenha um enunciado relativamente
simples, € um importante principio combinatdrio. Ao longo deste capitulo mostrare-
mos, por exemplo, problemas de Aritmética que serdo resolvidos utilizando o PCP, bem

como uma demonstracdo do Teorema de Bézout.

Teorema 3 (O principio da casa dos pombos). Se n+1 pombos sdo colocados em n

gaiolas, entdo alguma gaiola deverd conter pelo menos 2 pombos.

Demonstracdo. Se o numero maximo de pombos por gaiola for 1, teremos distribuido

no maximo #n pombos, o que é uma contradicdo. O

Esse principio costuma, também, ser chamado de principio das gavetas de Dirichlet,
que pode ser enunciado como: se colocarmos n objetos em um numero m de gavetas,

m < n, entdo pelo menos uma gaveta deverd conter pelo menos dois objetos.

Utilizando essa ideia inteligivel podemos garantir, por exemplo, que em um grupo
com pelo menos 13 pessoas, teremos duas necessariamente fazendo aniversario no
mesmo més. Basta olharmos para os meses sendo as gaiolas (neste caso n = 12) e os

pombos sendo as pessoas.

A afirmacdo do PCP é bastante intuitiva, ndo requer praticamente nenhum conhe-
cimento prévio de algum assunto de matematica. Geralmente, a grande dificuldade
encontrada nos exercicios de PCP é modelar o problema, isto é, saber quando e como

utiliza-lo identificando quem serdo os pombos e as gaiolas.
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Vejamos alguns exemplos para melhor esclarecimento do que foi dito no paragrafo

anterior.

Exemplo 1. Sdo escolhidos cinco pontos quaisquer no interior de um quadrado de lado
2. Entdo pelo menos um dos segmentos determinados por dois desses pontos tem compri-

mento no mdximo /2.

O fato de termos que provar a existéncia de pelo menos um dos segmentos determi-
nados por dois desses pontos tenha comprimento maximo igual a /2, nos faz olharmos
para esse niimero de outro jeito. Como /2 pode ser observado geometricamente? Po-
demos pensar que /2 é a diagonal de um quadrado de lado 1 que é exatamente a

metade de 2.

Particionaremos o quadrado em quatro quadrados de lado 1, conforme a figura [6]
Assim tomando cada um dos quadrados como as gaiolas e os pontos sendo os pombos,
como existem 5 pombos e 4 gaiolas, logo pelo PCP, hda em uma gaiola pelo menos
dois pombos, isto é, em ao menos um dos quadrados devemos ter necessariamente 2
pontos. Como a maior distancia entre dois pontos de um quadrado é dado quando
estes sdo vértices da diagonal, assim esses pontos estdo a uma distdncia maxima de
/2. Desta forma, dados cinco pontos, como dois estardo em uma "mesma gaiola", eles

determinam um segmento de comprimento, no maximo, igual a v/2.

1 1

Figura 6: divisdo do quadrado em quatro quadrados de lado 1.

Exemplo 2. Em um reunido com n pessoas (n > 2), hd sempre duas pessoas com o
mesmo ntimero de conhecidos. Neste exemplo assumimos que a relagdo de "conhece" é

simétrica, ou seja, se a conhece b, entdo b conhece a.

Divida essas n pessoas em 1 conjuntos Ag, Ay, ..., A,—1 de modo que o conjunto A;
contém as pessoas que conhecem exatamente j pessoas. Dai se a pessoa ndo conhece

ninguém ela pertence ao conjunto Ay, se tem um conhecido esta no conjunto A; e
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assim sucessivamente até chegarmos nas pessoas que conhecem todos, ou seja, as
que pertencem ao conjunto A, ;. Entdo temos n pombos (pessoas) para exatamente
n gaiolas (que sdo os conjuntos de Ay até A, _1). Mas note que os conjuntos Ag e
A,,_1 ndo podem ser ambos nao vazios, isto porque se alguém ndo conhece ninguém
¢ porque ninguém conhece todo mundo e reciprocamente se alguém conhece todo
mundo é porque ninguém €é desconhecido de todos. Portanto temos um total de n
pessoas divididas em n — 1 conjuntos e, logo, pelo PCP algum conjunto deve conter

pelo menos duas pessoas.

Exemplo 3. Suponhamos que em um auditorio hd 75 pessoas. Qual é o maior valor
inteiro k para o qual possamos garantir que existe um més em que pelo menos k dessas

pessoas aniversariem?

Sejam x1,x3,...,x75 as pessoas do auditério. Vamos distribuir de modo igualita-
rio essas pessoas conforme a tabela abaixo, onde a pessoa x; faz aniversario no més

representado nas colunas.

Janeiro Fevereiro Marco --- Dezembro
X1 X2 X3 e X12
X13 X14 X15 Tt X4
X61 X62 X63 o X72

Assim podemos distribuir uniformemente 6 pessoas para cada més do ano, porém
ainda faltam colocar trés pessoas representadas por x73, X754 € X75. Logo teremos pelo
menos 7 pessoas fazendo aniversario em algum dos meses do ano, portanto a resposta

do problema é k = 7.

O exemplo acima sugere alguma generalizacdo do principio da casa dos pombos,
isto porque temos um total de 12 gaiolas para 75 pombos e conseguimos dispor de
modo igualitario apenas 72 deles, onde 72 é um multiplo do nimero de gaiolas, ja
que 72 = 12 - 6, e como restaram 3 pombos concluimos entdo que em alguma gaiola

teremos pelo menos 7 pombos.

Teorema 4. (Generalizacdo do principio da casa dos pombos). Se n gaiolas sdo
ocupadas por nk + 1 pombos, entdo pelo menos uma gaiola deverd conter pelo menos

k +1 pombos.

11
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Demonstragdo. De fato, pois se cada gaiola contiver no maximo k pombos, pelo fato
de termos n gaiolas, logo o nimero maximo de pombos distribuidos sera de nk, o que

¢ um absurdo. O

Veremos outro modo de enunciar o teorema [4} utilizando a notacéio | x| para indicar

o maior inteiro menor do que ou igual a x, onde x € R.

Teorema 5. Se colocarmos em n gaiolas k pombos, entdo pelo menos uma gaiola deverd

k=1
conter pelo menos {TJ + 1 pombos.

Demonstracdo. Suponhamos que em cada gaiola tenha no maximo [k%J pombos. As-

sim como sdo n gaiolas, teremos portanto no maximo # - V‘%J pombos no total, mas
note que
k—1 k—1
<
n ~— n
portanto
k—1 k—1
n { <n- =k—-1<k
n n
o que € uma contradicdo. O

Exemplo 4. Em qualquer classe com 32 criangas, pelo menos 5 nasceram no mesmo dia

da semana.

Usando o Teorema 5, tomemos n =7 e k = 32, dai

{327_1 +1=4+1=5.

2.2 O PRINCIPIO DA CASA DOS POMBOS NA ARITMETICA

Nessa se¢do abordaremos alguns problemas e resultados da Aritmética que podem

perfeitamente serem resolvidas com a utilizacdo do principio da casa dos pombos.

Exemplo 5. Dados sete niimeros inteiros positivos, existem dois cuja soma ou a diferenc¢a

¢ um multiplo de 10.

Vamos particionar esses sete niimeros em seis conjuntos A, Ay, ..., As, onde um

numero x pertence ao conjunto A;, se x = j ou x = —j (mod 10). Lembrando
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que todo inteiro positivo n pode ser escrito de forma unica como n = 10q +r, com
g€ Zer e {—5—4,...,4}. Como temos sete nimeros e seis conjuntos, pelo PCP,
existe um conjunto com pelo menos dois niimeros. Obviamente se tais numeros forem
congruentes moédulo 10, eles necessariamente terdo o mesmo algarismos das unidades,
bastando assim fazer a diferenca entre eles. Caso os numeros sejam incongruentes
modulo 10, pelo fato deles pertencerem ao mesmo conjunto A; sua soma serd multiplo
de 10, uma vez que um deles € congruo a j modulo 10 e o outro é congruo a —j modulo
10.

Exemplo 6. Qualquer conjunto de n niimeros inteiros possui um subconjunto ndo vazio

cuja soma dos elementos é divisivel por n.

Denote por aq,ay,...,4, 0S elementos desse conjunto e sejam as "somas parciais"
sj=ap+ay+---+a;paratodoj=1,...,n. Obviamente se algum s; for divisivel por
n, entdo o problema estara resolvido. Caso contrdrio, note que ao dividirmos s; por n
obtemos os restos 1,2,...,n — 1. Como temos n somas parciais (pombos), logo pelo
PCP teremos duas somas parciais s; e si,com j < k, tais que s; = s; (mod n), dai

sy —8; =0 (mod n). Para descobrir quem € o conjunto note que
sk—Sj=(am+ax+---+aj+tap+-+ag) — (@ +ax+--+a) =apq+-c+a,

de sorte que o subconjunto procurado é {aj+1, Ajs2, .-, ax}.

Iremos agora enunciar um teorema que trata da existéncia de subsequéncias cres-

centes ou decrescentes que podemos obter de qualquer sequéncia dada.

Teorema 6. Toda sequéncia de n - m + 1 niimeros reais, contém uma subsequéncia cres-
cente de comprimento ao menos m + 1 ou uma subsequéncia decrescente de comprimento

ao menos n + 1.

Para ilustrar, considere a seguinte sequéncia, com 3 - 3 + 1 termos, isto €, com n =
m = 3.
55,63,57,60,74,85,16,61,7,49 2.1

Vamos encontrar a maior subsquéncia crescente e decrescente de (2.1). Comec¢ando
pela maior subsquéncia decrescente, precisamos encontrar qual é a subsequéncia mais
longa de (2.1) que termina com x, para x = 55,63, ...,49 (nessa ordem). Observe o

quadro abaixo:

13
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x | subsquéncia decrescente mais longa terminando em x
55|55

63 | 63

57 | 63,57

60 | 63,60

74 | 74

85 | 85

16 | 63,60,16
61 | 85,61

7 | 63,60,16,7
49 | 85,61,49

Vemos que a maior subsequéncia decrescente tem comprimento 4 e € representada
por (63,60,16,7),onden =m=3e4=3+1.

De modo analogo, vamos agora determinar a maior subsequéncia crescente.

x | subsequéncia crescente mais longa terminando em x
55 | 55

63 | 55,63

57 | 55,57

60 | 55,57,60

74 | 55,57,60,74
85 | 55,57,60,74,85
16 | 16

61 | 55,57,60,61

7 |7

49 | 7,49

Encontramos nesse caso uma subsquéncia crescente de tamanho 5.

Facamos uma tabela contendo o comprimento da subsequéncia crescente mais longa

terminando em x e o comprimento da subsequéncia decrescente mais longa termi-

nando em x.
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x | decrescente | crescente
55
63
57
60
74
85
16
61
7

49

W R[N WL, RININRFR|F
N R[N R OAODN WOIN|IN|F

Os valores da tabela podem ser vistos como coordenadas cartesianas, assim dispo-

mos de 10 pontos

(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(1,4),(1,5),(3,1),(2,4),4,1),3,2).

5 @
4 o—=e
3 %

(]
&
L
&

Figura 7: marcando os 10 pontos.

Se ndo houvesse uma subsequéncia crescente ou decrescente de comprimento 4,
entdo todos os pontos caberiam em um tabuleiro 3 x 3 e dois pontos necessariamente
teriam que estar na mesma "gaiola" pelo principio da casas dos pombos, porém isso

seria uma contradicdo, vejamos o motivo demonstrando o teorema [6]

Demonstragdo do Teorema 6] Considere uma sequéncia numérica com 7 - m + 1 elemen-

t0S, 21,22, -+ +,Zis -+, Zj, -+, Znm+1- Suponha, por absurdo, que nédo haja uma sub-
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sequéncia crescente contendo m + 1 termos nem uma subsequéncia decrescente con-
tendo n + 1 termos, isto €, que as subsquéncias crescentes ou decrescentes tenham no

maximo tamanho m ou n, respectivamente.

Sejam x; e y; o tamanho da maior subsequéncia decrescente e crescente, respectiva-
mente, que termina em z;, com i € {1,2,...,n-m+1}. Note entdo que por hipétese
devemoster0 < x; <me0 < y; <mn, de modo analogo ao caso n = m = 3, podemos
considerar (x;,y;) como coordenadas cartesianas. Assim temos um total de n - m pares
ordenados e n - m + 1 nimeros, dai pelo principio da casa dos pombos devemos ter dois

pontos z; e zj, tais que (x;,y;) = (xj, y;)-
Podemos supor sem perda de generalidade que i < j, iremos dividir em dois casos:

1°caso: z; < z; (crescente). Chamando de ¢ = y;, considere z,,,2q,,...,2x, = Zi @
maior subsequéncia crescente até z;, entdo note que a subsquéncia zy,, Zu,, - - -, Za,, Zj €

crescente até zj, logo y; > £ +1 > y;, 0 que € um absurdo.

Dz Z;i . ! , S€j = x; i

2° caso i < ;(decrescente). De modo analogo, seja agora k ; e considere
Zg,,Zp,, - - -+ 2p, = Zi @ maior subsequéncia decrescente terminando em z;, entéo a sub-
sequéncia zg,, zg,, - . -, Zp,, Zj € decrescente até z;, assim x; > k+1 > x;, 0 que € um

absurdo.

A contradicdo se deu em supormos que a maior subsquéncia crescente ou decres-

cente tém no mMaximo n ou m termos respectivamente, o que mostra o resultado. [

Mostraremos agora que cada numero primo da forma 4k + 1 pode ser escrito como
a soma de dois quadrados. Para isso, precisaremos dos seguintes lemas, onde o PCP

serd utilizado no lema

Lema 1. Sejam p um nimero primo e u € Z, tal que p { u. Entdo existem inteiros x e y,
ndo ambos nulos, tais que —/p < x < \/p, —/P <y, < /P, e (ux —y) € divisivel por
p, isto é, ux =y (mod p).

Demonstragdo. Tome k = |,/p| +1, ou seja, k —1 < ,/p < k. Considere os nimeros
da forma ux —y, com x,y € {0,1,...,k —1}. Dai temos k? ntimeros (nfio necessari-
amente distintos), onde k* > VP - \/P = p, logo pelo PCP existem dois nimeros ndo
necessariamente distintos da forma ux — y que deixam o mesmo resto na divisdo por
p.

Sejam entéo 0 < x1,y1,x2,y2 < k—1 < /p, tais que

uxy —y; = uxo —y2 (mod p) (2.2)
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Mostremos que x; = xp se, e somente se, y; = . De fato, se x; = xp, entdo de
temos u(x; — x2) = y1 — Y2 (mod p), dai temos que 0 = y; — y» (mod p) o que implica
emy; =Y, jd que y1,y2 < \/p < p. Reciprocamente se y; = y», do fato de p { u, entdo
de temos novamente que u(x; — X2) = y1; — y2 (mod p), portanto u(x; — x2) =0

(mod p) o que acarreta em x1 = xp, também pelo fato de x1,x < /p < p.

Portanto devemos ter x; # x» e i1 # Y2, de sorte que tomando x = x; —xp e y =

Y1 — Y2, temos o resultado e claro que [x; — x2|< /P e [y1 — y2|< /P O

Lema 2. Se p = 4k + 1 é primo, entdo existe u € Z, tal que u> = —1 (mod p).

Demonstragdo. Vamos particionar o conjunto {1,2,...,p — 1} em conjuntos da forma
Cy = {k,p — k,k,p — k}, onde k é o inverso multiplicativo de k (mod p), isto é, kk = 1
(mod p). Como p é primo, entdo sabemos que para todo k € {1,2,...,p — 1}, k
existe. Note que, C; = {1,p — 1} uma vez que o inverso de 1 (mod p) é 1, e do fato
de p — 1 ser multiplo de 4, entdo ha de ter mais um conjunto C,, com 2 elementos,
comm € {2,...,p — 2}, ocorrendo esse fato quando m = p —m (mod p), dai como

mm =1 (mod p), temos

=-m (modp)=m?>=—mm (modp)=m?>=—-1 (modp) O

Teorema 7. Todo primo p da forma 4k + 1 pode ser escrito como a soma de dois quadra-

dos.

Demonstragdo. Sejam p,u € Z, tais que u> = —1 (mod p), com p primo da forma
4k +1. Usando o lema |1, sabemos que existem x,y € Z* tais que xu — y € divisivel
por p, e ainda, —,/p < x < /p, —/p <y < /p. Dai podemos concluir que x? < p
e y> < p, mas como p é primo, logo ambas as desigualdades s&o estritas, portanto
x> < pey? < pimplica que x> +y? < 2p. Do fato de xu = y (mod p) e u> = —1

2,2 2

(mod p), devemos ter x?u? = y?> = —x? (mod p), isto é, x> + y* é divisivel por p, mas

x? +y* < 2p, o que implica p = x* + 2. O

A funcdo "fi" de Euler ¢ : N — IN, em m, nos fornece a quantidade de niimeros
naturais entre 0 e m — 1 que sdo primos com m, é uma funcdo importante da Teoria
dos Numeros. Euler provou que se m,a sdo inteiros e primos entre si, com m > 1,
entdo a?™ = 1 (mod m), isto é, existe um niimero natural d = ¢(m) tal que a? =

(mod m), onde ¢(m) é o menor natural que cumpre tal condicéo.
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O célculo de ¢(m), onde m = pj' - -- py" é a decomposi¢do de m em fatores primos,

1 1
my=pi.oopi(1— =) (1—-=).
@(m) = p] p ( p1> ( pn>

Recomendamos ao leitor [8]] para verificar a prova desse resultado.

¢ dado por

O fato de existir um inteiro positivo d tal que a? = 1 (mod m) é extremamente Titil
para calcularmos restos da divisdo de dois inteiros. Por exemplo, para achar o resto da
divisdo de 37° por 8, podemos utilizar o fato de que 3 e 8 sdo primos entre si e portanto

existe um d tal que 3¢ = 1 (mod 8). Temos que d = 2, dai
370=3)%=1%=1 (mod 8)

ou seja, o resto da divisdo de 37° por 8 & 1.

Veremos agora uma prova utilizando o PCP da existéncia de tal inteiro positivo d.

Lema 3. Se a e m sdo primos entre si, entdo existe um inteiro positivo d, tal que a® = 1

(mod m).

Demonstragdo. Considere os restos da divisdo por m das seguintes poténcias de a:
a,a%,a’,...

H4 m restos possiveis que sdo um dos elementos do conjunto {0,1,...,m — 1}. Tome
I > m e portanto pelo PCP devem existir dois ntimeros em a,a2,a%,...,a™,...,d", que
deixam o mesmo resto na divisdo por m. Sejam a' e a/, sendo i,j €{1,2,...,1} com

j > i. Entdo como por hipdtese a e m sdo primos entre si, logo:

d=a (modm)=dad"=1 (modm)

de sorte que podemos tomar d = j — i. O

2.2.1 Demonstragdo do Teorema de Bézout

A demonstracdo de que dados a, b e ¢ niimeros inteiros, se a | bc e mdc(a,b) = 1,
entdo a | ¢, nos textos de Teoria dos Numeros, geralmente, depende do Teorema de
Bézout diretamente ou indiretamente. Esse fato segue do Teorema Fundamental da
Aritmética o qual, por sua vez, usa o Teorema de Bézout na prova da unicidade da de-

composicao em fatores primos. Uma prova da unicidade da decomposi¢cdo em fatores
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primos, enunciado no Teorema Fundamental da Aritmética, sem o usar o Teorema de

Bézout é dado no Apéndice C.

Vamos apresentar uma demonstracdo do Teorema de Bézout utilizando o PCP.

Teorema 8. Seja d = mdc(a,b) o mdximo divisor comum entre os nimeros naturais a e

b. Entdo existem x,y € Z, tais que ax + by = d.

Demonstragdo. Sejam m,n € N tais que a = md e b = nd. Note que toda solucédo x,y
de ax + by = d é solucdo de mx + ny = 1, valendo a reciproca. Assuma mdc(a,b) =1e
considere o conjunto A = {a,2a,...,ba}. Afirmamos que existe algum elemento em A
que deixa resto 1 quando dividido por b. De fato, suponha por absurdo que néo exista,
entdo terfamos b nimeros em A deixando b — 1 restos distintos na divisao por b, dai
pelo PCP, dois deles, digamos ia e ja, com b > j > i > 1, devem deixar o mesmo resto
quando divididos por b, de sorte que (j — i)a € divisivel por b. Como mdc(a,b) = 1,
logo (j — i) € divisivel por b, mas b > j —i > 0, o que € um absurdo. Assim, algum dos
numeros em A deixa resto 1 quando divididos por b. Digamos que esse numero € ax,
logo ax — 1 é um multiplo de b, isto é, existe y € Z, tal que ax — 1 = by, o que prova o

resultado. 0

Para demais resultados do Principio da Casa dos Pombos (PCP), ndo necessaria-

mente envolvendo Aritmética, recomendamos a leitura de [2] e [[4]].
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TEORIA DE RAMSEY

Neste capitulo introduziremos a Teoria de Ramsey, da qual originou-se de um artigo
produzido pelo matemadtico, economista e filos6fo britanico Frank Plumpton Ramsey
(Cambridge, 1903 - Londres, 1930) em 1928, e publicado sé apds a sua morte em
1930, na Proceendings of the London Mathematical Society. Intitulado de "On a problem
of formal logic", cuja a tradugdo é "Sobre um problema de légica formal", o artigo
tratava de métodos para determinar a consisténcia de uma férmula l6gica e inclui
alguns teoremas sobre Andlise Combinatdria que levaram a uma nova area de estudo
conhecida como Teoria de Ramsey. Podemos dizer também que a Teoria de Ramsey
¢ um ramo de matematica que estuda condi¢des sobre os quais certa "ordem" precisa
aparecer. O matematico Theodore Samuel Motzkin (Berlim, 1908 - Los Angeles, 1970),

disse que "a desordem completa é impossivel", fazendo referéncia a Teoria de Ramsey.

Inicialmente, devemos nos concentrar sobre algumas defini¢des sobre a Teoria dos
Grafos, ja que essa estrutura é um dos meios no qual podemos construir uma parte da

Teoria de Ramsey.

3.1 TEORIA DOS GRAFOS

Vamos considerar inicialmente o seguinte exemplo.

Exemplo 7. Mostre que em uma festa com seis pessoas, hd sempre um grupo de trés
pessoas tais que todas se conhecem ou todas ndo se conhecem. Admita que a relagdo de

conhecer é simétrica, ou seja, a conhece b se, e somente se, b conhece a.

Considere as seis pessoas representadas pelos pontos A,B,C,D,E e F. Cada um dos 15

possiveis segmentos determinados por dois desses pontos, serd pintado de duas cores,
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azul e vermelho. Caso as pessoas se conhececam entdo o segmento que os liga sera

pintado de azul, caso contrario de vermelho.

Fixando o ponto A, temos que 5 segmentos possuem como extremidade esse ponto,
agora note que temos disponiveis duas cores para pintar tais segmentos, logo pelo prin-
cipio da casa dos pombos, existem pelo menos 3 segmentos que devem ser pintados de

uma mesma cor. Digamos, sem perda de generalidade, que seja azul. Observe a figura

8l

Figura 8: representando a seis pessoas.

Considerando o tridngulo BDC, por exemplo, temos que, se algum de seus lados
for azul, entdo necessariamente teremos um tridngulo azul, o que implica que as trés
pessoas representadas por tais vértices se conhecem. Caso contrario, devemos ter
entdo todos os lados do tridngulo BDC pintados de vermelho, dai teremos trés pessoas

que nao se conhecem.

Importante ressaltar que o exemplo anterior, ndo vale para o caso com 5 pessoas. De

fato, veja a figura[9} abaixo.

A resolucdo desse exemplo, nos faz refletir sobre o quanto foi 1til a modelagem

do problema chamando as pessoas de pontos e ligando-as através de segmentos co-
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Figura 9: para o caso de cinco pessoas, podemos néo ter um tridngulo azul ou vermelho

loridos de azul ou vermelho, para representar se duas pessoas se conheciam ou néo,
respectivamente. Essa "linguagem" utilizada nos d4 uma nocao do que é um grafo. De
sorte que essa ferramenta é de primordial importancia para abstrair e resolver certos

problemas de combinatdria.

Um grafo G = (V, A) é constituido por dois conjuntos finitos e néo vazios, V e A
de vértices e arestas, respectivamente. Cada aresta € um par nao ordenado de vértices
distintos ( conjunto de cardinalidade 2). Se uma aresta corresponde ao par de vértices

{i,j}, dizemos entdo que i e j sdo as extremidades da aresta.

O numero de vértices e arestas sdo parametros importantes do grafo em questéo.

Denotemos por Gy, ., 0 grafo que possui n vértices e m arestas, assim o grafo da figura
é denotado por G 7).

E possivel fazer uma representacdo geométrica no plano de um grafo, de modo
conveniente para cada situagdo. Na figura temos possiveis representacdes de um

grafo Gs s).

Na representacdo de um grafo, o fato de duas arestas se cruzarem ndo implica a co-
locacdo de um vértice nesse ponto de intersecdo, de sorte que as arestas consideradas
serdo aquelas que unem dois vértices (conforme a figura[I0). O numero de vértices é
denominado a ordem do grafo e chamamos de grau de um vértice v o nimero de ares-

tas que incidem naquele vértice, que denotamos por gr(v). Se dois vértices formam
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Figura 10: representacdo de um grafo com 5 vértices e 7 arestas.

Figura 11: algumas possiveis representagoes de Gs 5).

uma aresta eles sdo chamados de adjacentes e se duas arestas incidem em um mesmo

vértice, entdo elas sdo adjacentes.

Um subgrafo G' = (V', A’) de um grafo G = (V, A) é um grafo tal que V' C V e
A C A

Um grafo é dito completo se cada par de vértices é adjacente. A notacdo utilizada
para um grafo completo com n vértices é K,,, em homenagem ao matematico polonés
Kazimerz Kuratowski. Note que o numero total de arestas de um K, é¢ dado por C,,» =

@, (ja que esse é o numero de subconjuntos de 2 elementos que podemos formar
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através de um conjunto com #n elementos). Com isso um K, pode ser representado
por um poligono regular de n vértices e suas arestas sdo os lados e as diagonais do

poligono.

Exemplo 8. Um Kg pode ser representado como na figura abaixo.

Figura 12: representando um Kg.

Conforme vimos no exemplo |7, a linguagem de grafos pode ser extremamente util
na resolucoes de alguns problemas de combinatéria. Vejamos um problema proposto

em 1512 pelo matemdtico italiano Paolo Guarini de Forli (1464-1520).

Exemplo 9. Considerando um tabuleiro de xadrez 3 x 3 com quatro cavalos, sendo dois
brancos e dois pretos, dispostos nos cantos, conforme a figura € possivel passar os

cavalos brancos para os cantos de baixo e os cavalos pretos para os de cima?

ZANNE /)

A a

Figura 13: representando o tabuleiro 3 x 3.

Aqui vale ressaltar ao leitor, que o movimento do cavalo no xadrez é em "L", isto &,

podendo andar duas casas na horizontal ou vertical e mais uma na perpendicular.
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Uma das estratégias mais eficazes para resolver problemas, ndo somente de modo
geral, mas principalmente em matematica é transforma-lo em um problema equiva-
lente onde o contexto fique mais simples. Iremos numerar as casas do tabuleiro acima
de 1 até 9, conforme a figura[14]

Figura 14: numerando as casas do tabuleiro.

Nas posi¢cdes 1 e 3 estdo localizados os cavalos brancos nas 7 e 9 os pretos. De
acordo com a regra da movimentacdo do cavalo note que, o que estd no posicéo 1,
pode ir para a posicdo 6 ou 8. Usaremos a notacdo 1 — 6 para dizer que o cavalo
pulou da posicdo 1 para a 6. Vamos nos concentrar na movimentacdo do cavalo da
cor branca que esta na posicao 1, conforme vimos existem duas possibilidades para
o mesmo pular de casa. Supondo que ele pulou para a posi¢do 6 (o caso pulou para
a posicao 8 € andlogo), entdo teremos 1 +— 6, ao chegar na casa 6 podemos voltar
até a casa 1 (que ndo convém) ou ir até a casa 7. Entretanto na casa 7, temos um
cavalo preto e como dois cavalos ndo podem ocupar simultaneamente a mesma casa,
precisamos necessariamente tirar esse cavalo dessa posicdo. Existem duas opcbes para
ele, ir até a casa 2 (que estd vazia) ou até a casa 6 (onde ja se encontra um cavalo
branco), logo coloquemos o cavalo preto na casa 2, isto é, 7 — 2. Raciocinando de
modo semelhante para o outro cavalo preto, teremos que deslocé-lo da posicio 9 para
a posicdo 4 e o cavalo branco da posicao 3 para 8. Assim temos a seguinte sequéncia:

16,7+ 2,9+ 4e3 > 8. Assim podemos montar um grafo Ggg).

Ao repetir quatro vezes essa sequéncia, teremos os cavalos que estavam nas posi-
coes 1,3,7 e 9 estardo, respectivamente, nas posicoes 9,7, 3 e 1, e portanto, teremos o

desejado.
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A
/®\

A
10, ®a
\,
A
Figura 15: representando as sequéncias descritas.

3.2 NUMEROS DE RAMSEY

Nesta secdo falaremos sobre o Teorema de Ramsey para grafos utilizando-se duas

cores e, em seguida, para um numero k arbitrario de cores.

Definicdo 1. Um grafo é chamado bicolorido quando suas arestas sdo pintadas de exata-

mente duas cores distintas.

Definicdo 2. Um grafo qualquer que tenha todas as arestas de uma mesma cor, serd

chamado de monocromadtico.

Na figura (16| temos um Ky bicolorido (pintado de azul e vermelho) e um Ks mono-

cromatico (pintado de verde).

Teorema 9 (Teorema de Ramsey para duas cores). Dados dois niimeros naturais
s, t > 2, existe um niimero natural ny, tal que qualquer grafo completo bicolorido (diga-
mos azul e vermelho) de ordem n > ng, contém um subgrafo completo monocromdtico
azul de ordem s ou vermelho de ordem t. Denotaremos o menor natural que cumpra essa

condigdo de R(s, t), chamado niimero de Ramsey.
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Figura 16: exemplo de grafo bicolorido e monocromadtico.

Em outras palavras o Niimero de Ramsey R(s, t) é a ordem do menor grafo completo

que, quando bicolorido, deve conter um K; azul ou K; vermelho.

Qual é o valor de R(2,2)? Ou seja, qual é o menor numero de vértices que precisamos
para garantir que caso pintassemos quaisquer dois destes vértices, terifamos necessa-
riamente uma aresta azul ou vermelha? Obviamente dois pontos seriam suficientes,

portanto R(2,2) = 2.

Figura 17: ligando os vértices com a cor azul

L ®

Figura 18: ligando os vértices com a cor vermelha

Facamos agora uma analise sobre o numero R(3,2). Queremos saber qual é o menor
numero de vértices para o qual possamos garantir que trés desses estejam ligados
por arestas azuis (tridangulo monocromatico) ou dois deles estejam ligados por arestas
vermelhas. Podemos pensar em trés pessoas como os vértices e liga-16s utilizando a cor

azul quando se conhecerem e a cor vermelha, caso contrario, assim como fizemos no
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exemplo [7L Portanto, em resumo, qual deve ser o menor nimero de pessoas possiveis
presentes em uma festa, para o qual possamos garantir que trés delas se conhecam

(mutualmente) ou duas delas se desconhecam mutualmente?

Note que, em uma festa com trés pessoas, todas se desconhecem (conhecem) mutu-
almente, ou existem duas pessoas que se desconhecem (conhecem) também mutual-

mente, logo R(3,2) = 3.

Figura 19: representando em grafos as possibilidades de uma festa com 3 pessoas.

Veremos agora alguns resultados importantes que podemos deduzir sobre tais nu-

meros.

Lema 4. Para todo inteiro a > 2, tém-se R(a,2) = a.

Demonstragdo. De fato, considere um grafo completo com a vértices. Ou temos que
todas as arestas sdo azuis, ou caso, contrario teremos pelo menos dois vértices ligados
com uma aresta vermelha. Em outras palavras, em uma reunido com a pessoas, ou

todas se conhecem, ou existem duas que se desconhecem. O
Lema 5. Quaisquer que sejam os inteiros r e s, com t,s > 3, tém-se R(s,t) = R(t, s).

Demonstragdo. O resultado se da trivialmente pelo fato de podermos trocar as cores

de cada aresta. O

Provaremos por inducfo em s e f, a existéncia de R(s, t), suscitado no teorema[9 A
prova se baseara em que esse numero € limitado pela soma de dois outros nimeros
de Ramsey. Por hipdtese indutiva, iremos supor a existéncia dos nimeros R(s — 1,t) e

R(s,t — 1) e mostraremos que

R(s,t) < R(s —1,t)+ R(s,t — 1)
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Demonstragdo. Evidentemente que R(2,t) = 2 = R(s,2), conforme os dois tltimos le-

mas.

Suponha que R(s — 1,t) e R(s,t — 1) existam e tome um grafo completo bicolorido
(azul e vermelho) com n vértices, denotado K,,, para n = R(s — 1,t) + R(s, t — 1). To-
mando g como um desses vértices, podemos formar os seguintes conjuntos: o conjunto
A, determinado pelas arestas adjacentes a g4 com as cores azuis e o conjunto V, deter-
minado pelas arestas adjacentes a g com as cores vermelhas. Note que como K, é grafo

completo, portanto A NV = @, de sorte que |A|+|V|=n — 1.

Afirmamos que |A|> R(s — 1,t) ou |V|> R(s,t — 1). De fato, suponhamos por ab-
surdo que ndo, ou seja que |A|< R(s — 1,t) e |V|< R(s,t — 1), mas dai teriamos |A|<
R(s—1,t) —1e|V|< R(s,t — 1) — 1, portanto |A|+|V|< R(s — 1,£) + R(s,t —1) — 2, 0

que acarreta em |A|+|V|< n — 2, 0 que é uma contradic&o.

Suponhamos entdo que |A|> R(s — 1,t) (o outro caso é andlogo). Pela definicdo
do nimero de Ramsey, temos duas possibilidades: Se A possuir um grafo completo
K; vermelho, ndo ha mais o que provar. Caso contrario, A deve possuir um sub-grafo

completo K;_; azul, e adicionando ao vértice g, teremos um K azul.

Assim acabamos de provar que n = R(s — 1,t) + R(s,t — 1) acarreta a existéncia de
um K ou um K;, em qualquer bicoloragédo do K, isto é, existe um numero R(s, t), tal
que R(s,t) < R(s —1,t)+ R(s, t — 1). O

A ideia de resolugdo do problema da festa com seis pessoas pode ser ampliada. Va-
mos substituir conhecer por amar, desconhecer por odiar e acrescentar que duas pes-

soas possam ser indeferentes entre si.

Exemplo 10. Mostre que em uma festa com 17 pessoas, podemos encontrar trés pessoas

que se amam, trés que se odeiam ou trés que sdo indeferentes entre si.

Consideremos as 17 pessoas como sendo os vértices de um grafo completo Kj7,
denotando-os pelas letras do alfabeto de A até Q. Dois vértices que estejam liga-
dos por arestas de cores azul, vermelho e amarelo, indicam que tais pessoas se amam,
odeiam e sdo indiferentes entre si, respectivamente. Pelo principio da casa dos pombos,
deve existir um vértice tal que pelo menos seis das arestas que incidem nele, devem
ser todas da mesma cor. Digamos que seja A tal vértice e que as arestas que ligam

B,C,D,E,F e G até A sejam azuis (sem perda de generalidade).
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Figura 20: as seis arestas azuis incidindo no vértice A.

Assim se alguma das arestas entre B,C, D, E,F ou G for azul, entdo teremos um
triangulo monocromadtico azul. Logo o grafo K¢ de vértices B,C,..., G é bicolorido
(vermelho ou amarelo), que conforme o exemplo |7, implica na existéncia de um Kj

monocromatico.

Temos no exemplo acima o Teorema de Ramsey para trés cores, ou seja, R(3,3,3) <
17. Podemos estender essa teoria para qualquer numero k de cores e denotando o
numero de Ramsey por R(aq,a,...,a;). Caso a; = a, Vi = 1,2,...,k, usaremos a
notacdo Ry(a), isto €, no exemplo a notacdo seria R(3,3,3) = R3(3) < 17.

Caso o numero de pessoas na festa fosse 16, entdo nao poderiamos garantir que trés
delas se amam, odeiam ou sdo indeferentes entre si. De fato, na figura 21| temos um
Ky tricolorido sem a existéncia de um K3 monocromatico, onde os pontos A, B, ..., P

representam as pessoas e as cores utilizadas sdo azul, vermelho e amarelo.

Importante ressaltar que devido a grande complexidade de calcular os nimeros de
Ramsey, R(3,3,3) = 17 é o unico conhecido com mais de duas cores. Alguns numeros
ja determinados sdo R(3,3) = 6, R(3,4) =9, R(3,5) = 14, R(3,6) = 18, R(3,7) = 23,
R(3,8) = 28, R(3,9) = 36, R(4,4) = 18 e R(4,5) = 25. Entretanto existem estimati-
vas para o numeros de Ramsey (para maiores informacoes recomendamos ao leitor a
leitura de [12]).

Podemos generalizar o teorema de Ramsey para um numero qualquer de cores. Para

fazer isso, vamos inicialmente estabelecer algumas notacoes e definicbes a serem usa-
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Figura 21: Ky¢ tricolorido sem um K3 monocromadtico.

das, ndo somente nessa generalizacdo, mas bem como em outros teoremas e definicdes
que iremos mostrar. Denotemos por [4; b] ao conjunto {a,a+1,...,b}, coma < b, para
representar os inteiros c tais que a < ¢ < b. Caso a = 1, simplifiquemos para [1; b] = [b].
Algumas vezes utilizaremos ntimeros tais como 1,2, ..., para representar diferentes co-

res.

Definicdo 3. Uma k-coloragdo, com k € IN, de um conjunto S é uma fungdo ¢ : S — [k],
onde [k] ={1,2,...,k}.

Podemos também considerar uma k-coloragdo de ¢ de um conjunto S, a particdo em

k subconjuntos Sy, Sy, . . ., Sk, onde o conjunto S; é {x € S;p(x) =]}

Definicdo 4. Dizemos que uma coloragdo ¢ é monocromdtica em um conjunto S, quando

@ é constante em S.

Exemplo 11. Seja ¢ : [6] — [2] definida por ¢(1) = ¢(2) = ¢(3) = ¢(4) = 1e
@(5) = @(6) = 2. Logo dizemos que ¢ € uma 2-coloragdo de [6] que é monocromdtica
em {1,2,3,4} e também em {5, 6}.
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Vamos agora enunciar a extensdo do teorema de Ramsey para um numero k de

cores.

Teorema 10. Dados k numeros naturais a; > 2, comi = 1,2,...,k, existe um niimero
natural ny, tal que para toda k-coloragdo das arestas do K,,, com n > ny, existird subgrafo

K,, monocromadtico da cor i, para algum i.

Demonstragdo. Por inducdao em k. Para k = 2 o resultado € verificado conforme vimos
no Teorema de Ramsey para duas cores. Assuma R(ay, ay, ...,ax_1) € agora para provar

R(ayi,ay,...,ar) usaremos a inducdo em (ay,az,...,a;) € IN X IN x - -+ x IN.

Temos que R(ay,a,...,ar-1,2) = R(ay, az,...,a¢_1), coma; > 2,Vj=1,2,...,k—1.
De fato, considere um grafo completo K,,, sendo n = R(ay, az, ...,ar_1,2). Vamos pin-
tar as arestas de K, utilizando-se k — 1 cores distintas mais a cor preta. Entdo note que
ha duas possibilidades: nenhuma das arestas de K;, é pintada de preta ou deve haver
dois vértices cuja a aresta que os conectam ¢é preta. Além disso, R(ay,ap,...,a;) =
R(asqy, a5, - - -, Ask), sendo 6 qualquer permutagdo do conjunto {1,2,...,k}, pois es-

sas permuta¢des mudariam apenas a cor dos subgrafos.
Assuma que R(ay,az,...,a; —1,...,a;) existe, Vi = 1,2,...,k e conforme feito no

teorema [9] vamos mostrar a existéncia de R(ay, ay, . . ., ax) provando que

R(ay,az,...,ar) <) (R(ay,az,...,4a;—1,...,ar) —k+2

-

I
—_

Tomemos um grafo completo K,,, k-colorido nas arestas com n vértices para
k
n=» (R(ay,az,...,ai—1,...,a5) —k+2.
i=1
Seja p um dos vértices de K,,. Assim sdo formados os conjuntos A, Ay, ..., Ay dos
vértices que possuem p como a outra extremidade e cuja as arestas que os conectam
k
sdo pintadas das cores 1,2,...,k. Agora note que, A;NA;=Q,Vi#je Z\Ai|: n—1.
i=1
Suponhamos por absurdo que |A;|< R(ay,az,...,a;—1,...,a),¥i=1,2,..., k. Lem-

brando que se x,y € IN com x < y, entdo x < y — 1, teremos portanto que

k k
Z|A,|§ Z(R(m,az,. o, — 1,. . .,ak) — 1)
i=1 =1

dai,

k
YIAl<(m+k—=2)—k=n—-2<n-1
i=1
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o que é uma contradi¢do. Entdo, necessariamente, existe algum i € {1,2,...,k}, tal
que |A;|> R(ay,az,...,a; —1,...,a;). Suponha que |A1|> R(a; — 1,4y, ...,4a;), temos
duas possibilidades. Se A; conduzir a qualquer grafo completo K, monocromadtico,
dacori=2,3,...,k, o teorema estd provado. Caso contrario, se A; induzir um K,, _1
monocromatico da cor 1, basta juntar p a esses n — 1 vértices e teremos um K,, mono-

cromatico da cor 1.

A anélise dos outros conjuntos é feita de maneira inteiramente andloga ao que fize-

mos. O

3.3 TEOREMA DE SCHUR

Teoremas de particdo em conjuntos ndo apareceram pela primeira vez na Teoria de
Ramsey. Alguns resultados ja haviam sido estudados por matemadticos como David
Hilbert (Konisberg - 1862, Gottingen - 1943), Issai Schur (Mahilou - 1875, Tel Aviv
- 1941) e Bartel Leendert Van Der Waerden (Amsterda - 1903, Zurique - 1996), que
podemos dizer foram os pioneiros conhecidos na area que hoje é chamada de Teoria

de Ramsey.

Apresentaremos agora um teorema, demonstrado por Schur, que é um dos resulta-

dos iniciais da teoria de Ramsey.

Teorema 11 (Teorema de Schur). Dado qualquer r > 1, existe um menor inteiro posi-
tivo s = s(r) tal que, para qualquer r-coloragdo de [s], existe uma solugdo monocromdtica
para x +y = z. O numero s = s(r) que cumpre essa propriedade é chamado de niimero de
Schur.

Demonstragdo. Dado r, tome s = R(3,3,...,3) = R,(3). Pela definicdo do nimero de
Ramsey, sabemos que deve existir um tridngulo monocromatico com alguma das r
cores possiveis em toda r-coloragdo das arestas do K;. Seja ¢ : [s] — [r] uma coloracdo
arbitrdria de [s]. Defina a cor da aresta {i,j} como sendo a cor do numero |j —i| e
consideremos o tridngulo monocromatico existente em K;. Chamando de a, b e ¢ os
vértices desse tridngulo monocromatico, com a < b < ¢, note que a cor das arestas
{a,b}, {b,c} e {a,c} sdo iguais, de sorte que |b — a|, |c — b| e |c — a| representam a

mesma cot, logo tomando x =b—a,y=c—bez=c—a, temos:
b—a)+(c—b)=(Cc—a)=>x+y=2z

provando assim o teorema. O
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Defini¢éo 5. O triplo {x,y,z} de inteiros positivos, tal que x +y = z é chamado de triplo
de Schur.

Fazemos agora a seguinte indagacdo: quanto vale s(2)? Isto é, qual é o menor inteiro
positivo s = s(2) tal que qualquer 2-coloracdo de [s] existe uma solu¢cdo monocromadtica
x +y = z. Notemos inicialmente que s(2) > 4. De fato, colorindo os elementos de
[4] = {1,2,3,4}, digamos com as cores azul e vermelho, onde 1 e 4 sdo coloridos de
vermelho e 2 e 3 de azul, ndo temos um triplo de Schur monocromatico, isto é, ndo

existem x, v,z € {1,2,3,4} de mesma cor, tais que x +y = z.

Assim como os numeros de Ramsey, devido a alta complexidade computacional em
calcular tais numeros, apenas quatro deles sdo conhecidos, sdo eles: s(1) = 2, s(2) = 5,
s(3) = 14 e s(4) = 45. Vamos mostrar que s(2) = 5, entretanto para o caso s(3) = 14,

vamos deixar um exemplo garantindo que s(3) > 13.

Proposicdo 1. s(2) <5

Demonstragdo. Tome uma 2-coloracdo arbitrdria de [5] = {1,2,3,4,5}, utilizando-se
das cores azul e vermelho. Suponha que ndo hd um triplo de Schur monocromatico
e também que o numero 1 é pintado vermelho, sem perda de generalidade. Agora
note que 1+1 = 2, entdo o numero 2 deve ser pintado de azul. Como 2+2 = 4,
logo o nimero 4 deve ser pintado de vermelho, consequetemente do fato de 1 +4 =
5, assim o numero 5 dever ser pintado de azul. Faltou apenas pintarmos o numero
3, caso colorimos de vermelho teremos um triplo {1,3,4}, e se colorimos de azul,
teremos um triplo {2,3,5}, de sorte que em ambos os casos temos um triplo de Schur

monocromatico.

Em particular, como vimos que s(2) > 4, portanto s(2) = 5. O

Para o caso s(3), temos que s(3) > 13. De fato, tome uma 3-coloracao de [13] =
{1,2,...,13}, com as cores vermelho, azul e marrom, onde 1,4, 10,13 sdo coloridos
de vermelho, 2,3,11,12 de azul e 5, 6,8,9 de marrom e deixaremos o nimero 7 sem

colorir. A sequéncia abaixo ilustra a situacao.
1,2,3,4,5,6,7,6,9,10,11,12,13

Note que independentemente da colora¢do do ntimero 7, ndo teremos um triplo de

Schur monocromadtico, ou seja, s(3) > 13.

Inspirado no Ultimo Teorema de Fermat, Schur também demonstrou que a equacio

x" +y" = z" (mod p) possui solugdo ndo trivial no conjunto dos inteiros ndo nulos
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madulo p, com p primo. Denotando por Z;j tal conjunto, entao Z;‘, ={1,2,...,p— 1},
ondej={j+kp;keZ}eje{1,2,...,p—1}.

Teorema 12. Para todo inteiro positivo n, existe um primo py, tal que para todo primo

p = po, a equagdo x" +y" = z" (mod p), possui uma solugdo ndo trivial em Z,.

Demonstragdo. Tome n um inteiro positivo e seja pp um primo, tal que py > s(n). Fixe
um primo p > po e considere o grupo multiplicativo Z, (ver Apéndice B). Sabemos
que tal grupo deve possuir um gerador g, ou seja, dado ¢t € Z, entdo temos que
t = g™, para algum inteiro positivo m. Portanto note que todo elemento ¢ de Z;, pode

ser escrito como g”k”, com 0 < r < n e k um inteiro positivo.

Tome uma n-coloragdo ¢ em Z; dada por ¢(t) = r, onde t e , sdo tais que t = gk,
Pelo teorema existem x1,xp e X3 € Z; tais que, ¢(x1) = ¢(x2) = @(x3), com x1 +x2 =

x3, daf x1 + xo = x3 (mod p) e temos que:

kin+r kon+r ksn+r

(mod p) (3.1

4 t8 =g

Como todo elemento de Zj ¢ invertivel, logo para g existe um ¢’ , tal que g'¢’ = 1

(mod p). Assim tomando x = g1,y = g2 e z = ¢*, segue de 3.1 que:
(g’“) g+ (gkz) ¢ = (gk3) -¢" (mod p)=x"+y"=z" (mod p)

conforme queriamos provar. O

Consideremos as soluc¢des ndo triviais da equacdo x” + y" = z" (mod p) para n fixo

e p variado. Vejamos alguns exemplos.

Seja n = 1, portanto temos a equacdo x +y = z (mod p). Note que quando p = 2,
nunca temos uma solucdo ndo trivial, pois 1+1 = 0 (mod 2). Além disso, caso p > 2

sempre teremos uma solucdo néo trivial, jd que 1+1 = 2 (mod p).

Agora considere n = 2, logo temos x? +y?> = z? (mod p). Note que quando p = 2,
assim como no caso 7 = 1, niio temos uma solu¢io no trivial, pois 12+ 1% = 0 (mod 2).
Caso p = 3, também nfo encontramos uma solugdo ndo trivial, a saber que 1> = 1
(mod 3) e 22 =1 (mod 3), dai

12+12=12422=22422=2+#2> (mod 3).

Para p = 5, tém-se que 1> = 4> = 1 (mod 5) e 2°> = 3> = 4 (mod 5), e portanto nio

temos uma solu¢do ndo trivial, uma vez que

12+12=42+4=12+4>=2+#2> (mod 5)
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e também,
22422=32432=32422=3+#2> (mod 5).

E finalmente para p > 7, sempre teremos uma solugdo ndo trivial, pois 3? + 42 = 52
(mod p).

Para n = 3, isto é, x> + 1> = z* (mod p), novamente se p = 2, entdo nio temos
solucfio ndo trivial, ja que 13+ 13 = 0 (mod 2). Se p = 3,5 ou 7, analisemos os casos:

e Quando p =3, temos 1> = 1 e 23 =2 (mod 3), de sorte que temos a solugfo néo
trivial 13 + 13 = 23 (mod 3).

e Quando p =5, temos 1> = 1, 2% = 3, 3> = 2 e 43 = 4 (mod 5), de sorte que
temos a solu¢do néo trivial 13 + 23 = 43 (mod 5).
e Quandop=7,temos 13 =1,22=1,32=6,4=1,5=6e6’> =6 (mod 7) e

neste caso ndo temos solugdes nao triviais.

Recomendamos ao leitor [[10] para demais exemplos, casos particulares e condi¢cdes

de existéncia de solugdes ndo triviais de x" + y" = z" (mod p).
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Os Teoremas de Schur e Ramsey lidam em sua esséncia com parti¢coes de conjun-
tos. E conforme dito no capitulo anterior alguns matematicos do final do século XIX,
comeco do século XX, ja haviam estudados problemas de coloragédo sobre os inteiros,
sendo um deles Bartel Leerndert Van der Waerden, que foi um matematico holandés
percusor da Algebra Moderna do século XX. Estudou matematica na Universidade de
Amsterda, onde fez sua tese de doutorado referente a uma questdo de Geometria Al-
gébrica, foi bastante influenciado pelo matemadtico austriaco Emil Artin (Viena - 1898,
Hamburgo - 1962) e pela matemaética alemd Emmy Noether (Erlange - 1882, Bryn
- 1935). Noether inclusive foi considerada a mulher mais importante da histéria da

matematica por grandes nomes da histéria da Ciéncia, um deles Albert Einsten.

O teorema de Van der Waerden, demonstrado em 1927, é um dos resultados impor-
tantes da Teoria Combinatdria dos Numeros, tratando de uma coloracao finita qualquer
do conjunto dos numeros naturais. Este teorema diz que sempre € possivel encontrar
uma progressdo aritmética monocromatica de comprimento arbitrariamente grande,

isto é, existe um conjunto X C IN, tal que X contém tal progresséao.

A demonstracdo desse teorema foi de relevancia para os diversos avancos nos es-
tudos de progressdes aritméticas em subconjuntos dos nimeros naturais. Podemos
destacar um teorema provado pelos matematicos Ben Green (Bristol - 1977) e Terence
Tao (Adelaide - 1975), em 2004, no qual se diz que "existem progressdes aritméticas

de comprimento arbitrariamente longo no conjunto dos nimeros primos".

Com os trabalhos desenvolvidos por Ramsey, Schur, Van der Waerden, entre outros
matematicos, pode-se dizer que um vasto campo da matematica foi criado ao longo do

século XX, area atualmente conhecida como Teoria Combinatdria dos Numeros.
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A demonstracdo do Teorema de Van der Waerden serd feita usando argumentos
combinatdrios. As ideias centrais, bem como uma prova do Teorema utilizando Teoria

Ergddica estdo presentes em [[11] e [7]].

Exemplo 12. Vamos colorir de dois modos arbitrdrios os numeros {1,2,...,9} utilizando
duas cores, vermelho ou azul.
1,2,3,4,5,6,7,8,9

1,2,3,4,5,6,7,8,9

Note que na primeira sequéncia os nimeros 1,3 e 5 e na segunda 1,5 e 9 formam

uma progressao aritmética de razdo 2 e 4 respectivamente, ambas com trés elementos.

Poder-se-ia questionar se para toda coloragdo dos numeros {1,2,...,9} utilizando a
cor vermelha ou azul, seria sempre possivel formar uma progressdo aritmética de trés

termos.

Veremos que o Teorema de Van der Waerden é uma extensa generalizacdo do exem-
plo (12| e, antes de enunciarmos, fixaremos algumas defini¢des sobre progressoes arit-

méticas e coloragdes.

Definicdo 6. Uma progressdo aritmética de comprimento k, que abreviamos por k-PA, é

uma sequéncia de k numeros naturais que sdo igualmente espagados, isto €, da forma

a,a+6,a+20,...,a+(k—1)0,coma,é € N.

Definicdo 7. Dada uma coloragdo ¢ de IN, chamamos de k-PA monocromdtica a uma
progressdo aritmética de comprimento k tal que todos os elementos sGo da mesma cor, isto

7

e
P(a) = p(a+0) = p(a+20) == g(a+(k—1)0).

Teorema 13 (Teorema de Van der Waerden ). Dados k,c € IN, existe W € IN, tal que

para toda c-coloragdo ¢ : [W] — [c], existe uma k-PA monocromadtica.

Note que se o teorema ¢é vélido para W, entdo para todo W > W o teorema tam-
bém vale. Definimos o nimero de Van der Waerden w(k, ¢) em que k é o numero de
elementos da progressao e ¢ é a quantidade de cores, como sendo o menor elemento
do conjunto néo vazio X = {W € IN;vale o teorema[13]}. A existéncia desse nimero é
garantida pelo principio da boa ordenagdo, uma vez que X é ndo vazio e esta contido
em IN.

Vejamos algumas propriedades imediatas desses nimeros, para quaisquer k e c:
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e w(k,1) =k, ja que temos somente um modo de pintar os k elementos.
e w(l,c) =1, imediato ja que temos apenas 1 elemento para colorir.

e w(2,c) = c+1, uma vez que pelo PCP, devemos ter ao menos c + 1 elementos para
garantir que pelo menos dois deles estdo coloridos com a mesma cor, pois temos

¢ cores distintas disponiveis e conjuntos com dois elementos sempre formam PA.

Assim como os niimeros de Ramsey, a estimativa desses nimeros se torna cada vez
mais trabalhosa de acordo com a quantidade de elementos e cores em questdo. Alguns
dos poucos nimeros de Van der Waerden conhecidos sdo: w(3,2) = 9, w(3,3) = 27,
w(3,4) =76, w4,2) =35, w(5,2) =178 e w(6,2) = 1132.

Recomendamos ao leitor [|9] para maiores informacgdes sobre estimativas desses nu-

meros.

4.1 PILARES DA DEMONSTRAGAO

Para demonstrar o teorema faremos nessa secdo algumas consideracdes que
serdo facilitadoras na prova do teorema. Em resumo, iremos apresentar a divisdo de
um conjunto [W] = {1,2,..., W} em blocos de acordo com uma determinada regra,
depois faremos sucessivas construcoes desse tipo e por fim usaremos a inducao sobre
os parametros (k, c) dos nimeros de Van der Waerden através da ordem lexicografica
de IN x IN (ver Apéndice A). Ndo demonstraremos o teorema de Van der Waerden para

W étimo, isto é, w(k, c).

4.1.1 Sobre as coloragbes

Como usual, uma c-coloracdo de [W] é uma funcdo ¢ : [W] — [c], entretanto
para demonstrar o teorema de Van der Waerden usaremos a seguinte estratégia: o
conjunto [W] é particionado em k = % blocos By, By, ..., By, consecutivos de tamanho
n, para algum natural n, para W muiltiplo de n. Essa particdo é denotada por [Bi] =
{B1,By, ..., B} e a c-coloracdo de [W] induz uma c"-coloragao y : [Bx] — [c]", a cor

x paraoblocoB={a+1,a+2,...,a+n} é

XB)=(pa+1),pa+2),...,p(a+n)).
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Definicdo 8. Dizemos que B; = {a+1,a+2,...,a+n} e B = {b+1,b+2,...,b+n}

tém o mesmo padrdo de cor (mesma cor), se x(B;) = x(B;), isto €,

(pa+1),@a+2),...,pa+n)) =(pb+1),p(b+2),..., 90l +n))
ou seja, se p(a+1) = @(b+1), paratodo! € {1,2,...,n}.

Exemplo 13. Considere o conjunto [20] = {1,2,...,20} e seja ¢ : [20] — [3] uma

coloragdo qualquer. Particionemos [20] em 4 blocos de 5 elementos consecutivos.
{1,2,3,4,5},16,7,8,9,10}, {11,12,13, 14,15}, {16,17, 18,19, 20}.
Temos que os blocos {1,2,3,4,5} e {11,12,13,14,15} possuem o mesmo padrdo de cor.

Proposicdo 2. Sejam n,c € IN, onde n e c sdo as quantidades de elementos em cada bloco
e de cores dispontveis, respectivamente. Tomando W > n - (c" + 1), com W mulltiplo de n,
e particionando o conjunto [W] em blocos consecutivos, cada um deles com n elementos,
entdo existem dois blocos B; e Bj com o mesmo padrdo de cor. E considerando mais n - c"

elementos, hd um bloco By, tal que |j — i|= |k — j|.

Demonstragdo. Dividindo o conjunto [W] em blocos de n elementos consecutivos,
{1,2,...,n},{n+1,n+2....20},..., {W—mn-1),W—-m-2),... W}

temos % blocos e, como cada um deles pode ser colorido de ¢ modos distintos, se
% > (c"+1), isto é, W > n - (c" + 1), entdo pelo principio da casa dos pombos, de-
vem existir dois blocos B; e B;, onde 1 < i < j < ¢"+1, com o mesmo padrdo
de cor. Tomando mais n - ¢" elementos, teremos que a sequéncia de blocos sera
{B1,By,...,Be,Bany1, ..., By}, garantindo assim tal terceiro bloco igualmente espa-
cado. O

4.1.2 Divisdo em blocos de [W].

Vamos apresentar a divisdo de [W] em blocos com um nimero n de elementos, para
assim demonstrar a existéncia de alguns niumeros de Van der Waerden, comec¢ando por
w(3,2). Denotemos por d = |j — i| a distancia entre o bloco B; e Bj, A=d - [Bi|=d - n,
a distancia entre elementos correspondentes de blocos de mesmo padrédo de core § a

razdo da PA existente em cada bloco.
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Seja ¢ : [W] — {V, A} uma 2-coloragdo qualquer de [W], onde V e A representam
respectivamente as cores Vermelho e Azul. Um elemento que ndo possuir uma cor

especificada, serd chamado de neutro e denotado por N.

Suponha que ndo ha uma 3-PA monocromatica. Note que se dividirmos [W] em blo-
cos de cinco elementos, ou seja, n = 5, entdo pelo principio da casa dos pombos existird
pelo menos trés elementos igualmente espacados, de modo que os dois primeiros com
a mesma cor. Isto porque nas trés primeiras posi¢des alguma cor repete e como a maior
distancia possivel entre tais elementos de mesma cor é dois, entdo pelo fato de termos
cinco elementos, podemos encontrar tal terceiro elemento igualmente espacado (veja
figura [22]).

VVVVV | VAVVA | VVAAA | AAVAV
VVVVA | AVVVA | VAVAA | AAAVV
VVVAV | VVAAV | AVVAA | VAAAA
VVAVV | VAVAV | VAAVA | AVAAA
VAVVV | AVVAV | AVAVA | AAVAA
AVVVV | VAAVV | AAVVA | AAAVA
VVVAA | AVAVV | VAAAV | AAAAV
VVAVA | AAVVV | AVAAV | AAAAA

Figura 22: toda possivel 2-coloracéo de [5].

Pela proposigéo se W > 5.(25+1) = 165, entfo existirdo dois blocos com o mesmo

padrio de cor, e com mais 5 - 2° elementos, teremos um terceiro igualmente espagado.

A A

Figura 23: dois blocos com o mesmo padréo de cor.

Analisando os possiveis casos para N e considerando 4, a+ ¢ e a+ 26 é a progressao

aritmética V — V — A no bloco B;, temos que:
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e Se ¢(a+2A+25) =V, entdo teremos que ¢(a) = p(a+A+9J) = p(a+2A+26) =
V, de sorte que temos uma 3-PA monocromatica de razéo r, tal que r = A+,

contradicao.

o Se ¢p(a+2A+20) = A, entdo teremos que ¢(a+26) = p(a+25+A) = p(a+26 +
2A) = A, de sorte que temos uma 3-PA monocromatica de razdo r, tal que r = A,

contradicao.

Logo em ambos os casos temos uma 3-PA monocromatica utilizando as cores verme-

lha e azul.

Sejam W € Ne ¢ : [W] — {V, A, M}, onde as letras V,A e M representam as cores
vermelha, azul e marrom respectivamente. Provaremos agora a existéncia de um W
limitante superior para w(3,3). Assim como para w(3,2), suponha que ndo ha uma 3-
PA monocromatica. Como ¢ = 3, note que se dividirmos [W] em blocos de 7 elementos,
pelo principio da casa dos pombos, uma cor deve aparecer pelo menos trés vezes, de
sorte que divindo [W] em blocos de 7 elementos consecutivos, sendo W multiplo de 7,

temos:

{1,2,3,4,5,6,7},...,{W—6,W—5W—4W—-3,W—2W—1W}

Afirmamos que em cada um desses g blocos ird ocorrer trés elementos igualmente
espacados tal que os dois primeiros possuem a mesma cor. De fato, temos que nas
quatro primeiras posicoes alguma cor repete, digamos a vermelha. Como a maior
distancia entre dois elementos quaisquer dentre esses que ocupam as quatro primeiras
posicoes é 3, isso ocorre quando os elementos considerados sdo o primeiro e o quarto,
pelo fato da sequéncia ter 7 elementos, entdo sempre é possivel encontrar tal terceiro

elemento igualmente espagado dentro do bloco, (veja é da figura [24).

Voltando a divisdo de [W] em blocos de 7 elementos, temos que cada bloco pode ser
colorido de 37 = 2187 modos distintos, assim para que ocorra dois blocos de mesma
coloracao precisamos, pelo principio da casa dos pombos, de pelo menos 2188 blocos.
Para que ocorra, com certeza, um terceiro bloco igualmente espacado com os dois
anteriores (veja A da figura , necessitamos de mais 3’ = 2187 blocos, dai como
cada bloco contém 7 elementos, o nimero de elementos W para o qual esses fatos

ocorram deve ser tal que:
W >7-2187+7+7-2187 =7-(2-37 +1) = 30625.

Enunciemos agora um pequeno lema para nos auxiliar na demonstracao de w(3, 3).
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Lema 6. Existe [Wy] € N, tal que, para toda 3-coloragdo (V,A,M) de [Wy], se ndo existe
3-PA monocromdtica, entdo existem duas 3-PA’s tais que elas possuem os dois primeiros
elementos da mesma cor e o tém o terceiro elemento em comum, isto ¢, sdo da forma
V—-V-MouA—-A-—M.

Demonstragdo. Como vimos acima nos dois pardgrafos anteriores, sejam A e ¢ de
acordo com as notagdes da figura

Considere Wy, tal que, para todo W > W, para algum a, tenha-se:

1. p(a) = p(a+d6)=pa+A)=pla+A+6)="V;

2. p(a+26)=pa+A+26) = A,

3. a+2A+26 € [W].

Vimos que caso ¢(N) = V ou ¢(N) = A, entdo teremos uma 3-PA monocromadtica.
Entdo ¢(a +2A +26) = M, de sorte que teremos duas 3-PA's com o mesmo terceiro
elemento (veja a figura24). De fato temos ¢(a) = p(a+A+0) = V e ¢p(a+2A+25) = M,

assim temos uma 3-PA de razdo r = A+, e também ¢(a+20) = p(a+A+25) = Ae

¢(a+2A+26) = M, de sorte que tém-se uma 3-PA de razdo r = A. O
| A | A |
I | I
: 5 : 5 | : 5 5 | : 5 5 1
|-~ | |
I | I

Figura 24: caso ¢(a+2A+25) =M

Vamos particionar o conjunto [W] = {1,2,..., W} em blocos de W, elementos, com
W > Wy - (23" +1) e Wy de acordo com as condi¢des do lema@ isto é,

{1,2,...,W()},{W0+1,W0+2,...,ZWO},...,{W()—(Wo—l),W—(WO—Z),...,W}.

Olhando para [W] como um conjunto de blocos, sendo cada um de comprimento
W, temos que cada bloco pode ser colorido de 3"0 modos distintos e como W >

Wo - (2-3™ +1), temos entfio que devem existir trés blocos, B; ,Bj e By, tais que eles
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devem ser igualmente espagado sendo os dois primeiros, B; e B; com 0 mesmo padrdo
de cor. Aplicando o lema [f] nesses dois primeiros blocos e sejam A, 6 e &', de acordo
com as notagdes da figura e considerando ¢(a) = V e ¢(b) = A, onde a,a+6 e
a+25 eb,b+d eb+28 sdo as progressdes aritméticas V —V — M e A— A — M,

respectivamente, contidas nos blocos B; e B}, temos:

e Se p(a+2A+20) =V, entdo note que ¢(a) = p(a+A+0) = pa+2A+20) =V,
de sorte que teremos uma 3-PA monocromatica de razédo r, tal que r = A+,

contradicao.

e Se p(b+2A+28") = A, entdo note que ¢(b) = p(b+A+6") = p(b+2A+25") = A,
de sorte que teremos uma 3-PA monocromadtica de razdo r, tal que r = A+ ¢,

contradigao.

o Se p(a+2A+25) =M, entdo note que p(a+29) = p(a+26+A) = p(a+26+2A) =
M, de sorte que teremos uma 3-PA monocromatica de razdo r, tal que r = A,

contradigao.

Logo em todos os casos tém-se uma 3-PA monocromatica, garantindo assim a existéncia
de w(3, 3).

| A | A |

| | |

: ) s : k) s : ) s

| l I | | | | | |

| | | | | | | | |

\% \% 1% \%
M M N
A A A A
[ | | | | [l [ | 1
1 | | 1 | 1 1 | 1
| | | |
| 5/ : 5/ . : 5/ : 5/ : 5/ : 5/
I | |
l T Tl
A A

Figura 25: blocos de Wj elementos.

Assim provamos o seguinte resultado.

Teorema 14. Seja ¢ : [W] — {V, A, M}, com W > Wy - (23" +1), sendo Wy de

acordo com as condigbes do lema 6] Entdo existem a,d € IN, tais que:

¢(a) = ¢(a +9) = p(a+2)).
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4.1.3 Provando a existéncia de w(k, c) através de w(k — 1,c’).

A ideia agora serd provar a existéncia de um w(k, c) através de um w(k — 1, ¢’), sendo
¢’ um valor suficientemente grande e usaremos a ordem lexicografica de IN x IN, ou
seja,

1LH)<12)<---<2,H=<2,2)<---<B,1=<B2)<---

conforme dissemos no inicio deste capitulo.

Em resumo, podemos usar o w(2, ¢') para provarmos w(3, ¢”'), entdo usaremos w(3, ¢’’’

. Assim podemos su-

para provar w(4, c) e assim por diante para quaisquer ¢, c’,¢” e ¢
por a existéncia de w(k — 1, c’), Vc/, para provarmos w(k, c). Lembramos que w(1,c) = 1

e w(2,c¢) = c+1, para todo c.

Vamos mostrar a existéncia de um limitante W para w(4, 2), utilizando w(3, c) para
um valor arbritario de c. Entretanto antes de prosseguirmos, enunciamos um impor-

tante lema que sera usado posteriormente na demonstragao de w(4, 2).
Lema 7. Seja ¢ € N e assuma w(3, ¢). Entdo para todo W > 2w(3, c), existem a,d € N,
tais que

1. ¢(a) = p(a+96) = p(a+26);

2. a+36 € [2w(3, 0)].

Demonstragdo. O item (1) € trivial, ja que temos um w(3, ¢). No item (2) pelo fato de

termos 2w(3,2), entdo € claro que a + 36 € [2w(3, ¢)]. O

Figura 26: blocos de tamanho w(3, ), representando os itens 1 e 2.

O teorema a seguir ird garantir a existéncia de w(4, 2).

Teorema 15. Se Wy > 2w(3,2) - 2w(3,22%3?), entdo para qualquer coloragdo ¢ :
[Wol — {V, A}, existem a,é € N tais que

p(a) = p(a+9) = p(a+20) = ¢(a+39).
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Demonstragdo. Basta provar para Wy = 2w(3,2) - 2w(3,22%?). Suponha que nio h4

uma 4-PA monocromdtica. Vamos tomar 2w (3, 22¢(?)) blocos de tamanho 2w(3, 2)
(1,2,...,203,2)}, {2w(3,2) +1,...,403,2)}, ..., {Wo — Qw(3,2) — 1),..., Wo).

Deste modo particionamos o conjunto [Wp] = {1,2,...,Wy} em blocos de 2w(3, 2)

elementos, tal que, % = 2w(3,22v6.2)),
Consideremos um desses blocos B, digamos B = {a1, 4y, ..., 4,32}, onde cada a; =

VouA, Vi,talque 1 <i <2w(3,2).

Note que existem 22?2 modos distintos de se colorir o bloco B. Tome x : B; —
[22¢(3:2)] uma coloraciio do bloco B;. Olhando para [W;] como uma sequéncia desses

blocos B;’s, isto €,

[BZw(3,22w(3'2))] = {Bl/ BZ, ceey Bw(3’22w(3,2)), ceey B2w(3,22w(3,2))}

e observando que ao multiplicarmos 2w(3,2) e w(3,2%(3?) por 2, estaremos garan-
tindo o lema(7} podemos aplicar o lema tanto na coloragéo no bloco B como na sequén-

cia By, By, ..., By 02062y, - - -, Bagy(3 22062, conforme a figura

I A | < A > - A »!
: I L L : [, : dr S o : dr o S
v v Vv A v v VvV A Vv v V A N

Figura 27: blocos de 2w (3, 2) - 2w(3, 22¢(3:2))

Assim, existem a, §, A € IN tais que
o ¢p(a)=gpa+d)=ga+26)=V;

o pla+A)=gpa+A+5)=pla+A+26)=V;

P(a+2A) = @(a+2AM+0) = p(a+2A+25) = V;

@(a+30) = pa+A+35) = p(a+2A+30) = A;

a+3A+36 € [Wo], com ¢(a+3A+36) =N.

Analisando as possiveis cores de a + 3A + 34, tém-se que:

o Se p(a+3A+30)="V,entdo ¢(a) = p(a+A+0) = p(a+2A+20) = p(a+3A+30) =

V, de sorte que temos uma 4-PA monocromatica de razdo r, tal que r = A + J;
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o Se p(a+3A+36) = A, entdo @(a+39) = p(a+A+30) = pla+2A+36) = ¢pa+
3A +30) = A, de sorte que temos uma 4-PA monocromadtica de razdo r, tal que
r=A.

Logo em ambos os casos temos uma 4-PA monocromadtica, o que é uma contradicao.

O]

4.2 DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DE VAN DER WAERDEN

Apds os resultados apresentados na secdo anterior, estamos pronto para a prova
completa do Teorema de Van der Waerden. A demonstracdo seguird naturalmente de
um lema que iremos provar a seguir, que diz: "Dado um W suficientemente grande,
quando tomamos uma c-coloracdo qualquer ¢ : [Wy] — [c], entdo teremos uma k-

PA monocromatica ou um numero arbitrario de (k — 1)-PA's monocromaticas, todas de

diferentes cores".

Chamaremos de primitivo um numero inicial, para o qual todo primeiro elemento
das PA's monocromaticas estdo hd uma distancia de acordo com suas respectivas razoes,

podendo ou nao fazer parte delas.

Exemplo 14. Observe as sequéncias abaixo.

1,2,3,4,5,6,7,8,9

1,2,3,4,5,6,7,8,9

Temos que o nuimero 2 € primitivo em ambas as 3-PA’s monocromdticas (4,6, 8), porém

em uma delas ele pertence a PA monocromdtica e na outra ndo.

Lema 8. Tome k,c € IN, com k > 3, e r € IN. Assuma que para todo ¢, w(k —1,c)
estd definido. Entdo para todo r < ¢, existe um Wy(r), tal que para toda coloragdo

¢ : [Wo(r)] — [c], acontece uma, e somente uma, das seguintes afirmagoes:
1. Existem a,d € IN, tais que
¢la) = p(a+0) = pla+26) =--- = gla+(k—1))

ou seja uma k-PA monocromdtica.
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2. Existe um primitivoa € N e 61,67, ...,0, € IN tais que

p(a+61)=g@a+26)=---=ga+(k—1)d)
p(a+6)=g@a+26)="--=¢a+(k—1)d5%)
pa+d)=g@a+26)=---=e¢pla+(k—1)5)

Isto ¢, temos (k — 1)-PA’s monocromaticas todas de diferentes cores, ou seja, para

todo i # j, temos ¢(a + ;) # ¢(a +J;).

Demonstragdo. A prova serd por indugdo sobre r. Definimos Wy(r) para ser o menor

numero que satisfaz o lema. Mostraremos que Wy(r) possui um limite superior.

Caso r = 1, mostraremos que Wy(1) < 2w(k —1,c). Seja ¢ : [2w(k —1,c)] — [c]
uma coloracdo qualquer, vamos dividir [Wy(1)] em duas partes de comprimento w(k —
1,¢). A cardinalidade da segunda metade garante uma (k — 1)-PA monocromatica e a
cardinalidade da primeiro metade garante um primitivo a € [Wp(1)] com respeito a tal

PA, ou seja, temos a,a’ e § € IN, com a = a’ — §, tais que (veja figura [28):

pa)=g@ +do)=---=¢@ +(k-2)0)=V
@(a) =N

S R B 5

N \%4 \% \%4

Figura 28: bloco [Wy(1)] representado com seu primitivo.

Temos duas possilidades: caso ¢(a) = ¢(a’), entdo note que a’ — §,a’,a" +9,...,a" +
(k — 2)6 é uma monocromatica k-PA que satisfaz a afirmacéo 1. Caso ¢(a) # ¢(a’), como
estamos com a segunda metade de [Wy(1)], isto é, w(k — 1, ¢), logo por definicdo temos

uma k — 1 monocromatica satisfazendo assim a afirmacao 2.

Suponha que Wy(r) existe, mostremos que Wy(r + 1) < U, para algum U. Considere

U = 2Wo(r)w(k — 1,0,
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tome ¢ : [U] — [c] uma coloragdo arbritdria de [U]. Assim de maneira analoga ao
que fizemos no caso r = 1, vamos dividir U = 2Wy(r)w(k — 1,c"®)) em duas partes
de cardinalidade Wy(r)w(k — 1, c"o®)). Fixemos nossos estudos para a segunda metade,

para garantirmos a existéncia de nosso primitivo.

A segunda metade de [U] é formada por exatamente w(k — 1, ") blocos de com-
primento Wy(r). Vamos denota-los por By, By, Bs, ..., Bw(kfl,cwo“))' A figura repre-
senta a forma de um desses blocos, onde Cy,Cy, ..., C, representam as PAs em cada
uma das possiveis r cores e 4’ é o primitivo delas.

| | | |

Ci Cq - )
C, C - G
a/
G Cr Cr

Figura 29: exemplo de um bloco de tamanho Wy(r).

Como temos c cores e Wy(r) elementos em cada bloco, logo existem o) modos dis-
tintos de colorir cada um desses blocos. Tome y : [Bw(kq,cwo(*))} — [c™™] a coloragdo
desses blocos. Por definicio de w(k — 1,c"(), temos uma (k — 1)-PA monocromética
de blocos, todos de mesmo padrio de cor sob x. Dai, existem a, A’ € IN tais que: (veja
a figura [30)

X(Ba) = X(Ba + &) = -+ = x(By + (k — 2)A")

Olhemos para o bloco B, que é colorido de uma das ¢"'o") formas e tem comprimento
Wo(r) que por hipétese de inducédo satisfaz as afirmacoes 1 ou 2 do lema. Estudemos

ambos os casos.

e 1°caso: Se a afirmacdo 1 vale, entéo teremos uma k-PA monocromdtica e obvia-

mente Wy(r + 1) também estd definido.
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N a0 ol
A/ Cl C1 e C1
G G G
R S a/ :
S o |
Al ' 01 101 ' 6 4y
Ci G C
| C G Cy
R RRn s
G C, C,
& T 5
!
L Loy sy
N GG G - G
C (G (@)
- __ a/
A/ T Clr Clr Crl
D S 5

Figura 30: representando PA de blocos monocromadticas que distam A'.

e 2°caso: Se a afirmacdo 2 vale, entdo teremos (k — 1) - PA's monocromaticas, todas

de cores distintas e portanto existem a’, 5,65, ...,d, € IN tais que:

{a',a" +61,a" +261,...,a" +(k—1)61} C B,

{d',d" +65,a" +25,,...,a" +(k—1)5,} C By
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{d',d" +6,,a" +25,,...,a" +(k —1)5,} C B,

ou seja, uma k-PA no bloco dos quais, com excecdo, do primitivo a’, os (k — 1) termos

subsequentes possuem a mesma cor, isto €,

P’ +d1) = g(a' +201) = -+ = g(a' + (k= 1)51) = Cy
pa' +0) = p(a' +25) = -+ = 9(a’ + (k= 1)%) =
9@ +5) = p(a' +26,) = - = p(a' + (k= 1)6,) = C,

onde cada um dos C;’s, com 1 < i < r sdo todas as possiveis cores e note que C; # ¢(a’),
pois sendo teriamos uma k-PA monocromadtica. Como a distdncia entre os blocos de
mesma coloracdo sobre x é A’ e pelo fato de cada um desses blocos possuir exatamente
Wo(r) elementos, entdo a distancia A entre dois elementos correspondentes de mesma

cor é A = A" - Wy(r), dai temos progressdes aritméticas monocromadtica formadas por
um elemento de cada bloco, isto é,

pa +6)=p@ +A+6)=---=9@@ +(k—2)A+6)=Cy;
pa +6)=p@ +A+8)=--=9@ +(k—2)A+6)=Cy;
e +6) =@ +A+6)=---=@@ +(k—2)A+5)=C,.

Lembramos que estamos com a segunda metade de U, assim garantimos um primitivo
na primeira metade. Seja a tal primitivo, onde a = a’ — A’ - Wy(r), consideremos a’ o
primitivo do primeiro bloco de w(k — 1, c"o()), veja a figura Entao temos que

pla+A+61)=¢@a+20+261)=---=g@a+(k—1)A+(k —1)5;) = Cy;
Ppla+A+6)=¢a+20+26)=---=¢pa+k—-—1A+(k —1)6 = Cy;
pla+A+6;)=pa+20+2,)=---=¢pa+k—-1A+(k—-1),)=C,.

Cada uma dessas r progressoes monocromaticas possuem uma cor diferente. Agora
analisando a progressio aritmética dos primitivos de cada um dos w(k — 1, ¢"o(")) blo-

cos existentes na segunda metade de [U], isto é, {a+A,a+2A,...,a+ (k—1)A}, note
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A @Cl'” C1
| \ @ C - (G

.} — a E
C, C, - C,

A Q
C
4 @ 2N
NS B :
C

R

Figura 31: a primitivo das progressdes aritméticas monocromadticas

que esses elementos possuem a mesma coloragio sob yx, de sorte que todos os a’s, da

figura[31], devem ter a mesma cor e portanto

pla+A)=¢p@+20)=---=g@a+(k—1)A) = Co.

Afirmamos que C € distinto de todas as C,’s cores anteriores. Isto porque para todo

i,com1 < i <r, tém-se ¢(a) # ¢(a+d;), logo temos r + 1 PAs monocromdticas de
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tamanho k — 1 e todas de cores distintas partidas do mesmo primitivo a, conforme

queriamos provar. O

Vamos reescrever o teorema e demonstra-lo.

Teorema 16 (Teorema de Van der Waerden ). Dados k, c € IN, existe W = w(k, c) € IN,
tal que para toda c-coloragdo ¢ : [W] — [c], existe uma k-PA monocromdtica, isto €,

temos a,6 € IN, com § # 0, tais que
pa)=p@a+95)=gpa+20)=---=¢@a+k—1)9)

Demonstracdo. A prova sera por inducdo em k, mostrando que para todo ¢, w(l,c)
existe e supondo que para todo ¢, w(k — 1, ¢) existe, entdo isso implica que também

para todo ¢, w(k, c) existe.

Caso k = 1, conforme ja vimos, temos que w(1,c) = 1 e além disso sabemos que

w(2,c) = ¢+ 1, para qualquer c.

Suponha que para todo ¢, w(k — 1,c) existe. Fixando c¢ temos que pelo lema
que para todo r € IN, com r < ¢ e Wy(r) € N, qualquer que seja a coloracdo ¢ :
[Wo()] — [c], tém-se uma k-PA monocromatica ou exatamente v monocromaticas
(k — 1) PAs todas de cores distintas, além de um primitivo a, cuja cor difere de todas as
r cores. Logo, se pegarmos r = ¢, entdo existira um Wy(c) que goza de alguma dessas
duas condicoes, de sorte que basta analisarmos o caso em que hd um numero c de
(k — 1)-PA's monocromaticas de cores diferentes. O primitivo a deve necessariamente
ter uma das c cores, formando assim uma k-PA monocromatica com alguma dessas c
monocromdticas (k — 1) PA's existentes, de sorte que w(k, c) < Wo(r) . Veja a figura [32]

onde a cor vermelha representa a k-PA monocromatica. O
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T T S

|<—>|<—><—>--o<—>l

C, C. . C,
5 5 ,;

Figura 32: representando a k-PA monocromadtica existente.



CONCLUSAO

Os trabalhos desenvolvidos principalmente no comeco do século XX, foram de ex-
trema importancia para muitos avangos nos estudos de progressdes aritméticas em
subconjuntos dos naturais. Além do préprio Teorema de Van der Waerden, podemos
destacar o Teorema de Szemerédi, que foi provado e demonstrado pelo matemadtico
Hungaro Endre Szemerédi (Budapest-1940) em 1975, que diz que todo subconjunto
dos inteiros com densidade positiva contém progressdes aritméticas longas. Outro
destaque também vai para outro matematico Hingaro, Paul Erdés (1913-1996) sobre
progressdes aritméticas. Erdds publicou uma conjectura afirmando que se A é um
subconjunto dos naturais em que a soma de seus reciprocos diverge, isto é,

neA n
entdo A contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrariamente longo. Inclu-

sive Erdds oferecia uma quantia em dinheiro a quem resolve-se esse problema.

Na primeira década do século XXI, temos conforme ressaltado no capitulo 4, um
teorema provado pelos matemdticos Ben Green e Terence Tao em 2004, no qual se
afirma que existem progressoes aritméticas de comprimentos arbitrariamente longo
no conjunto dos nimeros primos. Esse teorema é um caso particular da conjectura de

Erdos, no qual o conjunto A € o conjunto dos naturais primos.

Esses resultados mencionados nos paragrafos anteriores sdo exemplos da evolucédo
decorrente principalmente dos trabalhos desenvolvidos no comeco do século XX, que
contribuiram para a criagcdo e desenvolvimento de vdrias areas de pesquisa na mate-
matica, tais como a Combinatdria Extremal, Combinatéria Aditiva e a Teoria Ergddica,
por exemplo. O préprio Teorema de Van der Waerden, que foi demonstrado em 1927
como um resultado essencialmente da Teoria dos Nuimeros e da Combinatéria, em

1977, o matematico israelense Hillel Furstenberg, redemonstrou o Teorema de Szeme-
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rédi recorrendo a métodos e resultados da Teoria Ergddica. De sorte que, ao longo
das ultimas décadas comegaram a surgir algumas relacoes entre a Teoria dos Numeros,
a Combinatdria e os Sistemas Dindmicos Topolégicos. O préprio trabalho de Green
e Tao utilizam-se de técnicas e argumentos da Teoria Ergddica em um enunciado de

natureza aritmética e combinatéria.

Dos trabalhos mais recentes sobre progressoes aritméticas, deixamos indicado ao lei-
tor um artigo publicado em 2017 (veja [6]), pelos matemdticos Jordan Stuart Ellberg
e Dion Gijswijt, que diz respeito a subconjuntos de tamanho arbitrariamente grande

em grupos abelianos sem progressdes aritméticas de trés termos.

Gostaria de fazer uma provocacdo ao leitor, especialmente aos professores do En-
sino Médio, a terem uma visdo pluralista da Andlise Combinatéria. Area que nio se
restringe apenas em técnicas de contagem como arranjos, permutacoes e combinacoes,
algo frequentemente ensinado e encontrado nos materiais didaticos. Tomamos como
exemplos o principio da casa dos pombos, contetido do qual néo se faz presente, em
grande maioria, dos curriculos escolares, bem como nocoes sobre a Teoria dos Grafos.
Poderiamos questionar se exemplos como o da reunido com n pessoas (exemplo [2| pa-
gina 10), da festa com 17 pessoas (exemplo pagina 30), das posicoes dos cavalos
pretos e brancos (visto no capitulo 3, pagina 25), entre outros, podem despertar nos
alunos, a curiosidade e o raciocinio em resolver problemas de matematica que nao

requerem uso de uma férmula, algoritmo para sua solucéo.

Para finalizar gostaria de ressaltar que tanto a Teoria dos Numeros como a Combina-
tdéria, assim como as demais areas da Matemadtica, ndo podem ser consideradas como

finalizadas, e sim como areas que devem ser permanentemente completadas.



APENDICE A

A.1 ORDEM LEXOGRAFICA

Definicdo 9 ( boa-ordem). (A, <) é boa ordem, se ¢ uma ordem total e todo subconjunto

ndo vazio de A tem minimo. A notagdo a < b abreviaa <bea #b.

A propriedade 1til da boa-ordem é que ela permite provas por indu¢do, como nos

naturais.

Teorema 17. Seja (A, <) uma boa ordem e B um subconjunto de A tal que:

Vs € A(Vt € A(t <s =1t € B)=s¢€ B) (A.1)

entdo B = A.

Demonstragdo. A prova é por contradicdo. Sejam A,B e < como no enunciado do

teorema. Assuma que B & A, considere

A\B={a€ A;a¢ B} #© (A.2)

e tome m o menor elemento da A \ B, com respeito a ordem =, o qual existe em

virtude da boa ordenacao.

De m ser o menor elemento de A que ndo pertence a B, temos

Vie At <m=1tecB) (A.3)

dai por|A.1] temos que m € B, o que é uma contradicio. O
p q q ¢
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A.1.1 Indugdo em NxIN

O conjunto IN x IN com a ordem lexicografica <,

x<a ou
(x,y) < (a,b) se
x=a ey<b

sendo < a relacdo usual em N, é boa ordem.

Para mais detalhes da ordem lexicografica e suas aplicacdoes recomendamos ao leitor
[13].



APENDICE B

B.1 GRUPO

Um grupo (G, *) € um conjunto G (ndo vazio) munido de uma operacao x, tal que:
1. (x*xy)xz=xx(y*2z),Vx,y,z € G (associativa);

2. dee Gyx*xe=exx=x,Vx € G (elemento neutro);

3. Vx € G,dy € G;x xy =y x x = e (elemento inverso).

Os elementos neutro e inverso sdo Unicos. Da associatividade, o elemento

fica bem definido. Se n < 0, tomamos x" = (x_l)fn e,paran =0, x’ = 1, ¥x € G.
Assim x" - x™ = x™" Ym,n € Z e Vx € G.

Considere Z;, = {1,2,...,p—1}, onde j = {j+kp;k € Z} ej e {1,2,...,p —1}.

nn

Temos que (Z}, ), onde a operacdo "-" é¢ a multiplicacdo (mod p), € grupo, ja que

todo elemento de Zj, € invertivel, possui elemento neutro e a multiplicagdo (mod p)

€ associativa.

Seja G um grupo e ¢ € G. Definimos o conjunto gerado por g, denotado por (g),

como sendo o conjunto de todas as poténcias inteiras de g, ou seja,
(g)={g"mez}.

Para a prova desses resultados e demais informacoes sobre a teoria de grupos, reco-

mendamos a leitura de [|5] e [8].
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Teorema 18 (Teorema Fundamental da Arimética). Todo nimero natural maior do
que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de niimeros primos.

Apresentamos nesse Apéndice apenas a prova da unicidade do Teorema enunciado
acima, sem usar o Teorema de Bézout, que se encontra disponivel em [14] e [1]. Para a

prova completa do Teorema Fundamental da Aritmética, recomendemos ao leitor [8].

Demonstracdo. Suponha que s > 1 seja o menor inteiro positivo que é o produto de
numeros primos e feito de dois modos distintos. Caso s seja primo, evidentemente que
sua decomposicao € ele préprio, assim deve haver pelo menos dois primos em cada

decomposicao de s.

S:pl.pz...pm
:ql.qz...qn

Se qualquer p; = g, entéo % = ; seria um inteiro positivo menor do que s, que €
t )
maior que 1 e também teria duas decomposicoes distintas. Mas isso € uma contradicao,

pois supomos que s era tal menor inteiro positivo. Portanto, devemos ter p; # g;, Vi, j.

Sem perda de generalidade, tomemos p; < g; (se esse ndo for o caso, basta mudar
as designacoes de p e g). Considere t = (g1 — p1) - (92 - - - gn), portanto temos 1 < g <

t < s. Dai, t deve ter uma tnica decomposicdo em primos. Por rearranjo, temos
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t= q(g2--qu) —p1(q2- - - qn)
s — p1(g2- -~ qn)

pip2- - Pm = p1(g2- - Gm)

= pil(p2---pm) — @2+ - gu)]

Afirmamos que u = (p2- - - pm) — (92 - - - qn) € positivo. De fato, pois caso fosse nega-
tivo ou zero, entdo seu produto com p; também seria, todavia seu produto vale ¢ que
€ positivo. Logo u € igual a 1 ou é decomposto em fatores primos. Em ambos os casos,
t = piu produz uma decomposicdo de ¢, dai p; aparece na decomposicdo em fatores

primos de .

Se g1 — p1 = 1, entdo a decomposicdo de ¢ seria t = g5 - - - q,, 0 que implica p; = g;
para algum j = 2,3,...,n. Assim q; — p1 # 1, entdo podemos escrever q; — p; =

r,-- -1, onde cada r; € primo, com [ =1,...,h. Assim t pode ser escrito como

(rl...rk).(qz...qn)‘

Como p; aparece na decomposicdo de ¢ e ndo € nenhum dos g3, ..., q,, entdo ele deve
ser algum dos 11,72, ...,1,. Isso significa que p; é um fator de (71 — p1), entdo existe

um inteiro positivo k, tal que p1k = (g1 — p1), dai

pik=(q1—p1) = pik+1)=q

mas isso acarreta que g; possui uma decomposicdo em fatores primos, entdo 4; nio
é primo. Essa contradicdo mostra que s ndo possui duas decomposicoes em fatores

primos distintos. O
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