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EPIGRAFE

“A esséncia do pensamento, tal como a
esséncia da vida, € o crescimento”.
Wilde, O (2000).



RESUMO

Problemas de Programacé&o Linear no espac¢o bidimensional sdo abordados neste
trabalho, utilizando recursos geomeétricos com o Geogebra onde séo realizadas
analogias com situacdes de aplicacbes da programacéo linear na vida cotidiana do
aluno, em especial, da Regido Norte, proporcionando ao aluno uma visao maior e mais
“palpavel” da Matematica como instrumento de aplicagdo. O objetivo deste trabalho é
proporcionar aos professores uma proposta de ensino — aprendizagem contemplando
a programacao linear no espaco bidimensional por intermédio de uma Sequéncia
Didatica utilizando o software Geogebra. Conclui-se que o estudo de Programacéao
Linear juntamente com a abordagem geométrica no espaco 2D pode ser uma
relevante contribuicdo pedagdgica o que facilitara o trabalho docente ao que tange
aplicacbes de modelos matematicos.

Palavras — chave: Programacao Linear. Geogebra 2D. Ensino Médio.



ABSTRACT

Problems of Linear Programming in the two-dimensional space are approached in this
work, using geometric resources with Geogebra where analogies are applied to
situations of linear programming applications in the daily life of the student, especially
in the Northern Region, providing the student with a bigger and more vision "Palpable”
of mathematics as an instrument of application. The objective of this work is to provide
teachers with a teaching - learning proposal contemplating linear programming in two-
dimensional space through a Didactic Sequence using Geogebra software. It is
concluded that the study of Linear Programming along with the geometric approach in
the 2D space can be a relevant pedagogical contribution which will facilitate the
teaching work to the applications of mathematical models.

Key words: Linear Programming. 2D Geogebra. High school.
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INTRODUCAO

Programacéao Linear é uma ferramenta de planejamento que nos proporciona
otimizar resultados, maximizar lucros ou minimizar custos, por exemplo, de problemas
praticos que nos deparamos envolvendo fun¢des lineares com restricbes em torno de
variaveis que abrangem problemas de Programacéo Linear. Quanto a aplicacéo desta
ferramenta, as possibilidades séo inimeras desde industrias até pequenas empresas,
que irdo utilizd-la em sua linha de producéo.

Atualmente, existe a grande necessidade da utilizacdo de novas ferramentas
de intermédio entre docentes e discentes, um exemplo hoje bastante utilizado é o da
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo as comumente chamadas de TIC’s, que
se tratam de meios de comunicagdo que podem ser utilizados para transmitir
informagdes em especial, conhecimento de acordo com os Paradmetros Curriculares
Nacionais (PCNs) do Ensino Médio, onde se torna cada vez mais clara a importancia
desse tipo de metodologia na absorcao do conteudo, principalmente em Matematica,
disciplina pouco priorizada na maioria dos alunos, certamente como ela é abordada
pelos docentes em sala de aula.

A apresentacao da Programacdo Linear em 2D para o ensino Médio segue uma
disposicéo de conteudos de forma a favorecer docentes e discentes interessados nas
operacdes aqui contidas. Assim, no Capitulo 3 damos énfase a Conceitos Basicos
Matematicos associados ao tema de Programacdo Linear que o docente podera
trabalhar em sala de aula como forma de introduzir o conteddo. Por meio do Capitulo
4 sera possivel o docente abordar informacgdes pertinentes ao Software Geogebra. Ja
no Capitulo 5 o enfoque serd em relacdo as Aplicacbes da Programacao Linear em
2D utilizando o Geogebra direcionado a temas da Regidao Norte. O Capitulo 6 faz
alusdo a uma “Proposta de Plano de aula de Programacao Linear 2D no ensino
médio”, e o ultimo s&o as consideragdes finais.

Por fim, o objetivo também deste trabalho é apresentar uma proposta de que a
programacao Linear € uma teoria que além de ser poderosa na capacidade de
resolver problemas, também é capaz de ser abordada de forma interdisciplinar sendo
trabalhada de maneira contextualizada e elementar neste nivel de ensino, que
atualmente torna-se fundamental para que seja obtida uma formac¢éo multidisciplinar

aos egressos do ensino Médio.
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2 HISTORIA DA PROGRAMACAO LINEAR

Prado (1999) salienta que, os estudos sobre a Programacéao Linear (PL) tiveram
andlises pioneiras em 1936 pelo economista Wassily Leontieff (1905-1999). No seu
artigo intitulado “Quantitative input and output Relations in the Economics Systems of
the United States, o autor mostra um modelo matricial linear de entradas e saidas que
€ usado em problema de PL, ou seja, Leontieff desenvolveu um modelo formado por
um agrupamento de equacdes lineares, considerado como passo inicial para as
técnicas relacionadas a PL. Ele recebeu o prémio Nobel de Economia em 1973, por
desenvolver uma teoria de insumo-produto, a “Matriz de Leontief’, e a sua
aplicabilidade em Economia.

Segundo Passos (2009), em 1939 o Matemético e economista russo Leonid
Vitaliyevich Kantorovich (1912-1986) contribuiu com a aplicagdo da Matematica a
problemas econémicos, relacionadas com a optimizacdo. Em 1975 ganhou o Prémio
Nobel de Economia, pela contribuicdo a teoria da alocagdo Otima de recursos
€scassos.

Em 1940, Frank Lauren Hitchcock (1875-1957) apresentou abordagem ao
problema de transportes. Nesta direcao, considerando a ordem cronoldgica durante o
grande conflito militar nos EUA ocorreu o “Problema da Dieta”, no qual o objetivo era
descobrir alimentos com baixos custos, visto que o ser humano precisa ser alimentado
para se manter saudavel.

Em 1945, George Stigler, apds a repercussao nacional, do desafio, apresentou
resultado consideravel, o qual considerou somente o aspecto econémico, chegando a
seguinte solucéo inusitada: a privacao de alimentos (dieta) teria um custo anual de
US$ 59,88 tratando-se de figado de porco, farinha de trigo e repolho. Uma dieta dificil
de alguém manter.

Stigler chegou nesse resultado combinando, por tentativas, 77 alimentos e
considerando 9 nutrientes entre um e outro. Mesmo sendo o resultado motivo de
diversas chacotas, a técnica usada poderia ser empregada em campos parecidos,
como modelo, na alimentacdo de animais. Mas, a técnica de tentativas utilizada por
Stigler, foi passivel de erros, além de nem sempre resultar na solu¢do esperada.

E notorio observar que, apenas em 1947 esta técnica de planejamento se
firmou com George Bernard Dantzig (1914-2005), o Matematico e fisico Norte-

Americano (Figura 2.1), o qual criou e desenvolveu um metodo chamado Simplex a
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fim de encontrar respostas as questdes de otimizagao formulados a partir de questdes
de logistica da Forca Aérea dos E.U.A, durante a Segunda Guerra Mundial. Por este
feito também é considerado o "Pai da Programagéao Linear".

Entre 1941 e 1945 o autor a qual se tem frisado desempenhou servigos como

especialista em programas e planejamentos correspondentes as tarefas militares.

Figura 2.1 - George Bernard Dantzig 1914-2005

_

Fonte: Prado (1999)

Inicialmente, foi na area militar que a tematica focalizada neste trabalho
recebeu grande enfoque, especialmente com os estudos de Dantzig, durante o grande
combate militar (1939-1945). Em 1947, ele e outros estudiosos do Departamento da
Forca Aérea Americana difundiram o Método Simplex, o qual consiste em resolver
problemas de PL. Neste cunho, o avanco da informatica foi de fundamental
importancia para a expansao da ferramenta em foco (SALLES NETTO, 2006).

Apods o conflito militar global de 1939 a 1945 (Guerra-Fria), a PL foi crescendo
em diversos campos, pois era notoria sua eficacia no auxilio aos processos de analise
e decisao atingindo resultados mais versateis, assertivos, rapidos e economicamente
viaveis, em diversos lugares do mundo, e consequentemente no Brasil ndo foi
diferente.

Segundo Lima (apud. MARINS, 2011) no Brasil a Pesquisa Operacional (PO)
surgiu apos seu desenvolvimento na Gra-Bretanha e nos Estados Unidos. Vale
destacar que, o primeiro Curso de Engenharia de Producéo (a nivel de graduacao) da
Escola Politécnica da Instituicdo de Ensino Superior de S&o Paulo (EPUSP) foi criado
em 1957.
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J& no ano de 1958 criou-se o0 curso supracitado no Instituto Tecnolégico de
Aeronautica (ITA), bem como, foram criados cursos voltados para a tematica aqui
abordada; dentre outros, oportunizados aos académicos de Engenharia de Producéo
USP e do ITA.

Esse autor ressalta ainda que, as primeiras aplicacdes de PO a problemas
cotidianos deram-se em 1960. A exemplo tem-se a Petrobras, na qual teve o primeiro
grupo formal em 1965, no ano seguinte (1966) esta empresa organizou 0 primeiro
seminario de PO no Brasil. Nesta época foi criada a Sociedade Brasileira de Pesquisa
Operacional (SOBRAPO) com grande almejo no uso e técnicas do assunto em voga.

No Brasil a Programacao Linear iniciou-se na década de 1960 com um simpdsio
realizado no ITA, em Séo José dos Campos, em 1968. Temos uma abordagem um
pouco mais detalhada e mais contribuigBes histéricas (ARENALES, 2007).

De acordo com Hillier e Liberman (2006) o instrumento PL é crucial e de suma
importancia no campo cientifico, pois seu desenvolvimento proporcionou grande
lucratividade para inUmeras empresas.

A Programacao Linear pode ser aplicada para solucionar questdes de varias
areas, principalmente em departamentos que envolvem projetos e controle de
producdo, tais como: controle de perdas e desenvolvimento de energia elétrica,
planejamento de producédo avicola; de cortes de bobina de papel, dentre outros. Dai
a importancia dessa técnica pelos diversos profissionais de engenharia, para ajuda-
los a obter decis&o mais eficiente.

Sdo apresentadas exemplificacbes de vereditos relacionados a temética
trabalhada nesta dissertacdo (ARENALES, 2007):

» Problemas de mistura sdo combinacdes de materiais depositados no meio
ambiente proporcionando a fabricacdo de novas matérias-primas. Exemplo:
composicao de areias para filtro.

» Problemas de transporte ligado a distribuicdo dos materiais ou produtos
até aos consumidores, almejando baixo custo do meio de locomocao.

» Problemas de preparacao da producao que esta atrelado a proporcao de
producao, ou seja, quando, qual e quanto produto produzir.

» Problemas de programacé&o de projetos permite determinar a ordem que
as atividades serdo realizadas, proporcionando melhor o controle da

producao.
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» Problemas de gestéo financeira (fluxo de caixa) mantém a correlagdo com
a movimentacao do dinheiro de caixa, principalmente valores provenientes
de débitos e créditos projetados, buscando aumentar a lucratividade.

» Problemas de meio ambiente propiciam que a empresa possa ter
posicionamento cauteloso em relacdo ao meio ambiente, por exemplo,

poluindo menos.

Como observado, as exemplificacdes acima mostram a relevancia da PL no dia
adia. Logo, a Otimizacéo Linear se coloca como uma importante ferramenta que atua
em varios campos, buscando um melhor aproveitamento de recursos sem perder 0s
objetivos esperados. Sua aplicabilidade, dessa forma, fica sendo reconhecida em
varios ramos profissionais, principalmente pela necessidade de maximizar os lucros
ou minimizar as despesas.

Para Hillier e Liberman (2006), a PL faz parte da Matematica Aplicada que usa
um modelo Matematico na descricdo do problema. Para eles o objetivo € buscar a
melhor destinagcéo dos recursos disponiveis.

Com isso, temos que um grande desafio do mundo contemporaneo é o melhor
aproveitamento de recursos, sem com isso abrir mao dos confortos com os quais
estamos acostumados. Nesse intuito, o estudo sobre Programacéao Linear, juntamente
com as facilidades tecnoldgicas, tem como expectativas sempre a busca por melhores
solucdes, isto é, torna-se auxiliadora na tomada de inferéncias.

Como este trabalho do Mestrado Profissional em Mateméatica - PROFMAT,
foram e estdo sendo feitos varios outros e diversas pesquisas no Brasil voltados a PL,
gue também esta sendo abordada em cursos de graduacdo, principalmente na
Engenharia de Produgéo e Economia, mas pode perfeitamente ser introduzida no
Ensino Médio, ja que os pré-requisitos basicos sao estudados, tais quais as equacdes
e inequacg0des do primeiro grau, plano cartesiano, equagéo da reta, conjuntos convexos
e outros.

A proposta de inserir Problemas de Programacéo Linear (PPL) no Ensino Médio
€ fazer com que novos problemas de otimizacdo sejam apresentados, aproveitando
conteudos, citados acima, ja trabalhados ao longo da vida escolar do aluno. A ideia é
apresentar novos problemas que de fato podem surgir no cotidiano do aluno que mora
na regido Norte do Brasil. A insercdo desta proposta no ensino médio permitiria aos

alunos o contato com problemas interessantes e reais, justificando e motivando
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amplamente o estudo dos tépicos mencionados acima.

Abaixo verifica-se a Historia do Software Geogebra para que se possa
compreender melhor a tematica tratada. Denotando sua relevancia ao que tange a
aplicabilidade no cotidiano, e de forma geral ao Ensino Aprendizagem de Célculos

Matemaéticos.

2.1 HISTORIA DO GEOGEBRA

O Geogebra é um software gratuito criado em 2001 pelo professor Markus
Hohenwarter, da Universidade de Salzburgna da Austria, destinado ao ensino da
Matematica nas escolas e serve para todos 0s niveis de ensino, que reiine Geometria,
Algebra, Planilha de Calculo, Graficos em 2D e 3D, Probabilidade, Estatistica e
Calculos Simbodlicos e recebeu diversos prémios (BASNIAK; ESTEVAM, 2014).

e EASA 2002- European Academic Software Award ( Ronneby, Suécia).

e Learnie Award 2003 - Austrian Educational Software Award (Viena, Austria)

e Digita 2004 - German Educational Software Award (Colonia, Alemanha).

e Comenius 2004 - German Educational Media Award (Berlim, Alemanha).

e Learnie Award 2005 - Austrian Educational Software Award for "Spezielle
Relativitatstheorie mit GeoGebra" (Viena, Austria).

e Trophées du libre 2005 - Prémio Internacional de Software Livre, categoria
Educacéo (Soissons, Franca) Twinning Award 2006 - 1° Prémio no "Desafio
dos Circulos" com GeoGebra (Linz, Austria).

e Learnie Award 2006 - Prémio Austriaco de Software Educacional (Viena,

Austria).

De acordo com Araujo e Nobriga (2010) o software esta escrito em Java, 0 que
permite que ele seja acessado em vdérias plataformas operacionais tais como
Windows, Linux, Mac e, atualmente, na plataforma Android, permitindo o uso para
dispositivos de informatica mais verséateis como tablets e smartphones. O download
do software na versdo mais atualizada pode ser realizado através do link:
http://www.geogebra.org/.

O Geogebra também disponibiliza ferramentas tradicionais de um software de

geometria dinAmica e ainda apresenta uma vantagem didatica, pois € composto por


http://www.geogebra.org/
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duas representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si: a
geometria e a algebra.

A janela de geometria é o local destinado aos objetos construidos, a qual é
possivel modificar e colorir os objetos, alterar a espessura de linhas, medir angulos e
distancias, exibir célculos, etc. A janela de algebra exibe a representagéo algébrica de
todo objeto que foi construido.

Segundo Castro (2017), o software Geogebra permite trabalhar de forma
dindmica em todos os niveis da Educacdo Matematica, pois a abordagem esta
embasada nas exigéncias dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), tanto do
Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio.

Ainda de acordo a autora supramencionada, diversos conteidos matematicos
que estdo presentes nos PCN'’s do Ensino Médio, podem ser trabalhados em sala de
aula de maneira dindmica quando utilizado o Geogebra. Observa-se alguns exemplos:
nocdes de funcgdes, trigonometria do triangulo retangulo, funcdes trigonométricas,
geometria analitica com representacdes do plano cartesiano e resolucao de sistemas
de equacdes com duas variaveis.

A seguir trabalhar-se-a4 com temas da Matematica do Ensino Médio envolvidos
em PPL, ressaltando principais assuntos inseridos na seara educacional que

possibilitam a utilizacdo do Geogebra.



19

3 CONCEITOS BASICOS MATEMATICOS ASSOCIADOS AO TEMA DE
PROGRAMAGCAO LINEAR

Neste capitulo apresentaremos conceitos de diferentes assuntos que fazem
parte dos conteudos abordados no Ensino Médio, sendo estes também ferramentas
essenciais para se encontrar respostas na programacao linear (PPL) especificamente
no espaco bidimensional.

Serdo abordados assuntos como: Sistema de coordenadas cartesianas
bidimensional, equacgéo da reta em R?, inequacgdes lineares, sistemas de equacdes
lineares com duas incégnitas, poligonos convexos e outros. Para um estudo mais
completo da Geometria Analitica Plana.

Como trabalharemos com o exemplo de resolucédo gréfica, € relevante que os
educandos conhecam alguns topicos de Matematica basica, para que possam
acompanhar e entender as construcfes feitas no Geogebra, que serd o software
usado nesta dissertacao como ferramenta tecnoldgica para auxiliar na visualizacéo do

modelo.

3.1 SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

Segundo Dante (2005) A notacéo (a, b) é usada para indicar o par ordenado de
nameros reais a e b, na qual o niumero a é a primeira coordenada e o numero b &
segunda coordenada. Observe que os pares ordenados (3,4) e (4,3) sao diferentes,
pois a primeira coordenada de (3,4) é 3, enquanto a primeira coordenada de (4,3) € 4.

Um sistema de eixos ortogonais é constituido por dois eixos perpendiculares,
Ox e Oy, que tém a mesma origem 0.

Damos o nome de plano cartesiano a um plano munido de um sistema de eixos
ortogonais. Os eixos ortogonais dividem o plano cartesiano em quatro regides

chamadas quadrantes, de acordo com a Figura 3.1
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Figura 3.1 - Sistema de Eixos Ortogonais

-
Elxo vertical ou v
eixo das ordenadas)
b
2°quadrante 1°quadrante
P(a.b)
O a £ixo horizontalou
exo das abcissas)
3°quadrante 4°quadrante

Fonte: O autor.

Usamos esse sistema para localizar pontos no plano. Dado um ponto P desse
plano, dizemos que 0os numeros a e b sdo as coordenadas cartesianas do ponto P,
em gue a € a abscissa e b é a ordenada.

Observe que a cada par ordenado de numeros reais corresponde um ponto do
plano cartesiano e, reciprocamente, a cada ponto do plano corresponde um par
ordenado de nameros reais. Essa correspondéncia biunivoca entre pares de nimeros
reais e pontos do plano permite escrever conceitos e propriedades geométricas em
uma linguagem algébrica e, reciprocamente, interpretar geometricamente relacdes
entre nameros reais.

De interesse histérico, a palavra “cartesiana” vem do filésofo francés René
Descartes (1596 — 1650) que desenvolveu a analise grafica de equacfes através do
sistema de coordenadas retangulares. Geralmente sdo denominadas de eixo x e eixo
y as retas, horizontal e vertical, respectivamente. Em aplicacbes como na Fisica, 0s
eixos coordenados podem ser t e s representando tempo e espaco; na Economia, g
e C representando quantidade produzida e custo de producéo; entre tantos outros

exemplos.
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3.2 EQUACAO DA RETA

Equacdes do tipo ax + by + ¢ = 0, onde a, b e ¢ sdo constantes reais e ae b
nao sao nulos simultaneamente, sao ditas lineares em x e y. Equacdes desse tipo tém
por representacao geomeétrica retas no plano cartesiano. Sdo dados diferentes nomes
de acordo como escrevemos 0s termos da equacdo. Temos a equacgao geral da reta,
gue é apresentada no inicio do paragrafo, a equacgédo reduzida, a segmentéria, a
paramétrica e a cartesiana, cada uma com sua especificidade. Dentre todas essas
denominacdes, vamos focar na equacéo reduzida daretay = ax + b.

Esta equacado é trabalhada no 1° ano do Ensino Médio como o gréafico da
funcdo, f(x) = ax + b, dita como funcao afim onde os coeficientes a e b sdo nimeros
reais. A grande vantagem da equacao da reta escrita assim é que podemos pensar
na reta como o grafico de uma funcao, e apenas olhando para os coeficientes a e b,
chamados respectivamente de angular e linear, ja sabemos se a reta é crescente ou
decrescente, e onde ela corta o eixo y, ou seja, sem fazer nenhuma conta, sabemos
fazer o esboco do grafico. Também veremos as retas verticais de equacdo x =c,y €

R onde ¢ é uma constante.

3.3 FORMA REDUZIDA DA EQUACAO DA RETA

Considerando que a equacdo da reta que passa por um ponto P(xo,y,) com

declividade m é dada por:
y —yo=m (x —Xo)

Se escolhermos o ponto particular (0, n), isto é, ponto em que a reta intersecta
0 eixo y, pela equagéo anterior teremos y - n=m (x-0) = y-n=mx = y=mx+n.
Essa equacédo é chamada de equacédo reduzida da reta r, note que a forma reduzida
€ uma funcao afim.

Segundo Lima (1991) O coeficiente m de x na equacao reduzida é o coeficiente
angular da reta e ao termo n, independente de x e y, que é a ordenada do ponto de
interseccado da reta com o eixo das ordenadas, damos o0 nome de coeficiente linear da
reta.

Como tratamos de uma Funcdo Afim, para a construcao do gréfico precisaria
apenas dois pontos distintos para determinar a reta. Os pontos por vezes
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interessantes para a obtencao do grafico correspondem aos interceptos dos eixos, ou
seja, quando x = 0 ocorrera o intercepto da reta com o eixo y, e quando y =0 ocorrera
0 intercepto da reta com o eixo x.

Na figura 3.2 a equacao reduzida da reta r definida por y = 2x + 4, temos: m =
2 (coeficiente angular) e n = 4 (coeficiente linear).

O grafico de r pode ser construido tomando-se dois de seus pontos distintos;
por exemplo, a partir dos pontos de interseccédo de r com 0s eixos coordenados.

Substituindo x por 0 na equacéo da reta, obtemos y=4, e substituindo y por 0O,

obtemos x = -2. Logo, dois pontos da reta séo (0,4) e (-2,0).

Figura 3.2 — Equacéo reduzidadareta y =2x+4

m = tago

.,-F""'"f#

Fonte: O autor.

Analisemos na figura 3.2 as interpretacdes geométricas do coeficiente
angular e coeficiente linear da reta r. Como o tema deste trabalho geralmente exigira
a analise gréfica de mais de uma dessas equacdes, abordaremos entdo um assunto,
também visto pelos alunos no Ensino Médio, que sdo os Sistemas de Equacdes
Lineares, que €& de fundamental importancia para fazer a andlise grafica e
consequentemente, encontrar as solucdes dos problemas propostos nesta

dissertacao.
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3.4 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Ao modelar certas situacfes, usamos conjuntos que sdo formados por
equacgoes lineares, esses conjuntos sdo chamados de sistema de equagdes lineares.
Veremos adiante que as restricbes de um problema de Programacao Linear podem
ser escritas como um sistema de desigualdades lineares, e que um sistema de
desigualdades lineares pode ser escrito como um sistema de equacdes lineares a
partir da adicdo de uma constante em cada uma de suas equacoes.

Estudam-se as equacdes do 1° grau no Ensino Fundamental e sdo equacoes
em gue aparece uma variavel, geralmente representada pela letra x. Conforme a
natureza do problema que queremos modelar, a equacdo pode ter mais de uma
variavel.

Quando temos equacdes em que na sua expressao aprece adicdes de termos
gue séo constantes ou o produto de uma constante por uma variavel de primeiro grau,

damos o nome de equacao linear.

Definicdo 3.1 - Sejam ai, az, asz, ..., an € b nimeros reais. Chama-se de equacéo

linear toda equacéo da forma:

aiXi1 + axx2 + azxz + - + anXn = b
Onde:

X1,X2,X3,...,Xn S&0 as variaveis ou incognitas. Os nameros reais ai, az, as, ...,
an sdo os coeficientes e b é o termo independente. As incognitas xi, X2, X3, ...
geralmente aparecem como X, Y, z,...

Como o primeiro membro de uma equacédo linear € a soma de produtos,

podemos representa-la usando o simbolo de somatorio, da seguinte forma:

z axi = b
i=1
Por exemplo, as equacdes —3x+2y-z=1e2x—-3y=0sdo equacoes lineares.
Pois, em cada parcela do primeiro membro da equacdo temos um numero real

multiplicando uma variavel de primeiro grau.



24

A equacéo linear 2x - 3y = 0 € chamada de homogénea porque o termo
independente € igual a zero. Entdo, toda equacdo linear da forma aix1 + az2x2 + asxs +
-+ + anxn = 0 € chamada de equacéao linear homogénea.

As equacbes xy = 1 e x2 + 3y — z = 0 ndo sdo equacdes lineares porque na
primeira tem-se um produto de varidveis e na segunda a variavel x encontra-se
elevada ao quadrado.

Considere a equacao linear 2x — 3y = 5. Observe que o par ordenado (1, -1)
satisfaz a equacao. De fato, 2. (1) — 3. (-1) = 5. Ja o par ordenado (-1,1) nao satisfaz
a equagao porque 2. (-1) - 3. (1) =-5#5.

Assim, o par ordenado (1, -1) é uma solucao da equacéo linear 2x — 3y =5e
o par ordenado (—1,1) ndo é uma solucdo da equacdo. Vamos, entéo, definir o que

€ uma solucédo de uma equacao linear.

Defini¢cdo 3.2 - O conjunto de nimeros reais, também chamada de n-upla, ai,az, as,
...,0n @ uma solugéo da equacéo linear aixi+azx2+asxs+---+anXn= b, se, somente se,

ai01 +az02 +aszas + -+ antn = b.

Observe que o par (1,-1) € uma solucao da equacéo linear 2x - 3y =5 como

vimos acima. Mas, essa soluc¢do nao é unica. Note que todo par ordenado da forma
2x-5 - ~ ~ . . ..
(XXT) com x € R é uma solu¢do da equacgdo. Assim, como R tem infinitos 3

elementos, entdo teremos uma infinidade de pares ordenados que sao soluc¢des da
equacao.

A n-upla (0,0, ... ,0) é sempre solucdo da equagéo linear homogénea aix; +
axx2 + asx3z + -+ + anxn= 0. Essa solugéo & chamada de solugéo nula ou solugéo
trivial. Se houverem outras solugdes, diferentes de (0,0, ...,0), de uma equacéo linear
homogénea estas serdo chamadas de solu¢des nao triviais.

Para modelar alguns problemas usamos conjuntos que sdo formados por
equacdes lineares. Esses conjuntos recebem o nome de sistema de equacles

lineares.

Definicdo 3.3 - Segundo Passos (2009) um sistema de equacdes lineares de m
equacdes e n incognitas, comm =1 e n = 1, € um conjunto de equacdes simultaneas

na forma:
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a11x1 + a12x2 + a13X3 + -+ alnxn = b]_
alel + azzxz + a23x3 + + aann
: + i+ o+ : :
Am1X1 + ApaXo + Ap3X3 + -+ QupXn = by

I
S
N

Em que:

® X1,X2,X3,...,Xn SA0 &S incognitas;
e a; SA0 0s coeficientes das incognitas, com1<i<mel<j<n;
e b sdo os termos independentes das equacgdes, com 1 <i<m.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.1 - José e Maria, que moram em uma comunidade ribeirinha na Ilha de
Santana, resolveram aproveitar uma promocéao que estava acontecendo na feira. José
gastou R$ 100,00 comprando 1 kg de camaréo e 4 latas de acai. J& Maria, comprou

2 kg de camarao e 3 latas de acai, gastando ao todo R$ 90,00.

Para resolver esse problema, podemos montar um sistema de duas equacdes
com duas variaveis. Sendo x o pre¢o do kg do camaréo e y o preco da lata de acai,
temos:

{x+4y=100
2x+ 3y =90

As equacbes que formam esse sistema sdo do 1° grau, por isso o sistema é
linear. Como ha duas equacdes e duas incognitas, dizemos que esse é um sistema
linear dois por dois (2x2).

Diz-se que o sistema linear pode ter uma Unica solucdo, uma infinidade de
solugcbes ou nenhuma solugcédo. Por definicdo, afirma-se que, no primeiro caso, 0
sistema € determinado; no segundo, o sistema € indeterminado; e no terceiro, €
impossivel (LIMA, 2007). Como o intuito neste trabalho é mostrar as solu¢gdes 6timas
de problemas de programacdo linear, trabalharemos com sistemas possiveis e

determinados.
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3.5 SOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR 2X2

Resolver um sistema linear significa obter o conjunto S, chamado de conjunto
solugcédo do sistema, cujos elementos sao todas as solugbes do sistema. Entre os
métodos existentes para a resolugdo de um sistema linear, tem-se o método da
adicao, substituicdo, comparacao, escalonamento e outros. Considerando o exemplo
acima, para resolver o sistema pelo método da adi¢cdo, devemos adicionar as duas
equacdes de modo a obter uma equacéo final com apenas uma incégnita.

Para eliminarmos a incégnita x, vamos multiplicar os dois membros da 12

eqguacdao por -2, 0 que nao altera a igualdade:

{—Z(x + 4y) = 100(-2)
2x +3y =90

—2x — 8y = —-200 o ]
{ 2x + 3y = 90 (adicionando as igualdades termo a termo)

5y =—110 = [y = 22

Substituindo y por 22 em x + 4y = 100, obtemos:

x+4.22 =100
x + 88 = 100 =[x = 12, portanto S = {(12,22)}

Para resolver esse sistema, usamos duas propriedades das igualdades.
Multiplicando-se os dois membros de uma igualdade por um mesmo numero
real, a igualdade se mantem.

a=beceR=a.c=b.c

Somando-se duas igualdades, termo a termo, obtém-se uma novaigualdade.

a=bec=d=a+c=b+d

Outra forma de resolvermos um sistema é por meio de uma representacao
grafica conforme indicada na figura 3.3. Nesse caso, resolver o sistema significa

encontrar 0s pontos comuns as duas retas que representam as equacgoes do sistema.
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Figura 3.3 - Resolucgéo grafica.

y

w
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x+dy =100

0 5 156\

2+ 3y=190

Fonte: O autor.

A partir dos gréaficos, podemos achar valores aproximados de x e de y que sao
coordenadas do ponto S e solugéo do sistema. Assim, temos x = 10 e y = 20. De
fato, ja vimos que a solucdo é x =12 e y = 22.

Para a construcdo e interpretacdo grafica nos problemas de Programacao
Linear trabalharemos com o0s pontos que por vezes sao faceis de encontrar,
correspondem as interse¢cfes dos eixos, ou seja, quando x = 0 ocorrera a intersecao
da reta com o eixo y, e quando y = 0 ocorrera a intersecdo da reta com o eixo x.

Levando em consideracdo o estudo de retas, isto é, das equacdes lineares, é
possivel apresentar aos alunos uma forma grafica de dar solu¢bes de inequacdes
lineares, onde algumas literaturas do Ensino Médio trazem este assunto.

Lins (2006) propde a resolucado grafica de inequacgdes, apos abordar todos os
conteudos inerentes as retas no Ensino Médio e entdo amplia este conceito,
mostrando que toda reta divide o plano em dois semiplanos, e que cada um desses
semiplanos pode ser representado por uma inequacao polinomial do 1° grau, com uma
ou duas incognitas. Esse assunto € de suma importancia no estudo da Programacao
Linear, pois é por meio dele que serdo construidas as regides poligonais viaveis e

consequentemente encontrar a solucéo do problema.
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3.6 INEQUACOES LINEARES

Definicdo 3.4 - Uma inequacéo linear é toda sentenca matematica da forma:
aixi + axx2 + azxz + -+ + anxn < b,

com X1,X2,X3,...Xn Sendo as incognitas, e ai,az,as,...aneb sendo as constantes com a;

# 0 para pelo menosumi€{1,2,...,n}.

Nesta secdo abordaremos apenas as inequacdes lineares com uma ou duas
incognitas, de modo que as representacdes graficas também serdo apresentadas
apenas no R2, ou seja, em planos bidimensionais.

As inequacdes do primeiro grau com incognita X sdo redutiveis a uma das

seguintes formas:

ax < b: ax menor que b

ax < b: ax menor ou igual a b

ax > b: ax maior que b

ax 2 b: ax maior ou igual a b

onde a e b sdo numeros reais quaisquer com a # 0. A resolugdo é feita de maneira
analoga as equacdes do 1° grau, porém deve-se lembrar de que quando multiplicamos
ou dividimos ambos os membros da inequagcao por um numero negativo, o sentido da
desigualdade se inverte (MORETTIN; HAZZAN; BUSSAB, 2010).

3.7 REPRESENTACAO GRAFICA DE UMA INEQUACAO DE 1° GRAU

Uma das formas de representacdo das inequacdes se da por meio da sua
representacao grafica; para isso, assume-se a seguinte inequacao: ax + by = k.

Primeiro passo é considerar apenas a igualdade (ax + by = k), conforme visto
anteriormente, faz-se necessario apenas a obtencédo de dois pontos. De maneira a
facilitar, sera obtido o intercepto dos eixos x e y. O proximo passo € determinar qual

dos semiplanos formados pela reta satisfaz a inequacgdes, para isso se escolheu um
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ponto qualquer pertencente a um dos semiplanos e verificou-se, se para este ponto,
a inequacdo € verdadeira; caso verdadeiro, este semiplano devera ser assinalado e,
caso contrario, o outro semiplano que satisfaz a inequacéo.

Objetivando a melhor compresséao, considere-se a seguinte inequacao: 2x + 3y
= 6, obtendo dois pontos da equacéao, considerando-a como igualdade, temos: (0,2) e
(3,0) como pares ordenados da equacao, com os pares em mao elabora-se a reta

conforme a figura 3.4.

Figura 3.4 - Representacao Grafica da Inequacao 2x + 3y = 6.

Fonte: O autor.

Com o auxilio do software Geogebra, vejamos como o0s semiplanos sao

determinados pelas retas. Apresentaremos outros exemplos para ilustrar.

Exemplo 3.2 - A equagdo x — 2 = 0O representa uma reta paralela ao eixo das
ordenadas, que divide o plano em dois semiplanos.
Todos os pontos na parte demarcada possuem abscissa maiores ou iguais a 2
e estdo em um mesmo semiplano. Logo x = 2 & x — 2 = 0 representa estes pontos.
Os pontos que ndo pertencem a parte demarcada pertencem ao segundo
semipleno e possuem abscissa menores ou iguais a 2. Estes pontos podem ser

representados pela inequagdo x <2 < x — 2 < 0. (ver Figura 3.5)
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Figura 3.5 — Representacéo gréfica da inequacdo x —2 = 0

¥

4

Fonte: O autor.

Todos os pontos na parte demarcada possuem ordenadas menores ou iguais
a -3 e estdo em um mesmo semiplano. Logo, y < -3 & y + 3 < 0representa estes
pontos.

Os pontos que ndo pertencem a parte demarcada pertencem ao segundo
semiplano e possuem ordenadas maiores ou iguais a -3. Estes pontos podem ser

representados pela inequacédo y 2 -3 < y + 3 2 0, conforme a figura 3.6.

Figura 3.6 — Representacéao grafica da inequacdo y+3<0

Fonte: O autor.
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Exemplo 3.3 - A equacdo y + 3 = 0O representa uma reta paralela ao eixo das
abscissas, que divide o plano em dois semiplanos.

Nos exemplos mostramos a representacao grafica de inequacées com apenas
uma incégnita. Como sao inequacgdes lineares, as fronteiras dos semiplanos séo
determinadas por retas, que podem ser escritas como x +0y -2 =0no caso do Exemplo
2.2 e como Ox +y+3=0no caso do Exemplo 2.3.

Agora vamos analisar casos nos quais as retas nao sao paralelas a um dos

eixos coordenados.

Exemplo 3.4 - Observemos que a equacdo r: x — y + 2 = 0 € uma reta que divide o

plano R? em dois semiplanos, conforme mostra a Figura 3.7

Figura 3.7 — Representacao gréficadaretax—y+2=0

b — — — 4 T, v

Xa —/— Xp — X

Fonte: O autor.

Sendo o ponto A (x4, v<), um ponto qualquer sobre areta r, o ponto B (x», yb),
situado acima da retar e o ponto C (x¢, y¢), COM Xa = Xp = X¢, Ya < Vb € Ya > Yo,
temos que:

xa_ya+2=0:>ya=XQ+2

Como y, > y,, temos:

Vo> Xa+2=yp>xp+ 2= yb-xb-2>0
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Assim podemos afirmar que todo ponto que satisfaz a inequacao -y-x-2>0 esta
situado no semiplano acima daretar.

Como y¢ < Yya temos:
yC<xa+2:>yC<xC+2:>y(;_xC_2<0

Com a demonstracdo acima, verificamos que uma forma pratica de determinar
a inequacao que representa um semiplano determinado por uma reta é escolher um
ponto e substituir este ponto na equacao. Ainda neste capitulo veremos que 0s
problemas de programagé&o linear geralmente formam regides convexas, estamos
levando em consideragcao o plano R?, essas regifes poligonais sdo formadas pelos
sistemas de inequacdes (restricbes do problema) e sdo de grande importancia para

encontrarmos o ponto 6timo, ou seja, para obtermos a solu¢éo do problema.

3.8 CONJUNTOS CONVEXOS

Nesta secdo abordaremos alguns conceitos sobre conjuntos convexos,
destacados por Zachi (2016), em sua dissertacdo. Tais conceitos sao importantes,
pois 0 conjunto dos pontos viaveis para um Problema de Programacéao Linear (PPL)

€ um conjunto convexo cujos Vvértices correspondem as solugdes.

Defini¢cdo 3.5 - Seja um conjunto de pontos x; € X. Diz-se que X € uma combinacao
linear convexa dos pontos x;, se X = )i~ A;x;, em que A; s&o os coeficientes escalares

gue terdo que assumir 0s seguintes valores:

Ou seja, dois pontos definem um segmento de reta e uma combinacéo linear

convexa, que é igual ao segmento que 0s une.

Regido Convexa é toda regido que para quaisquer dois pontos pertencentes a
essa regido, ao tragarmos uma reta passando pelos mesmos, esta estara totalmente

contida na regido, caso contrario, recebe o nome de Nao Convexa ou Cbncava.
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Defini¢cdo 3.6 - Um conjunto K é convexo quando todos os segmentos de reta que
unem dois pontos quaisquer de K estao contidos em K. Um conjunto é fechado se ele

compreende a sua fronteira.

Podemos compreender melhor tal definicdo, por meio da representacgéo grafica,

na Figura 3.8

Figura 3.8 - Regido de um Poligono Convexo.

Fonte: O autor.

Definicdo 3.7 - Um vértice é um ponto pertencente a um conjunto convexo que nao
pode ser obtido por meio de combinagdo convexa dos outros pontos do conjunto.
Podemos dizer que um vértice é um ponto extremo de um conjunto convexo. Vejamos

melhor na Figura 3.9

Figura 3.9 - Vértices de um Poligono.

Fonte: O autor.
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Definicdo 3.8 - A combinacdo convexa de dois vértices A e B é considerada uma
aresta se nenhum ponto de AB puder ser obtido pela combinac&o convexa de pontos

nao pertencentes a AB conforme indica a Figura 3.10

Figura 3.10 — Aresta de um Poligono

Fonte: O autor.

Definicdo 3.9 - Regido Convexa é toda regido que para quaisquer dois pontos
pertencentes a essa regido, ao tracarmos uma reta passando pelos mesmos, esta
estara totalmente contida na regiao, caso contrario, recebe o nome de Nao Convexa

ou Cbncava.

Levando em consideracdo os assuntos abordados neste capitulo, contetdos
estes, abordados com os alunos ao longo do ensino fundamental e médio, percebe-
se que os Problemas de Programacdo Linear em 2D necessitam desses
conhecimentos prévios, portanto a seguir abordaremos alguns conceitos e

propriedades importantes da Programacao Linear.

3.9 DEFINICOES E TEOREMAS DA PROGRAMACAO LINEAR

Agora vamos dedicar atencdo ao estudo das definicbes e teoremas
fundamentais da programacéao linear, que serviram de embasamentos para resolucéo
de PPL e que podem ser aplicadas tanto no plano bidimensional quanto no plano
tridimensional. Como as demonstra¢cfes dos teoremas que embasam essa foge ao

objetivo do trabalho, ser&o apresentados apenas seus enunciados.
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Definicdo 3.10 Programacé&o Linear - Definimos um Problema de Programacgao
Linear (PPL) como um problema cuja funcdo objetivo e todas as restricbes
correspondem a equacdes ou inequacdes lineares, sendo que o0 objetivo desses
problemas é encontrar uma solugdo otima (melhor), existentes num planejamento de

atividades.

z = min ou max f(x, Xy, ..., Xp) = C1X; + CuX, + -+ + Xy,

Sujeito a

ay1Xq + a12Xy +a13X3 + -+ apXy < ou =ou = by

Ap1Xq + ayX; +ay3X3 + -+ aypXy, < ou =ou= b,

P+ o+ b+ 4 : ;
Am1X1 T ameXy + amzXz + -+ appXy < ou = ou = by,

X1, X2, e, Xp = 0
x; = 0 € a variavel a ser designada ou produzida;
c; € o coeficiente de lucro (ou de custo) para a variavel x;;
z € a Funcéao Obijetivo a ser maximizada;
a;; € o coeficiente da variavel x; na injungao i;
b; € o valor limite da restricao i;
j=12,..,n € 0 numero de variaveis; e i =1,2,..,m é 0 numero de injuncdes

impostas.

Logo, podemos descrever um problema de otimizacdo linear pelas seguintes
caracteristicas:

e A funcao objetivo deve ser minimizada (ou maximizada);

e As restricdes do problema sao definidas por um sistema de equacdes lineares;

e As varidveis possuem a restricdo de serem ndo negativas.

Definicdo 3.11 Solucao viavel ou factivel - € o conjunto de valores das variaveis x =
(x1,X5, ...,X,) Que atendem a todas as restricdes do problema, inclusive as de ndo
negatividade.

Definicdo 3.12 Solugdo Otima - é a solucéo factivel que apresente o melhor valor

da fungéo objetivo do problema, ou seja, uma solugéo viavel x = {X3,X3,X3, ..., X, } de
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um problema de maximizacao, € chamada de solugédo 6tima se f(Xy,X3,X3, ..., Xp) =

f(x4,%3, ..., Xn), para qualquer solucado viavel x = (x4, Xz, ..., Xp)-

Definic&o 3.13 Variaveis de deciséo - sdo as incognitas, ou valores desconhecidos,
gue serdo determinados pela solucdo do modelo. As variaveis de decisdo devem

assumir valores nao negativos.

Definicdo 3.14 Funcao objetivo - é uma funcdo matematica que determina o valor-
alvo que se pretende alcancar ou a qualidade da solucao, em funcéo das variaveis de
decisdo e dos parametros, podendo ser uma funcdo de maximizacdo ou de

minimizacao.

Definicdo 3.15 Restricdes - podem ser definidas como um conjunto de equacdes e
inequagdes que as variaveis de decisdo do modelo devem satisfazer. As restricdes
séo adicionadas ao modelo de forma a considerar as limitagdes fisicas do sistema, e

afetam diretamente os valores das variaveis de decisao.

Definicdo 3.16 Regido Viavel - de um PPL é uma regido determinada pelas
intersecdes dos semiplanos definidos pelas restricbes, ou seja, € o conjunto de
solucdes viaveis do PPL. Uma Regido Viavel é dita Limitada se puder ser englobada
num circulo suficientemente grande, caso isso ndo ocorra, dizemos que ela € ilimitada.
Podemos interpretar uma regido viavel como sendo interior e os lados de um poliedro
convexo em R", determinado pelas restricbes do problema. Chamaremos de pontos

extremos os veértices desse poliedro.

Definicdo 3.17 Pontos Extremos- séo os pontos determinados pelas intersecdes das

retas que limitam os semiplanos determinadas pelas restricdes do problema.

Teorema | - Se a regido viavel de um Problema de Programacéao Linear € ndo vazia
e limitada, entdo a funcdo-objetivo atinge tanto um valor maximo quanto um valor
minimo e estes ocorrem em pontos extremos da regido viavel. Se a regiao viavel é
ilimitada, entdo a funcao-objetivo pode ou néo atingir valores maximo ou minimo;
contudo, se atingir um maximo ou um minimo, este ocorrera em pontos extremos.

Resolver problemas de Otimizacéo Linear € buscar dentro das solu¢des factiveis a
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melhor solucéo viavel, que segundo o teorema acima se encontra em um dos veértices

dessa regiéo.

Teorema Il - O conjunto de todas as solugdes viaveis de um modelo de Programacéao
Linear é um conjunto convexo. O uso deste recurso tecnolégico, o software Geogebra,
para trabalhar com a analise grafica dos Problemas de Programacéo Linear surge
como uma tentativa para melhorar as aulas. Portanto, a ideia de trabalhar utilizando o
Geogebra envolvendo os contetudos abordados acima, tem a finalidade de expor

melhor estes conceitos.
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4 O GEOGEBRA NA PROGRAMACAO LINEAR

Em relacéo a resolucao dos problemas de Programacdao Linear presentes neste
trabalho utilizaremos o software Geogebra na verséo 5.0, que alia em um so aplicativo
janelas para trabalhar Geometria Plana, denominada janela (2D) pois apresenta uma
interface facil de usar, possibilitando assim a criacdo de materiais didaticos e uma
melhor aprendizagem de conceitos e definicbes geométricas (HILLIER E LIBERMAN,
2006).

O uso deste recurso tecnoldgico, possibilita trabalhar com a analise gréafica dos
Problemas de Programacdo Linear, surgindo como uma tentativa para melhoria as
aulas voltadas a este contetdo. Portanto, a ideia de trabalhar utilizando o Geogebra
envolvendo os conteldos abordados acima tem a finalidade de expor melhor estes

conceitos.

4.1 USO DO GEOGEBRA 2D — APRESENTACAO

O software apresenta conforme a figura 4.1, barra de menus, uma janela para
0s comandos algébricos, uma régua e papel digital denominados de janela geométrica
ou zona geomeétrica, na parte superior existem os botdes de ferramentas para insercao
de pontos, retas, segmentos, parabolas entre outros e na parte inferior fica localizada

a caixa para entrada algébrica de dados.

Figura 4.1 — Interface do Software Geogebra 2D

Barra de Menus

ar Editar

l

entrou como JOSE RAIMUNDO BARBOSA FREITAS

Arquiv Opsdes Fi
A
R o n

3 de Aigedra

*. Botdes de Ferramentas e Insergbes

Janela Algébrica

Janela Geométrica®

Envada Entrada Algébrica de dados

Fonte: O autor.
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Pensando na real necessidade de compreendermos o funcionamento da janela
de visualizacdo 2D, para mais adiante verificar-se-a o uso do método grafico nos PPL,

vejamos 0 passo a passo seguir.

4.2 JANELA DE VISUALIZACAO 2D

Para iniciar os estudos sobre a Janela de visualizagéo 2D, vamos abordar como
exibir esta janela, para isso clique no menu exibir, em seguida clique na janela de
visualizacéo 2D, podemos notar que tem um caminho ou atalho (CTRL+SHIFT+2) que

também exibi a janela de visualizagdo 2D, conforme analisa-se na Figura 4.2.

Figura 4.2 — Exibir Janela de Visualizagao 2D

E> GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
[% A :- Janela de Algebra Ctri+Shift+A | g o
Al ® L8 Planilha Ctri+Shift+S \.,| —* . $ 5
» Janela de All [+ Calculo Simbdlico (CAS) Ctrl+Shift+K
@ Janela de Visualizacdo Ctrl+Shift+1 s
" Janela de Visualizacdo 2 Ctri+Shift+2
& Janela de Visualizac3o 3D Ctri+Shift+3
5
w Protocolo de Construcdo Ctrl+Shift+L
<&. Calculadora de Probabilidades Citrl+Shift+P
[E] Teclado g
~ Campo de Entrada
3
s+ Layout ...
& Atualizar Janelas Ctri+F =
Recalcular Todos os Objetos Ctri+R T
1
4 3 2 -1 o 1 2

Fonte: O autor

Em seguida, uma janela adicional no Geogebra abre-se com algumas
caracteristicas, cuja interface € composta por uma barra de menus, uma barra de
ferramentas, a janela de algebra, a janela de visualizacdo, o campo de entrada de
texto e um menu de comandos, também pode-se observar que a barra de menu sofreu
certa alteracdo, ou seja, exibe icones que nao eram exibidos na janela de visualizacéo,

de acordo com a ilustragéo na Figura 4.3.

Figura 4.3 — Janela de Visualizacdo 2D
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€7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A . N O % olllla=2
./,4,»- LNl
» Janela de Algebra = X/ | » Janela de Visualizacdo » Janela de Visualizagdo 2
® A=(0,4) 5 o

X

5 5

4 4

Fonte: O autor

4.3 BARRA DE FERRAMENTAS

E o local onde se encontram as ferramentas que auxiliam na construcdo dos
objetos matematicos, ela promove um elevado grau de autoinstrucao e interacao entre
0 usuario e o software, devido a facil visualizagéo das figuras e um simples manuseio
de clicar e inserir na janela de gréfico.

Na figura 4.4 é possivel observar que, o Geogebra possui onze conjuntos de
ferramentas que podem ser utilizadas em diversas constru¢cdes geomeétricas e

manipula¢des algébricas.

Figura 4.4 — Barra de ferramentas

Y

A 0 A ?K \ 3=1
M7 L0 DRI M e N e

Fonte: O autor

Cada uma destas janelas possui varias ferramentas. Para visualizar estas
ferramentas basta clicar sobre a seta no canto do icone e entdo irdo aparecer as
opcOes referentes a estas janelas. A seguir serdo exemplificados a aplicabilidade dos

principais comandos e ferramentas que utilizados nesse trabalho.

4.3.1 Construcéo de um Ponto
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Selecionando a ferramenta “Ponto”, clica-se em seguida sobre 0s eixos
ortogonais, onde é possivel construir dois pontos, A e B. Podemos observar que pelas
coordenadas dos pontos na janela de algebra, que estes encontram-se nos eixos y e
X respectivamente, tendo em vista que A = (0,4), B = (3,0). Ver Figura 4.5.

Figura 4.5 — Pontos A e B em seus respectivos eixos

.7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

el || P ||| 8 ::—' O Q_D .{{‘ :\' 22

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacdo 2

A=(0,4)
B=(3,0)

w@

Fonte: O autor

4.3.2 Construcdo de uma reta

Nessa janela estédo disponiveis os tipos de reta que poderdo ser trabalhadas,
como exemplos reta e semirreta.

Reta: depende de dois pontos, para isto, basta criar ou selecionar os dois
pontos por onde a reta passara.

Semirreta: nesta opgdo permite criar uma semirreta a partir de dois pontos ja
estabelecidos ou ndo, ou seja, o0 primeiro indicara a origem da semirreta, enquanto o
segundo funcionara como final do vetor direcdo da mesma.

Ao selecionar a ferramenta “Reta”, em seguida, deve-se inserir na Barra de

entrada a equacédo da reta a qual seré construida. Ver Figura 4.6.

Figura 4.6 — Construcdo da Reta.
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D GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N R =R =N EE

» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizacdo
eql:x+y= eq1 eq2
eq2:3x-2y=2
5
a

Fonte: O autor

4.3.3 Construcdo de um Poligono

Para construirmos um poligono passando pelos pontos (A, B, C e D), basta
clicar no icone “Poligono” e em seguida ligando esses pontos. Como pode-se observar

na Figura 4.7.

Figura 4.7 — Construcdo do Poligono ABCD

'{3 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

R Al D QL LN ) )

Janela de.&lgebra A | » Janela de Visualizagdo
A=(0,5) G

b
®
®
®
®
®
®
®
®
®

Fonte: O autor.
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5 APLICACOES DA PL EM 2D UTILIZANDO O GEOGEBRA DIRECIONADO A
TEMAS DA REGIAO NORTE.

Nesta secdo apresentar-se-4 com o auxilio do Software Geogebra algumas
aplicacdes da Programacdo Linear no Espaco Bidimensional, as quais os enunciados
dos problemas sao direcionados a temas da Regido Norte, uma regido a qual grande
parte da populacdo trabalha de forma autbnoma e geralmente depara-se com
situacdes envolvendo PPL.

Para resolucdo dos problemas usa-se o Método Grafico, no qual o conceito
envolvido é relativamente simples, o que torna possivel a aplicacdo deste método
junto aos alunos do Ensino Médio.

Por meio deste método sera apresentado graficamente a regido factivel, ou
seja, 0 conjunto de pontos que satisfazem as restricbes do problema, como também,
visualizar-se-4 geometricamente os passos do processo de obtencdo da solucéo

otima.

5.1 APLICACAO DO METODO GRAFICO

O método gréfico por sua simplicidade torna a Programacdo Linear
perfeitamente aplicavel ao ensino de nivel médio, pois o ferramental geométrico e
algébrico utilizado, faz parte do rol de contetdos concernentes a esse nivel de ensino
de Matemética, temos também que a solucdo grafica é vista de maneira bem

sistematica e didatica.

Didaticamente, dentro da Programacéao Linear, existe 0 método grafico, que
permite encontrar solugdes vidaveis a um certo problema utilizando duas ou
trés variaveis em um sistema de eixos ortogonais. A solugdo gréfica de um
problema de PL pode ser feita em trés passos: identificagcdo da regido viavel,
determinacé@o das curvas de nivel e identificacdo do ponto 6timo. (COLIN,
2013)

A aplicacdo desse método na Programacdao Linear é limitada a certos tipos de
problemas elementares, como o numero de variaveis envolvidas. Os enunciados
retratam situacoes de aprendizagem concretas e reais na qual o aluno nortista do
ensino médio esta familiarizado, sendo também uma forma de tornar o tema abordado

nesta dissertacdo mais atrativo e significativo.
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De acordo com Polya (2006) o professor de Matematica deve instigar os alunos
em operacOes cotidianas, estimulando-os a aprimorarem seus conhecimentos e
capacidades relacionadas aos calculos, uma vez aproximando a realidade as
operacdes béasicas, a fim de atinar as suas vontades para aprenderem mais e
resolverem problemas simples aos complexos.

No contexto em que o aluno possui bastante acesso a informacao, tornar a
Matematica interessante e desafiadora ndo é uma missao facil para o professor.
Utilizar problemas estimulantes que desafiem sua curiosidade e sua capacidade de
raciocinio pode ser uma forma de aumentar o interesse pela aprendizagem em
Matematica.

Com base nessas afirmativas, sdo propostos alguns exemplos de aplicacGes
da Programacédo Linear, para abordar em sala de aula, voltados a situacoes-
problemas da Regido Norte, envolvendo os conceitos e assuntos desenvolvidos no
capitulo 3 desse trabalho. Seré resolvido detalhadamente o primeiro problema, tendo
em vista que os demais terdo a mesma sequéncia didatica, frisando que o uso do

Software Geogebra € de fundamental importancia no processo de resolucao.

Problema 5.1- O Sr°Joéo possui um estaleiro localizado no Rio Vila Nova/Mazagéao e
deseja estabelecer uma programacado diaria dos consertos de embarcacdes
ribeirinhas. Consideremos os tipos como sendo: baixa e alta complexidade. Para
manutencdo das embarcacdes, sera considerado que o estaleiro tem limitacdes em
somente dois recursos: madeira e mao de obra, cujas disponibilidades diarias sdo

mostradas na tabela 5.1.

Tabela 5.1- Disponibilidade diaria de madeira e méo de obra

Recurso Disponibilidade
Madeira 20m?2
Mao de obra 17 horas

Fonte: O autor
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O processo de manutencéo ¢ tal que,

para um conserto de alta complexidade, o estaleiro gasta 4m? de madeira e 3
horas de méo de obra,

para fazer um conserto de baixa complexidade o estaleiro gasta 2m? de
madeira e 2 horas de méo de obra.

além disso, cada embarcacdo consertada de alta e baixa complexidade gera

um lucro de R$50,00, e R$ 30,00, respectivamente.

O problema de Jodo € encontrar 0 modelo de programacdo que maximiza a

margem total para o lucro:

primeiramente, para construir um modelo de Programagéo Linear, temos de
identificar o que se deseja conhecer no problema. A isto se da o nome de
variavel de deciséo, a qual no problema do estaleiro tem duas variaveis de
deciséo, que séo:

X: numero de embarcacdes de alta complexidade consertadas.

y: numero de embarcacdes de baixa complexidade consertadas.

segundo, precisamos identificar o objetivo que se deseja alcancar e formular
uma fungéo linear contendo as variaveis de decisdo. Assim, neste problema, o
objetivo € maximizar o lucro total obtido com os consertos dos dois tipos de

embarcagoes.

Vejamos a seguir como encontrar tal funcéo.

temos que, cada embarcacdo consertada de alta complexidade, gera lucro de
R$50,00, ao consertar x unidades, teremos lucro de 50x, e cada embarcacéo
consertada de baixa complexidade gera um lucro de R$30,00, isto é,
consertando z unidades, teremos um lucro de 30y,

desta forma, a funcdo de lucro total a qual queremos maximizar sera uma
funcéo da forma:

(Max) Z = 50x + 30y (Funcio Objetivo)

Esta funcdo € chamada de funcdo objetivo sendo representada pela maioria

dos autores como uma funcdo de uma varidvel Z representando o sentido da

otimizacdo que, no NOSsSo caso, € de maximizacao.



46

Evidentemente que o modelo de programacdo nao se restringe a funcao
objetivo, pois basta observar a quantidade dos recursos disponiveis. Com isso,
também ¢é necessario identificar todas as exigéncias, restricbes e limitacdes
estipuladas no problema e expressar matematicamente. Estas condigbes constituem

as restricoes do problema.

Vejamos a seguir como formular estas restri¢coes:

e cada embarcacdo consertada de alta complexidade consome 4m? de madeira

e cada embarcacao de baixa complexidade consome 2m? de madeira. Logo,

4x + 2y (consumo de madeira)

Este consumo de madeira ndo pode ser maior do que o estaleiro tem

disponivel, ou seja, 20m2. Podemos escrever entao:
dx + 2y < 20 (12 restricao)
e Denotando que, cada embarcacéo consertada de alta complexidade utiliza 3
horas de mé&o de obra e cada embarcacéo de baixa complexidade utiliza 2

horas de méo de obra. Logo,

3x + 2y (utiliza¢do da méo de obra)

Esta utilizacdo de horas para mao de obra ndo pode ser maior do que o

estaleiro tem disponivel, ou seja, 17 horas. Podemos escrever entéo:

3x + 2y <17 (22 restringao)

e Temos entdo que para as restricoes, a relacdo logica existente é:

Utilizagao de recurso < disponibilidade do recurso
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e Aparentemente formulamos todas as restricbes. No entanto, existe um tipo de
restricdo n&do tdo evidente. Como visto anteriormente, X, y representam as
unidades de embarcacfes consertadas de baixa e alta complexidade,
respectivamente. Ora ndo podemos consertar, por exemplo -10 unidades de

embarcacgdes, ou seja, X, y ndo podem ser negativos. Matematicamente temos:

x20ey=20

Pelas condi¢Bes das variaveis de ndo negatividade, o conjunto de solucdes
factiveis (regido factivel) fica restrito ao primeiro quadrante. Podemos agora escrever

todo o modelo de programacéo linear do problema:

Max Z = 50x + 30y

4x + 2y < 20
3x +2y <17
x=>0
y=0

Encontrado o modelo de programacdo usaremos agora, com o auxilio do
Geogebra, o método gréafico para resolucdo do problema. Sugerimos alguns passos a
serem seguidos com os alunos em sala de aula podendo o professor acrescentar

algumas explicacdes extras, se julgar necessario.

Passo 1: Consideremos inicialmente as restri¢cdes:
x=20ey=0

Assim fica entendido que trabalharemos apenas no primeiro quadrante como visto

anteriormente. conforme a Figura 5.1.
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Figura 5.1 - Primeiro quadrante definido pelas inequacdes: x=0ey =0

Fonte: Préprio autor.

Passo 2: consideremos a equacado da reta 4x + 2y = 20, na qual passa pelos

pontos A (0,10), B (5,0). Representada graficamente na Figura 5.2.

Figura 5.2 — Equacdo dareta 4x + 2y = 20

1 [=]

Fonte: Préprio autor.

Passo 3. ApOs realizar a representacdo da 12 restricdo associada, necessitamos
determinar qual das regides (subplanos) definida pela reta que satisfaz a inequacéo
4x + 2y < 20. Para isso, podemos escolher aleatoriamente qualquer ponto do R 2, por
exemplo, escolhemos o ponto C (0,0). Verificamos que 4. (0) + 2. (0) < 20 (nos

problemas propostos nesse trabalho, esse ponto sempre ira satisfazer as inequacdes
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associada). Logo, a regido que satisfaz a desigualdade esta localizada abaixo da reta,

e € representada pelo poligono ABC, como mostra a Figura 5.3

Figura 5.3 - Regido que satisfaz a inequacéo 4x + 2y < 20

Fonte: O autor.

Ao construirmos a reta representado pela equagéao 3x+2y =17, percebemos
gue a mesma intersecta o poligono ABC nos pontos D e E, conforme Figura 5.4

Figura 5.4 — intersecao da equacao da reta 3x+2y=17 com o poligono ABC

E: o, ] s,
A o 1 = = = =] k

Fonte: Préprio autor.
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Verificando a regido que satisfaz a inequacao 3x + 2y < 17, esta localizada
abaixo da reta, para isso basta consideremos novamente o ponto C(0,0) ,vamos ter
3.0 +2.0 = 17, também é necessario que essa regido satisfaca 4x + 2y < 20 para isso
basta verificar a regido que cumpre ambas as desigualdades, analisando o grafico
percebemos que essa regiao é representada pelo poligono DEBC , como mostra a
Figura 5.5.

Figura 5.5 - Regido que cumpre ambas as desigualdades.

)

Fonte: O autor.

Como as restricdes foram tracadas temos o chamado Espaco Solugéo que € o
conjunto de todos os pontos candidatos a serem o ponto 6timo, ou seja, todos 0s
pontos que obedecem a todas as restricbes do modelo.

No gréafico o Espaco Solucéo € o poligono convexo desenhado, como podemos

ver a seguir na Figura 5.6.
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Figura 5.6 - Regido factivel F.

-1 [=]

Fonte: O autor.

Passo 4: Precisamos encontrar o ponto da regido factivel que maximiza a funcéo Z =
50x + 30y. Pelo teorema 1 para determinar esse ponto precisamos caminhar na
direcdo dos extremos do poligono. Graficamente esta equacéo representa uma familia
de retas paralelas, ou seja, para cada valor de Z, temos uma reta que sera paralela a
gualquer outra, para outro valor de Z, inclusive para aquela como o valor 6timo da
funcéo objetiva.

Entdo, arbitrariamente escolhemos, por exemplo Z = 200. Temos a reta 50x +

30y = 200 intersectando a regiao factivel, como observamos na Figura 5.7.

Figura 5.7 - Reta 50x+30y = 200 intersectando a regido factivel F

Fonte: O autor.



52

Temos entdo a reta 50x+30y= 200 intersectando a regido factivel como se
observa —se na Figura anterior.

Apos analisar o grafico com a reta tracada de uma das paralelas de Z pode-se
perceber quais 0s possiveis vértices que seriam a solu¢cdo do problema, tendo em
vista isso basta criarmos, por meio da ferramenta “retas paralelas” do Geogebra,
outras retas paralelas passando por esses pontos.

Pois, o teorema 1 diz que o problema tem solucédo 6tima se, e somente se, a
solucdo encontra-se em um dos vértices. Entdo, para obter o ponto étimo, basta
simplesmente tracar retas paralelas, mais alta possivel, que toque, pelo menos, um
ponto do plano solucéo, respeitando a inclinacdo da reta determinada pela funcéo
objetivo Z.

Vejamos por exemplo o ponto D, que gera a reta 50x + 30y = 250
intersectando a regido factivel em outra parte. Como podemos ver graficamente na

Figura 5.8.

Figura 5.8 — Reta 50x + 30y = 250 intersectando a regido factivel F.

-1 o (=]

Fonte: O autor.

Passo 5: Neste momento pode-se notar, na figura acima, que a coordenada D (O,
8,5) ndo é o melhor ponto, pois a parte do poligono que compreende o vértice E ainda
nao foitocada, esse sera o Ultimo ponto tocado e consequentemente a coordenada

E(3,4) seréa solucéo do problema, conforme indica a Figura 5.9.
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Figura 5.9 - reta 50x + 30y = 270 intersectando a regido factivel F.

Fonte: O autor.

Com isso, o ponto 6timo sempre sera um dos vértices do poligono determinado
pelo espaco solucdo de acordo com os teoremas de convexidade apresentados
anteriormente neste trabalho, conforme pode-se observar na figura acima.

Na tabela 5.2, apresentamos o valor da funcdo objetivo f (x, y) do Problema

5.1 em todos os vértices da regiao factivel F.

Tabela 5.2 — Valores da funcéo objetivo do Prob. 5.1 nos vértices da regido factivel F

Vértice Valor daFutéo Analise

D(0; 8, 5) f (0,8,48) =50.0+30.(8,5) =255

E(3, 4) f (3,4) =50.3 + 30.4 = 270 Valor maximo de f
B(5, 0) f(5,0) = 50.5 + 30.0 = 200

c(o, 0) f(0,0) =50.0 +30.0=0 Valor minimo de f

Fonte: O autor.

Portanto, o estaleiro do Sr°Jodo tera que consertar 3 embarcacfes de alta
complexidade e 4 embarcacdes de baixa complexidade para obter o maior lucro na

construcdo de suas embarcacdes. Percebemos que, no método grafico e com o auxilio
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do software Geogebra, facilmente encontramos a solucdo do Problema de

Programacao Linear com duas variaveis O processo da obtencéo da regido factivel é

analogo aos demais problemas.

Problema 5.2 - O Sr° Anténio morador do municipio de Porto Grande produz dois

tipos de racdo para a criacdo de suinos, e pretende determinar as quantidades que

cada tipo de racdo deve ser vendida diariamente para que seu lucro seja maximo. O

processo de producdo é tal que:

O tipo de racdo em granulado tem 20g de hidratos de carbono, 50g de
vitaminas, 30g de proteinas e custa 10 reais o pacote.

O tipo de racdo em farinha tem 50g de hidratos de carbono, 30g de vitaminas,
10g de proteinas e custa 5 reais o0 pacote.

As quantidades maximas diarias que o Sr° Antdnio possui para 0 processo de
producado sdo de 400g de hidratos de carbono, 390g de vitaminas e 210g de

proteinas.

ApOs varias tentativas frustradas de optimizacdo, mas ciente da importancia da

guestao para o0 seu negdcio, o Sr° Antdnio contratou uma empresa de consultoria para

maximizar o seu lucro.

Primeiramente, para construir um modelo de Programacéo Linear, temos de
identificar o que deseja conhecer no problema. A isto da-se o nome de variavel
de decisao, a qual no problema 5.2 temos duas variaveis de decisédo, que sao:
X: quantidade de racdo em granulado por pacote.

y: quantidade de racédo em farinha por pacote.

segundo, precisamos identificar o objetivo que se deseja alcancar e formular
uma funcéo linear contendo as variaveis de decisdo. Assim, neste problema, o
objetivo é encontrar a quantidade maxima que cada tipo de racao devera ser

vendida diariamente.
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Vejamos a seguir como encontrar tal funcgéo.

e temos que, a quantidade x de racdo em granulado custa R$10,00 o pacote,
assim teremos 10x de lucro e a quantidade y de racdo em farinha custa R$5,00
0 pacote, assim teremos 5y de lucro.

e desta forma, a funcdo que representa a quantidade maxima de racdo que

devera ser vendida sera uma funcao da forma:

(Max) Z = 10x + 5y (Fungdo Objetivo).

Esta funcdo € chamada de funcdo objetivo sendo representada pela maioria
dos autores como uma funcdo de uma variavel Z representando o sentido da
otimizacdo que, no NOSSO caso, é de maximizacao.

Evidentemente que o modelo de programacdo ndo se restringe a funcao
objetivo, pois basta observar a quantidade dos recursos disponivel. Com isso, também
€ necessario identificar todas as exigéncias, restricbes e limitagdes estipuladas no
problema e expressar matematicamente. Estas condi¢cdes constituem as restricdes do

problema.

Vejamos a seguir como formular estas restri¢coes:

e Aracdo em granulado possui 20g de hidratos de carbono e a racdo em farinha

dispbe de 50 g de hidratos de carbono, assim escrevemos,

20x + 50y (hidratos de carbono)

A porcéao de hidratos de carbono ndo pode ser maior que a quantidade maxima

diaria disponivel, ou seja, 400g. Podemos escrever entao:

20x + 50y < 400 (12 restricao)

e Aracdo emgranulado possui 50g de vitaminas o e aracdo em farinha dispde

de 30 g de vitaminas, assim escrevemos,

50x + 30y (vitaminas)
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A porcdo de vitaminas ndo pode ser maior que a quantidade méxima diaria

disponivel, ou seja, 390g. Podemos escrever entao:

50x + 30y < 390 (22 restricao)

e Aracdo em granulado possui 30g de proteinas e a racao em farinha dispde de

10 g de proteinas, assim escrevemos,

30x + 10y (proteinas)

A porcdo nao pode ser maior que a quantidade maxima diaria disponivel, ou

seja, 390g. Podemos escrever entao:

30x + 10y < 210 (32 restricdo)

e Temos entdo que para as restricdes, a relacdo logica existente é:

Utilizagao de recurso < disponibilidade do recurso

e Aparentemente formulamos todas as restricbes. No entanto, existe um tipo de
restricdo ndo tdo evidente. Como visto anteriormente, X, y representam as
guantidades de racdo em granulados e racdo em farinha, respectivamente. Ora
nao podem ser produzido uma quantidade por exemplo de — 3 pacotes de

racao, ou seja, X, y ndo podem ser negativos. Matematicamente temos:

x20ey=20

Pelas condi¢Bes das variaveis de ndo negatividade, o conjunto de solucdes
factiveis (regido factivel) fica restrito ao primeiro quadrante. Podemos agora escrever

todo o modelo de programacéo linear do problema:

Max Z = 10x + 5y
20x + 50y <400

50x + 30y < 390
30x + 10y < 210

x=20ey =0



57

Apés encontrar o modelo de programacdo linear para o problema 5.2,
usaremos com o auxilio do Geogebra, o método grafico para resolugdo do problema.
Sugerimos alguns passos a serem seguidos com os alunos em sala de aula podendo
o professor acrescentar algumas explicacdes extras, se julgar necessario.

Passo 1: Consideremos inicialmente as restri¢cdes:

x=20ey=0

Assim fica entendido que trabalharemos apenas no primeiro quadrante, como visto no

problema anterior, conforme a Figura 5.10.

Figura 5.10- Primeiro quadrante definido pelas inequacdes: x 2 0 ey 2 0

-1 [==]

Fonte: O autor.

Passo 2: consideremos a equagao da reta 20x + 50y = 400, na qual passa pelos

pontos A (0,8), B (20,0). Representada graficamente na Figura 5.11.
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Figura 5.11 — Equacéao da reta 20x + 50y = 400

10

\' 4=(0,6)

B=(20,0)

Fonte: O autor.

Passo 3. ApOs realizar a representacdo da 12 restricdo associada, necessitamos
determinar qual das regifes (subplanos) definida pela reta que satisfaz a inequacéao
20x + 50y < 400. Para isso, podemos escolher aleatoriamente qualquer ponto do R 2,
por exemplo, escolhemos o ponto € (0,0). Verificamos que 20. (0) + 50. (0) <400 (nos
problemas propostos nesse trabalho, esse ponto sempre ira satisfazer as inequacdes
associada). Logo, a regido que satisfaz a desigualdade esta localizada abaixo da reta,

e € representada pelo poligono ABC, como mostra a Figura 5.12.

Figura 5.12- Regido que satisfaz a inequacédo 20x + 50y < 400

Fonte: O autor.
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Ao construirmos a reta representado pela equacao 50x+30y= 390, percebemos

gue a mesma intersecta o poligono ABC nos pontos D e E, conforme Figura 5.13.

Figura 5.13 - Intersecédo da reta 50x+30y=390 com o poligono ABC

D=(3.95642)

=00

Fonte: O autor.

Verificando a regido que satisfaz a inequacao 50x + 30y < 390, est4 localizada
abaixo da reta, para isso basta consideremos novamente o ponto C(0,0), vamos ter
50.0 + 30.0 = 390, também é necessario que essa regido satisfaca 20x + 50y < 400,
para isso basta verificar a regido que cumpre ambas as desigualdades, analisando o
grafico percebemos que essa regido € representada pelo poligono ADEC, como

mostra a Figura 5.14.



Figura 5.14 - Regido que cumpre ambas as desigualdades.

Fonte: O autor.

Como as duas primeiras restricdes tracadas temos o chamado Espaco

Solugéo que vai ser o poligono ADEC. como podemos ver na Figura 5.15.

Figura 5.15 - poligono ADEC

.

10

A= (0, 2)

10

Fonte: O autor.

Ao construirmos a reta representado pela equacdo 30x + 10y

60

210,

percebemos que a mesma intersecta o poligono ADEC nos pontos G e H, conforme a

Figura 5.16.
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Figura 5.16 — Intersecéo da reta 30x + 10y = 210 com poligono ADEC

1

10

=

10

Fonte: O autor.

Verificando a regido que satisfaz a inequacado 30x + 10y < 210, esta localizada abaixo
da reta, para isso basta consideremos novamente o ponto C(0,0) ,vamos ter 30.0 +
10.0 = 210, também € necessario que essa regido satisfaca as inequacdes 20x +50y
<400 e 50x + 30y <390 para isso basta verificar a regido que cumpre ambas as
desigualdades, analisando o gréfico percebemos que essa regido é representada pelo

poligono ADGHC , como mostra a Figura 5.17.

Figura 5.17 - Regido que cumpre ambas as desigualdades.

12

10

=

10

Fonte: O autor.
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Como todas as restrices foram tracadas temos o chamado Espaco Solucao
gue € o conjunto de todos os pontos candidatos a serem o ponto 6timo, ou seja, todos
0s pontos que obedecem a todas as restricbes do modelo.

No grafico o Espaco Solucéo é o poligono convexo desenhado, como mostra a
Figura 5.18.

Figura 5.18 - Regido factivel F.

12

10

A =0, 8)

G = (6, 3)

=0, 0)

-2 a 2 = (=] H=1(7 D\IB

Fonte: O autor.

Passo 4: Precisamos encontrar o ponto da regido factivel que maximiza a fungéo Z =
10x +5y.Pelo teorema 1 para determinar esse ponto precisamos caminhar na dire¢cao
dos extremos do poligono. Graficamente esta equacéo representa uma familia de
retas paralelas, ou seja, para cada valor de Z, temos uma reta que sera paralela
a qualquer outra, para outro valor de Z, inclusive para aquela como o valor 6timo da
funcdo objetiva.

Entdo, arbitrariamente escolhemos, por exemplo Z = 50. Temos a reta 10x + 5y

= 50, intersectando a regido factivel, como observamos na Figura 5.19.
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Figura 5.19 - Reta 10x+5y = 50 intersectando a regido factivel F.

12

N

D=1(3.95 6/42)

G= (6, 3)

o=, O}

Fonte: O autor.

Temos entdo a reta 10x + 5y = 50 intersectando a regido factivel como se se
observa na figura anterior.

Apés analisar o grafico com a reta tracada de uma das paralelas de Z pode-se
perceber quais 0s possiveis vértices que seriam a solu¢cdo do problema, tendo em
vista isso basta criarmos, por meio da ferramenta “retas paralelas” do Geogebra,
outras retas paralelas passando por esses pontos.

Pois, o teorema 1 diz que o problema tem solucéo 6tima se, e somente se, a
solucdo encontra-se em um dos vértices. Entdo, para obter o ponto étimo, basta
simplesmente tracar retas paralelas, mais alta possivel, que toque, pelo menos, um
ponto do plano solucéo, respeitando a inclinacdo da reta determinada pela funcéo
objetivo Z.

Vejamos por exemplo o ponto D, que gera a reta 10x + 5y = 71,6 intersectando

a regido factivel em outra parte. Como podemos ver graficamente na Figura 5.20.
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Figura 5.20 - Reta 10x + 5y = 71,6 intersectando a regido factivel F

Fonte: O autor.

Passo 5: Neste momento pode-se notar, na figura acima, que a coordenada D (3.95,
6,42) ndo é o melhor ponto, pois a parte do poligono que compreende o vértice G
ainda nao foi tocada, esse serd o Ultimo ponto tocado e conseqguentemente a

coordenada G (6,3) sera solucdo do problema. Vejamos na Figura 5.21.

Figura 5.21 - Reta 10x + 5y = 75 intersectando a regiéo factivel F

D= (3.95, 5.42)

o= (0, 0 F= (78 0

Fonte: O autor.
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Com isso, o ponto 6timo sempre sera um dos vértices do poligono determinado
pelo espaco solucdo de acordo com os teoremas de convexidade apresentados
anteriormente neste trabalho, conforme pode-se observar na figura acima.

Na tabela 5.3, apresentamos o valor da funcédo objetivo f (x, y) do Problema

em todos os veértices da regido factivel F.

Tabela 5.3- Valores da fungéo objetivo do Prob. 5.2 nos vértices da regido factivel F.

Vértice Valor daFuncao Analise

A(0; 8) £(0,8) = 10.0 + 5.8 = 40
f(3,95; 6,42) = 10. (3,95) +

B(3,95; 6,42)
5. (6,42) =71,6

c (6, 3) f(6,3) =10.6 + 5.3 =75 Valor maximo de f
H(7,0) £(7,0) = 10.7 + 5.0 = 70
c(o, 0) f(0,0) =10.0+5.0=0 Valor minimo de f

Fonte: O autor.

Portanto, para que o Sr. Anténio obtenha um lucro maximo na producéo de
racdo para suinos ele terd que vender diariamente 6 pacotes de ra¢do granulado e 3
pacotes de racao em farinha. Percebemos mais uma vez que com o método grafico e

com o auxilio do software Geogebra encontramos facilmente a solucédo do Problema.

Problema 5.3 - Sr° Raimundo deseja plantar dois tipos de produtos em seu terreno
localizado as margens do Rio Matapi no Municipio de Santana. Deseja fazer o plantio

de mandioca e cana de acguUcar. O processo de plantacdo desses alimentos é tal que:

e Sr° Raimundo dispde de no maximo 9 hectares para seu plantio e devido os
problemas de chuvas ele ndo pode plantar mais de 4 hectares de mandioca.

e Sr° Raimundo gera um lucro de R$400,00 e R$ 360,00 por cada hectare de
mandioca e cana de agucar plantada respectivamente.

e Quantos hectares de cada fruto o agricultor deve plantar de modo a obter o

maior lucro possivel de sua plantagcédo?



66

O problema do Sr° Raimundo é encontrar o modelo de Programagé&o Linear que

obtenha o maior lucro possivel dos produtos:

I.  Primeiramente, para construir um modelo de Programacao Linear, temos de
identificar o que deseja conhecer no problema. A isto da-se o nome de variavel
de decisao, a qual no problema 5.3 temos duas variaveis de decisdo, as quais
sao:

X: quantidade de hectares de mandioca;
y: quantidade de hectares de cana de agucar.

ii. segundo, precisamos identificar o objetivo que se deseja alcancar e formular
uma funcéo linear contendo as variaveis de decisdo. Assim, neste problema, o

objetivo € encontrar o maior lucro possivel de sua plantacéo.

Vejamos a seguir como encontrar tal funcao.

e cada hectare de mandioca gera um lucro de R$400,00, isto €, teremos lucro de
400x, e para cada hectare de cana de acuUcar, gera um lucro de R$360,00, ou
seja, teremos lucro de 360y.

e desta forma, a funcédo de lucro total, a qual queremos maximizar sera uma

funcéo da forma:

(Max) Z = 400x + 360y (Funcao Objetivo).

Evidentemente que o modelo de programacdo ndo se restringe a funcéo
objetivo, pois basta observar a quantidade dos recursos disponivel. Com isso, também
€ necessario identificar todas as exigéncias, restricbes e limitacdes estipuladas no

problema e expressar matematicamente.

Vejamos a seguir com o formular estas restri¢coes:

e Considerando os dados do problema 5.3, a maxima quantidade de mandioca e
cana de aclUcar a serem plantados serd de 9 hectares. Podemos entdo
escrever:

x+y <9 (12restricdo)
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N&o poderd ser plantado mais que 4 hectares de mandioca. Entéo:

x 4 (22restringdo)

Aparentemente formulamos todas as restricdes. No entanto, existe um tipo de
restricdo ndo tdo evidente. Como visto anteriormente, X, y representam a
guantidade de hectares de mandioca e cana de acgUcar respectivamente. Ora
nao podemos plantar -5 hectares, ou seja, X, y ndo podem ser negativos.

Matematicamente temos:

x20ey20

Pelas condi¢des das variaveis de nao negatividade, o conjunto de solucdes
factiveis (regido factivel) fica restrito ao primeiro quadrante. Podemos agora
escrever todo o modelo de programacéo linear do problema:

Max Z = 400x + 360y
x+y<9
x<4
x>0
y=0

Com o auxilio do Geogebra, o método gréfico para resolucdo do problema,
sugerimos alguns passos a serem seguidos com o0s alunos em sala de aula
podendo o professor acrescentar algumas explicacbes extras, se julgar

necessario.

Passo 1: Consideremos inicialmente as restri¢coes:

x=0ey=0

Assim fica entendido que trabalharemos apenas no primeiro quadrante como visto nos

problemas anteriores, conforme indica a Figura 5.22.

Figura 5.22 - Primeiro quadrante definido pelas inequacdes: x=20ey =0
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Fonte: O autor.

Passo 2: consideremos a equacéo da reta x + y = 9, na qual passa pelos pontos

A (0,9), B (9,0). Representada graficamente na Figura 5.23.

Figura 5.23 - Equacdo daretax +y =9

\A: . 9
=)

o 1 2 = = = a T = 10

Fonte: O autor.

Passo 3: ApoOs realizar a representacdo da 12 restricAo associada, necessitamos
determinar qual das regides (subplanos) definida pela reta que satisfaz a inequacéo x
+ y < 9 Para isso, podemos escolher aleatoriamente qualquer ponto do R 2, por
exemplo, escolhemos o ponto C (0,0). Verificamos que 1. (0) + 1. (0) < 9 (nos

problemas propostos nesse trabalho, esse ponto sempre ira satisfazer as inequacdes
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associada). Logo, a regido que satisfaz a desigualdade esta localizada abaixo da reta,

e € representada pelo poligono ABC, como mostra a Figura 5.24.

Figura 5.24- Regiao que satisfaz a inequacgéo x + y < 9.

o

Fonte: O autor.

Ao construirmos a reta representado pela equagéo x = 4, percebemos que a

mesma intersecta o poligono ABC nos pontos D e E, conforme a figura 5.25.

Figura 5.25 - Intersecdo da equacao da reta com o poligono ABC
o'

a

u}
Il
®
n

1 o 1 =2 3

Fonte: O autor.

Verificando a regido que satisfaz a inequacéo x < 4, esta localizada abaixo da

reta, para isso basta consideremos novamente o ponto C(0,0) ,vamos ter 1.0 < 4,
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também é necessario que essa regido satisfaca x + y < 9para isso basta verificar a
regido que cumpre ambas as desigualdades, analisando o grafico percebemos que
essa regido € representada pelo poligono ADEC , como mostra a Figura 5.26.

Figura 5.26 - Regido que cumpre ambas as desigualdades.
[ =

\. A= (0, 9)
o

=

Como todas as restrices foram tracadas temos o chamado Espaco Solucao
gue € o conjunto de todos os pontos candidatos a serem o ponto 6timo, ou seja, todos
0s pontos que obedecem a todas as restricbes do modelo.

No gréafico o Espaco Solucéo € o poligono convexo desenhado, como podemos

ver a seguir na Figura 5.27.

Figura 5.27 - Regido factivel F.

0
!

[a)

Fonte: O autor.
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Passo 4: Precisamos encontrar o ponto da regido factivel que maximiza a funcéo Z =
400x + 360y. Pelo teorema 1 para determinar esse ponto precisamos caminhar na
direcédo dos extremos do poligono. Graficamente esta equacao representa uma familia
de retas paralelas, ou seja, para cada valor de Z, temos uma reta que sera paralela a
gualquer outra, para outro valor de Z, inclusive para aquela como o valor 6timo da
funcéo objetiva.

Entdo, arbitrariamente escolhemos, por exemplo Z =1800. Temos a reta 400x

+360y = 1800 intersectando a regido factivel, como observamos na Figura 5.28.

Figura 5.28- Reta 400x+360y = 1800 intersectando a regiao factivel F.

1O

o= (0O, =

E= R

s = ¢o, o) 3
B [=] 1 = = = \\5\\

Fonte: O autor.

Temos entdo a reta 400x+360y =1800 intersectando a regido factivel como se
observa —se na figura anterior.

Apés analisar o gréafico com a reta tracada de uma das paralelas de Z pode-se
perceber quais 0s possiveis vértices que seriam a solugdo do problema, tendo em
vista isso basta criarmos, por meio da ferramenta “retas paralelas” do Geogebra,
outras retas paralelas passando por esses pontos.

Pois, o teorema 1 diz que o problema tem solugéo 6tima se, e somente se, a
solucdo encontra-se em um dos veértices. Entdo, para obter o ponto 6timo, basta
simplesmente tracar retas paralelas, mais alta possivel, que toque, pelo menos, um
ponto do plano solugéo, respeitando a inclinacéo da reta determinada pela fungao

objetivo Z.
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Vejamos por exemplo o ponto A, que gera a reta 400x + 360y = 3240
intersectando a regido factivel em outra parte. Como podemos ver graficamente na
Figura 5.29.

Figura 5.29 - Reta 400x + 360y = 1800 intersectando a regido factivel F

12

Fonte: O autor.

Passo 5: Neste momento pode-se notar, na figura acima, que a coordenada A (O,

9) néo é o melhor ponto, pois a parte do poligono que compreende o vértice D ainda
nao foi tocada, esse sera o ultimo ponto tocado e consequentemente a coordenada

D (4,5) sera solucdo do problema.Vejamos na Figura 5.30.

Figura 5.30 - Reta 400x + 360y = 3400 intersectando a regido factivel F

.

Y.— (0. 9)

Fonte: O autor.
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Na Tabela 5.4, apresentamos o valor da funcéo objetivo f (x, v) do Problema

em todos os vértices da regido factivel F.

Tabela 5.4 - Valores da funcdo objetivo do Prob. 5.3 nos vértices da regiado factivel. F

Vértice

Valor daFungao

Analise

A(0; 9)
D(4, 5)
E(0, 4)
c(0, 0)

f (0,9) = 400.0+360.9 = 3240
f (4,5) = 400.4+360.5 = 3400
f (0,4) = 400.0+360.4 = 1400
f (0,0) = 400.0 + 360.0 =0

Valor maximo de f

Valo minimo de f

Fonte: O autor.

Portanto para que o Sr° Raimundo obtenha lucro maximo na sua plantacéao ele

ter4 que plantar 4 hectares de mandioca e 5 hectares de cana de acucar, o que lhe

renderd um lucro méaximo.

Problema 5.4. No Distrito do Anauerapucu localizado a 15 km do Municipio de

Santana, o Sr°. José Félix possui um sitio onde ele produz polpas de cupuacu e

taperebd. O processo de producéo é tal que:

e Estas polpas sdo colocadas em cubas que suportam no maximo 20 kg.

e Ele demora em média 6 minutos para embalar uma polpa de cupuacu, 3

minutos para embalar uma de taperebd, sabendo que ele dispde de 90 minutos

para fazer a embalagem dessas polpas.

e O lucro dele & de R$ 4,00 e R$3,00 por cada polpa vendida de cupuacu e

tapereba respectivamente.

O problema do Sr°. José Félix € encontrar um modelo de Programacgédo Linear

gue lhe garanta um maior lucro na comercializacado desse produto.

e Primeiramente, para construir um modelo de Programacé&o Linear, temos de

identificar o que deseja conhecer no problema. A isto da-se o nome de variavel

de decisao, a qual no problema do estaleiro temos duas variaveis de deciséo,

gue sao:

X: quantidade de polpas de cupuagu;

y: quantidade de polpas de tapereba.
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segundo, precisamos identificar o objetivo que se deseja alcancar e formular
uma fungéo linear contendo as variaveis de decisdo. Assim, neste problema, o

objetivo é encontrar o maior lucro possivel na venda de polpas.

Vejamos a seguir como encontrar tal funcéo.

cada polpa de cupuacu gera um lucro de R$4,00, isto €, ao vender x unidades,
teremos lucro de 4x, e para cada polpa de tapereba gera um lucro de R$3,00,
ou seja, teremos lucro de 3y.

desta forma, a funcéo de lucro total, a qual queremos maximizar serd uma

funcéo da forma:

(Max) Z = 4x + 3y (Fungdo Objetivo).

Evidentemente que o modelo de programacgao ndo se restringe a fungao

objetivo, pois basta observar a quantidade dos recursos disponiveis. Com isso,

também ¢é necessario identificar todas as exigéncias, restricbes e limitacdes

estipuladas no problema e expressar matematicamente.

Estas condi¢bes constituem as restricdes do problema:
a quantidade maxima de x polpas de cupuacu e y polpas de tapereba que

devera ser colocada na cuba sera de 20kg. Entdo, podemos descrever:

x +y <20 (12 restricao)

Ele demora em média 6 minutos para embalar x polpas de cupuacu e 3 minutos
para y polpas de tapereba e dispde-se de 90 minutos para fazer a embalagem.
Logo, temos:

6x + 3y <90 (22 restrincdo)
Aparentemente formulamos todas as restricdes. No entanto, existe um tipo de
restricdo ndo tdo evidente. Como visto anteriormente, X, y representam a
guantidade de polpas de cupuacl e tapereba respectivamente. Ora nao

podemos embalar -5 polpas, ou seja, x e y ndo podem ser negativos.

x=20ey=0
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Pelas condigbes das variaveis de ndo negatividade, o conjunto de solucbes
factiveis (regiao factivel) fica restrito ao primeiro quadrante. Podemos agora escrever

todo o modelo de programacao linear do problema:

Méax Z = 4x + 3y

x+y<20

6x + 3y <90
x=0
y=0

Com o auxilio do Geogebra, o método gréafico para resolugdo do problema,
sugerimos alguns passos a serem seguidos com os alunos em sala de aula podendo

o professor acrescentar algumas explicagdes extras, se julgar necessario.

Passo 1: Consideremos inicialmente as restrigdes:

x=20ey=20

Assim fica entendido que trabalharemos apenas no primeiro quadrante como

visto nos problemas anteriores, conforme indica a Figura 5.31.

Figura 5.31- Primeiro quadrante definido pelas inequagbes: x 20ey =0

-1 L= -]

Fonte: O autor.
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Passo 2: consideremos a equacéo da reta x + y = 20, na qual passa pelos pontos

A (0,20), B (20,0). Representada graficamente na Figura 5.32.

Figura 5.32 — Equacao da reta x + y = 20

25

C=i0 0 B=1(20,0)

L
5 0 5 10 15

Fonte: O autor.

Passo 3: Apos realizar a representacdo da 12 restricdo associada, necessitamos
determinar qual das regifes (subplanos) definida pela reta que satisfaz a inequacao
x + y < 20 Paraisso, podemos escolher aleatoriamente qualquer ponto do R 2, por
exemplo, escolhemos o ponto C (0,0). Verificamos que 1.(0)+ 1.(0) <20 (nos
problemas propostos nesse trabalho, esse ponto sempre ira satisfazer as inequacodes
associada). Logo, a regido que satisfaz a desigualdade esta localizada abaixo da

reta, e é representada pelo poligono ABC, como mostra a Figura 5.33.
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Figura 5.33 - Regido que satisfaz a inequacéo x + y < 20.

==

A=(0,20)
20

15

10

C=(00 E=1(20,0)

o ] 10 15 2

Fonte: O autor.

Ao construirmos a reta representado pela equacédo 6x + 3y = 90, percebemos

gue a mesma intersecta o poligono ABC nos pontos D e E, conforme a Figura 5.34.

Figura 5.34 — Intersecdo da equagdo 6x+3y=90 com o poligono ABC.

A=(0,20)
20

15

D=010,10)
10

C=0,0
. —@ r
Fonte: O autor.
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Verificando a regido que satisfaz a inequacdo 6x + 3y < 90, esta localizada
abaixo da reta, para isso basta considerarmos novamente o ponto C (0,0), vamos ter
6.0 + 3.0 < 90, também é necessario que essa regiao satisfaca x + y < 20 para isso
basta verificar a regido que cumpre ambas as desigualdades, analisando o gréafico

percebemos que essa regido é representada pelo poligono ADEC, como mostra a
Figura 5.35.

Figura 5.35 - Regido que cumpre ambas as desigualdades.

A=i0, 20)
20

15

10

Fonte: O autor.

Como todas as restrices foram tracadas temos o chamado Espaco Solugao
gue é o conjunto de todos o0s pontos candidatos a serem o ponto 6timo, ou seja, todos
0s pontos que obedecem a todas as restricbes do modelo. No grafico o Espaco

Solucao é o poligono convexo desenhado, como podemos ver a seguir na Figura 5.36.
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Figura 5.36- Regido factivel F.
25

A=1(0,20)

20

15

D=010,10)
10

Fonte: O autor.

Passo 4: Precisamos encontrar o ponto da regido factivel que maximiza a funcéo Z
= 4x + 3y. Pelo teorema 1 para determinar esse ponto precisamos caminhar na
direcédo dos extremos do poligono. Graficamente esta equacéo representa uma familia
de retas paralelas, ou seja, para cada valor de Z, temos uma reta que sera paralela a
gualquer outra, para outro valor de Z, inclusive para aquela como o valor 6timo da
funcéo objetiva.

Entéo, arbitrariamente escolhemos, por exemplo Z = 40. Temos a reta 4x +

3y = 40 intersectando a regido factivel, como observamos na Figura 5.37.



80

Figura 5.37- Reta 4x+3y = 40 intersectando a regiao factivel F

A= (0, 20)

D=(10,10)

Fonte: O autor.

Temos entdo a reta 4x+3y =40 intersectando a regido factivel como se observa-
se na figura anterior.

Apos analisar o gréafico com a reta tracada de uma das paralelas de Z pode-se
perceber quais 0s possiveis vértices que seriam a solu¢cdo do problema, tendo em
vista isso basta criarmos, por meio da ferramenta “retas paralelas” do Geogebra,
outras retas paralelas passando por esses pontos.
Pois, o teorema 1 diz que o problema tem solugéo étima se, e somente se, a solucéo
encontra-se em um dos vértices. Entdo, para obter o ponto 6timo, basta
simplesmente tracar retas paralelas, mais alta possivel, que toque, pelo menos, um
ponto do plano solugéo, respeitando a inclinagédo da reta determinada pela fungao
objetivo Z.

Vejamos por exemplo o ponto A, que gera areta 4x + 3y = 60 intersectando

a regido factivel em outra parte. Como podemos ver graficamente na Figura 5.38.
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Figura 5.38- Reta 4x + 3y = 60 intersectando a regido factivel F.

Fonte: O autor.

Passo 5. Neste momento pode-se notar, na figura acima, que a coordenada A
(0, 20) ndo é o melhor ponto, pois a parte do poligono que compreende o vértice D
ainda ndo foi tocada, esse sera o Ultimo ponto tocado e consequentemente a

coordenada D (10,10) sera solucéo do problema. Vejamos na Figura 5.39.

Figura 5.39- Reta 4x + 3y = 70 intersectando a regido factivel F.

o5

A= (0, 20)

15

=(10,10)
10

C=(0,0) E=035, 0)
®

s 0 5 10 15 \

Fonte: O autor.
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Na Tabela 5.5, apresentamos o valor da fungdo objetivo f (x, y) do Problema

em todos os vértices da regido factivel F.

Tabela 5.5 - Valores da funcdo objetivo do Prob 5.4 nos vértices da regido factivel F.

Vértice Valor daFungdo Analise
A(0; 20) f (0,20) = 4.0 + 3.20 = 60
D(10, 10) f (10,10) = 4.10 + 3.10 = 70 Valor maximo de f
E(15, 0) f (15,0) = 4. (15) + 3.0 = 60
c(0, 0) f(0,0)=40+3.0=0 Valo minimo de f

Fonte: O autor.

Portanto o Sr. José Félix que deseja aumentar a sua producao de polpas tera
gue vender 10 polpas de cupuacu e 10 polpas de tapereba para obter seu lucro
maximo.

Apoés a analise serdo realizadas as consideracdes sobre as aplicacfes acima,
sugerimos que os problemas propostos neste capitulo sejam trabalhados com os
alunos seguindo as orientag0es e etapas apresentadas, acreditando que a utilizacéo
do Software Geogebra possa trazer muitas vantagens para aprendizagem, dentre elas
temos, como movimentar as figuras em diversas direcées e a partir do que o aluno
observa o professor pode indaga-los a apresentarem conclusdes acerca de padroes
observados.

Um dos grandes desafios dos professores de Matematica que estdo atuando
em sala de aula é fazer com que o aluno relacione o conteido que esta sendo
apresentado com sua aplicacdo no seu cotidiano. Ou ainda, fazer com que o aluno se
interesse pelo contetdo ministrado e, sobretudo, reconheca que o0 mesmo € e sera
importante para sua formacao académica e também para sua formacdo como cidadao
participante da sociedade (BRASIL, 1997).

Considerando o estigma da educacdo Matemaética, frisamos que os estudantes
estdo imergidos no ambito da tecnologia e esta por sua vez, tem se expandido, logo
ha real necessidade de eles acompanharem as mudancas que pairam também na
préopria forma de aprender conteddo por intermédio de uma faceta mais articulada,

mais envolvida com os avangos tecnologicos.
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Portanto, o ensino-aprendizagem de Matemética deve ser alicercado com
ferramentas tecnoldgicas que auxiliem o professor na conducéo; aprimoramento e
desenvolvimento do saber. Promovendo ao discente, reais situacfes de ensino —
aprendizagem, uma vez relacionando a Matematica com problemas do cotidiano para

uma melhor associacdo da préatica escolar com o &mbito extraescolar.
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6 PROPOSTA DE PLANO DE AULA DE PROGRAMAGCAO LINEAR 2D NO ENSINO
MEDIO

6.1 ANALISE DO LIVRO DIDATICO

Considerando a importancia dos livros didaticos adotados pela rede de ensino
publica e privada do Amapa para o processo de ensino- aprendizagem, bem como, o
suporte de conhecimento cultural, cientifico e literario, faz-se necessario analisar
como o contetudo de Programacdo Linear € abordado nos referidos livros voltados
para o Ensino Médio. E necessario ainda, verificar se os mesmos fazem referéncia a
alguma ferramenta educacional (software) no contetudo acima.

Para tanto, consultando-se o guia digital do Programa Nacional do Livro
Didatico-PNLD (2018), ganha destaque a colecao “Matematica: contextos e
aplicagdes”, do renomado autor Dante (2016), por ser amplamente conhecido e
utilizado em escolas publicas e privadas.

O livro apresenta duas referéncias sobre a Programacéo Linear, sendo a
primeira na introdugdo do capitulo 5, que trata dos Sistemas Lineares, num pequeno
texto sobre as regras do jogo Sudoku, e a segunda na secao “Outros Contextos”, que
apresenta “temas interessantes e curiosos que tratam de situacbes praticas,
articulando a Matematica com outras disciplinas”, destacando a importancia dos
sistemas de equacdes e inequagdes simultaneas na resolucao de problemas nas mais
diversas areas, como na economia, transportes, alimentacdo (dietas), etc. O autor
motiva o discente relatando a necessidade de encontrar valores maximo ou minimo
de uma funcao sujeita a restricoes.

O roteiro apresentado por Dante (2016) nao possibilita que o aluno elabore
suas proprias conjecturas e construa suas conclusdes, a medida que desenvolve a
atividade proposta.

A apresentacado de uma resolucao do problema, com o auxilio de um software,
poderia despertar o interesse dos discentes para o tema, visto que a informética
possibilita dinamismo, agilidade e a capacidade de entrelacar diferentes formas de

linguagem, despertando mudancas no processo de ensino-aprendizagem.
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6.1.1 Andlise do Mapeamento da PL nos Livros Didaticos.

Considerando a importancia dos livros didaticos de Matematica contemplados
pela Rede publica e privada de ensino do Estado do Amapa para o processo de
ensino- aprendizagem, bem como, faz-se necessario analisar como o contetdo de
Programacao Linear é abordado nos referidos livros voltados para o Ensino Médio.

Para tanto, analisando o guia digital do Programa Nacional do Livro Didatico -
PNLD, podemos fazer o seguinte mapeamento sobre quais autores abordam a PL em

seus respectivos livros, como veremos na Figura 6.1.

Tabela 6.1 — Colecdes do PNLD

Colecéo - Editora Autor (es) Aborda PL?
Matematica: Contexto & ) ]
_ . o Luiz Roberto Dante Sim
Aplicagdes - Atica
Matemética: Ensino Kétia Stocco Smole S
im
Médio - Saraiva Maria Ignes Diniz
Matematica: Paiva - . .
Manoel Paiva Nao

Moderna

Matematica: Volume _
Luiz Roberto Dante

Unico - Atica Sim
Matematica: Ciéncia e Gelson lezzi _
aplicacdes — Saraiva Osvaldo Dolce =im

Conexbes com a Juliane Matsubara .
Matematica - Moderna Barroso Nao

Fonte: O autor

Conforme observado na Figura 6.1, os autores que trabalham com a PL em
seus livros abordam a Programacé&o Linear como um assunto optativo, fazendo uma
breve introducdo sobre a histéria da PL e também mostram a importancia do uso de
sistemas lineares e inequacdes em problemas de Economia, transporte, dietas, entre
outros.

Dante (2014) em seu Livro intitulado “Matematica: Contexto & Aplicagbes —
Atica”, ap6s definir o que é Programacéo Linear ele introduz um problema que é
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resolvido e faz somente um passo a passo de como resolver um Problema de

Programacao Linear pelo método geométrico, descrito abaixo:

Diante de um Problema de Programacéo Linear, consideramos a seguinte
orientacdo para resolvé-lo: Estabelecemos a funcao objetivo, isto €, a funcao
gue queremos maximizar ou minimizar. Transformamos as restricbes
impostas no problema num sistema de inequacgdes lineares. Tracamos o
grafico do poligono convexo correspondente a essas restricdes determinando
as coordenadas dos seus vértices. Calculamos os valores da fungéo objetivo
em cada um dos vértices. O maior desses valores é 0 maximo e 0 menor é o
minimo da fungdo objetivo. Voltamos ao problema e damos a sua solugéo.
(DANTE; p.125, 2016).

Nesta direcdo, analisando também o livro “Matematica: Ensino Médio —
Saraiva” de Smole & Diniz (2013) que apresenta referéncias sobre a Programacgéao
Linear, sendo uma referéncia na introducdo do capitulo que trata dos Sistemas
Lineares, e a outra referéncia na secao “Outros Contextos”, que apresenta tematicas
relevantes e curiosas que tratam de situagdes praticas, correlacionando a Matemética
a outras disciplinas, destacando a importancia dos sistemas de equacbes e
inequacdes simultaneas na resolucdo de problemas nas mais diversas areas, como
transportes, economia, entre outras.

De acordo com o mapeamento realizado, observou-se que alguns autores
motivam o discente relatando a necessidade de encontrar valores maximo ou minimo
de uma funcéo sujeita a restricdes. No entanto, o roteiro apresentado pelos autores
ndo possibilita que o aluno elabore suas proprias conjecturas e construa suas
conclusdes, a medida que desenvolve a atividade proposta.

Diante da andlise realizada, constatou-se que alguns autores, como Dante
(2016), Smole & Diniz (2013), abordam a tematica em questdo de forma tradicional,
sem adaptacao aos recursos metodologicos disponiveis na atualidade. Pois, 0 uso de
um software matematico ajudaria a ilustrar e motivar a resolucao destes problemas. A
apresentacao de uma resolucdo do problema, com o auxilio de um software, poderia
despertar o interesse dos discentes para o tema, visto que, a informatica possibilita
dinamismo, agilidade e a capacidade de entrelacar diferentes formas de linguagem,
despertando mudancas positivas no processo de ensino-aprendizagem.
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Com isso, repensa-se a real necessidade de se trazer a proposta de atividade
ancorada na Sequéncia Didatica (SD), a qual € sem duvida uma ferramenta de alto
teor, uma vez que norteia o educador a construir e a modificar o trajeto do ensino-

aprendizagem de Matematica.

6.2 CONTEUDOS EM SALA DE AULA

Importante destacar que no capitulo anterior apresentamos detalhadamente,
como sugestao, a sequéncia de etapas dos PPL usando o Geogebra na resolucao de
alguns problemas, que podem ser adotadas pelo docente durante a execucao das
atividades na sala de aula. Com isso, a seguir colocaremos como proposta alguns
pontos importantes que precisam constar e ter devida atencdo por parte dos
professores durante a elaboragéo do seu plano de aula.

Para desenvolvimento de uma proposta de ensino de Programacao Linear 2D,
voltada para o Ensino Médio, faz-se necessario o dominio de conteudos prévios, que
podem ser revisados pelo docente, em aulas anteriores, ou mesmo no decorrer da
atividade.

A proposta tem como conhecimentos prévios:

e Mostrar autonomia para utilizacdo do software Geogebra.

e |dentificar os elementos e os tipos de poligonos - angulos, lados, vértices,
regulares e irregulares, cOncavo e convexo;

¢ Representar graficamente pontos e retas no plano;

e Representar graficamente equacbes e inequacgOes lineares com duas
incégnitas;

¢ Identificar planos e semiplanos.

e Resolver graficamente sistemas de equacdes e inequacgdes lineares com duas
incégnitas;

¢ |dentificar as inequacdes que determinam regides no plano.

Os objetivos da proposta de aprendizagem sao:

e Interpretar e equacionar problemas;

e Representar retas em referenciais cartesianos do plano;

¢ Identificar regides do plano limitadas por retas;
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e Identificar a posigéo relativa de retas e determinar pontos de intersec¢éo de
retas;
e Identificar geometricamente pontos do plano como solugdo Otima de um

problema.

e Verificar analiticamente que determinados pontos sdo solugdo 6tima de um

problema;

e Escolher, analisar e validar a solucdo de um problema.

6.3 MODELAGEM DO PROBLEMA

Certos cuidados sao necessarios na modelagem dos problemas de
programacdao linear, com isso € conveniente que o professor junto com os alunos
defina etapas, para melhor orienta-los. De acordo com Polya (2006) "A melhor coisa
gue pode um professor fazer por seu aluno € propiciar-lhe, discretamente, uma ideia
luminosa. As indagacdes e sugestdes que passamos a discutir tendem a provocar tal
ideia”.

E interessante o professor levantar alguns questionamentos com os alunos
sobre o problema, tais indagacbes poderdo ajuda-los a compreender melhor e
escrever matematicamente a situagao do problema. Temos abaixo algumas perguntas
como sugestao:

¢ Quais séo as grandezas envolvidas?

¢ Quais dados foram apresentados?

e O gue deseja descobrir (variaveis)?

e Serd que € possivel escrever sentencas matematicas que representam
a situacao do problema?

E agora, como encontrar uma resposta?

Com isso, o0 aluno na tentativa de modelar um PPL trara consigo um momento
de reflex@o sobre seus conhecimentos prévios em Matematica. E necessario que o
docente tenha uma atencdo com esta etapa inicial, pois, ndo € tdo simples aos alunos
essa transcricdo das informacfes do problema para um formato ou modelo

matematico. Para encontrar o modelo matematico de um Problema de Programacéao
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Linear sugerimos aos professores os problemas do capitulo 5, o qual consta, na Figura

6.1, detalhadamente as seguintes orientacoes:

Figura 6.1 - Orientagcbes para modelagem de um PPL

Encontrar as variaveis de decisio

Estabelecer a fungao objetivo, isto €, a
fungcdo que queremos maximizar ou
minimizar

Transformar as restricdes impostas no
problema em um sistema de inequacdes
lineares

Fonte: O autor.

Neste momento, analisar a situacdo modelada e estudar as restricbes do
problema aproximara o aluno do objetivo do problema. Buscar solugdes por testes
aleatorios € uma atividade interessante para criar estratégias de célculo envolvendo a
funcdo objetivo e as restricbes ao mesmo tempo. Mas, apds o discente fazer uso
dessas tentativas para encontrar a solucdo, é importante que nesse momento o
professor apresente o método geomeétrico ao aluno, para que 0 mesmo possa
visualizar graficamente as possiveis solu¢cdes e compreenda melhor o significado do

modelo matemaéatico encontrado anteriormente.

6.4 O USO DO GEOGEBRA EM SALA DE AULA

A aplicacdo dos conceitos da Programacao Linear, sobretudo o estudo do
Método Gréfico, contribui para o aprofundamento de contetdos importantes do ensino
de nivel médio, pois se utiliza das equacdes e inequacdes polinomiais de primeiro
grau, dos poligonos e seus elementos, da geometria espacial de posi¢do, com nocdes
de par ordenado, sistema de coordenadas cartesianas, ponto, reta, plano,
semiplano e paralelismo, das matrizes, sistemas de equacfes lineares e suas

propriedades, expandindo a abrangéncia de conteudos explorados no Ensino Médio.
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A proposta de abordagem da Programacéo Linear visa desenvolver uma atividade
gue auxilie os docentes a despertar em seus discentes o interesse pelo tema.

Tal proposta, que pode ser aplicada em grupo ou individualmente, conta com o
auxilio do Geogebra (2017), facilitando o estudo e a compreensado da parte gréfica, a
interpretacdo dos sistemas de equacdes e inequacdes, bem como a visualizacao das
regides planas. A utilizacdo do software Geogebra (2017) justifica- se por ser gratuito
e disponivel em diversos equipamentos, como: PC, notebook, tablet e smartphone,
viabilizando o acesso de todos os alunos.

Antes de iniciar-se a resolucéo de problemas é aconselhavel que o Geogebra
(2017) seja apresentado aos discentes, para que possam manused-lo, permitindo que
estejam aptos e seguros quanto a utilizacédo do software. O docente pode solicitar que
eles insiram no software algumas equacdes e inequacdes lineares com duas
incognitas ou mesmo que construam poligonos, livremente, explorando,

principalmente, os conceitos de lado, vértice, cbncavo e convexo.

6.4.1 Sequéncia didatica para aplicacao

Esta sequéncia didatica é importante que seja desenvolvida em um laboratério
de informatica, dotado de equipamento Datashow, pois permite maior dinamismo e
melhor interacdo na exploracéo e principalmente, na investigacao das solu¢cdes dos
problemas, e podera ser aplicada individualmente ou em grupos, de acordo com a
estrutura fisica da escola ou planejamento do professor.

Vimos no capitulo 3 alguns dos varios assuntos desenvolvidos nha matematica
e que podem ganhar um atrativo extra com a introdu¢céao da Programacéao Linear. Com
isso, o trato com PPL se daria a partir do momento que os alunos ja terem como pré-
requisito estudado estes assuntos, e também um conhecimento basico sobre os
principais comandos e ferramentas do software Geogebra 2D, visto no capitulo 4,
onde se faz necessario para que durante a resolucdo dos problemas propostos haja
melhor entendimento.

No capitulo 5, trazemos como proposta trabalhar problemas com enunciados
direcionados a temas da regido norte, onde o professor pode adaptar, pesquisar ou
criar com os alunos outros modelos de programacao por meio dos conhecimentos e

experiéncias trazidas por eles, podendo levar em consideracao a regiao geogréfica ou
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aspectos culturais dos alunos. Pois acreditamos que, quando o aluno visualiza
algumas aplicacdes do cotidiano nas teorias expostas no Ensino Médio, isso torna o

ensino mais atrativo e prazeroso.
6.5 RESULTADOS E REFLEXOES ESPERADOS COM A PROPOSTA
Acreditamos que as propostas desse plano de aula favorecem alguns pontos

importantes que devem estar presentes no alunado de matematica do Ensino Médio,
sédo eles:

Fazer os alunos vivenciarem uma aplicacdo da Matemética de maneira

simples, com métodos criativos e ldgicos, reconhecendo cada vez mais

a importancia da Matematica no seu cotidiano;

e Aproximacdao da relacéo entre professor-aluno, tornando-os parceiros na
interpretacédo e resolucéao dos problemas;

¢ As aplicacfes voltadas a temas da Regido Norte servem para conectar
os alunos nortistas ao estudo da Matematica, uma vez que o0
pensamento matematico vem sendo deixado de lado por grande parte
dos alunos;

e Despertar nos alunos o desejo de aplicar os conhecimentos adquiridos

em novas situacoes.

Entretanto, faz-se necessario que os professores estejam atentos, pois de nada
adianta um assunto interessante, aliado a uma boa metodologia, com bons recursos
didaticos, se uma atividade de ensino e aprendizagem nao for conduzida sob olhares
efetivamente comprometidos, bem preparados, planejados e com objetivos bem
definidos.

Os professores devem verificar a todo o0 momento o andamento das atividades
propostas. Devem conversar com pequenos grupos de alunos, questionar
individualmente, acompanhar solu¢cées propostas, orientar rumos, enfim, estar em
condicOes de auxiliar e conduzir os alunos na busca dos objetivos da atividade.

Portanto, a expectativa é que este trabalho possa ajudar e inspirar professores

e admiradores da Matemética, a aplicar a teoria de resolucdo de problemas de
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otimizacdo linear com alunos do Ensino Médio, problemas esses que podem ser
baseados ou elaborados em situagdes e especificidades de cada regido do Brasil.

Procuramos passar o conteudo de uma forma bem objetiva e didatica e
esperamos ter contribuido de alguma forma com ensino da programacéo linear no R?,
principalmente com a sequéncia didatica apresentada no capitulo 5, pois € uma forma
do aluno compreender geometricamente e algebricamente o conteddo de PL no
espaco bidimensional e, ao mesmo tempo, enxergar a utilidade desse tema no dia a
dia.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo da Programacédo Linear em 2D é uma ferramenta poderosa na
obtencao de resultados 6timos, pois apresenta-se como uma proposta para expor uma
pequena parte dessa teoria que é tdo grandiosa no Ensino Médio. Permite ainda,
mostrar aos discentes que € possivel moldar um problema de sistemas de equacdes
lineares e relaciona-lo com problemas do dia a dia e, a partir de casos simples é
possivel mostrar aos discentes em especifico aos da Regido Norte do pais,
principalmente para os que vivem em area rural, que esse tema faz parte da sua
realidade econdémico-financeira.

Entdo, a ideia € que os docentes possam acessar a proposta apresentada,
utilizando o software Geogebra, como ferramenta de apoio, que ird contribuir de forma
pedagdgica facilitando o trabalho de colegas que ndo tém disponibilidade e tempo
para pesquisarem modelos diferentes de aplicacées da Matematica.

Este programa permite introduzir essa teoria com exemplificacdo pratica na
sala de aula, mesmo porque, os alunos ja detém conhecimentos prévios, obtidos tanto
no Ensino Fundamental como no proprio Ensino Médio, cabendo citar a parte
computacional, que serve como mais uma fator de motivacdo, tornando essa
abordagem perfeitamente aplicavel, onde esta se propondo.

Com o objetivo de aumentar a concentracdo do aluno através da utilizacao
da ferramenta computacional, e aumentar seu leque de conhecimento com uma
aplicacao visivel e “palpavel” da matematica, mostrando que a teoria da Programacgao
Linear pode ser tratada na educacdo basica associada com assuntos ja praticados
nas salas de aulas, abordando-a como uma ferramenta de vasta aplicacéo e resolucéo
de problemas praticos que podem estar ao seu alcance de entendimento.

Entende-se entdo, que a Programacdo Linear em 2D aplicada nesse nivel
de ensino, representa um ganho valioso para o discente, pois ao ponto que se
desenvolve, da forma proposta para sua abordagem, os alunos reafirmam
conhecimentos algébricos, aumentam conhecimentos em informatica e relacionam
sua aplicacdo com a tecnologia que se encontra a seu alcance, nos laboratérios
disponiveis na escola.

Um questionamento cabivel aqui, é o seguinte: seria possivel aplicar tal teoria,

da maneira proposta nesse nivel de ensino? Acredita-se que sim, pois as escolas que
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dispdem de laboratérios de informéatica que permitem implementar a teoria da
Programacao Linear por meio do Software Geogebra, facilitando assim a exposicéo e
mostrando que se trata de uma abordagem aplicavel no Ensino Médio, de modo a
oferecer mais uma forma de aprendizagem do discentes, tomando como énfase a
apreensdo de sua atencéo no conteudo.

Portanto, conclui-se, que € sim, uma abordagem aplicavel no Ensino
Médio, pode ser uma saida do marasmo de praticas rotineiras, nos possibilita trabalhar
de uma forma mais técnica, cientifica, dentro dos seus limites, l6gico, sabendo
gue se trata de apenas “um fio da meada” em relacdo a teoria abordada, mais que
nota-se que venha causar um resultado proveitoso e que pode vir a ser explorado em
projetos posteriores através de outros softwares ou com outras abordagens dentro

desse grau de ensino, podendo entdo, ser objeto de estudo em trabalhos futuros.
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