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RESUMO

PACIFICO, T. M. O principio das gavetas de Dirichlet - problemas e aplicaces. 2019. 59 p.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

O principio das gavetas de Dirichlet é um resultado matematico baseado numa proposicao
relativamente simples: se desejamos distribuir N + 1 objetos em N gavetas, necessariamente
alguma das gavetas conterd pelo menos 2 objetos. Apesar de parecer pouco relevante, devido a
sua obviedade, esse teorema constitui uma ferramenta bastante importante na prova de outros
resultados matematicos. O presente trabalho, demonstra o Principio das Gavetas em duas
versdes, uma mais simples e a outra mais geral, exibe algumas aplica¢des que evidenciam a sua
importancia como ferramenta de prova, e a0 mesmo tempo, utiliza da sua simplicidade para
motivar o estudo do préprio resultado assim como o de outros conceitos mateméticos. O banco
de questdes separado por niveis de dificuldade e o plano de aula tém o propdsito de subsidiar o

trabalho do professor no desenvolvimento desse interessante resultado matematico.

Palavras-chave: Principio das gavetas de Dirichlet, combinatdria, problemas, aplicagdes..






ABSTRACT

PACIFICO, T. M. The Dirichlet’s principle - problems and applications. 2019. 59 p. Dis-
sertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matemaéticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2019.

The Dirichlet’s drawers principle is a mathematical result based on a relatively simple proposition:
if we wish to distribute N+1 objects in N drawers, necessarily some of the drawers will contain
at least 2 objects. Although it seems insignificant due to its obviousness, this result is a very
important tool in proving other mathematical results. The present work proves the Dirichlet’s
principle, also know as pigeonhole principle in two versions, one simpler and the other more
general, exibits some applications that show its importance as a tool of proof, and at the same
time uses its simplicity to motivate the study of the own result as well as other mathematical
concepts. The set of problems separated by difficulty levels and the lesson plan are intended to

subsidize the teacher’s work in the development of this interesting mathematical result.

Keywords: Dirichlet’s drawer principle, combinatorial, problems, applications..
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CAPITULO

INTRODUCAO

O Principio das Gavetas de Dirichlet !, ou Principio das casas de pombos é um resultado
matemdtico baseado numa proposi¢ao relativamente simples: se desejamos distribuir N + 1
objetos em N gavetas, necessariamente alguma das gavetas conterd pelo menos 2 objetos. A
demonstracdo desse teorema € Obvia e intuitiva, ou seja, ndo precisamos de técnicas elaboradas
para argumentar a veracidade da proposi¢do. De fato, suponhamos que ap6s distribuirmos todos
os N + 1 objetos, cada uma das N gavetas ndo apresente mais do que 1 objeto. Dessa forma, ao
contabilizarmos os objetos presentes nas gavetas, daremos falta de um objeto, contradizendo a
hipétese inicial.

A simplicidade do enunciado e da demonstragdo do resultado acabam subestimando a
importancia do mesmo de maneira equivocada, pois apesar de tavez aparentar ser pouco util
e ndo ter rigor, o Principio das Gavetas de Dirichlet constitui uma poderosa ferramenta de
demonstragdo em inimeros resultados matemdticos importantes, como evidenciado em algumas

aplicacdes presentes no segundo capitulo.

O terceiro capitulo, tem o propdsito de subsidiar o trabalho do professor de Educacao
Béasica com um conjunto de 45 problemas envolvendo o Principio das Gavetas de Dirichlet
divididos em trés niveis de dificuldade. Além disso, 15 dos 45 problemas (5 de cada um dos
niveis), apresentam a resolucdo comentada de maneira a evidenciar um certo algoritmo de

resolucao desses problemas, tornando a solu¢do dos mesmos mais eficiente.

O quarto capitulo é um plano de aula denominado Engavetando Problemas Esquisitos.
A ideia é desenvolver o Principio das Gavetas de Dirichlet juntamente com outros conceitos
matemadticos importantes (subsidios para resolver os problemas), tendo como motivagdo a

natureza intrinseca da maioria dos problemas que sugerem o uso desse principio, ou seja,

' Peter Gustav Lejune Dirichlet (1805 — 1859) — matemético alemao
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aproveitar a estranheza, imprecisao e até ludicidade dos enunciados para agucar a curiosidade
dos alunos e consequentemente promover um ambiente de aprendizado mais interessante. Ao
final do plano sdo apresentadas algumas sugestdes (jogos, videos, periddicos, etc) para o melhor

desenvolvimento e aprofundamento dos conceitos estudados em aula.

O ultimo capitulo compreende as consideracdes finais, e propde reflexdes acerca das
contribui¢des desta dissertacio no sentido de refletirmos a importancia de se trabalhar o Principio

das Gavetas de Dirichlet na Educacdo Bésica.
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CAPITULO

O PRINCIPIO DAS GAVETAS DE DIRICHLET

E muito comum concebermos a Analise Combinatéria como sendo a drea da Matemética
que trata somente de questdes relacionadas a contagem de elementos de um determinado
conjunto finito. Entretanto, a verificacio da existéncia de certos conjuntos finitos cujos elementos
satisfazem propriedades especificas também constitui objeto de estudo da mesma. E pra darmos
conta de resolver alguns problemas que tratam desses objetos, lancaremos mao do Principio das

Gavetas de Dirichlet, também conhecido como Principio da Casa dos Pombos.

Nesse capitulo, além de motivar, enunciar e demostrar o Principio das Gavetas de
Dirichlet, ou PCP, serdo apresentadas aplicagdes do mesmo na demonstragdo de resultados
matematicos importantes, evidenciando que apesar de ser um resultado simples e intuitivo
(acessivel aos alunos da Educacdo Bdsica) e num primeiro momento aparentar ser de pouca

utilidade, quando usado como método de demonstragcdo torna-se uma poderosa ferramenta.
Motivacao

Numa floresta crescem 1.000 jaqueiras. E conhecido que uma jaqueira ndo contém mais

de 600 frutos. Mostre que pelo menos 2 jaqueiras possuem a mesma quantidade de frutos.

A imprecisdo da proposi¢do “[...] pelo menos 2 jaqueiras possuem a mesma quantidade
de frutos”, é uma caracteristica intrinseca do Principio das Gavetas, que mesmo parecendo que
nao temos informacdes suficientes para resolver, nos permite, algumas vezes, chegar a conclusoes

um tanto quanto inesperadas.

Na verdade, o que queremos provar € a existéncia de um certo subconjunto das jaqueiras
dadas (2 jaqueiras), cujos elementos satisfazem uma certa propriedade (possuem a mesma

quantidade de frutos).

Iniciaremos a solucdo procurando identificar quem sao os objetos (pombos) e as gavetas

(casas) e compreender de que maneira os objetos sdo colocados nas gavetas. Vale citar que esse
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€ um caminho interessante na resolucao de problemas envolvendo o Principio das Gavetas de
Dirichlet, pois de alguma forma, acaba norteando as a¢gdes e tornando mais clara e eficiente a
construcao da solugdo. Resolvido o problema em termos de objetos (pombos) e gavetas (casas),

€ importante retornar ao contexto do problema para exibir o resultado final.

No nosso problema, temos 1.000 jaqueiras (objetos) e 601 possibilidades de quantidades
de frutos em cada jaqueira (gavetas), ou seja, uma jaqueira pode ter i frutos, para algum i €
{0,1,2,...,600}. Vamos agora alocar os objetos nas gavetas de acordo com a quantidade de
frutos; como nao dispomos dessa informagdo, vamos sugerir que essa alocagdo aconteca de
forma bem pouco provével, inclusive, essa € uma dica importante na resolu¢cdo de problemas
envolvendo o Principio das Gavetas de Dirichlet, isto €, supor que em cada gaveta (possibilidade

de fruto) tenhamos a mesma quantidade de objetos (jaqueiras).

Ao dividirmos 1.000 objetos por 600 gavetas, teremos aproximadamente 1,7 objetos por
gaveta, sendo assim, podemos concluir que pelo menos uma das gavetas possui mais do que 1
objeto, que € o mesmo que dizer que em uma das gavetas (uma das jaqueiras) temos pelo menos
2 objetos (mesma quantidade de frutos). A maneira como resolvemos esse problema ilustra a
ideia central atrelada ao Principio das Gavetas de Dirichlet e, para formalizar essa no¢ao, na

proxima secdo, apresentaremos algumas versdes e demonstracdoes do mesmo.

2.1 Principio das Gavetas de Dirichlet

Apresentaremos a principio, a forma mais elementar do Principio das Gavetas:

Conforme apresentado na figura abaixo, se temos G; gavetas, com i € {1,2,3,... N}, e
supormos uma situa¢do extrema de distribuicdo dos objetos, ou seja, 0 objeto O; ser alocado na
gaveta Gj, o objeto excedente Oy ndo terd gaveta correspondente para ser alocado e, portanto,

ocupard uma das gavetas ja ocupadas por um dos objetos.

O O | e (0

G feX el

Oy

Figura 1 — Distribuicdo dos N + 1 objetos nas N gavetas.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Proposicao 2.1 (Principio das Gavetas de Dirichlet). Se distribuimos N + 1 objetos em N gavetas,

em alguma gaveta teremos pelo menos 2 objetos.

Demonstracdo. Seja x; o nimero de objetos contidos na gavetai € {1,2,...,N}. E claro que a
priori ndo sabemos o valor do x; (imprecisdo caracteristica dos problemas envolvendo o Principio
das Gavetas), mas sabemos que a soma x| +x3 +--- +xy = N + 1 constitui a totalidade dos
objetos. Suponhamos por absurdo que nenhuma das gavetas possuem mais de 1 objeto, ou seja,
x; < 1,paratodoi € {1,2,...,N}. Entdo x| +x + - - - +xny < N, 0 que constitui uma contradigéo.
Portanto pelo menos algum x; > 1, ou seja, x; > 2, o que significa que pelo menos 2 objetos

ocupam a mesma gaveta. O]

Uma versao mais geral do Principio é:

Proposicao 2.2 (Generalizag¢do do Principio das Gavetas de Dirichlet). Seja k um inteiro posi-
tivo.Se distribuirmos kN + 1 objetos em N gavetas, entdo em alguma gaveta temos pelo menos
k+ 1 objetos.

Demonstragcdo. A demonstracdo dessa proposicdo € similar a dada na versdao mais simples
do Principio das Gavetas (Proposicdo 2.1). Se x; € o niimero de objetos contidos na gaveta
i€{1,2,...,N}, mesmo ndo sabendo a priori o valor do x;, sabemos que a soma x| +x + - - -+
xy = kN + 1. Suponhamos entdao que nao temos mais do que k objetos em cada uma das N
gavetas. Logo x| +x2 + - - +xy < kN, o que contradiz o fato de termos kN + 1 objetos. Portanto,

uma das gavetas conterd pelo menos k + 1 objetos. 0

Note que a Proposi¢do 2.1 € o caso particular na demonstragdo precedente, onde k = 1.

Se preferirmos uma forma mais algébrica e menos descritiva de enunciar e demonstrar o

Principio das Gavetas de Dirichlet podemos optar pela que segue:

Proposicao 2.3. Se k objetos sdo colocados em N gavetas, em alguma gaveta teremos pelo
k — : N . ( D
menos [T + 1—‘ objetos, onde [x| é a fungdo maior inteiro, ou seja, [x] é o maior inteiro

menor ou igual a x.

. k—1
Demonstracdo. Suponhamos que em cada uma das N gavetas, temos no maximo [T}

k—1 k—1
objetos, portanto, a totalidade dos objetos é dada por N x [T] <N X N =k—1<k, 0

que € uma contradi¢ao. [
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2.2 Aplicacoes

Nessa secdo, veremos alguns resultados matematicos obtidos com o auxilio do Principio

das Gavetas de Dirichlet evidenciando sua grande utilidade como método de demonstracao.

Proposicao 2.4 (Média Aritmética e Principio das Gavetas). Sejam xp,x»,...,x, inteiros positi-
vos € M um inteiro positivo dado. Se a média aritmética dos nimeros xp,x, . ..,x, € maior do

que M, entdo pelo menos um dos nimeros x; ¢ maior do que M.

Demonstragcdo. A prova sera pela contrarreciproca. Sejam N a quantidade de gavetas e x; a

quantidade de objetos alocados na gaveta i, para cada i € {1,2,...,N}. Se a quantidade de objetos
por gaveta for menor ou igual a M, ou seja, xi < M, paratodoi € {1,2,...,N}, entdo

X1+Xx2- Xy < %

N - M

que € o que precisava ser mostrado. ]

<M,

A proxima aplicacdo usa o Principio das Gavetas de Dirichlet para demonstrar um

resultado sobre fungdes.

Proposicao 2.5. Sejam O e G dois conjuntos finitos com m e n elementos respectivamente. Se

m > n, entdo ndo existe uma fungdo injetora de O em G.

Demonstragcdo. Dizemos que uma fun¢ao, f : O — G € injetora se elementos diferentes de O sao
transformados por f em elementos diferentes em G, isto &, se 01,0, € O, sdo tais que 0] # 03,
entdo f(01) # f(02). Podemos redefinir essa ideia no contexto do Principio das Gavetas, ou seja,
uma funcdo € injetora se temos uma Unica e exclusiva gaveta para cada objeto. Portanto, isso s6
€ possivel se o nuimero de objetos for menor ou igual ao nimero de gavetas, pois, caso contrario,
alguma gaveta necessariamente alocard mais de um objeto. Dessa forma teremos pelo menos

dois objetos 01,07 € O, 0] # 02, que estdo na mesma gaveta, ou seja, f(o1) = f(02). O

A proposi¢do seguinte constitui uma ferramenta bdsica na resolucio de problemas que
envolvem o maximo divisor comum (mdc) entre dois nimeros. Na literatura, esse resultado é
frequentemente enunciado como o teorema (ou identidade) de Bézout !, ou seja, é uma aplicacio

dos Principios da Gavetas para demonstrar um resultado importante de aritmética.

Proposicao 2.6. Se d for o mdc de dois nimeros naturais ndo nulos a e b, entdo existem nimeros

inteiros x e y tais que

d = ax+ by. (2.1

I Etinne Bézout (1730—1783) - matematico frinces
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d d
perda de generalidade, podemos supor que d = 1, ou seja, que a € b sdo primos entre si.

b
Demonstragdo. Observemos que d = ax + by se, e somente se 1 = (ﬁ) X+ (—) y. Logo, sem

Assim, dados a, b € N, com mdc(a,b) = 1, queremos mostrar que existem x,y € Z tais

que ax+by = 1.

Consdeirando os conjuntos de niimeros naturais, A = {a,2a,3a,4a,5a,6a,7a,--- ,ba} e
R={0}U{z€Z; 2<z<b-1}.

Se em A nido existe um elemento que deixe resto 1 quando dividido por b, temos que os
restos da divisdo dos elementos de A por b estdo em R. Assim, considerando os elementos de A
como objetos e os elementos de R como gavetas isto €, um elemento de A estd na gaveta k € R
se quando dividido por b deixar resto k, pelo Principio das Gavetas, teremos que pelo menos
dois elementos de A estardo na mesma gaveta. Logo existem ia, jac€ A,taisque 1 <i< j<b

e ia=qb+r, ja= gyb+r, para tnicos q1,qo € Ner € R.

Com isso obtemos, ja —ia = (q1 —g2)b = K - b, para algum K € N e, consequentemente,
b é um divisor de (j —i)a e, como a e b sdo primos entre si, temos que necessariamente b é um

divisor de j— i, o que € uma contradicdo, pois b > j—i > 0.

Portanto, algum dos elementos de A deixa resto 1 quando dividido por b, ou seja, se xa
for este elemento, temos que xa = gb+ 1, para algum g € Z. Assim, 1 = xa — gb = xa+ yb, com
y=—q¢€<LZL. [

O resultado a seguir € uma aplicac@o do Principio das Gavetas de Dirichlet na demons-

tracdo de um resultado de Geometria Analitica.

Proposicio 2.7. Considere 5 pontos reticulados?, distintos, no plano R2. Mostre que a0 menos

um dos segmentos definidos por esses pontos possui um ponto reticulado com seu ponto médio.

Demonstragdo. Sejam A = (x1,y1), B= (x2,y2), C = (x3,y3), D = (x4,y4) ¢ E = (x5,y5) 08

pontos reticulados distintos do plano. Se combinarmos os mesmos 2 a 2, teremos

possibilidades de segmentos distintos com extremidades nesses pontos, conforme figura abaixo.

2 Um ponto reticulado no plano € um ponto do tipo P = (x,y), com x,y € Z
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C

Figura 2 — Pontos reticulados constituindo segmentos

Fonte — Paiva, 2018

Também podemos fazer afirmacdes a respeito da paridade das coordenadas de um ponto
reticulado, pois essas s6 podem ser pares ou impares. Na verdade, temos 4 possibilidades de

paridade para essas coordenadas.
(panpar), (panimpar), (impanpar) e (imparimpar).

Tomando os pontos reticulados como os objetos e as possibilidades de paridade para as
coordenadas de cada ponto como sendo as gavetas, o Principio das Gavetas de Dirichlet garante
que pelo menos uma das gavetas conterd dois objetos, ou seja, teremos ao menos 2 pontos cujas
coordenadas apresentam a mesma paridade. Sejam (x;,y;) e (x;,y;) esse pontos, com 1 <i,j <5
e i# j e M o ponto médio do segmento formado por esses dois pontos. Como as coordenadas de

M sao

Xi+x; yi+yj
M=|—r —=
(5 27),

podemos concluir que ambas sdo inteiras, pois como x; € x; apresentam a mesma paridade, a

. Xi+xi . . . L,
soma x; +x; € par, € dessa forma =5~ € um inteiro. Procedendo de modo andlogo, para y; € y;,

temos que o ponto médio M € um ponto reticulado, concluindo nossa demonstracao. O]

Também conhecida como Teorema de Dirichlet, a proposi¢do seguinte garante que temos
infinitas aproximacdes racionais para um determinado irracional, com erro menor do que o
inverso do quadrado do racional utilizado na aproximagdo. Esse resultado, além de auxiliar
o professor da Educagdo Bésica a formalizar a no¢do de densidade no conjunto dos niimeros
racionais, ao invés de somente construir essa ideia de maneira intuitiva, possibilita desenvolver

habilidades relacionadas a escrita matematica, que possui rigor e formalismos intrinsecos.
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Para a sua demonstra¢do usaremos que se x € nimero real, entdo a fun¢do maior inteiro

| x| € a parte inteira de x escrito na forma decimal e, {x} = x— |x] € [0,1) é parte fraciondria de

X.

Proposicao 2.8. Dado um nimero irracional o, é possivel encontrar infinitos nimeros racionais
p

E,compEZquZ* de tal forma que ‘a—g’ < qiz.
Demonstracdo. Seja @ um nimero irracional e para cada N € N considere os N 4 1 ndimeros:

0,{a},{2a},--- ,{Na} € [0,1). Considere também uma parti¢cio do intervalo [0, 1) do tipo

k—1 k
U [—, —) representada na Figura 3:
=1 N 'N

Figura 3 — Parti¢do do intervalo [0,1)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se considerarmos os N intervalos {%, ]EV) como sendo as gavetas e os N + 1 numeros
do tipo {ka}, com k € Z e 0 < k < N como sendo os objetos, pelo Principio das Gavetas de
Dirichlet em alguma das gavetas teremos pelo menos dois objetos. Sejam {ict} e {jo} os
numeros (objetos) pertencentes ao mesmo intervalo (gavetas), com 0 < i < j < N. Dessa forma

temos que |{jo} — {iot}| < 5. Sabemos também, que

{ja} —{ie}| = |(a—Llja]) = (o—lia])|=|jo—[jo] —io+ [ia]]
= [(-Da—(lje] - lia])|

Entao,

G-~ (Ljo) - lia)| < 1 @2

A ideia agora é construir uma aproximacdo racional a partir desses elementos. Se
q:=j—iep:=|jo]— |ic], além de garantirmos a natureza inteira de p e g, asseguramos que
0 < g <N.Como g <N, temos que Cl] > jl\, Voltando em (2.2), temos

o . o 1 1 1
I(J—l)a—(UaJ—LlaJ)l—!qa—pl<N<;1:>|qa—p|<;1- (2.3)
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Dividindo ambos os membros de (2.3) por g, temos

qo

1 — 1 1
‘qa—p)<—=>‘ p‘<—2=>‘a—1—7‘<—2, (2.4)
q q q q

q

evidenciando que temos uma aproximacao racional para o irracional & com erro menor do que
1
¢

Falta provarmos, que ao invés de uma aproximacao racional como a evidenciada anteri-

ormente, temos infinitas.

Suponhamos por contradi¢do que temos um nimero finito de aproximacdes racionais
para . Sejam P , P2 Pk essas aproximagdes € 8 := ming |t — Pj ,1<j<k >0,ouseja,
q1 92 qk qj

0 ¢ a melhor das aproximagdes. Como temos liberdade para a escolha de um N € N, podemos

escolher um N suficientemente grande de maneira que ]%, < 0.

. ) 1 ,

Sendo assim, temos uma melhor aproximagao para o : ‘Oc _P ‘ <5< 0 e como d # Pi
q' q q 4j

para todo j < k, contrariamos a suposi¢ao inicial. Ou seja, temos infinitas aproximagdes racionais

para «. L

Além de ser um resultado importante na teoria dos nimeros, a infinidade dos ndmeros
primos é um conceito que pode ser desenvolvido na educagao basica; inclusive, a motivacao
para os estudos pode vir de aplicagdes em dreas como a da seguranga digital, pois a base da
criptografia, por exemplo, reside nessa infinidade e na auséncia de um padrao para determinar
um ndmero primo especifico. Nossa préxima aplicagdo € usar o Principio das Gavetas para

demonstrar a infinitude dos nimeros primos.

Vejamos antes o seguinte lema que auxiliard na demonstracgao.

Lema 2.9. Seja M = {m,my,--- ,m,,m,,1} um subconjunto dos naturais com m; # mj, para
i # j. Os elementos do conjunto M’ = {22"" +1,22" 4+-1,... 22" +1,22""" 1 1} sdo primos
2 a2, ou seja mdc (22" + 1,227 1)=1.

Demonstragdo. De fato, se m; > m;, temos que

22 1= (22 1) (27 ) (227 ) (227 1)

Assim 22" +1 = (22mj — 1> -q+2 e, portanto, pelo Lema de Euclides, temos

mde (22"’i +1,277 4 1) — mdc (22'"" n 1,2) _
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Proposic¢ao 2.10. Existem infinitos nimeros primos.

Demonstragdo. A Demonstragdo sera por absurdo. Suponhamos que exista n nimeros primos
p1 < p2 < --- < py,. Para auxiliar a demonstragdo, construiremos »n subconjuntos G; dos inteiros,

sendo que cada G; possui como elementos todos os miiltiplos do primo p;, comi € {1,2,---,n}.

Afirmagdo: Ndo existe nenhum conjunto de nimeros inteiros {aj,as, - - ap,a,+1} com

n+ 1 elementos primos entre si 2 a 2.

De fato, se tomarmos os n subconjuntos G; dos inteiros como sendo as gavetas e os n+ 1
elementos do conjunto {ay,as,: - ,a,,a,+1} como sendo os objetos, teremos pelo Principio
das Gavetas de Dirichlet que pelo menos dois objetos estardo em uma mesma gaveta, ou seja,
existem a, € ag, com 1 < r < s < n, miltiplos de um mesmo primo p;. Em outras palavras, o

mdc(ay,as) > pi.

Entretanto, isso € uma contradi¢do pelo Lema (2.9), pois este garante que temos conjuntos

com infinitos elementos primos 2 a 2. [
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CAPITULO

PROBLEMAS ENVOLVENDO O PRINCIPIO
DAS GAVETAS DE DIRICHLET

O presente capitulo oferece ao professor da Educagdo Basica, uma coletanea de proble-
mas envolvendo o Principio das Gavetas de Dirichlet. Os problemas sao separados em trés niveis:
o bésico, o intermedidrio e o avancado; sendo que para cada um dos niveis apresentamos uma
colecdo de 15 problemas, nos quais cinco sdo resolvidos e comentados e 10 sdo propostos como

exercicio.

Como o cerne dos problemas envolvendo o Principio das Gavetas consiste no fato de
encontrarmos os objetos e as gavetas, além de compreender como se d4 a relacdo entre essas
duas coisas, € natural que o critério utilizado para classificacdo dos problemas nos diferentes

niveis esteja atrelado a essa questao.

Dessa forma, se os objetos e as gavetas sao facilmente obtidos, ou seja, sendo se exige a
utiliza¢do de um conceito especifico, nem uma construcao mais elaborada utilizando propriedades
da geometria, por exemplo, este problema serd do nivel basico. Se para a obtencdo das gavetas e
dos objetos for necessdrio a utilizacao de algum conceito especifico, uma técnica de contagem
por exemplo, este serd um problema do nivel intermedidrio. Por fim, para ser classificado como
um problema do nivel avangado, além da utilizagdo de um conceito especifico, sua solucao deve

exigir alguma sofisticagc@o e habilidade 16gica, além de construcdes mais elaboradas.

Com o propésito de ser mais didético e eficiente na resolug¢do de problemas envolvendo o
Principio das Gavetas, dividimos a mesma em trés momentos: no primeiro momento - Observacio
inicial - interpretamos o problema e tragcamos alguns possiveis caminhos. No segundo momento
— Encontrando os objetos e as gavetas - como o préprio nome sugere, desenvolvemos o problema
com o proposito de identificar os objetos e as gavetas dentro de um contexto especifico, além

de garantir as condi¢gdes necessdrias para a aplicagdo do Principio das Gavetas. No terceiro e
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ultimo momento — Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet - estabelecemos a relacio
entre os objetos e as gavetas, ou seja, como os objetos sdo colocados nas gavetas € como isso

pode apontar para a solu¢ao do nosso problema.

Observacao: Com relagdo a selecao dos problemas que nao foram modificados, como
foram varias as fontes consultadas (banco de questdes, artigos de revista, periodicos, etc. presen-
tes nas referéncias da dissertacao). Inclusive, muitos apareciam em duas ou mais fontes, nao fiz

referéncias pontuais nos enunciados dos problemas.

3.1 Nivel basico

3.1.1 Problemas resolvidos

Problema 1. Em um grupo formado por 13 pessoas, podemos garantir que haja pelo

menos duas que fazem aniversario no mesmo més?
Observacao inicial:

A ideia € relacionarmos as pessoas com as possibilidades de meses em que uma pessoa
pode aniversariar. Imagine, por exemplo, uma situacio extrema em que cada pessoa faca ani-
versdrio em um més diferente. Dessa forma, necessariamente duas pessoas fardo aniversario no

mesmo més.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Os objetos sdo as 13 pessoas do grupo, ja as gavetas sdo os 12 possiveis meses para
uma pessoa aniversariar. O argumento de que necessariamente duas pessoas irdo aniversariar no
mesmo més € obvio, conforme interpretamos acima, mas uma demonstracdo matemética para a

solugdo desse problema pode ser dada utilizando o Principio da Gavetas.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Seja x; o nimero de pessoas que fazem aniversario no més i € {1,2,...,12}. E claro que
a priori ndo sabemos o valor do x; (quantidade de objetos por gaveta), mas sabemos que a soma
x1+x3+ ... +x12 = 13 (total de objetos). Assim, se cada x; < 1,entdox; +x2+...+x12 <120
que seria uma contradi¢do. Portanto pelo menos um x; > 1, ou seja, x; > 2, o que significa que

pelo menos duas pessoas fazem aniversirio no mesmo més.

Problema 2. Mostre que em um grupo com 40 pessoas, pelo menos 4 tem 0 mesmo

signo.
Observacao inicial:

Um possivel caminho € o de relacionarmos as pessoas com as possibilidades de signos,

sempre considerando um cendrio extremo, ou seja, tentar dividir igualmente a quantidade de
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pessoas por signo.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Os objetos sdo as 40 pessoas do grupo, ja as gavetas, sdo os 12 possiveis signos do
zodiaco. O argumento de que necessariamente quatro pessoas possuem o mesmo signo ¢ direto,
pois se colocarmos 3 pessoas por signo (cendrio pouco provavel), teremos 36 pessoas; as demais

garantem que pelo menos 4 possuem 0 mesmo signo.
Aplicando o Principio das Gavetas:

Como vimos, temos 40 objetos para guardar em 12 gavetas. Nao sabemos de antemao
quantos objetos vao em cada gaveta (quantas pessoas possuem 0 mesmo signo), mas sabemos
que a soma das quantidades de objetos contidos nas gavetas € igual a 40. Se supormos que em
cada gaveta temos 3 objetos, o somatério dos objetos resultaria em 36, ou seja, um resultado
inferior a quantidade total de objetos. Portanto, como todos os objetos estdo em alguma gaveta,

necessariamente uma das gavetas conterd pelo menos 4 objetos.

Problema 3. A cidade de Sao Carlos tem aproximadamente 250 mil habitantes. Supo-
nhamos que nenhuma pessoa da cidade tenha mais de 180 mil fios de cabelo em sua cabeca.

Mostre que pelo menos dois dos habitantes apresentam a mesma quantidade de fios de cabelo.
Observacio inicial:

Para encaminharmos a solu¢do desse problema, devemos associar os habitantes as
possiveis quantidades de fios de cabelo na cabeca de uma pessoa dessa cidade. Outro elemento
que auxilia na compreensao e € recorrente na solugcdo desse tipo de problema € o fato de levarmos
em consideragdo um cendrio pouco provavel de distribuicao dos objetos nas gavetas, ou seja,

que tenhamos as mesmas quantidades de objetos em cada uma das gavetas.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Nesse problema, as gavetas sao as possibilidades de fios de cabelo nas cabecas das

pessoas (de 0 até¢ 180.000) e os objetos sdo os cidadaos sdo-carlenses.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Como observado inicialmente, se imaginarmos um cendrio no qual cada gaveta (possibi-
lidade de fio na cabecga) tenha a mesma quantidade de objetos (cidaddos), teremos um problema,

pois o resultado da divisdo entre a quantidade de objetos e a quantidade de gavetas € de aproxi-
250.000

180.000°
conseguimos € colocar um cidadao (objeto) para cada possibilidade de fio de cabelo (gaveta) e

madamente 1,39 = ou seja, ndo se trata de uma divisao inteira. Logo, o maximo que

ainda nos resta 80.000 cidaddos. Dessa forma, garantimos que necessariamente dois cidadaos

tenham a mesma quantidade de fios de cabelo.

Problema 4. Num colégio com 16 salas s@o distribuidas canetas nas cores preta, azul
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e vermelha para realizar uma prova de concurso. Se cada sala s6 pode receber canetas de uma

unica cor, prove que existem pelo menos 6 salas que recebem canetas da mesma cor.
Observacao inicial:

Uma abordagem interessante em problemas dessa natureza € imaginar uma configuracio
possivel para a situacdo do problema, ou seja, podemos ter uma quantidade especifica de salas
recebendo canetas azuis, uma outra quantidade canetas vermelhas e outra, canetas pretas. Isto

torna o problema menos abstrato.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Nesse contexto, nossos objetos serdo as 16 salas e as gavetas serdo as 3 possiveis cores

de canetas.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Nesse caso, aplicaremos o caso mais geral do Principio das Gavetas de Dirichlet, pois,
como o nimero de objetos € o quintuplo do nimero de gavetas mais 1, necessariamente teremos

6 objetos (salas) em uma Unica gaveta (cor da caneta).

Problema 5. Considere 6 inteiros entre 1 e 10. Prove que pelo menos dois deles serdao

consecutivos.
Observacao inicial:

Ao dizer “pelo menos dois deles serdo consecutivos”, sugere-se que 0s nimeros sejam
os objetos do Principio das Gavetas e que os nimeros consecutivos devem estar numa mesma
gaveta. Outra condi¢do necessdria para que utilizemos o Principio das Gavetas € a de que o
nimero de gavetas sempre seja menor que a quantidade de objetos, portanto, menos do que 6

gavetas.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Como ja observamos anteriormente, 0s objetos serdo os 6 nimeros escolhidos entre 1 e
10. J4 as gavetas serdo os seguintes pares de nimeros consecutivos: {1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8}
e {9,10}.

Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Temos 6 numeros escolhidos (objetos) e 5 possiveis pares de nlimeros consecutivos
(gavetas). Cada um dos 6 nimeros pertence exatamente a um dos 5 pares de nimeros e pelo

Principio das Gavetas, necessariamente dois dos nimeros devem pertencer a0 mesmo par, e

consequentemente serem consecutivos.
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3.1.2 Problemas propostos

Problema 6. Uma caixa contem 3 tipos de bolas: azuis, verdes e amarelas. Qual o
nimero minimo de bolas que devemos retirar da caixa para garantirmos que temos duas bolas da

mesma cor?

Problema 7. Em uma biblioteca ha 2500 livros. Nenhum tem mais de 500 paginas.

Mostre que pelo menos 5 livros possuem 0 mesmo nimero de paginas.

Problema 8. Numa gaveta ha 6 pares de meias pretas e 6 pares de meias brancas. Qual o
nimero minimo de meias a se retirar no escuro para garantir que as meias retiradas contenham

um par da mesma cor?

Problema 9. Em uma floresta existem 106 jaqueiras. E conhecido que cada uma dessas
jaqueiras ndo produz anualmente mais do que 92 frutos. Mostre que existem 2 jaqueiras na

floresta que t€ém a mesma quantidade de frutos.

Problema 10. Um armazém contém 200 botas tamanho 41, 200 tamanho 42 e 200
tamanho 43. Destas 600, 300 s@o do pé esquerdo e 300 sdo do pé direito. Mostre que € possivel

encontrar pelo menos 100 pares utilizdveis.

Problema 11. A soma do saldrio de 5 jovens estagidrios € de 1500 reais. Cada um deles
quer comprar um MP3 que custa 320 reais. Mostre que pelo menos um deles vai ter que esperar

pelo préximo pagamento para fazer a compra.

Problema 12. Um grupo de 6 estagidrios foi designado para rever 50 processos e cada
processo deveria ser revisto por apenas um dos estagidrios. No final do expediente, todos os
estagidrios trabalharam e todos os processos foram revistos. Mostre que pelo menos um dos

estagidrios reviu 9 processos ou menos.

Problema 13. Quantos alunos devemos ter em uma sala para garantirmos que dois

obtiveram a mesma nota em um exame de 0 a 100?

Problema 14. Vinte e cinco caixas de mac¢a foram entregues em uma loja. As magas sio
de trés tipos diferentes, mas todas as mac¢as em cada caixa sdo do mesmo tipo. Mostre que pelo

menos 9 caixas contem o mesmo tipo de magas.

Problema 15. Em cada quadradinho de um tabuleiro 3 x 3 é colocado um dos nimeros:
—1, 0 ou 1. Mostre que entre todas as somas das linhas, colunas e diagonais do tabuleiro ha duas
que sdo iguais. Por exemplo, no tabuleiro abaixo a soma da segunda linha € 2, que coincide com

a soma da terceira coluna.
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Figura 4 — Tabuleiro 3 x 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Nivel intermediario

3.2.1 Problemas resolvidos

Problema 1. A prova de um concurso é composta de 10 questdes de multipla escolha
com cinco alternativas por questio. E possivel garantir que haja pelo menos 5 alunos que tenham

acertado exatamente as mesmas questdes, sabendo que 5000 alunos participaram do concurso?
Observacao inicial:

Estamos interessados na coincidéncia de desempenho (certo ou errado em uma questao

especifica) entre os candidatos. Dessa forma, € irrelevante saber qual foi a alternativa assinalada.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Os objetos sao as sequéncias de acertos e erros de cada um dos alunos. Por exemplo,
uma possivel sequéncia referente a um dos alunos seria: CCECEECCCE (C - Certo; E — Errado).
Sendo assim, o nimero total de objetos serd de 5.000, que coincide com o numero de alunos que
realizaram o exame. Ja as gavetas sao as possiveis sequéncias de acertos e erros em uma prova

com 10 questdes de multipla escolha.

O célculo dessas sequéncias remetem a um problema de contagem, mais especificamente
ao uso do Principio Multiplicativo. Como temos duas possibilidades para cada uma das questdes
(certo ou errado) e um total de 10 questdes, o nimero total de possibilidades de sequéncias sera
de 2'0 =1024.

Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Segue que o numero de objetos é pelo menos 4 vezes maior que o nimero de gavetas, e
considerando o pior cendrio de distribui¢do dos objetos, garantimos que no minimo 5 objetos (5

alunos) estejam em uma Unica gaveta (apresentam o mesmo padrao de resposta).
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Problema 2. Em uma reunido com n pessoas, € possivel garantir que hajam duas delas

com o mesmo numero de conhecidos?
Observacao inicial:

Duas observagdes pertinentes para melhor compreensio do problema sdo a de que se a
pessoa A conhece a pessoa B, a reciproca € verdadeira; e a de que o autoconhecimento nao €

considerado, ou seja, se temos uma pessoa na reunido, essa pessoa nao conhece ninguém.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Iniciaremos encontrando as gavetas, que se tratam dos possiveis nimeros de conhecidos

de cada pessoa na reunido, que representaremos pelo conjunto a seguir:

c=1{0,1,2,3,...n—1}.

Como ja mencionamos anteriormente, o nimero minimo de conhecidos € zero, o que
implica em um total de n gavetas (possibilidades de conhecidos).J4 os objetos sdo as n pessoas

presentes na reuniao.

Nesse ponto temos um problema, pois € perfeitamente possivel que tenhamos um ob-
jeto para cada gaveta (nimero de gavetas € igual ao nimero de objetos), o que impossibilita

garantirmos que pelo menos duas pessoas possuam 0 mesmo nimero de conhecidos.

O ponto problemadtico dessa questdo foi gerado propositalmente no sentido de atentarmos
para a modelagem do nosso problema, ou seja, ndo € possivel que em uma mesma reunido haja
uma pessoa que nao conhec¢a ninguém e outra que conheca todas, pois a relacdo de conhecer é
simétrica, como ja observado anteriormente. Assim, se o menor elemento do conjunto C € 0 0, o

maior € o n — 2; ja se o menor for o 1, o maior serd o n — 1, totalizando n — 1 elementos.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Entdo, considerando o pior cendrio de distribuicdo dos objetos, garantimos que no
minimo 2 objetos (2 pessoas) estejam em uma Unica gaveta (apresentam o mesmo ndmero de

conhecidos).

Problema 3. Dado doze inteiros, mostre que é possivel escolher dois deles de modo que

sua diferenca seja divisivel por 11.
Observacao inicial:

Um caminho interessante para a solu¢do desse problema é usar a propriedade de con-
gruéncia moédulo 11; ou seja, se dois nimeros deixam o mesmo resto ao serem divididos por
11, a diferenca destes € divisivel por 11. Logo, devemos nos atentar para os possiveis restos na
divisao.

Encontrando os objetos e as gavetas:
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As gavetas sdo os possiveis restos da divisdo do inteiro por 11, que sdo os nimeros

inteiros de 0 a 10, ou seja, 11 nimeros, e os objetos sdo os 12 nimeros inteiros dados.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Como queremos garantir que pelo menos dois nimeros dos 12 considerados tenham
0 mesmo resto, vamos tentar imaginar o pior cendrio possivel de distribuicdo dos objetos nas
gavetas. Dessa forma, conseguiriamos 11 nimeros (objetos) com restos distintos (em gavetas
distintas); o décimo segundo nimero necessariamente ird apresentar o mesmo resto que um dos

11 anteriores. Logo a diferenca entre pelo menos dois deles serd divisivel por 11.

Problema 4. Em torno de uma mesa redonda sao colocadas 15 cadeiras. Sobre a mesa
estdo os nomes de 15 convidados. Apds os convidados se sentarem, verificou-se que nenhum
deles estava sentado em frente ao seu proprio nome. Mostre que a mesa pode ser rotacionada de

tal maneira que 2 convidados fiquem corretamente sentados simultaneamente.
Observacao inicial:

O fato de a solu¢do nao depender de como os convidados estejam sentados, indica que a

solucdo independe da configuragdo de arranjo inicial dos mesmos na mesa.
Encontrando os objetos e as gavetas:

A expressao “pelo menos dois convidados” sugere “pelo menos dois objetos” no Principio
das Gavetas de Dirichlet e, portanto, os objetos devem ser provavelmente os convidados. J4 para
as gavetas, precisamos pensar um pouco mais. Como temos que considerar todas as possiveis
maneiras de rotacionar a mesa, estas podem ser as gavetas. Se assim considerarmos, teremos 15
gavetas para 15 objetos, inviabilizando a utilizacdo do Principio das Gavetas. Mas ao atentarmos
para a informacdo de que inicialmente nenhum candidato estava sentado na posi¢do correta,

excluimos uma gaveta (possibilidade de rotagdo), restando assim 14 gavetas.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Para cada convidado havera exatamente uma posi¢ao da mesa que o deixara satisfeito:
um candidato esta satisfeito se ele estiver sentado na frente do seu nome. Precisamos garantir
que em alguma posi¢do pelo menos dois candidatos estejam satisfeitos. Existem 15 possiveis
posic¢des, entretanto, sabemos que a posi¢ao inicial ndo satisfaz a ninguém. Dessa forma as 14
posicoes restantes (gavetas) t€ém que satisfazer os 15 convidados (objetos). Pelo Principio das

Gavetas, hd necessariamente uma posi¢ao que satisfaz pelo menos dois candidatos.

Problema 5. Dado um nimero inteiro positivo n, mostre que existe um multiplo de n

que se escreve com os algarismos 0 e 1, apenas.
Observacao inicial:

Sempre que pudermos exemplificar uma situacdo que satistaz as condi¢des do problema
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antes de generalizar, devemos assim fazer, pois isso auxilia na compreensdo do problema. Nesse
caso, se n =3, temos 111, 1101, etc. Uma dica para esse tipo de problema € trabalhar com os
restos da divisdo por n, isso pode ajudar em questdes que envolvem multiplos e divisores de um

determinado ndmero.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Se considerarmos os possiveis restos da divisao por n como sendo as gavetas, temos que
imaginar uma quantidade de objetos maiores do que n, pois essa € uma condi¢do necessdria
para aplicarmos o Principio das Gavetas. Outro aspecto importante na constitui¢ao da natureza
dos objetos € o de considerarmos a propriedade que garante que se dois nimeros apresentam
0 mesmo resto na divisao por n, entdo n divide a diferenca dos mesmos, ou seja, a diferenca
dos nimeros é um multiplo de n. Assim, podemos pensar em objetos cuja diferenca resulte em

nimeros formados somente com os algarismos O e 1.

Assumiremos os n+ 1 nimeros do tipo: 1, 11, 111, 1111, ..., 111...1 como sendo os

objetos e os possiveis restos da divisdo por n, as gavetas.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Como vimos, temos n + 1 objetos e n gavetas. Logo, aplicando o Principio das Gavetas,
teremos dois dos objetos necessariamente na mesma gaveta, ou seja, dois nimeros que apresen-
tam o mesmo resto ao serem divididos por n. Portanto a diferenga entre eles serd um multiplo de

n formado apenas pelos algarismos O e 1, o que € facil verificar.

3.2.2 Problemas propostos

Problema 6. Uma rede de computadores € formada por seis computadores. Cada com-
putador € conectado diretamente a pelo menos um dos outros computadores. Mostre que héd pelo
menos dois computadores na rede que estdo diretamente conectados a0 mesmo niimero de outros

computadores.

Problema 7. Numa familia formada por cinco pessoas a soma das idades é 245 anos.
Mostre que podem ser selecionados 3 membros da familia cuja soma das idades ndo € menor
que 147.

Problema 8. Sejam A e B dois conjuntos finitos tais que o niimero de elementos de A €

maior que o numero de elementos de B. Prove que ndo existe fun¢do injetiva de A em B.

Problema 9. Demonstrar que todo inteiro tem um multiplo cuja representagdo decimal

comeca com o bloco de digitos 1234567890.

Problema 10. Seja C um conjunto formado por cinco pontos de coordenadas inteiras do

plano. Mostre que o ponto médio de algum dos segmentos com extremos em C tem também
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coordenadas inteiras.

Problema 11. Em um determinado planeta no sistema solar de Tau Centauro, mais da
metade da superficie do planeta é terra seca. Mostre que os habitantes desse planeta podem cavar

um tinel reto passando pelo centro do planeta, comegando e terminando em terra seca.

Observacao: a rigor, este problema envolve conceitos mais avangados de uma édrea da

matematica conhecida como teoria da medida.

Problema 12. Uma sorveteria serve quatro sabores de sorvete. Sete amigos aparecem e
cada um deles pede um cone com dois sabores diferentes. Mostre que deve haver pelo menos

duas pessoas que tenham feito a mesma escolha de sabores.

Problema 13. Seja S um conjunto qualquer de vinte inteiros distintos escolhidos dentre
a progressdo aritmética (1,4,7,...,100). Para qual N é garantido que havera dois nimeros em S

que somem N?

Problema 14. Cada ponto do plano € pintado de branco ou vermelho. Mostre que hé dois

pontos coloridos da mesma maneira a uma distancia de exatamente 1 unidade de comprimento.

Problema 15. Seja n um inteiro impar maior do que 1 e seja A a matriz n X n simétrica
tal que cada linha e cada coluna de A é formada pelos nimeros {1,2,...,n} escritos em alguma

ordem. Mostre que cada um dos inteiros {1,2,...,n} aparece na diagonal principal de A.

3.3 Nivel avancado

3.3.1 Problemas resolvidos

Problema 1. Cinco pontos sao distribuidos em um quadrado de lado 2. Mostre que ha

dois destes pontos que distam no maximo /2 um do outro.
Observacao inicial:

Com o proposito de tentar facilitar a compreensdo, podemos fazer outra leitura do
problema: encontrar a maior distancia em que podemos garantir que pelo menos dois dos 5

pontos pertencentes a um quadrado de lado 2 ndo ultrapassam.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Os objetos sdo os 5 pontos pertencentes ao quadrado, e isso condiciona a constru¢ao
do ndmero de gavetas, ou seja, o nimero de gavetas tem que ser menor ou igual a quatro. A
constru¢do das gavetas consiste em subdividir o quadrado em 4 regides ou menos; uma possibili-
dade natural seria tracarmos as diagonais do quadrado (Figura 5). Nesse caso as intersecgoes
entre as regides ndo interferem na solucdo do problema, poderiamos inclusive definir de uma

determinada maneira em que as regides fossem disjuntas, colocando uma férmula para garantir
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que a intersecdo pertenca a uma das regides, mas seria desnecessario.

Figura 5 — Uma possivel construcio de 4 gavetas no quadrado de lado 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dessa forma, como temos mais objetos (5 pontos) do que gavetas (4 regides), uma das
gavetas conterd mais de um objeto. No contexto do problema, ter dois objetos em uma tnica
gaveta deveria indicar que temos dois pontos em uma mesma regido que distam no maximo v/2.
Infelizmente isso pode ndo acontecer, pois podemos colocar dois pontos proximos dos vértices
(sem que eles pertencam ao vértice do quadrado) e estes ultrapassarem a distancia limite. A

figura 6 mostra um exemplo dessa situagao:

B

d(AB) > \/2
Figura 6 — Distancia entre dois pontos de uma mesma gaveta maior do que a distancia limite

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mais uma vez temos um problema de modelagem: as quatro regides ndo podem ser
construidas pelas diagonais do quadrado. Uma outra construcao, tao natural quanto a anterior
e que garante que a distincia entre dois pontos de uma mesma regido seja no maximo v/2, é
formada pelos segmentos que unem os pontos médios dos lados opostos do quadrado (Figura 7),

determinando 4 quadrados menores de lado 1.
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Figura 7 — Outra possivel construcio de 4 gavetas no quadrado de lado 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Como ha 5 objetos (5 pontos) e 4 gavetas (4 quadrados de lado 1), garantimos que pelo
menos dois objetos estdo em uma mesma gaveta. [sso garante que a distincia entre os objetos de
uma mesma gaveta é menor ou igual a v/2, j4 que essa é a maior distdncia possivel entre dois

pontos de um quadrado de lado 1 (medida da diagonal).

Problema 2. Considere o conjunto A = {1,2,3,...,19,20}. Quantos elementos de A no

maximo eu posso escolher sem que entre eles hajam dois sendo um multiplo do outro?
Observacao inicial:

Estamos interessados em escolher a maior colecio de nimeros possivel dentro do
conjunto citado, sem que tenhamos multiplos entre quaisquer pares de nimeros. Uma ideia seria
a de tomarmos os primos de 1 a 20, resultando numa colec@o de 8 elementos. Outra possibilidade
seria a de considerarmos os nimeros que ndo possuem multiplos no conjunto, ou seja, 0s nimeros
de 11 a 20, isso resultaria numa cole¢@o de 10 elementos, superando a anterior. Mas seria esta a
maior colecio de nimeros possivel? Se sim, como demonstrar que nao existe uma colecao com

maior nimero de elementos?

Dessa forma, resumimos o problema em provar a seguinte conjectura: um subconjunto

com 11 elementos de {1,2,3,...,19,20} necessariamente contém um ndmero e um multiplo
dele.

Encontrando os objetos e as gavetas:

Os objetos sdo os 11 elementos do conjunto, ja as gavetas, sabemos que sao 10 (ou
menos), pois se tivéssemos nove gavetas, por exemplo, dois objetos da cole¢do de nimeros de
11 a 20 seriam armazenados em uma mesma gaveta e no contexto do problema, estar em uma

mesma gaveta, ¢ 0 mesmo que um nimero ser multiplo do outro.

O ponto ndo trivial desta questdo é a maneira como as gavetas serdo construidas. Uma
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possibilidade € construirmos uma gaveta para cada ndimero impar de 1 a 20 e utilizando a
propriedade de que todos os ndmeros naturais podem ser escritos univocamente como um
produto entre uma poténcia de 2 e um nimero impar, ou seja, na forma n = 27.g; onde g € impar,
ne€{1,2,3,...,20}, sendo que o fator impar dessa representacéo, é o que vai determinar a gaveta
na qual o nimero se encontra, ou seja, se o fator for 1, o nimero serd armazenado na gaveta 1, se

for 3, na gaveta 3 e assim por diante.
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Para organizarmos os objetos nas gavetas, podemos pensar da seguinte forma, na gaveta
do 1, fica os nimeros obtidos a partir do 1 dobrando, ou seja, 2, 4, 8 e 16, na gaveta do 3, ficam os
nimeros obtidos a partir do 3 dobrando, ou seja, os numeros 6 e 12, na gaveta do 5, os nimeros
10 e 20, na gaveta do 7, o niimero 14, na gaveta do 9, o nimero 18 e nas gavetas do 11 em diante

ndo ficam nenhum ndmero. Dessa forma, distribuimos todos os ndmeros de 1 a 20.

Como temos 10 possiveis valores para g (gavetas), se tivermos 11 ou mais elementos
(objetos) em uma colec¢do, obrigatoriamente dois deles terdo o mesmo valor de g (estardo na

mesma gaveta) e consequentemente serao multiplos um do outro.

Problema 3. Considere um conjunto X contendo 10 nimeros naturais ndo nulos menores
que 100, ou seja, X C {1,2,3,...,99} e |X| = 10. Mostre que existem dois subconjuntos Y e Z

de X, taisque Y #0,Z#0,YNZ=0¢ Zy:Zz.
yeyY €7

Observacao inicial:

Uma possibilidade € relacionar o niimero de subconjuntos possiveis de X com as possibi-

lidades de somas dos elementos destes subconjuntos.
Encontrando os objetos e as gavetas:

Os objetos serdo os possiveis subconjuntos de X que em quantidade sdo 2'0 — 1 = 1023,
pois |X| = 10 e o conjunto vazio ndo pode ser considerado. Jd as gavetas serdo as possiveis
somas atribuidas aos elementos destes subconjuntos; mas como ndo temos essa informacao,
utilizaremos o fato de que todos os elementos de X sdo menores ou iguais a 99. Logo, as somas
atribuidas aos subconjuntos de X com 10 elementos é no médximo 990. Portanto, as possiveis

somas atribuidas a estes subconjuntos sao valores entre 1 e 990, ou seja, temos 990 gavetas.

Aplicando o Principio das Gavetas:

Assim, existe uma gaveta que possui ao menos 2 > % objetos, isto é, existem dois

subconjuntos ndo vazios A e B de X tais que Z a= Z b. Nao podemos garantir que a intersecao

acA beB
seja vazia, mas podemos obter a partir de A e B dois subconjuntos nio vazios Y e Z, com todas

as propriedades desejadas, subtraindo a interse¢@o de cada um deles, ou seja, Y =A — (ANB) e

Z = B— (AN B). Dessa forma, além de disjuntos, os conjuntos apresentam a mesma soma, pois
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retiramos de ambos a mesma quantidade.

Problema 4. Cada ponto do plano € pintado de branco ou vermelho. Mostre que ha um

retangulo cujos vértices sdo todos de uma mesma cor.
Observacao inicial:

Sabemos que os vértices de qualquer retangulo pertencem a dois conjuntos de retas
paralelas; sendo assim, construiremos inicialmente duas retas paralelas h; e h;. Entretanto,
somente essas duas retas ndo garantem a existéncia do retangulo monocromaético (retangulo
cujos vértices sao todos da mesma cor), pois os pontos de 4 poderiam ser todos brancos e
os pontos de h; todos vermelhos (isso ficard mais 6ébvio ao longo da resolucdo). Dessa forma,
precisamos de pelo menos mais uma horizontal A3, paralela a 4 e hy. Em seguida, construiremos
varias retas verticais de maneira que cada uma destas retas produza trés pontos de interseccao
com hy, hy e h3 (Figura 8). Apds essas construcdes, nosso problema praticamente resumir-se-4a
em determinar quantas retas verticais sao necessarias para assegurar que dentre os pontos de

interseccdo resultantes, temos 4 que formam um retangulo monocromatico.

O o o
J’l‘g

O o
h 1

O © o

Figura 8 — Retas horizontais e verticais e o Principio das Gavetas de Dirichlet

Fonte — Stankova, 2018

Encontrando os objetos e as gavetas:

Sejam A;, B; e C; os pontos de interseccdo das retas horizontais Ay, hy € hy com v;,
conforme (cf. Figura 8). Como temos duas possibilidades de cores para cada ponto, estes 3
pontos podem ser coloridos de 8 maneiras distintas. Essas diferentes maneiras serdo nossas
gavetas (apOs realizarmos alguns problemas envolvendo o Principio das Gavetas, fica mais
natural a identificagdo de algumas dicas para determinag¢do do que vem a ser as gavetas € 0s
objetos), e os objetos serdo as verticais (cada vertical gera trés pontos de interseccdao com as

horizontais).
Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet:

Para a tripla de pontos A;, B; e C; sobre v;, temos 8 maneiras distintas de colorir (gavetas),
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pois temos 2 possibilidades de cores para cada ponto. Como a condi¢do necessdria para apli-
carmos o Principio das Gavetas € de que tenhamos mais objetos do que gavetas, construiremos
9 retas verticais, garantindo, dessa forma, que necessariamente duas retas tenham pontos da
mesma cor da tripla (4;, B;,C;). Suponha sem perda de generalidade que estas duas retas sejam
vy € vg, de tal maneira que os pares A; € Ag, By € Bg e C; e Cg tenham as mesmas cores entre

eles.

Agora, para conseguirmos o retangulo monocromatico € necessario que pelo menos dois
dos pontos de v, ou vg sejam da mesma cor. Essa garantia € conseguida utilizando mais uma vez o
Principio das Gavetas, ou seja, se temos 2 cores (gavetas) e 3 pontos (objetos), necessariamente 2
pontos terdo a mesma cor. Podemos tomar A; e B> como sendo brancos, sem perder generalidade

e, desta forma teremos o retingulo monocromatico A, B BgAg com vértices todos brancos.

Problema 5. Cada ponto do plano € pintado de branco, vermelho ou azul. Mostre que ha

dois pontos da mesma cor a uma distancia de exatamente 1 u.c (unidade de comprimento).

Com o propésito de tornar a solu¢do mais didética, a abordagem deste problema sera
diferente da adotada até o momento, ou seja, romperemos de alguma forma com o padrao de
resolugdo (algoritmo) no qual dividiamos a soluc@o em trés momentos (Observagao inicial —
Encontrando os objetos e as gavetas — Aplicando o Principio das Gavetas de Dirichlet), para

resolvé-lo de maneira unificada.
Solucio:

Um possivel caminho € a prova por contradi¢do, e para isso € necessario fazermos a
negacdo do enunciado, ou seja, suponhamos que ndo exista dois pontos de mesma cor que distam
1 u.c um do outro, dessa forma, se tomarmos quaisquer dois pontos a 1 u.c um do outro, estes

serdo de cores diferentes.

Vamos considerar a seguinte construcao (Figura 9): sejam A e B dois pontos que distam
um do outro uma unidade de comprimento. Assumiremos sem perda de generalidade que A é

branco e B é vermelho.

Sendo assim, segundo nossa suposi¢do, todos os pontos que distam 1 u.c de A devem ser
vermelhos ou azuis, isto é, a circunferéncia A; de centro A e raio 1 u.c possui pontos vermelhos
ou azuis. Analogamente a circunferéncia A, de centro B e raio 1 u.c possui pontos azuis ou

brancos.
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A A2

D

Figura 9 — Segmento AB com 1 u.c

Fonte — Stankova, 2018

Uma maneira de ndo encerrarmos o nosso problema de imediato, encontrando a contradi-
¢do, é assumir que os pontos C e D (cf. Figura 9), gerados pela intersecc@o das circunferéncias
A1 e Ay, sdo azuis, pois essa configuracdo de cores satisfaz a suposi¢do inicial; ou seja, 0s pontos

construidos que distam um do outro 1 u.c, possuem cores diferentes. Sendo assim, até o momento,

nenhuma contradi¢ao!

Assim, os pontos C e D possuem as mesmas cores e CD = /3 u.c. Isso significa que se
conseguirmos encontrar dois pontos que estejam a essa distancia, com cores diferentes, podemos

usa-los no lugar dos pontos C e D, reconstruir o losango ACBD (Figura 10) e obter a contradicao.

C
A A2

/\
\/

D

Figura 10 — Losango ACBD

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mais uma vez, vamos utilizar a demonstrag@o por contradi¢do. Dessa forma, suponhamos
que quaisquer dois pontos distantes v/3 um do outro possuam a mesma cor. Consideremos o
tridngulo isésceles AECD de base ED = 1 u.c e lados EC = DC = +/3 u.c (Figura 11). Sabemos,

de acordo com a hipétese inicial, que os vértices E e C possuem a mesma cor, assim como os
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vértices C e D. Portanto, E e D, que distam 1 u.c um do outro, também possuem a mesma cor, e

isso soluciona nosso problema.

E D

Figura 11 — Triangulo is6sceles ECD

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora, ao contrério do que supomos acima, sejam C e D dois pontos com cores diferentes
que distam /3 u.c um do outro. Sem perda de generalidade, suponha D vermelho e C azul.
Consideremos um losango de lados 1 u.c, sendo CD sua diagonal maior (Figura 12). Aplicando

o Teorema de Pitdgoras, por exemplo, chegamos que a diagonal menor AB mede 1 u.c.

C

D

Figura 12 — Losango com diagonal menor monocrética

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com a constru¢do, se um dos pontos A ou B € pintado de azul ou vermelho,
teremos que um dos lados do losango (segmento formado por um desses pontos e os pontos C
ou D) serd monocromaético, ou seja, teremos dois pontos com mesma cor distando 1 u.c. Outra
configuracdo possivel € a de que A e B sejam brancos; desta forma, a diagonal menor constituird
um segmento monocromatico de 1 u.c. Isso encerra todas as possibilidades e também soluciona

0 nosso problema.
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3.3.2 Problemas propostos

Problema 6. Uma equipe formada por seis alunos de Matematica € selecionada para
representar o Brasil em uma olimpiada internacional. Mostre que necessariamente existem trés

deles que se conhecem mutuamente, ou trés que ndo se conhecem mutuamente.

Problema 7. Sejam s = (aj,as,...,as,+1) uma sequéncia de 2n + 1 nimeros inteiros,

ne€N, e p=(ai,an;.,aon41)) Uma permutagdo de s. Mostre que o produto

(ai1 —a1)(ain —az)(ai3 — as)...(ain+ 1) — G2n41)

¢ um nimero par.

Problema 8. Seja A um conjunto finito e ndo vazio de nimeros naturais, com m ele-
mentos. Mostre que existe um subconjunto B de A, tal que m divide a soma dos elementos de
B.

Problema 9. Cada ponto de uma tela quadrada € pintado de branco ou vermelho. Qual a
menor area que a tela pode ter para garantir que haverd dois pontos de mesma cor a uma distancia

de exatamente 1 cm?

Problema 10. Qual é o nimero minimo de cores necessdrio para colorir o plano de tal

modo que dois pontos a uma distancia de 1 cm nunca tenham a mesma cor?

Problema 11. Cada diagonal e cada lado de um n-adgono convexo € colorido com alguma
de k cores. Qual o nimero minimo # de vértices para garantir que o desenho resultante sempre

contenha um tridingulo monocromético?

Problema 12. Seja a um niimero irracional. Prove que existem infinitos nimeros racio-

. P . 1
nais r = = tais que |[a —r| < —.
q q

Problema 13. Dado sete nimeros reais arbitrarios, demonstre que existem dois deles,
digamos x e y, tais que

o< X7y 1

T (I+xy) T V3
Problema 14 (Teorema de Bezéut). Seja d = mdc(a,b) o maximo divisor comum entre

os nimeros naturais a e b. Entao existem x e y nimeros inteiros tais que

ax+by=d.

Problema 15. Seja A um conjunto finito € ndo vazio de nimeros naturais, com m
elementos. Mostre que existe um subconjunto B de A tal que m divide a somas dos elementos de
B.
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CAPITULO

ENGAVETANDO PROBLEMAS ESQUISITOS

4.1 Elementos da aula

Escola:

Periodo: 4 horas aulas

Data prevista para aplicacao do plano:

Componente curricular: Matematica

Publico-alvo: alunos do Ensino Médio

Conteudo: Principio das Gavetas de Dirichlet

Recursos necessarios: Lousa, giz, recursos digitais e multimidias (televisdo e computadores)
Metodologia: aula dialogada com resolucao de problemas

Avaliacldo: Além da observacdo direta e continua das reagdes dos alunos frente as atividades
propostas, uma lista de problemas e uma avaliacdo escrita com questdes dissertativas e objetivas

comporao o conjunto de instrumentos de avaliagdo desta sequéncia de aulas.

4.2 Introducao

Nessa aula, desenvolveremos um assunto que nao € usual ser trabalhado nas escolas,
infelizmente, pois além de constituir uma “porta” de entrada para temas extremamente impor-
tantes da matematica que nao sdo abordados em grande parte dos curriculos, € um conceito
bastante acessivel. Este topico € o Principio das Gavetas de Dirichlet, também conhecido como
Principio das Casas dos Pombos. Ele possibilita tratarmos de temas relevantes da matemaética
em problemas com enunciados imprecisos e at€ mesmo esquisitos. Inclusive, esta imprecisao
¢ caracteristica frequente de problemas que sugerem a utilizagdo do Principio, o que garante a

ludicidade e até a esquisitice dos contextos em que os problemas estdo envolvidos (caracteristicas
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motivadoras), sem a utilizacao de técnicas mais elaboradas.

Outro aspecto interessante € de que a ndo necessidade de utilizag¢@o de técnicas especificas
e mais elaboradas na resolu¢cdo dos problemas envolvendo o Principio das Gavetas faz com
que o aluno se sinta mais livre, libertando-o das regras e das decorebas. Ao mesmo tempo,
exige uma maior capacidade de argumentacio, estimulando o raciocinio légico e a escrita
matemadtica mais rigorosa, algo que infelizmente é pouco desenvolvido na Educacao Basica.
Por este motivo, sugerimos ao professor que, além de explicar a utilizacao deste principio nos
problemas propostos, peca aos alunos para redigirem uma resposta com argumentos e explore

em lousa as diversas possibilidades de redag¢do e argumentacao.

Por fim, o desenvolvimento deste conceito nos da a oportunidade de olhar para o universo
da anédlise combinatdria de maneira muito mais ampla, ou seja, compreender que a mesma nao
se trata somente de técnicas de contagem. Na verdade, essas técnicas sdo somente um aspecto
dentro do estudo das propriedades dos conjuntos finitos, que é o que melhor define a andlise
combinatéria. Com relagao as referéncias dos problemas utilizados nesse plano de aula, ver

observacao (3).

4.3 Objetivos

e Resolver problemas esquisitos;

e Estimular o raciocinio 16gico;

e Desenvolver a escrita matemadtica (argumentos com rigor 16gico);
e Definir e demonstrar o Principio das Gavetas de Dirichlet;

e Resolver o problema central.

4.4 Desenvolvimento

A aula serd toda estruturada em torno de um problema central, ou seja, utilizaremos
da natureza motivadora dos problemas que sugerem a utilizacdo do Principio das Gavetas de
Dirichlet (elementos lddicos, interativos, desafiadores e contextos curiosos) para conduzirmos
os alunos no estudo desse resultado e de outros objetos matematicos que eventualmente sejam

necessdrios desenvolver para solucionar os problemas propostos ao longo da aula.

Outro aspecto interessante de se iniciar a aula com um problema € o de fazer com que o
aluno compreenda a necessidade de se tratar o objeto de estudo de maneira mais formal, fazendo
com que o processo de definicdo e formalizacdo do resultado passa a ter significado para o

discente.

Problema Central — Eu te conheco? Em um grupo de seis pessoas, mostre que sempre
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havera trés pessoas que sdo amigos em comum ou estranhos em comum.

Em seguida, proporemos alguns problemas, que poderao ser desenvolvidos em grupo,
com o propoésito de familiarizar os alunos com a natureza dos contextos que apontam para o uso
do Principio das Gavetas de Dirichlet e provocar a necessidade de formalizacdo e generalizacdo

desse resultado.

O primeiro problema da aula encontra-se resolvido e comentado no capitulo 3 (Problema
1), mas a resolucao apresentada neste plano difere no sentido de nio evidenciar o uso do Principio

das Gavetas de Dirichlet.

Problema — Vamos “rachar” a festa de aniversario? Em um grupo formado por 13

pessoas, podemos garantir que haja pelo menos duas que fazem aniversario no mesmo mes?

Antes de esbocarmos algum tipo de solucio, seria interessante experimentar essa hipotese,
ou seja, propormos aos alunos que montem grupos com treze pessoas e verifiquem na pratica o
resultado. O préximo passo € a sistematizacao das observacoes, o que possibilita ao professor
desenvolver habilidades relacionadas a escrita matemaética (encadeamento 16gico de ideias de

maneira rigorosa) € a argumentacao.
Solucio

Em um grupo de 12 pessoas, é possivel que cada uma das pessoas faca aniversario em
um mes diferente, mesmo sendo esta distribui¢do pouco provavel. Assim, para que possamos
garantir que pelo menos duas fagam aniversdrio no mesmo més, precisamos de mais de 12
pessoas. Em seguida, o professor pode sugerir aos alunos uma variagdo do mesmo problema:
quantas pessoas sdo necessdrias para garantirmos que 3 pessoas aniversariem no mesmo meés?

Inclusive, esta variacdo estd associada ao caso mais geral do Principio das Gavetas de Dirichlet.

Problema — Brincando de Stop. Mostre que para cada 27 sequéncias de palavras
presentes nesse plano de aula, pelo menos duas palavras comecardo com a mesma letra.
Solucio

Como temos 26 possibilidades de letras para iniciarmos uma palavra, € possivel que em
uma situacdo extrema, ao tomarmos 26 palavras aleatérias em um texto especifico, essas sejam
iniciadas por letras diferentes. Assim, para garantirmos que pelo menos duas palavras possuam

as mesmas iniciais, precisamos de no minimo 27.

Problema - Igualdade na Ceia de Natal. Mostre que no dia de Natal dois ou mais
perus consumidos terdo a mesma massa quando arredondadas para o milionésimo de libras mais

proximo.
Solucio

A massa média de um peru € de aproximadamente 15 libras, sendo que a maior massa
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ja registrada foi de aproximadamente 37 libras. Se conseguissemos uma aproximagdo de 6
casas decimais para a massa de um peru, teriamos 37 milhdes de possibilidades de massas.
Segundo estimativa, no dia de Natal sdo consumidos 46 milhdes de perus. Dessa forma em um
caso extremo de associagdo dos perus consumidos com as possibilidades de massas, teriamos
37 milhdes de perus com massas distintas. Logo, qualquer quantidade de perus maior que 37

milhdes garante que tenhamos pelo menos dois com a mesma massa.

Como ja mencionado anteriormente, a imprecisao dos enunciados, também presente no
proprio Principio das Gavetas, faz parte da natureza da maioria dos problemas que podem ser
resolvidos utilizando este resultado. Desta forma, talvez seja interessante sistematizarmos essa

observacao com os alunos.

Outro aspecto consideravel € o de que antes de apresentarmos o Principio das Gavetas de
Dirichlet como ideia basica na solu¢@o dos problemas propostos anteriormente, seria interessante
tentarmos enfatizar um padrao de resolucdo, que muitas vezes nao € 6bvio; ou seja, fazermos
com que os alunos percebam uma “certa receitinha de bolo” que torna a abordagem dos mesmos

muito mais eficiente.

Posteriormente, proporemos mais alguns problemas para que sejam resolvidos em grupo

e a0 mesmo tempo evidenciar a presenca dos elementos comuns (padrdo) citados anteriormente.

Problema — L4 se vao minhas moedas Uma maquina contém pequenas bolas de borra-
cha com 10 cores diferentes. Ao inserir uma moeda na miquina, uma bola é expelida ao acaso.
Qual é o menor nimero de moedas a serem inseridas na maquina para garantir a retirada de 4

bolas de uma mesma cor?
Solucao

As 10 possibilidades de cores serdo as nossas gavetas, e para que eu garanta pelo menos
4 objetos em uma mesma gaveta (4 bolinhas da mesma cor), considerando um cenério pouco
provével de distribui¢do dos objetos, serdo necessarios mais do que 30 objetos, ou seja, pelo

menos 31 objetos.

Problema — Pontinhos na laranja Mostre que se vocé desenhar cinco pontos na super-
ficie de uma laranja, assumindo que a mesma seja uma esfera perfeita, hd uma maneira de cortar
a laranja a0 meio de modo que quatro dos pontos fiquem no mesmo hemisfério (suponha que um

ponto no plano de corte gerado pelo grande circulo pertenca a ambos os hemisférios).
Solucao

Se tomarmos quaisquer dois pontos P; e P, na superficie da laranja (esfera), podemos
determinar um grande circulo na mesma, e consequentemente gerar 2 hemisférios (gavetas).
Como os pontos que geraram o grande circulo pertencem a ambos os hemisférios por defini¢ao,

nos restam 3 pontos (objetos), P3, Py e Ps, para distribuir. Entdo, pelo Principio das Gavetas de
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Dirichlet, um dos hemisférios conterd pelo menos 2 pontos, garantindo que um dos hemisférios

contenha 4 dos 5 pontos.

Figura 13 — Uma possibilidade de distribui¢ao dos pontos na laranja

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema — Nao sou s6 eu que estou ficando careca. A cidade de Sdo Carlos tem
aproximadamente 250 mil habitantes. Suponhamos que nenhuma pessoa da cidade tenha mais
do que 180 mil fios de cabelo em sua cabeca. Mostre que pelo menos dois dos habitantes de Sao

Carlos apresentam a mesma quantidade de fios de cabelo.
(Problema resolvido e comentado no capitulo anterior)

Ap6s a resolucido comentada dos mesmos, definiremos e demonstraremos o Principio das
Gavetas de Dirichlet nas suas duas versdes, a mais simples e a mais geral. Anterior a defini¢do e
demonstracdo do resultado de maneira mais formal e abstrata, seria interessante que o professor
utilizasse formas mais concretas (utilizagao de caixinhas e objetos reais, desenhos, etc) para

auxiliar no entendimento do resultado, embora nao seja tao elaborado.

Principio das Gavetas de Dirichlet - Seja k um inteiro positivo, se distribuirmos N + 1

objetos em N gavetas, entdo em alguma gaveta teremos pelo menos 2 objetos.

Demonstragdo. Podemos demonstrar esse resultado por contradi¢@o, ou seja, vamos supor que
distribuimos todos os N + 1 objetos e ndo existe mais do que um objeto em cada uma das N
gavetas. Entdo, se contarmos todos os objetos presentes nas N gavetas, ndo teremos mais do que

N objetos, contradizendo a hipétese de termos distribuido os N + 1 objetos. [

Generalizacao do Principio das Gavetas de Dirichlet. Se distribuimos kN + 1 objetos

em N gavetas, entdo em alguma gaveta teremos pelo menos k 4 1 objetos.

Demonstragdo. Demonstraremos a versdo mais geral de forma similar a versdo mais simples,
também por contradi¢do. Suponhamos que apds distribuir os kN + 1 objetos nas gavetas, nao

hajam mais do que k objetos em cada uma das N gavetas. Entdo, apds contar todos os objetos
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presentes nas N gavetas, no maximo kN objetos, contradizendo a hipétese de termos distribuido
kN + 1 objetos.

Ap6s formalizarmos e demonstrarmos o principal resultado da nossa aula, retomaremos
0 nosso problema central, s6 que desta vez mais familiarizado com a natureza do problema e

dispondo de mais subsidios para resolvé-lo. L

Solucio do Problema Central.

Representaremos as pessoas como sendo os vértices de um hexdgono regular (veja figura
14). Os segmentos continuos conectam pessoas que se conhecem mutuamente, ja os segmentos

descontinuos (pontilhados) representam pessoas que ndo se conhecem mutuamente.

Se observarmos a figura 14, nosso problema passa a ser equivalente a mostrar que existe
um triangulo de lados continuos ou um tridngulo de lados pontilhados com vértices pertencentes

a um subconjunto do conjuntos de vértices do hexdgono regular.

Vejamos o vétice Aj. Note que dele partem 5 segmentos, que serdo nossos objetos. Estes
segmentos podem ser continuos ou pontilhados; a natureza desses segmentos serao nossas gavetas.
Entao, pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, teremos pelo menos 3 segmentos continuos ou
pontilhados. De fato, se imaginarmos um cendrio extremo, ou seja, o mais equilibrado possivel,
terifamos 2 segmentos pontilhados e 2 segmentos continuos, restando um segmento que sé pode

ser de uma das duas naturezas possiveis.

Figura 14 — Relagdo de amizade entre 6 amigos

Fonte — Oliveira, 2010, p.148.

Se considerarmos os segmentos A1A3,A1A4 € AjAg como sendo os continuos, conforme
figura 14, se algum dos segmentos A3A4,A3A¢ € A4Ag for continuo, esse segmento ou 0s outros

3 continuos ligados a A; definem um tridngulo de lados continuos, garantindo que 3 pessoas do
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grupo se conhecam mutuamente, por outro lado, se nenhum desses for continuo, os mesmos
formar@o um triangulo de lados pontilhados, garantindo que 3 pessoas do grupo ndo se conhecem

mutuamente, COmo querl’amos demonstrar.

Além dos problemas presentes no banco de questdes do capitulo 3, as sugestdes abaixo
sdo uma 6tima oportunidade para aprofundar o conhecimento e desenvolver as habilidades dos

alunos sobre o Principio das Gavetas de Dirichlet.

Sugestoes ao professor:

1. Software contido na colegio M> Matemética Multimidia, desenvolvido pela Unicamp, que

apresenta o Principio da Casa dos Pombos de maneira lidica e interativa.

2. Revista EUREKA! — Sob a chancela da Sociedade Brasileira de Matemaética, este periddico
apresenta um conjunto de artigos relevantes na preparacao dos estudantes para a Olimpiada

Brasileira de Matematica (OBM) em seus diferentes niveis.






57

CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos que o presente trabalho tenha cumprido com a sua principal finalidade, que é
a de motivar o estudo do Principio das Gavetas de Dirichlet por ele préprio, ou seja, utilizar as
caracteristicas intrinsecas do resultado matematico e dos problemas que sugerem o seu uso para
desenvolver este e outros conceitos matematicos pouco trilhados nos curriculos da Educacao

Basica.

Que professor e aluno possam compreender a simplicidade do resultado como uma
oportunidade de libertar-se de regras e decorebas, inclusive desenvolvendo competéncias asso-
ciadas a escrita matemadtica (raciocinio 16gico, técnicas de argumentagdo, rigor, etc), algo que
infelizmente € pouco desenvolvido na escola e ndo como uma diminui¢do em importancia do

mesmo.
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