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“A natureza estd escrita em linguagem matemdtica’”
(Galileu Galilet)



RESUMO

ALVES, Daniele Simas Pereira. Pavimentacoes e caleidoscopios uma experiéncia em sala de
aula. 2019. 98 f. Dissertagao (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pré-Reitoria de Pés- Graduagao,
Pesquisa, Extensao e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

Neste trabalho é apresentado um estudo referente aos conceitos e propriedades geométricas
no que concerne aos caleidoscépios. Se inicia com a apresentacao do conceito de pavimen-
tagoes do plano por poligonos regulares, em especial as pavimentagoes uniformes; das
simetrias do plano por um e por dois espelhos articulados, perpassando pelos caleidoscépios,
seus tipos e bases geradoras. Em seguida é feito um relato de atividades propostas para
alunos do 6° ano do Ensino Fundamental, onde se introduz e se aplica o conceito de simetria
reflexional, estuda as pavimentacgoes planas, bem como suas aplicacoes a caleidoscépios.
A aplicacao das atividades divide-se em trés momentos: no primeiro momento as tarefas
consistem na manipulagdo de espelhos planos no estudo de simetrias e bases geradoras de
pavimentagoes, no segundo momento as tarefas consistem em um estudo, das simetrias, das
bases geradoras e das bases transformadas na geragao de pavimentagoes, com o software de
geometria dindmica GeoGebra e, no terceiro momento na construcao de um caleidoscopio.
O objetivo é propiciar um ensino de forma dindmica e investigativa que estimule a explo-
ragao e observacao de objetos geométricos, pelos alunos, confrontando teoria e pratica.
As tarefas foram desenvolvidas em sala de aula e no laboratério de informética e foram
executadas com o auxilio dos professores. Na sequéncia desse estudo sao desenvolvidas as
ideias de simetria em eixos nao paralelos, de pavimentagao do plano, de base geradora de
pavimentacoes e suas respectivas bases transformadas, finalizando a a¢do dos alunos com
a construcao de um caleidoscopio. Esse conjunto de tarefas permite ao aluno uma melhor
compreensao dos conceitos envolvidos por tras de um brinquedo simples que produz belas

imagens.

Palavras-chave: Caleidoscopio; Simetrias; Pavimentagao; Reflexao.



ABSTRACT

ALVES, Daniele Simas Pereira. Pavimentacoes e caleidoscopios uma experiéncia em sala de
aula. 2019. 98 f. Dissertagao (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pré-Reitoria de Pés- Graduagao,
Pesquisa, Extensao e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

This thesis presents a study on the concepts and geometric properties related to kaleido-
scopes. It begins with the presentation of tessellations of the plane by regular polygons,
in particular the uniform tessellations, and the definition of reflection on the Euclidean
plane by one mirror or by two articulated mirrors, passing through kaleidoscopes, their
types and generating bases. Next, it is described an activity applied to students of the
6th grade, where the concept of reflex symmetry is introduced and applied for studying
plane tilling, as well as their applications to kaleidoscopes. The activity are divided into
three phases: in the first one, the students manipulated flat mirrors to search symmetries
and generator bases of some tessellations, in the second moment the same study was done
using the dynamic geometry software GeoGebra, and in the third moment the students
construct kaleidoscopes. The purpose is to provide a dynamic and investigative teaching
that stimulates the exploration and observation of geometric objects by the students,
confronting theory and practice. The activities were developed in the classroom and in
the Informatics Lab and were carried out with the support of teachers. This set of tasks
allows the student a better understanding of the concepts involved behind a simple toy

that produces beautiful images.

Keywords: Kaleidoscope; Symmetries; Tessellation; Reflection.
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1 INTRODUCAO

No campo da geometria existem diversas propostas metodolégicas de ensino. Desta
forma, seria leviano afirmar que uma determinada forma de ensino é mais eficiente que
outra e em qual a aprendizagem é mais efetiva. Nesse contexto, o que deve ser considerado
sao as diversas possibilidades, que tém a disposi¢ao dos professores, para trabalhar com
os alunos em sala de aula, utilizando os mais variados recursos didaticos e enfoques
metodologicos diferentes.

A utilizagdo desses recursos na educacao vem facilitar o processo de ensino-
aprendizagem, uma vez que permitem aos alunos construir, manipular, fazer experimen-
tagoes, observagoes, comparacoes, analises, bem como generalizagoes. Isto é, os recursos
didaticos permitem ensinar de forma mais dindmica e colaborativa, confrontando a teoria
e a pratica. O uso de recursos aumenta a autonomia do aluno, o que o proporciona uma
mudanca de atitude, deixando de ser passivo no proceso de ensino-aprendizagem e passando
a ser ativo, além de deixd-lo mais entusiasmado em aprender geometria.

A tentativa de diversificar processos e de adequa-los as expectativas dos alunos,
decorre da inquietagao em propor diferentes formas de abordar o conceito de simetria e
suas aplica¢des a pavimentacido. A presente proposta recorre a utilizacdo de materiais
manipulativos e a utilizacao de tecnologia, porque ambos promovem a percepcao de ideias
e conceitos geométricos simples e intuitivos.

A motivacao para o uso dos materiais manipulativos deve-se ao fato que estes
permitem aos alunos a observacao dos objetos estudados, através da experimentacao e
manipulagao. Em seus estudos Pais (1996) destaca a importancia dos materiais manipula-
tivos, pois funcionam como recursos didaticos auxiliares e representativos do processo de
contrucao dos conceitos geométricos em suas correlagoes com os apectos tedricos, intuitivos
e experimentais da geometria.

Os materiais manipulativos sao recursos atrativos que oferecem a exploracao de
diversas possibilidades para o ensino de geometria. O ato de manipular materiais permite
aos alunos experiéncias fisicas pelo contato direto com os materiais, realizando medigoes
e/ou descrigoes por meio da comparagao de objetos de mesma natureza. Manusear esses
materiais coloca o aluno como agente ativo no processo de ensino-aprendizagem e, estimula
o interesse do aluno uma vez que este deixa de ser apenas ouvinte. Ao assumir o papel
participativo no processo de ensino-aprendizagem, o aluno pode explorar os objetos
matematicos, bem como suas caracteristicas, construir conceitos, investigar conexoes entre

entes matematicos e formular conjecturas.
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A Geometria é particularmente propicia, desde os primeiros anos de
escolaridade, a um ensino fortemente baseado na exploracao de situagoes
de natureza exploratéria e investigativa. [...] As investigagoes geométricas
contribuem para perceber aspectos essenciais da actividade matemaética
tais como a formulagdo e teste de conjecturas e a procura e demonstracao
de generalizagdes. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2003, p. 71)

O uso do material manipulativo, além de ser uma pratica diferenciada, permite
uma maior interatividade entre os alunos, visando estimular a troca de ideias e estimular
a descoberta.

Os materiais manipulativos sao importantes na criacao de significados no estudo de
objetos geométricos, mas em face aos incontaveis recursos didaticos, nao podemos cometer
o risco de presumir que devam ser utilizados como 1nicos recursos para a construgao
de conceitos geométricos. E de suma importancia que o processo pedagogico recorra a
diversificados recursos didaticos a fim de se obter uma construcao mais significativa dos
conceitos envolvidos num estudo. O uso de mais de um recurso didatico de forma alinhavada
possibilita uma investigagao mais completa e detalhada, através de diferentes Oticas, das
propriedades dos objetos geométricos e auxilia no alcance dos objetivos educacionais de

forma completa.

O ensino de Matemaética prestara sua contribui¢do a medida que forem
exploradas metodologias que priorizem a criagdo de estratégias, compro-
vagao, a justificativa, a argumentagao, o espirito critico, e favorecam a
criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia ad-
vinda do desenvolvimento da confianga na prépria capacidade de conhecer
e enfrentar desafios. (BRASIL, 1997, p.31)

Segundo Carvalho (1990), desenvolver uma abordagem de um contetdo utilizando-
se um material concreto como recurso didatico requer um planejamento de ag¢oes que
sejam centradas nas operacoes que podem ser realizadas com estes materiais, isto é, agoes
que proporcionem a constru¢do de um pensamento légico/mateméatico, consolidado e
significativo.

Os textos de referéncia da educacao brasileira apresentam propostas metodologicas
que sugerem o uso de ferramentas tecnolégicas em sala de aula. A Base Nacional Comum

Curricular (BNCC) recomenda o uso das tecnologias associado a prética social dos alunos.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e co-
municacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
préaticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informagoes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva”. (BRASIL,
2016, p. 9)

Os Parametros Curriculares Nacionai (PCN) apresentam propostas para o uso de
tecnologias de maneira a aproximar os estudantes de suas realidades quotidianas e leva-los

a atingir uma das competéncias gerais da educagao basica.
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Novas competéncias demandam novos conhecimentos: o mundo do tra-
balho requer pessoas preparadas para utilizar diferentes tecnologias e
linguagens (que vao além da comunicagdo oral e escrita), instalando novos
ritmos de producéo, de assimilacdo rapida de informacdes, resolvendo e
propondo problemas em equipe. (BRASIL, 1998, p. 26)

Assim, cabe aos professores transformar a sala de aula num ambiente mais atrativo

e dindmico para os alunos, podendo recorrer ao uso de novas tecnologias, que propiciem

uma provocacao, que desafie os alunos e estimule o raciocinio e a criatividade. O estimulo

ao uso de tecnologias estd presente em todo o PCN, seja através do uso de uma simples
calculadora, passando a computadores, tablets e celulares.

Ao longo da evolugdo da humanidade, Matemaética e tecnologia se de-

senvolveram em intima associa¢ao, numa relacdo que poderiamos dizer

simbidtica. A tecnologia entendida como convergéncia do saber (ciéncia)

e do fazer (técnica), e a matemdtica sdo intrinsecas & busca solidéria do

sobreviver e de transcender. A geracdo do conhecimento mateméatico nao

pode, portanto ser dissociada da tecnologia disponivel. (D’AMBROSIO,
1996, p. 13)

A auséncia de uma pratica laboratorial em sala de aula, distancia cada vez mais
a atividade docente da realidade e das habilidades dos alunos no que tange ao uso de
tecnologias. Nesse contexto esta inserido o ensino da matematica, tornando-se necesséria
uma busca constante de diferentes maneiras de atrair o aluno para o que esta sendo
ensinado, sempre levando-se em consideracao experiéncias anteriores. Por outro lado, o
estado da arte do recurso a tecnologia em educagao e ensino permite o acesso a uma grande
diversidade de propostas, tanto no que refere aos processos, como no que concerne aos
contetdos.

Para o ensino de matematica existem intimeras propostas metodoldgicas como a
utilizagao de planilhas eletronicas, softwares de calculos e de geometria dindmica. Varios
autores ressaltam a importancia da utilizacao de softwares em sala de aula e como a
tecnologia se faz cada vez mais necessaria no cotidiano dos educandos.

A utilizac¢ao dos softwares em sala de aula deve ser norteada por interesses
pedagdgicos, pois o software em si, ndo implica em nenhuma mudanca no
processo educacional. Com a introdugao do computador como mediador

didatico, desenvolveram-se softwares especificos para serem utilizados em
contextos de ensino aprendizagem.(ASSIS; BEZERRA, 2011, p.2)

Nesse sentido, visando diversificar processos e adequéa-los as expectativas dos alunos,
surge a preocupacao de propor uma forma diferenciada de abordar o conceito de reflexao

junto a alunos do 62 ano do Ensino Fundamental (EF).

Considerando o conhecimento intrinseco a tecnologia, os ambientes de
aprendizagem devem utilizar as diferentes midias disponiveis. O compu-
tador e a calculadora, por exemplo, podem favorecer o processo de ensino
e aprendizagem da matematica, permitindo atividades experimentais
mais ricas, sem que a maquina modele ou solucione problemas ao aluno.
(MARTINS, 2003, p. 35)
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Neste trabalho descreve-se um conjunto de tarefas para efetuar o estudo de simetrias,
bem como suas aplicagoes a pavimentagoes e caleidoscopios, recorrendo a utilizagao de
materiais manipulativos e a softwares de geometria dindmica. O uso de materiais concretos,
em especial os caleidoscopios, é de extrema importancia para o ensino de geometria, pois
permite o estudo de conceitos como simetria, eixos, reflexdes, translagoes e rotagoes de
objetos. O recurso tecnolédgico justifica-se pelo rigor das construgoes elaboradas, e pela
rapidez em se obter uma pavimentacao do plano, corroborando o estudo sobre simetrias e
sobre as possibilidades de bases geradoras de pavimentagoes.

Foi através de um kit de espelhos, elaborado pela autora, e do software GeoGebra
que se implementou este trabalho. O kit de espelhos possibilita a visualizagao de retas,
planos, poligonos, reflexdes e pavimentacoes planas por poligonos regulares. Ja a utilizagao
de caleidoscopios e de softwares educacionais em atividades de geometria permite um

estudo mais detalhado com vistas as propriedades dos poligonos.

Alcancar outros objetivos: desenvolvimento da percepcao espacial e da
habilidade para visualizar (como propdem os PCN); motivagdo para
estudo e exploracao de propriedades dos poligonos (especialmente re-
lacoes angulares e de transformacgoes geométricas, particularmente as

relacionadas a simetria reflexional). (MARTINS, 2003, p.5)

O uso do GeoGebra permite realizar com facilidade construgoes geométricas,
proporcionar de uma maneira mais simples a compreensao de objetos geométricos e das
relagoes entre eles e desenvolver a capacidade de raciocinio dedutivo indutivo.

A utilizacao de caleidoscopios no ensino de geometria tem sido objeto de interesse
de iniimeros pesquisadores no Brasil, o que revela uma vasta preocupacao de autores em
lancar diversos recursos atrativos, e em relatar as exploragoes realizadas e as possibilidades
que estes instrumentos oferecem para o ensino de geometria. E possivel observar uma
cronologia sobre a utilizacao deste tema nos processos de ensino-aprendizagem em Batistela
e Santos (2013).

Assim, este trabalho visa explicitar as atividades desenvolvidas, envolvendo si-
metrias e pavimentagoes do plano com os alunos do 6° ano do Ensino Fundamental, a
partir de tarefas que utilizam espelhos como materiais manipulativos e recursos tecnolo-
gicos como o GeGebra, para a apreensao de conceitos e a exploragao de propriedades e
relagoes geométricas relativas a estrutura das pavimentacoes e simetrias existentes nos
caleidoscopios.

No capitulo 2, apresenta-se de forma breve a metodologia utilizada. Nos capitulos 3, 4
e b, apresenta-se o suporte teérico relativamente a pavimentagoes, simetrias e caleidoscopios,
respectivamente. Assuntos esses que serao explorados na atividade descrita no capitulo
6. No capitulo 7, descreve-se a culminancia da atividade, que foi a construcao de um
caleidoscopio. Finalmente, no tltimo capitulo apresentam-se algumas reflexdes e conclusoes

sobre o trabalho efetuado.
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2 METODOLOGIA

Trata-se de uma pesquisa qualitativa, ja que o processo é mais importante que
o produto. Nela, procura-se unir a pesquisa a a¢ao ou pratica, isto ¢, desenvolver o
conhecimento e a compreensao como parte da pratica, dai se enquadrar no registro da
pesquisa-agao.

Essa metodologia exige uma estrutura de relagao entre os pesquisadores e as pessoas

envolvidas no estudo da realidade do tipo participativo/coletivo.

Uma pesquisa pode ser qualificada de pesquisa-acdo quando houver
realmente uma agdo por parte das pessoas implicadas no processo in-
vestigativo e estar centrada no agir participativo e na ideologia de acao
coletiva. (BALDISSERA, 2001, p. 6).

Tal metodologia agrega varias técnicas de pesquisa, recorre a técnicas de coleta
e interpretacao de dados, intervencao e solucao de problemas, bem como técnicas de
dindmica de grupos.

Aplicando essas ideias ao ensino, a pesquisa-a¢ao revelou-se como um instrumento
eficiente para o desenvolvimento profissional do professor, além de ser um instrumento valio-
so, a que os professores podem recorrer, para melhorar o processo de ensino-aprendizagem.
Segundo Engel (2000, p.190) “ao considerarmos as limitagoes atuais da teoria educacional,
a pesquisa-acao leva a solucoes imediatas para problemas educacionais urgentes, que nao
podem esperar por solugoes tedricas”.

Por ser investigativa e participativa supoe um conjunto de procedimentos técnicos
e operativos para o conhecimento da realidade ou um aspecto desta, com o objetivo de
transforma-la pela agao coletiva, como também, supde uma co-implicagdo no trabalho dos
pesquisadores e das pessoas envolvidas no projeto onde se faz intercambio, socializacao
das experiéncias e conhecimentos tedricos e metodolégicos da pesquisa.

A atividade foi desenvolvida com alunos do sexto ano do Ensino Fundamental.
Aqui serd apresentada a atividade na integra que culmina com a proposta de construgao
de um caleidoscépio. A atividade desenvolveu-se em trés momentos distintos: no primeiro
momento, a manipulacao de espelhos no estudo de simetria e bases geradoras, no segundo
momento, no estudo, também de simetrias e bases geradoras, com atividades feitas no
software de geometria dindmica GeoGebra e, no terceiro momento na construcao de
caleidoscopios.

No primeiro momento os professores realizaram uma explanagao sobre o conceito
de simetria axial, apresentando algumas imagens, que permitissem a intuicao do conceito.
Essa apresentacao inicial foi necessaria uma vez que o trabalho foi realizado com alunos

do 6° ano que ainda nao estavam familiarizados com tal conceito. Apds a explanacao foi
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realizada a formalizacao dos conceitos necessarios para assim dar inicio a execucgao de
tarefas com os materiais manipulativos.

O estudo com o material manipulativo foi divido em quatro fases, a primeira
constitui o estudo de simetrias utilizado-se um tinico espelho plano, a segunda fase constitui
um estudo das simetrias utilizando-se dois espelhos planos articulados e, a terceira e quarta
fases centram-se no estudo das simetrias e bases geradoras de pavimentacoes utilizando-se
trés espelhos planos.

Na primeira fase os alunos, de posse de material fornecido, tiveram de estudar
através da manipulacao de um espelho plano, utilizando algumas figuras apresentadas
em malhas quadriculadas, os lugares exato dos eixos de simetria de algumas delas, a
imagem simétrica em relacao a um eixo pré-determinado de outras e, os possiveis eixos de
simetrias de figuras geométricas. Na segunda fase os alunos passaram a estudar as simetrias
reflexionais utilizando, agora, um par de espelhos planos e articulados e algumas figuras
em uma malha isométrica. Os alunos tiveram de estudar as reflexdes ocorridas a imagens
localizadas entre os espelhos articulados, variando os angulos livremente entre os espelhos.
Estudaram, também, os padroes ocorridos nas reflexdes das figuras entre os espelhos, em
determinados angulos de abertura entre eles. A terceira fase consiste na manipulagao de
trés espelhos planos e algumas pavimentagoes do plano compostas por poligonos regulares
(em preto e branco), para o estudo das reflexdes originadas pela reflexdo dos poligonos das
pavimentagoes nos espelhos e a determinacao de bases geradoras dessas pavimentacgoes.
A quarta fase é semelhante a anterior, mas utilizando pavimentagoes do plano coloridas.
Desta vez os alunos observaram, além das simetrias nos poligonos para a obtencao das
bases, o encaixe correto das cores dos poligonos na formacao da pavimentacao. Ao fim deste
primeiro momento o professor iniciou uma discussao relativa ao que pode ser observado
durante a realizacao das tarefas.

No segundo momento os alunos realizam as tarefas no laboratoério de informatica
do colégio utilizando o software GeoGebra. O estudo com o GeoGebra conta de 20 tarefas,
divididas em trés fases e foi realizado em dupla pelos alunos. Na primeira fase, sao
apresentadas um conjunto de nove tarefas, que tém como suporte uma malha quadriculada,
relacionadas ao estudo de simetrias reflexionais com um eixo. As tarefas consistem na
determinacao da posicdo de um eixo que deve ser ajustado entre uma figura original
e uma refletida, no estudo das figuras a serem refletidas por um espelho (eixo) fixado
previamente diante de uma figura original e, no estudo dos possiveis eixos de simetria
de cada uma das figuras de uma série de figuras geométricas. A segunda fase conta com
um conjunto de cinco tarefas que tém como suporte a malha isométrica e dois eixos de
simetria nao paralelos que simulam dois espelhos. As tarefas consistem em obsevar o
comportamento de figuras frente a espelhos nao paralelos e suas reflexoes, mediante a
variacao do angulo de abertura entre os espelhos. Para isso, na realizacao das mesmas ora

era necessario manipular imagens posicionadas entre os dois espelhos com uma determinada
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abertura, ora era necessario variar o angulo de abertura entre eles, sendo, em algumas
delas a manipulacao feita livremente, e em outras sob determinados angulos, e observar
as reflexdes geradas, que em algumas situagoes previam a manipulagdo de ambos os
objetos, tanto os espelhos quanto as figuras entre eles. A terceira fase possui um conjunto
de 6 tarefas que tém trés eixos de simetria que formam um tridngulo equilatero. Essa
fase consiste no reconhecimento das reflexdes pelos eixos (espelhos) neles mesmos e na
identificacdo de bases geradoras e transformadas de pavimentacoes do plano. A tarefa
inicial permite a observacao das primeiras reflexdes de objetos nos espelhos reais e a
observacao da segunda e da terceira reflexdes nos espelhos vituais gerados pelo reflexo dos
espelhos reais. Em seguida, as atividades permitem o estudo das bases geradoras e de suas
respectivas bases transformadas, sendo este estudo até a quarta base transformada. Nas
demais tarefas os alunos podem observar pavimentacoes formadas por bases geradoras. A
ultima tarefa desse conjunto simula um caleidoscépio e permite a observagao do padrao
criado pelas reflexoes nos espelhos, dos objetos entre eles.

Apoés a realizagao das tarefas com o material manipulativo e com o GeoGebra os
alunos passam para a construcao dos caleidoscépios. Nesse momento tem a culminancia
do projeto, pois é realizada a execugao e a manipulagdo de um objeto concreto. O amplo
estudo realizado em face das simetrias e pavimentagoes e bases geradoras permite aos
alunos uma melhor compreensao da matematica envolvida por tras de um objeto que

produz belas figuras.
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3 PAVIMENTACAO DO PLANO

Uma pavimentagao do plano, segundo (LOURENCO, 2014, p.11) “é o recobrimento
de uma superficie com ladrilhos (pegas) sem deixar espagos intermedidrios nem sobreposi-
¢oes". As pavimentagoes usadas como elemento decorativo, estdo presentes em obras de
arte, pisos e paredes de palacios e igrejas, calcadas das ruas, entre outros lugares. Sua
presenca no artesanato de mosaicos de muitas civilizagbes como a babilonica, a grega, a
chinesa, a arabe e a egipcia, remonta a cerca de 4500 anos a.C. No campo do estudo da
geometria as pavimentagoes, levando em consideracao suas propriedades geométricas e
suas construgoes com poligonos, tem um histérico mais recente. Segundo Murari e Santos
(2010), o estudos da geometria das pavimentagoes parece ter sido iniciado pelo astrénomo
Joannes Kepler (1580-1630). Kepler principiou seus estudos a partir dos trabalhos sobre
os poliedros de Arquimedes e os de Platao.

Kepler apresentou uma classificacdo das pavimentacoes usando poligonos, provando
a existéncia de exatamente onze pavimentagoes por poligonos regulares. Estas pavimenta-
¢oes consistem no recobrimento de um plano por poligonos regulares sem a ocorréncia de
espagos ou sobreposicao entre os poligonos.

As pavimentagoes formam-se a partir de nds, pontos de encontro dos vértices dos
poligonos, e dois nés consecutivos de um mesmo lado de um poligono unem-se por um
segmento de reta, chamado aresta. Os poligonos reunidos que formam uma pavimentacao
sao chamados de ladrilhos (Figura 1). A configuracao composta pelos poligonos (ladrilhos)

em torno de um né é chamada de arranjo.

Figura 1 — Nés, arestas, ladrilhos e arranjos de uma pavimentacao

Ladrilho

Aresta

Fonte: O autor, 2019
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Segundo Barros (2016) as pavimentagoes podem ser classificadas em vérios tipos:
lado-lado, puras ou monoédricas, regulares, semi-regulares ou arquimedianas, demiregulares,
entre outras. Lado-lado sao pavimentacoes nas quais toda aresta é lado comum a dois
poligonos e assim todo né na aresta é comum a pelo menos dois poligonos da pavimentacao;
monoédricas ou puras sao as pavimentagoes que possuem poligonos congruentes entre
si, ou seja, por um unico ladrilho, podendo este ser regular ou nao; regulares sao as
pavimentagoes monoédricas e lado-lado cujos ladrilhos sd@o poligonos regulares (convexo,
lados iguais e dngulos internos iguais); semirregulares sdo pavimentagoes formadas por
poligonos regulares de pelo menos dois tipos diferentes e os arranjos sao todos do mesmo
tipo e demiregulares sao pavimentagoes constituidas por mais de um tipo de poligonos
regulares e por mais de um tipo de arranjo.

Em uma pavimentacao lado-lado utilizando poligonos, s6 podera ser acrescentado
outro poligono a pavimentacao caso o lado do poligono a ser acrescentado seja congruente
ao lado do poligono ja integrante da pavimentacgao. A pavimentacao lado-lado pode ser

formada por um sé tipo de poligono ou por varios tipos de poligonos diferentes (Figura 2).

Figura 2 — Pavimentacoes lado-lado

Fonte: O autor, 2019

Nas pavimentacgoes lado-lado os angulos internos dos poligonos, que se juntam em
um no, quando somados devem resultar em 360°, isto ¢, dado um arranjo formado por um
numero k de poligonos reunidos em um noé, a soma dos angulos internos ¢ dos poligonos

dispostos em torno do né deve ser igual a 360°, isto é, sendo k, o niimero de poligonos
n

regulares de n lados, cujo angulo interno ¢é 7, tem-se que Z ky - i, = 360° (Figura 3).
j=3
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Figura 3 — Soma dos angulos internos dos poligonos regulares em torno de um né

60° 90°

(>

60°
60°

i3=060° k3=3 =90 k=1
iy =90  ky=2 ig = 120° kg=1
ks - i5 4 k4 - 14 = 360° i1 = 150° ks =1
3-60° 4 2-90° = 360° ky-i4+ ke i + K1z - 112 = 360°
180° 4 180° = 360° 1-90°+1-120°+1-150° = 360°

Fonte: O autor, 2019

Na figura (Figura 2) pode-se observar todos os tipos de pavimentagao lado-lado.
As pavimentagoes 1, 4 e 5 sdo monoédricas ou puras, pois possuem apenas um Unico tipo
de ladrilho; as pavimentagoes 1 e 5 sao regulares, pois apresentam somente um tipo de
poligono regular, as pavimentagoes 2 e 3 sdo semi-regulares, pois utilizam dois tipos de
poligonos regulares e apenas um tipo de arranjo em sua configuragao e a pavimentacao 6 ¢
demi-regular, pois apresenta mais de um tipo de poligonos regulares e mais de um tipo de
arranjo. Neste estudo, abordaremos as pavimentacoes lado-lado regulares e semi-regulares.

Comecando por poligonos de um mesmo tipo, uma vez que a soma dos angulos
internos ¢ dos poligonos k ao redor de um né deve ser 360°, pode-se averiguar quais os
poligonos regulares capazes de formar um arranjo de uma pavimentacao por meio de um
estudo dos seus angulos internos.

Um poligono de n lados, pode ser decomposto por diagonais partindo dum mesmo
vértice em n — 2 tridngulos. Como a soma dos angulos internos de cada triangulo ¢ igual

a um angulo raso, a soma dos dngulos internos do referido poligono é (n — 2)180°. Se o

(n—2)180°

poligono for regular, cada angulo interno vale i =
n

Sabemos que a soma dos angulos internos com vértice em um no é igual a 360° e
que se os poligonos sao regulares os angulos serao todos iguais entre si, pelo que o seu
valor tem que ser divisor de 360°. Mas, da férmula anterior sabemos, também que o dngulo
interno de um poligono regular tem que ser inferior a 180° e nao inferior a 60°, valor
que se obtém para n = 3. Ora, temos apenas 3 divisores de 360° nestas condi¢oes: 60°,
90° e 120° que, atendendo a férmula anterior, correspondem a n = 3, n =4 e n = 6,
respectivamente. Para cada um dos angulos ¢ em questao, sendo k£ o niimero de poligonos

temos que ki = 360°.
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Temos que para k- 60° = 360°, £k = 6, que é a maior quantidade de poligonos
regulares, de um tnico tipo, que pode ser usada para formar uma pavimentacao. De forma
analoga, temos que quando ¢+ = 90°, n = 4, k = 4 e quando ¢ = 120°, n = 6, k = 3.
Assim, temos que o poligono regular com o maior nimero de lados que se pode utilizar é
o hexdgono (n = 6) e este constitui uma pavimentagdo com a menor quantidade de um
mesmo tipo de poligono regular, com trés hexagonos. No caso em que 7 = 90°, é possivel
formar uma pavimentaciao com quatro quadrados.

Note-se que, por exemplo, o angulo interno de um pentiagono regular é

(5—2)180°  3-180°  540°
5 5 5
que nao é divisor de 360° pelo que nao é possivel formar uma pavimentacao utilizando

i = — 108°,

apenas pentagonos regulares (Figura 4).

Figura 4 — Pentdgonos regulares ndo formam uma pavimentagao regular

36° 7 .
Sobreposicao

Falta

Fonte: O autor, 2019

Assim, os poligonos regulares capazes de formar uma pavimentacao sdo triangulos
equildteros, quadrados e hexdgonos regulares (Figura 5). Para representar as pavimentagoes
por poligonos regulares, pelos poligonos que a geram utilizamos a notagao (n,n,...,n),

—— —

k
onde n ¢ o nimeros de lados dos poligonos usados na pavimentacao e esse nimero repete-se

a quantidade k de vezes que o poligono aparece no arranjo e na ordem que aparecem ao
redor dos vértices. Por exemplo, a pavimentacao formada por seis triangulos equilateros

pode ser reprentada pela notagao (3,3,3,3,3,3).
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Figura 5 — Pavimentagoes regulares

Pavimentacao Pavimentacao Pavimentacao com
com triangulos com quadrados hexdagonos regulares
equildteros

(3,3,3,3,3,3) (4,4,4,4) (6,6,6)

Fonte: O autor, 2019

Além das pavimentagoes regulares, existem também as semi-regulares, formadas
por mais de um tipo de poligono regular. As pavimentagdes semi-regulares sao classificadas
de acordo com o nimero de arranjos que possuem em sua formacao. As 1-uniformes sao
formadas por um tnico tipo de arranjo, as 2-uniformes sao formadas por dois tipos de
arranjos e, assim sucessivamente.

Em seguida ird ver-se o que ocorre se forem considerados diferentes tipos de

W, pode ser escrito como: 180° (1 — %)

poligonos regulares. Repare-se que
Se trés poligonos de lados ny, ny e n3, se unem ao redor de um vértice formando
um arranjo, entao:

180° (1 - n%) + 180° (1 - l) 1 180° (1 - l) = 360° <=
2
n

(1- )+<1_7i>+(1_7i):2<:>

ny, Ny ng 2
Podemos representar as possiveis solu¢oes para a equacao de forma analoga a
representacao de pavimentacoes formadas por poligonos regulares. Por exemplo, um
arranjo (4,8,8), indica por sua notagdo que ao redor de cada vértice teremos um quadrado
e dois octégnos. Ora, solugdes possiveis para a equagao sao (6,6,6), (5,5,10), (4,5,20),
(4,6,12), (4,8,8), (3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15) e (3,12,12). Esses sao os possiveis
arranjos utilizando trés poligonos regulares. A primeira solucao apresentada é o caso da

pavimentagao regular por hexagonos.
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Para arranjos utilizando quatro poligonos regulares, podemos realizar o procedi-

mento analogo ao anterior. Assim, para n = 4 obtemos

2 2 2 2
180° (1 — ) + 180° <1 — > + 180° (1 — > + 180° <1 — ) = 360° <=

ny ng ns Ny

1 1 1 1
—t—+—+—=1
nq N9 ns Ny
As solugoes possiveis para um arranjo com quatro poligonos sao (4,4,4,4), (3,3,4,12),
(3,6,3,6) e (3,4,4,6). A primeira solugao apresentada é o caso da pavimentagao regular por
quadrados.

Para arranjos utilizando cinco poligonos regulares (n = 5) obtemos
2 2 2 2 2
180° (1 — ) + 180° (1 - > + 180° (1 — ) + 180° <1 — ) + 180° (1 - > = 360°
ni UP) ns [ ns

1 1 1 1 1 3
= —+—+—+—+—==
nq N9 ng ny Ny 2
As solugdes possiveis para um arranjo com cinco poligonos sao (3,3,3,3,6) e
(3,3,3,44).

Para arranjos utilizando seis poligonos regulares (n = 6) obtemos
2 2 2 2 2 2
180° (1 — >+180° (1 — )+180° <1 — )+180° <1 — >+180° <1 — >+1800 (1 — > = 360°
ni n2 ng L2 ns Ne

1 1 1 1 1 1
= —F+—+—+—+—F— =2
nq U g Ty N5 Ng
A tinica solugao possivel para um arranjo com seis poligonos é (3,3,3,3,3,3), que é
a pavimentacgao regular com triangulos.
Cada uma das solugoes anteriores descreve um arranjo em torno de um né, mas
ao tentar construir as pavimentacoes correspondentes, percebe-se que nem todas elas

permitem cobrir o plano a ponto de formar uma pavimentagao (Figura 6).
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Figura 6 — Nem todo arranjo pavimenta o plano

8
4 8
Oarrango (5,5,10) nao pavimenta o plano. O arrangjo (4,8,8) pavimenta o plano.

Fonte: O autor, 2019

Assim, verifica-se que, de todas as solugoes encontradas, apenas onze permitem
pavimentar o plano (Figura 7). Como referido anteriormente, temos trés pavimentagoes
regulares formadas por um arranjo de poligonos regulares: (3,3,3,3,3,3), (4,4,4,4) e (6,6,6).
Das pavimentagoes semirregulares temos: (4,6,12), (4,8,8), (3,12,12), (3,6,3,6), (3,4,6,4),
(3,3,3,3,6), (3,3,4,3,4) e (3,3,3,4,4) também formadas por um tnico arranjo de poligonos

regulares.

Figura 7 — Arranjos que pavimentam o plano

VAVAN
N/

(3,3,3,3,3,3) (4,4,4,4) (6,6,6)
(4,6,12) (4,8,8) (3,12,12)
(3,6,3,6) (3,4,6,4) (3,3,3,3,6) (3,3,4,3,4) (3,3,3,4,4)

Fonte: O autor, 2019
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As pavimentacoes encontradas, por Johannes Kepler sao representadas na figura

seguinte (Figura 8):

Figura 8 — As onze pavimentagbes descobertas por Johannes Kepler

Fonte: O autor, 2019
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4 SIMETRIA

De maneira simples, simetria ¢é a invaridncia de uma figura/forma sob determinadas
transformagoes. Murari e Barbosa (2012, p. 15) definem que “o conceito de simetria é
relacionado ao atributo de uma forma (ou configuragao) que, sob transformagoes mantém-se
constante alterando-se apenas a posicao dos seus elementos constitutivos”.

Em matemaética o conceito de simetria vai além desta no¢ao comum, sendo particu-
larmente explorada no tratamento das isometrias, graficos de fungoes, parabolas, eixos
de simetria de figuras geométricas, etc. As simetrias nao estdo relacionadas apenas a
matematica, elas estdo presentes na matematica, na natureza, na fisica, na arte e na
arquitetura.

As simetrias podem ser de diferentes tipos, tais como: axiais ou de reflexao, trans-
lacao, rotagao ou centrais e de inversao. Porém, no presente trabalho serao consideradas
apenas as simetrias de reflexdo e centrais, uma vez que constituem conceitos essenciais ao

estudo das reflexdes em caleidoscépios.

4.1 Reflexao

A simetria de reflexdo, ou simplesmente reflexao, esté relacionada a ideia de um
eixo, denominado eixo de simetria, que corresponde a mediatriz do segmento que une dois
pontos. O eixo de simetria divide a figura em duas partes iguais que podem se sobrepor.
De maneira formal podemos definir reflexao.

Reflexdo: Sejam uma reta r e um ponto P do plano. Se P ¢ r, seja o ponto
P = s(P) tal que a reta r é a mediatriz do segmento PP’; se P € r, seja o ponto
P’ =s(P) = P. (Figura 9).

Figura 9 — Reflexdio P¢reQ er

Pe-__M ——— —e5(P)

Q=s(Q)

Fonte: O autor, 2019

O ponto P’ diz-se o simétrico do ponto P em relacao a reta r.
Decorre da definicao que, PP’ L r e a distdncia de P a r é igual a distancia de P’
ar,isto é, PM = M P'. Podemos reescrever PP’ como o par (P, P’).

O simétrico do ponto simétrico de um ponto é o préprio ponto s(s(P)) = P.
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Seja F uma figura. Se existe uma reta r tal que para qualquer ponto P € F existe
um ponto P’ € F com P’ = s(P), entao a figura F diz-se simétrica.

Em um objeto simétrico todos os seus pontos possuem seus respectivos simétricos,
entdo s(P) =P, s(Q) = Q' e s(T) =T" (Figura 10).

Figura 10 — Simetria num lago

Plano de Simetria

P s(P)=P'
T s(T)y =T
Q s(Q) =

Fonte: O autor, 2019

A simetria nao se dd apenas em um ponto, mas no conjunto de pontos da figura,
preservando assim as distancias (isometria). Segundo, Murari e Barbosa (2012, p. 14),
“isometria é uma transformagao geométrica entre pontos do plano (ou do espago) que
preserva distancias, isto é, se (P, P’) e (Q, Q') sdo pares de pontos correspondentes pela
transformacao, temos que PQ = P'Q".

A reflexdao é uma isometria.

Prova:

Dados uma reta r e um segmento AB, vamos ver que, sendo A’ e B’ os simétricos
de A e B em relacao a r, entdo A’B’, simétrico de AB, é tal que A’B’ = AB. De fato:

- Se A€ re B er,da definicio decorre que A/B’ = AB.

-Se A ¢ re B ¢r, entdo, existem pontos, M e N em r tais que A/M = AM e
B'N = BN.
Considere os tridangulos AAMN e AA'MN.

Como AM = A'M e AMN = A'MN = 90°, segue que AAMN = AA'MN (caso
LAL), com NA=NA ¢ MNA= MNA' (Figura 11).

Como MNB = MNB' = 90°, segue que ANB = A'NB'.

De BN = B'N e ANB = ANB’, temos que AANB ~ AA'NB’ (caso LAL), assim
A'B = AB.
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Figura 11 — Simetria de um segmento

B!

Fonte: O autor, 2019

-SeA¢reBer(ouAereB¢r), basta ter em atengdo que N = B (ou M = A)

e a igualdade segue.

Como foi visto, a reflexao conserva distancias, tratando-se de uma isometria. Uma
isometria conserva a forma de um objeto, gerando apenas figuras congruentes, isto é, que
coincidem perfeitamente havendo apenas uma mudanca de posicdo ou de movimento no
objeto ou de orientacao. Segundo Murari e Barbosa (2012) as mudangas nas posigdes
de um objeto, que ocorrem na isometria, podem ser de: reflexao, rotagao, translagao e
translagao refletida. Obseve-se a figura seguinte onde se tem uma reta r e um tridangulo
escaleno AABC (Figura 12).

Figura 12 — Transformacoes em um tridngulo

Fonte: O autor, 2019
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Podem observar-se, ainda duas figuras isométricas ao tridngulo dado, obtidas por:

- Uma translacao que transforma o tridngulo A ABC no triangulo congruente AA’B'C’,

obtido pelo deslocamento do tridngulo AABC na diregao de .

- Uma reflexdo que transforma o triangulo AABC no triangulo congruente AA”B”C”.

Em ambos os casos as medidas das amplitudes dos angulos e dos comprimentos
das arestas do tridngulo AABC séo preservadas. E de facil percepcio que a primeira
transformacao se estabelece com o deslocamento do tridngulo AABC, ja na segunda
transformacao é impossivel que esta seja realizada apenas com o deslocamento do tridangulo
AABC, sem que este saia do plano, uma vez que existe inversao do sentido (horario e
anti-horario) dos angulos do triangulo.

Podemos considerar também, o caso de ter mais do que um eixo de reflexao, por
exemplo, dois eixos paralelos.

Dadas as retas r e s, ambas eixos de reflexdo, e uma figura original, chamada de F,
localizada entre r e s, obtém-se a imagem formada de FE, pela reflexao por r, F;. Essa
imagem FE, por sua vez, passa a ser objeto para a reflexdo por s, produzindo entdo FEs,
que por sua vez serd objeto para a reflexdo por r, e assim sucessivamente. Da mesma
forma, a imagem de F pela reflexao por s é E3, que por sua vez passara a ser objeto para a
reflexdo por r, produzindo Fy, e assim sucessivamente. Dessa forma, sao geradas infinitas
imagens (Figura 13). A composta de duas reflexoes de espelhos paralelos é uma translagao
associada a um vetor perpendicular a dire¢do dos espelhos, com sentido do primeiro
espelho considerado para o segundo e com comprimento igual ao dobro da distancia entre

os espelhos.

Figura 13 — Reflexdo de FE pelos eixos r e s

Fonte: O autor, 2019

4.2 Simetria Central ou Rotacao

Na simetria central, segundo (MURARI; BARBOSA, 2012, p. 17) existe “um ponto
fixo, chamado de centro de simetria, em relacdo ao qual um ponto, objeto ou parte de

um objeto pode ser girado, de maneira que, por um determinado ntimero de vezes, esses
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elementos coincidem um com o outro”. Dado um sistema de eixos cartesianos xry e uma
figura localizada no primeiro quadrante, se efetuarmos uma rotagdes na figura original, no
sentido anti-hordrio, em relagdo a intersecao dos eixos, O, por um angulo de 180° teremos
uma simetria central da figura original, isto é, a figura mantera sua forma, dimensoes e
orientacao dos angulos, sendo apenas rotacionada por um angulo de 180° ao redor de um

centro (Figura 14).

Figura 14 — Simetria central por determinados angulos

Y

I .7 o
!«  Figura original
X4

rd
0

Rotagéo de 180° no
sentido anti-horario

Fonte: O autor, 2019

4.3 Espelhos

Segundo Murari e Barbosa (2012, p. 27) ao colocarmos uma figura num plano, a
frente e num plano perpendicular a um espelho plano, obteremos o simétrico dessa figura
em relagao ao espelho, devido ao fendmeno da reflexdo. Tendo em vista que a utilizacao
de espelhos se assemelha a utilizacao de eixos de reflexdo, gerando os mesmo efeitos sobre
um mesmo objeto e que o presente trabalho foi realizado utilizando espelhos planos, sera
utilizada também a nomenclatura espelho, a partir deste ponto.

O incentivo ao uso de espelhos no estudo de simetrias, por estimularem a aprendi-
zagem, provocarem o desenvolvimento e despertarem interesse ¢é ressaltado em Batistela

(2005).

O fendémeno da reflexdo que obedece as leis da reflexdo da dtica geométrica
faz com que, dada uma figura qualquer num plano, colocada a frente e
perpendicularmente a um espelho plano, obtenha-se o simétrico da figura
em relagdo ao espelho. O espelho funciona como uma linha de simetria,
e, dessa maneira, promovem-se situacoes de aprendizagem exploratérias
de propriedades e conceitos geométricos. (BATISTELA, 2005, p. 29)
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Murari e Barbosa (2012, p. 28) afirmam que “o uso de um espelho permite situagoes
de aprendizagem interessantes, oportunizando circunstancias adequadas e favoraveis para
que o ensino se desenvolva de uma maneira informal, promovendo e agucando a visualizagao

do espago”.

4.3.1 Utilizagao de um espelho plano

Ao colocar um ponto P na frente de um espelho plano, serd gerada a imagem P,
de P. A imagem de P’ é o reflexo de P por meio do espelho E (Figura 15), tal como

ocorre na definicao de reflexdo de um ponto.

Figura 15 — Reflexao do ponto P por um espelho F

m

Fonte: O autor, 2019

Existem figuras que possuem eixos de simetria, podendo ser geradas apenas com
sua metade e um eixo. Esse processo também pode ser realizado com os espelhos, uma
vez que estes apresentam em sua reflexdo as mesmas propriedades da reflexdo geométrica.

Existem ainda, figuras que possuem mais do que um eixo de simetria (Figura 16).

Figura 16 — Eixos de simetria de figuras

Fonte: O autor, 2019

Uma figura colocada a frente de um eixo de simetria gera uma imagem isométrica,
com orientacao invertida, isto é, se a orientacao da figura inicial é no sentido anti-horario,
a imagem gerada pela simetria possuira sentido horario, e vice-versa. Essa propriedade em

que a orientacdo se altera na reflexao, também ocorre em espelhos planos. Qualquer figura
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posicionada a frente de um espelho plano produzirda uma imagem de orientacdo invertida
através da reflexdao no espelho. A seta a frente do espelho, na figura abaixo (Figura 17),
possui sentido anti-horario e a imagem gerada pelo espelho possui sentido horéario. O
mesmo ocorre nas demais figuras, isto é, nas reflexdes por espelhos planos o sentido dos

angulos das figuras refletidas é invertido.

Figura 17 — Exemplos de mudancas na orientacdo dos angulos de figuras refletidas

Fonte: O autor, 2019

4.3.2 Utilizacao de dois espelhos planos

Dois espelhos planos produzem cenarios propicios para a exploragao de conceitos
matematicos. Ao utilizar dois espelhos planos tém-se duas configuragdes possiveis, espelhos

planos paralelos e espelhos planos articulados formando angulos.

4.3.2.1 Dois espelhos planos paralelos

Dois espelhos planos e paralelos dispostos frente a frente com as faces espelhadas
voltadas para o interior produzem infinitas reflexoes.

Na situagao ilustrada pela (Figura 18) tem-se dois espelhos E; e Es planos e
paralelos, com faces espelhadas voltadas para o interior, e uma pessoa posicionada entre
eles. Os dois espelhos geram a imagem [, formada pela pessoa no espelho E7, e a imagem
I3, gerada pelo espelho Es. Essa imagem [, por sua vez, passa a ser objeto para Fs,
produzindo entao I, que por sua vez passa a ser objeto para Fj, gerando outra imagem
e assim sucessivamente. Da mesma forma, a imagem I3, por sua vez serda objeto para
Ey, produzindo I, que por sua vez serda objeto de Ey, gerando outra imagem e assim
sucessivamente. Ocorre que quando dois espelhos sao dispostos frente a frente, de forma

paralela, sao geradas infinitas imagens pelos espelhos.
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Figura 18 — Imagens refletidas por espelhos planos paralelos

e
m
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Fonte: O autor, 2019

Os espelhos assim colocados despertam a atencao dos alunos, inspirando a observa-
¢ao e o raciocinio relativo ao conceito de reflexdo. Manipular os espelhos paralelos e as
figuras que darao origem as demais imagens permite ao aluno observar e inferir sobre o
comportamento dos objetos frente aos espelhos. Os alunos ainda podem se aperceber de
um fenémeno associado a ideia de infinito, que para muitos é um conceito muito abstrato
e que até ao momento ficava no campo do imaginario. A composi¢ao de duas reflexdes

paralelas conserva a orientagao inicial ja que é o mesmo que uma translagao. (Figura 19).

Figura 19 — Espelhos E; e E; paralelos e frente a frente

2° 1= 1= 28

re flexrao reflexao Ey E, reflerao reflexao
(translagaio) = = (translagao)
I I Figura I I
B B B B B
A A A A A
r Y
c c C c c
~h &, h & A
d
2d

Fonte: O autor, 2019

As primeiras reflexdes, em cada um dos espelhos, invertem o sentido da figura. As
primeiras reflexoes, por sua vez, serao refletidas novamente em cada um dos dois espelhos

gerando as segundas reflexdes, que terao sentido inverso das primeiras reflexoes, isto é,
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terdo o mesmo sentido da figura original. Analisando as reflexdes pelo par de espelhos,
tem-se que as reflexoes de ordem impar invertem os sentidos da figura original, enquanto
que as reflexdes de ordem par preservam o sentido da figura original.

Em relacao as infinitas imagens geradas pelos espelhos planos paralelos, elas ocorrem
devido a reflexdao de um espelho no outro, surgindo espelhos virtuais que atuam como se
fossem os espelhos originais. Os espelhos virtuais refletem as imagens dos espelhos reais,
desta forma, as imagens geradas sao sempre reflexdes dos espelhos virtuais nos espelhos

originais. Como os espelhos sdo paralelos esta situacao ocorre infinitamente.

4.3.2.2 Dois espelhos planos articulados

Dois espelhos planos articulados com as faces refletoras voltadas para o interior
formando angulos geram sucessivas imagens refletidas, de objetos situados no interior dos
espelhos. A variacao do angulo entre os espelhos permite o estudo de intimeros conceitos
matematicos, como a nog¢ao de poligonos regulares, simetria, pavimentacao, reflexao, entre
outros.

Na reflexao de um espelho no outro, sao gerados espelhos virtuais, que geram
reflexdes. Diferentemente dos espelhos paralelos, nos espelhos articulados o ntimero de
imagens geradas é determinado de acordo com o angulo de abertura entre os espelhos, que
varia de 0° a 180°. A medida que o dngulo formado entre os espelhos diminui, aproximando-

se de 0° o nimero de reflexdes aumenta, tornando-se muito grande (Figura 20).

Figura 20 — Reflex6es com angulos variados entre os espelhos articulados

Fonte: O autor, 2019

O ndmero de imagens a serem geradas, segundo Barbosa (1957) é obtido pela
férmula:

360°— R
n=-———+n

o~

onde n é o nimero de imagens a serem geradas, Z é o angulo formado entre os
espelhos, T é o angulo formado entre o objeto P e o espelho Ey, i é o angulo formado

entre o objeto P e o espelho Ey, (Z+ 3 = Z), R é o resto da divisao de 360° por 22 e:
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-1, se R =0,
0, se 0< R <27,
, se 2z < R <2y,
2, se 2y< R <2z

Dado um ponto P localizado entre as faces espelhadas de dois espelhos articulados
FEi e Es.

Seja AP=7 e PB= y os angulos formados entre o espelhos F; e o ponto P e, o
ponto P e o espelho Ejs, respectivamente.

Entao, o ponto P e as imagens produzidas pelos espelhos pertencem a uma circun-
feréncia, pois m(OP) = m(OP]) = m(OP}), uma vez que P e P} sio imagens obtidas
pela reflexdo de P através dos espelhos E; e Es.

P, é a imagem de P por Fy, P, é a imagem de P por E,, por sua vez, P| é a
imagem de P, por F; e Pj é a imagem de P por F; e assim sucessivamente. Pela isometria
reflexional tem-se que m(Ple’) =2z e m(P}’é) = 2Z. Assim como, P;Pl” :P;Pé/ = 2z,
sucessivamente.

Considerando que as imagens refletidas aparecem de forma alternada a patir de P
com medidas de 27 e 2y, ¢é facil perceber que as imagens s6 coincidirao se na divisao de
360° por 2x + 2y = 2z, obtermos resto zero, isto ¢ R = 0.

No caso de R # 0, as imagens nao se coincidirao, formando-se atras do espelho,

como no caso da figura anterior (Figura 21), com os pontos P, ¢ P/".

Figura 21 — Ponto P entre espelhos articulados

m g,

7
Ey

Fonte: O autor, 2019



39

4.3.2.2.1 Dois espelhos planos articulados formando angulos cujo dobro divide 360°

Para espelhos planos formando angulos cujo dobro divide 360°, isto é, 2Z é um
divisor de 360°, temos os seguintes casos para angulos inteiros entre os espelhos: z = 1°, 2°,
3°,4°,5°,6°,9°, 10°, 12°, 15°, 18°, 20°, 30°, 36°, 45°, 60°, 90° e 180°. Em todos esses casos

temos que 27 divide 360° entao R =0 e n’ = —1. A seguir sdo dados alguns exemplos:

Exemplo 1 Caso em que ¥ = 20° e y = 25°, formando um angulo de 45° entre os espelhos
E, e Ey (Figura 22).

Figura 22 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 45°, em que T = 20° e

y = 25°
2y
Py P/
L
le P $+y:Z:450
Y
2y Mg,
Y
Pll/ll — Pé/ll Pé
P/N PIN
2 2y
Fonte: O autor, 2019
Neste caso, temos que z = 45° entao R = 0, pois 3960%0 =4. Com isso, n' = —1.
Assim,
360° — 0
n=————-1=8-1=T.
450

Note que os espelhos gerarao sete imagens refletidas e que ocorre a coincidéncia de
imagens em P/ = PJ”. Esta coincidéncia de imagens deve-se ao fato das imagens estarem

distribuidas na circunferéncia de acordo com os arcos 2x e 2y, alternadamente.
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Exemplo 2 Caso em que T = 30° e y = 30°, isto €, T =y, formando um angulo de 60°

entre os espelhos Ey e Ey (Figura 23).

Figura 23 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 60°, em que T =¥

/!
Pl

Fonte: O autor, 2019

Neste caso, temos o ponto P localizado na bissetriz do angulo zZ = 60° com R = 0,

pois fggﬁ = 3. Com isso, n’ = —1.
Assim,
360° — 0
n="p— —1=6-1=5

Note que os espelhos gerarao cinco imagens refletidas e que ocorre coincidéncia de

imagens em P/ = PJ.
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Exemplo 3 Caso em que ¥ = 60° e y = 30°, formando um angulo de 90° entre os espelhos
E, e By (Figura 24).

Figura 24 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 90°

1
&

r+y=2z=90°

2z

Fonte: O autor, 2019

Neste caso, temos que z = 90° entao R = 0, pois % = 2. Com isso, n' = —1.
Assim,
360° — 0
n=—————1=4—1=3.
90°

Os espelhos gerarao trés imagens refletidas. Repare-se que, neste caso, ao dividir

360° po z, obtém-se o nimero de imagens mais um (que é o objeto).

4.3.2.2.2  Dois espelhos planos articulados formando angulo cujo dobro nao divide 360°

Para espelhos planos formando angulo cujo dobro nao divide 360°, isto ¢ 22 nao ¢é
um divisor de 360°, temos que R # 0, podendo ocorrer uma das situagoes, 0 < R < 27
ou 2T < R <27y ou 2y < R < 2Z a que correspondem n’ = 0, 1 ou 2, respectivamente. A

seguir sao dados alguns exemplos:
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Exemplo 4 Caso em que & = 30° e y = 45°, formando um angulo de 75° entre os espelhos
E, e By (Figura 25).

Figura 25 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 75°, em que T = 30° e
y = 45°

/!
PZ

2z

,_.\:
N

Fonte: O autor, 2019

Neste caso, temos que z = 75° ¢ 0 < R < 27, pois 360° = 2 x 150° 4+ 60°. Com isso,
n' = 0.
Assim,
360° — 60°
=———+0=44+0=4.
n 5o + +
Os espelhos gerarao quatro imagens refletidas. Neste caso, as imagens nao coincidi-

rao, formando-se atras do espelho, pois R # 0.
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Exemplo 5 Caso em que ¥ = 25° e y = 85°, formando um dngulo de 110° entre os
espelhos Ey e Ey (Figura 26).

Figura 26 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 110°, em que & = 25° e
y = 85°

r4+y=z=110°

2x

Fonte: O autor, 2019

Neste caso, temos que z = 110° e 27 < R < 27, pois 360° = 1 x 220° 4 140°. Com
isso, n’ = 1.

Assim,
~360° — 140°

1100
Os espelhos gerarao trés imagens refletidas.

n +1=24+1=3.
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Exemplo 6 Caso em que * = 50° e y = 60°, formando um dngulo de 110° entre os
espelhos Ey e Ey (Figura 27).

Figura 27 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 110°, em que & = 50° e
¥ = 60°

z+y=z=110°

m g,

1"
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1
Pl

Fonte: O autor, 2019

Neste caso, temos que zZ = 110°, 2y < R < 2Z, pois 360° = 1 x 220° + 140°. Com
isso, n’ = 2.

Assim,
~360° — 140°

1100
Os espelhos gerarao quatro imagens refletidas.

n +2=24+2=4

4.3.2.2.3 Polivértice

Ao colocarmos um ponto entre dois espelhos planos articulados, obtemos uma
série de pontos virtuais. O conjunto formado pelo ponto-objeto e pelos pontos virtuais é
chamado de polivértice, e origina um poligono quando se ligam por segmentos de reta
os pontos consecutivos. Os polivértices sao denominados regulares ou semirregulares de
acordo com a classificagdo do poligono a que dao origem. Sabendo que numa circunferéncia,
a arcos iguais correspondem cordas iguais, e reciprocamente, a classificacao dos polivértices

fica dependente dos pontos dividirem a circunferéncia em arcos iguais ou nao.
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No exemplo 1, visto anteriormente, o angulo entre os espelhos é de 45°, originando
um total de 8 vértices. Seja P um ponto localizado entre dois espelhos planos articulados

que formam um angulo de 45°, entao:

- Se P nao pertence a bissetriz do angulo formado entre os espelhos, entao sera gerado

um octavértice semirregular;

- Se P pertencer a bissetriz do angulo formado entre os espelhos, sera formado um

octavértice regular (Figura 28).

Figura 28 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 45°, produz octavértices

Octavértice Octavértice
Semirregular Regular

m g,

Fonte: O autor, 2019

No exemplo 2, o angulo entre os espelhos ¢ de 60°, e tem-se um total de 6 vértices.
Seja P um ponto localizado entre dois espelhos planos articulados que formam um angulo

de 60°, entao:

- Se P nao pertence a bissetriz do angulo formado entre os espelhos, entao sera gerado

um hexavértice semirregular;

- Se P pertencer a bissetriz do dngulo formado entre os espelhos, serd formado um

hexavértice regular (Figura 29).
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Figura 29 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 60°, produz hexavértices

Hexavértice Hexavértice
Semirregular Regular

&
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Fonte: O autor, 2019

No exemplo 3, o angulo entre os espelhos é de 90°, formando um total de 4 vértices.
Seja P um ponto localizado entre dois espelhos planos articulados que formam um angulo

de 90°, entao:

- Se P nao pertence a bissetriz do angulo formado entre os espelhos, entao sera gerado

um quadrivértice retangular;

- Se P pertencer a bissetriz do angulo formado entre os espelhos, sera formado um

quadrivértice regular (Figura 30).

Figura 30 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 90°, forma quadrivértices

s ER2 L b
Quadrivértice Quadrivértice —
Retangular A Regular A
.. ____________
™
1 \\
L e Il . .P H \\\
[ Pl 1 N
N - N
R - i : N
1 % -7 1 I N
! Sooo90° | o0 LT ' | N
! S~ 1~ ! B P H B
................................ b 2 S T 12}
' BT T m ! m
1 e * ‘\\ 1 1
! e e T : ! ,
| s : ~o | I .
Pt el : 7
- : “~ ) ! ,
@--------mm - - - s s m e m e @ | e
HE
'Ad
&

Fonte: O autor, 2019
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Caso o angulo entre dois espelhos nao seja divisor de 360°, o poligono obtido nunca
serd regular. Vejamos o que ocorre no exemplo 4, em que o angulo entre os espelhos é
de 75°, dando origem a um total de 5 vértices. Seja P um ponto localizado entre dois

espelhos:

- Se P pertence a bissetriz do angulo formado pelos espelhos, entao sera obtido um

pentavértice com 4 lados iguais e o lado que se opoe a P com medida diferente;

- caso contrario, o pentdgono pode nao ter lados iguais (Figura 31).

Figura 31 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 75°, forma pentavértices

e &5“-‘
=

————

Fonte: O autor, 2019

Analogamente, no exemplo 5, o angulo entre os espelhos é de 110°, originando um
total de 4 vértices, pois P esta localizado entre os dois espelhos, com z = 25° e y = 85°,
isto é, P nao pertence a bissetriz do angulo formado entre os espelhos, entao serd gerado
um quadrivértice. J4 no exemplo 6, temos um caso em que o angulo entre os espelhos é de
110°, formando um total de 5 vértices. O ponto P esté localizado entre os dois espelhos,
com T = y = 55°, isto é, P pertence a bissetriz do angulo formado entre os espelhos, entao
serd gerado um pentavértice (Figura 32). Em nenhum dos casos existe regularidade ou

semi-regularidade poligonos obtidos.
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Figura 32 — Ponto P entre espelhos articulados formando um angulo de 110°, pode formar quadri
e pentavértices
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Fonte: O autor, 2019

4.3.2.2.4  Ponto junto a um dos espelhos

No caso de ter-se um ponto P tao préximo de um dos espelhos que se possa
considerar sobre o mesmo, isto é, T = 0 ou y = 0 e 22 = 70°, tem-se um pentavértice
(Figura 33).

Figura 33 — Pentavértice

Fonte: O autor, 2019

Para ¥ = 0 ou y = 0 e 22 = 240° ou 2z = 120°, tem-se um trivértice regular
(Figura 34).
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Figura 34 — Trivértice regular

Fonte: O autor, 2019

Considerando ainda = 0 ou y = 0, mas agora com 120° < 2z < 180°, tem-se um
trivértice semirregular (Figura 35).

Figura 35 — Trivértice semirregular

Fonte: O autor, 2019

Observe que o angulo z = 90° nao foi considerado no caso anterior. Ocorre que

quando £ = 0 ou ¥ = 0 e Z = 90°, forma-se apenas mais um ponto na reflexao pelo espelho
(Figura 36).
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Figura 36 — Ponto P junto a um dos espelhos e Z = 90°

Fonte: O autor, 2019

4.3.2.2.5 Ponto proximo ao vértice formado pela juncao dos espelhos

No caso do ponto (objeto) P estar localizado préximo ao vértice do dngulo formado
pelos espelhos, ainda teremos polivértices sendo formados. O que ird variar é o tamanho
da figura gerada, de acordo com a distancia do ponto P ao vértice, isto é, quanto mais

proximo do vértice menores as dimensoes da figura gerada (Figura 37).

Figura 37 — Ponto P préximo ao vértice formado pelos espelhos

Fonte: O autor, 2019

4.3.2.2.6 Segmento entre dois espelhos

Se um segmento é colocado entre dois espelhos articulados geram-se poligonos. Na
figura abaixo (Figura 38) temos exemplos de segmentos entre dois espelhos formando

poligonos por meio das reflexdes. No primeiro caso tem-se um losango e no segundo caso



51

temos um heptagono com cinco lados iguais ao segmento objeto e dois lados menores que

ele.

Figura 38 — Poligono formado por um segmento entre dois espelhos
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Fonte: O autor, 2019

Se o objeto e os espelhos forem posicionados de tal maneira a formar um triangulo
isosceles, serd possivel obter-se, por meio das reflexdes, poligonos regulares, os quais terao
um maior nimero de lados quanto menor for o angulo formado pelos espelhos, e vice-versa.
Porém, a determinacao de poligonos regulares também estd relacionada a amplitude do
angulo entre os espelhos, uma vez que somente em alguns casos se determinam poligonos
regulares. Um par de espelhos articulados, com um segmento em seu interior, de maneira a
formar um triangulo isésceles, com as aberturas de 30°, 60° e 90°, formam, respectivamente

o dodecagono, o hexdgono regular e o quadrado (Figura 39).

Figura 39 — Poligonos regulares formados por espelhos

Dodecagono w Hexagono 5 Quadrado

Fonte: O autor, 2019

A seguir uma tabela com a listagem de figuras geométricas que podem ser obtidas

em funcao da amplitude do angulo formado entre os espelhos (Tabela 1).
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Tabela 1 — Figuras geométricas obtidas pela reflexdo de um segmento em funcio da amplitude
do angulo formado entre dois espelhos

Angulo

Construcoes geradas

180°

Linhas Paralelas

120°

Triangulos

90°

Linhas Paralelas Quadrados Paralelogramos

72°

7

Pentégonos

60°

Triangulos Hexagonos

51e4’

Heptéagonos

45°

Quadrados Octégjanos

40°

36°

30°

Hexagonos Dodecagonos

Fonte: O autor, 2019
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4.3.3 Utilizagao de trés espelhos planos

Na utilizacdo de trés espelhos planos concorrentes dois a dois teremos imagens
coincidentes e repeticao perfeita das imagens obtidas, quando o dobro de cada um dos trés
angulos entre os espelhos for divisor de 360°. Isto é, sendo os angulos a, b e ¢ formados

entre os espelhos, deve ser cumprida a condicao:

360° __ 180° __ 360° __ 180° __ 360° __ 180° __
%T—T—nl, Zb\*—ﬁbﬁ—ng, T—T—ng,comnl,ﬂa,ngEN.

Como d—+b+¢= 180°, segue que nq, no, n3 devem satisfazer a equagao
1 1 1
Sem perda de generalidade, suponha-se que n; < ny < ng, com ny; > 2 (pois se
ny = 1, terfamos @ + b + ¢ > 180° (Impossivel)).
0. 1 1 1 3
Temos, entao: n—1+n—l+nf121oun—121:>n1§3
Como n, > 2, existem duas possibilidades: n; = 2 ou n; = 3.
- Para ny = 2:
Considerando ne < ns e colocando
1,1 1 2 11
Portanto, ny = 3 ou ny = 4, (pois se ny = 2, viria % + % + 7%3 = 1 (Impossivel))

Para nqy = 2 e ny = 3, entao n3 = 6 para n; = 2 e ny = 4, entao ng = 4.

- Para ny = 3:

Se ny < ng, tem-se

T+t +L>1=ny<3
n9 no

Como ny < ng, entdo ny = 3.
1,01, 1 _ _

De §+§+%—1tem—sen3—3.

Ou seja, ha trés possibilidades para os n;: (2,3,6), (2,4,4) e (3,3,3), que correspondem a

trés formas triangulares para os caleidoscopios com os seguintes dngulos (90°,60°,30°),
(90°,45°,45°) e (60°,60°,60°), respectivamente (Figura 40).
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Figura 40 — Configuracoes de espelhos para caleidoscépios de base triangular

(907, 607, 30°) (907,457, 45°) (60°, 607, 60°)
Fonte: O autor, 2019
Na utilizacao de trés espelhos formam-se multiplas imagens, uma vez que as

imagens obtidas num dos espelhos originam novas imagens nos dois outros espelhos, e

assim sucessivamente, estendendo-se e cobrindo todo o plano.
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5 CALEIDOSCOPIOS

Ha muito tempo as reflexoes em espelhos planos atrairam a atengdo do homem e
agucaram sua curiosidade, os levando a estudar os encantos causados por tais reflexdes.
Os homens comecaram a associar espelhos, dispostos de diferentes maneiras, para estudar
os diferentes padroes originados nas reflexoes. Ao colocar-se dois ou mais espelhos planos
articulados, perpendiculares ao plano, e com as faces espelhadas voltadas para o interior
podem-se gerar belas e atraentes imagens obtidas pelas reflexdes nos espelhos. As imagens
geradas pelos espelhos do caleidoscépio, devem-se a reflexdo em espelhos virtuais, formados
pelas reflexoes dos espelhos do caleidoscopios, e que parecem refletir as imagens de objetos
colocados entre os espelhos (Figura 41). A essa construgdo damos o nome de caleidoscopio
plano. Este nome caleidoscopio é originario de trés palavras gregas: Kalos (belas), eidos
(formas) e skopein (ver), isto é, ver coisas belas. Segundo Murari e Barbosa (2012, p.60)
a primeira publicacdo relativa a este instrumento é devida a Kircher (1646), mas sua
denominacao foi introduzida por Sir David Brewster em seu livro A treatise on the

Kaleidoscope, em 1819.

Figura 41 — Caleidoscépio plano de base triangular

Fonte: O autor, 2019

Devido a sua beleza, os caleidoscopios tém inspirado obras de arte, como, por
exemplo, o Viewing Machine (2001-2008), de Olafur Eliasson, localizado no Instituto de
Arte Contemporanea e Jardim Botéanico, na cidade de Brumadinho em Minas Gerais. Na
obra o autor utiliza seis espelhos que formam um tubo hexagonal e geram um efeito obtido
pelo reflexo da luz. O visitante aponta a maquina para seu ponto de interesse e, por meio

da sobreposicao dos reflexos, inimeras formas sao reveladas (Figura 42).
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Figura 42 — Viewing Machine (2001-2008) de Olafur Eliasson

Fonte: O autor, 2019

O caleidoscopio tornou-se um brinquedo bastante popular pela sua particularidade
de gerar imagens imprevisiveis. Os caleidoscépios populares sao tubos na forma de um
cilindro, com espelhos planos disposto em seu interior formando prismas, geralmente
triangulares, e fechados por duas tampas. Em uma das tampas existem pequenos pedaginhos
de vidros ou pedras coloridas, e na outra tampa exite um pequeno orificio, que permite
a visualizacao do interior do prisma. Ao girar o cilindro, os pedagos de vidro se movem

formando belas imagens simétricas, através da reflexdo nos espelhos (Figura 43).

Figura 43 — Caleidoscépio popular

Orificio para
observagéo

Pedacos de
vidro colorido
no fundo

Espelhos

Fonte: O autor, 2019

No Brasil, segundo Murari e Barbosa (2012, p.70) os caleidoscépios surgiram
como material didatico principalmente nas disciplinas de Ciéncias e Fisica, em especial
num material didatico para Ciéncias, cerca de 1950/1960, num livro de doze paginas
da Prof*. Maria Julieta Sebastiani Ormastroni, com o titulo Brincando com espelhos.
O livro tratava o estudo de reflexdes de uma maneira recreativa. Ainda no Brasil, um
dos pesquisadores que se destacou no estudo de espelhos e caleidoscopios é o Prof. Ruy

Madsen Barbosa, que com a finalidade de auxiliar o ensino de fisica, apresenta, em 1957,
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um estudo sobre o comportamento de imagens em espelhos planos angulares. Em 1993,
ele destina dois capitulos de sua obra, Descobrindo padroes em mosaicos, ao estudo de
espelhos e caleidoscopios, no qual detalha minuciosamente um estudo sobre a variacao do
numero de imagens de um ponto-objeto posicionado entre espelhos, relacionando a posi¢ao
do objeto/angulo entre os espelhos e o nimero de imagens desse ponto/objeto. Ainda,
segundo Murari e Barbosa (2012) no Canadd, E.U.A| e Austrélia, nas décadass de 70 e 80,
também era possivel encontrar atividades educacionais de matematica que incluiam o uso
de caleidoscépios (Jacobs (1974), O'Daffer & Clemens (1977), Ball & Coxeter (1987)).
Como foi visto anteriormente, ao dispor trés espelhos articulados, perpendiculares
ao plano, formando um prisma de base triangular, as imagens formadas por um dos
espelhos originam novas images nos demais espelhos, e assim, sucessivamente, formando
uma imagem que se estende por todo o plano. Para que esta repeticao acontega de forma
que as imagens geradas sejam idénticas ao objeto no interior dos trés espelhos, os angulos
a, b e ¢ formados pelos espelhos, dois a dois, devem satisfazer a condi¢ao dos seu dobros
serem divisores de 360° e devem satisfazer a equacao a +b+¢ = 180°. Assim, vimos que as
solucdes possiveis para @, b e ¢ sdo (60°,60°,60°), (90°,45°,45°) e (90°,60°,30°), que formam
trés tipos de caleidoscopios triangulares com espelhos planos: o equilatero, o isosceles

retangulo e o escaleno retangulo (Figura 44).

Figura 44 — Caleidoscépios de base triangular

Equilatero Isésceles Retangulo  Escaleno Retangulo
(60°,60°,60°) (90°,45°,45°) (90°,60°,30°)

Fonte: O autor, 2019

Se forem dispostos quatro espelhos articulados, perpendiculares aos plano, formando
um prisma de base quadrangular, as imagens formadas por um dos espelhos originam
novas images nos demais espelhos, e assim, sucessivamente, formando uma imagem que
se estende por todo o plano. Para que esta repeticao aconteca de forma que as imagens
geradas sejam idénticas a figura no interior dos trés espelhos, os angulos a, 5, ¢ e d formados
pelos espelhos, dois a dois, devem satisfazer a condi¢ao dos seu dobros serem divisores de

360° e devem satisfazer a equacao a +b+c+d = 360°. Assim, a tnica solucao possivel para
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a, B, cedé (90°,90°,90°,90°), que forma dois tipos de caleidoscopios de base quadrangular

com espelhos planos: o quadrado e o retangulo (Figura 45).

Figura 45 — Caleidoscépios de base quadrangular

Quadrado Retiangulo
(90°,90°,90°,90°) (90°,90°,90°,90°)

Fonte: O autor, 2019

Segundo Murari (1995) esses caleidoscépios sao semelhantes ao caleidoscépio popu-
lar, mas sdo chamados de caleidoscépios educacionais por gerarem imagens previsiveis. Na
extremidade aberta do caleidoscépio existe a possibilidade de substituicao de “desenhos”
(bases) que produzirdo o visual desejado através das reflexdes nos espelhos. Existem
também, os caleidoscopios modificados, que servem para o trabalho em grupo, devido as
suas grandes propor¢oes. O caleidoscopios modificados sao confeccionados com espelhos
planos de grandes dimensoes, o que permite uma visualizacao melhor para os alunos e
viabiliza a observacao e estudo das simetrias.

O caleidoscopio modificado possibilita a construcao dos trés tipos de bases diferentes
existentes nos caleidoscopio triangulares: equilatero, isésceles e escaleno e, permite a
construcao dos dois tipos de bases existentes nos caleidoscépios quadrangulares: quadrado

e retangulo.

5.1 Construcao do caleidoscépio modificado

Foram utilizados os seguintes materiais para a construcao do caleidoscopio modifi-

cado:

4 espelhos de 15cmxbem;

1 espelho de Hecmx8cm;

fita adesiva grossa;

- papel A3 colorido;

cola e tesoura.
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Una os espelhos de 15cmx5em pelos lados de 5em, com um pedago da fita adesiva
sendo colada nas faces nao espelhadas, deixando, entre eles, um espago da espessura de
um espelho. Esse espaco entre os espelhos é necessario para que eles fiquem articulados.
Corte e cole o papel colorido nas faces nao espelhadas dos dois espelhos, para cobri-las e
dar um melhor acabamento. Repita o processo anterior com os outros pares de espelhos.
Corte e cole um pedaco de papel colorido na face nao espelhada do espelho de 5ecmx8cm
para dar um melhor acabamento. Com esse conjunto de espelhos podem ser formados

caleidoscopios com trés ou com quatro espelhos (Figura 46)

Figura 46 — Caleidoscépios modificados de bases tridngular e quadrangular

Fonte: O autor, 2019

A abertura dos espelhos articulados e a quantidade de espelhos usados na construgao
determinara o tipo de caleidoscopio pretendido. Os caleidoscépios modificados formados
por uma base triangular serao formados por um par de espelhos articulados e um espelho

sozinho e terao como angulos entre os espelhos:

base triangulo equilatero tera entre os espelhos articulados um angulo de 60°,

formando com o terceiro espelho angulos de 60° e 60°;

base com triangulo isésceles tera entre os espelhos angulos de 90°, 45° e 45°;

base com triangulo escaleno tera entre os espelhos angulos de 90°, 60° e 30°

e os caleidoscopios modificados de base com quadrado e retangulo serao formados

por dois pares de espelhos articulados e terao angulos de 90°, 90°, 90° e 90°.

Na pesquisa realizada com os alunos foram utilizados todos os tipos de caleidoscépios
modificados, porém foi dada maior énfase ao caleidoscopio de base com triangulo equilatero.
O estudo com os caleidoscépios modificados necessita de bases subtituiveis para serem
utilizadas no estudo de simetrias e pavimentacoes, que também foram confeccionadas para

realizacao da pesquisa.
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5.2 Bases geradoras

Ao colocarmos bases no interior desses caleidoscopios podemos observar algumas
pavimentagoes uniformes do plano. Para uma pavimentacao ser visualizada em um calei-
doscépio é necessario que sejam elaboradas figuras construidas especialmente por poligonos
regulares, que pela reflexao produzem a pavimentacao. Nesses poligonos regulares é possivel
tracgar linhas de simetrias. Ao tragar-se as linhas de simetria nos poligonos que formam
uma pavimentacgao, obtém-se determinadas porgoes desses poligonos. A figuras que dao
origem a uma pavimentacgao através das reflexdes nos espelhos, damos o nome de base
geradora (Figura 47). Murari (1999) afirma que base geradora é o menor modelo que pode
ser introduzido em um caleidoscopio para visualizar uma determinada pavimentacao plana.
A construgao dessas bases geradoras envolve o estudo de intimeros conceitos geométricos

como simetrias, poligonos, pavimentagoes, angulos, entre outros.

Figura 47 — Base geradora

Fonte: O autor, 2019

Nos trés tipos de caleidoscopios de bases triangulares podemos visualizar as seguintes

pavimentagoes:

- Caleidoscoépio equilatero: (3,3,3,3,3,3), (3,4,6,4), (3,6,3,6), (3,12,12), (4,6,12), (6,6,6)
(Figura 48);

- Caleidoscépio isosceles: (4,4,4,4), (4,8,8) (Figura 49);
- Caleidoscépio escaleno: (3,3,3,3,3,3), (3,4,6,4), (3,6,3,6), (3,12,12), (4,6,12), (6,6,6).

As pavimentagoes (3,3,4,3.4) e (3,3,3,4,4) somente podem ser visualizadas em
caleidoscépios de quatro espelhos de base quadrada ou retdngular (Figura 50), e a pavi-
mentagao (3,3,3,3,6) ndo pode ser visualizada em nenhum tipo de caleidoscépio, pois esta

nao apresenta linhas de simetria em sua composicao.



Figura 48 — Bases geradoras por tridngulos equilateros

\\

Fonte: O autor, 2019

Figura 49 — Bases geradoras por tridngulos isésceles

N

(4,4,4.4)

Fonte: O autor, 2019

Figura 50 — Bases geradoras por quadrilateros

l

(3,3,4,3,4) (3,3,3.4,4)

Fonte: O autor, 2019
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Os caleidoscopios objetos do estudo realizado sdao os de base triangular equilatera,

na producao de pavimentagoes do plano por poligonos regulares.

5.3 Base transformada

Para Murari (1999) uma base transformada é composta por réplicas de uma base
geradora, que reproduzem a mesma figura da base geradora, isto é, quando uma base
provém de uma geradora, recebe o nome de base transformada.

As bases geradoras e as suas respectivas transformadas quando observadas no
interior de um caleidoscopio, constituem a mesma pavimentagao. Para a obtencao de uma
base geradora e suas bases transformadas, é necessario um estudo relativo as linhas de
simetria dos poligonos que as formam. Murari (1999) descreve alguns métodos para essa

obtencao:

5.3.1 Método I

Uma vez conhecido o visual a ser gerado por segmentos em relacao aos angulos dos
espelhos, pode-se construir uma base geradora com segmentos apropriados, para que nas
simetrias reflexionais possa se obter, através das regides delimitadas por esses segmentos,

os poligonos regulares desejados.

5.3.2 Método 11

Utilizando trés réguas para formar triangulos sobre o desenho de uma pavimentacao,
pode-se “visualizar” (descobrir), através da observacao e de tentativas, as bases que geram
essa pavimentagao, pois réplicas triangulares da base sao reproduzidas por toda a porcao
da pavimentacao (Figura 51). As réguas formando os tridngulos devem ser posicionadas a
partir do centro dos poligonos da pavimentacao em estudo. Desta forma, os vértices do
triangulos formados pelas réguas corresponderao ao centro de trés poligonos, como na
figura abaixo. Embora nao seja uma regra, isso ocorre na maioria das vezes na obtencao

das bases.

Figura 51 — Método II de obtencao de bases geradoras

@ Réguas
i [

Fonte: O autor, 2019
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5.3.3 Método III

Segundo Kingston (1957) apud Murari e Barbosa (2012) existem pavimentagoes
que apresentam simetrias reflexionais em relacao as mediatrizes dos lados dos poligonos.
Por isso, Murari (1999) propée uma nova maneira de obter as bases, tragando-se as linhas
de simetrias da pavimentacao, que sao as linhas de simetria dos poligonos regulares. A
este método da-se o nome de “algoritmo”.

A utilizagdo dos métodos I e III pode ser empregada com o objetivo de desenvolver,
nos alunos, a percepc¢ao espacial com exploracao de simetrias e construcoes geométricas
adequadas na determinacao das bases e serao os métodos utilizados nos estudos. Tomando
como base uma pavimentacao (4,6,12), pode-se observar que existem linhas de simetria
reflexional nos poligonos regulares e por isso pode-se construir uma base geradora com o
método III (Figura 52). As linhas tracejadas sao as linhas de simetria reflexional de cada
um dos poligonos. E possivel observar que, em determinadas mediatrizes, essas linhas de
simetria reflexional coincidem. Unindo essas linhas em suas intersecoes forma-se a base

geradora, em destaque na figura, da pavimentacgao estudada.

Figura 52 — Estudo da base geradora da pavimentagao (4,6,12)

Simetria
Base reflexional dos
geradora poligonos

%
Fonte: O autor, 2019

As bases transformadas sao compostas por réplicas da base geradora. A primeira
base transformada é constituida por quatro bases geradoras; a segunda base transformada
é constituida por nove bases geradoras; a terceira base transformada é constituida por de-
zesseis bases geradoras (Figura 53). Ocorre que a cada base transformada sao acrescentadas

3,5, 7,9... réplicas da base geradora a base anterior.
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Figura 53 — Bases geradoras e transformadas de pavimentagoes (4,6,12) e (3,3,6,6)

Base 12 Base 29 Base " 3aBase
Geradora Transformada Transformada Transformada

Base 32 Base

Geradora Transformada Transformada Transformada

Fonte: O autor, 2019
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6 ATIVIDADE

A seguir, descreve-se uma atividade desenvolvida com cinco turmas do 6° ano do
Ensino Fundamental do Colégio Pedro II, campus Engenho Novo II que teve como objetivo
principal a determinacao de bases geradoras de pavimentacoes do plano, recorrendo a
espelhos planos, e que culminou com a construgao de um caleidoscépio.

A execucao da atividade teve trés momentos distintos: a manipulacao de modelos,
o uso do GeoGebra e a construgao do caleidoscopio. O primeiro momento foi realizado
em sala de aula e teve uma duracao de duas aulas com dois tempos de 45 minutos em
cada aula. Uma vez que as reflexdes em caleidoscépios resultam de simetrias de reflexao, e
como os alunos nao estavam familiarizados com este conceito, foram apresentadas varias
imagens para intuir o conceito de reflexao, e, em seguida, foi efetuada a formalizagao do
mesmo. Antes dos inicio da atividade foi necessaria uma breve instrucao aos alunos, sobre
como manusear os espelhos para que pudessem obter as reflexdes a serem estudadas, isto

é, que os espelhos fossem sempre dispostos de forma perpendicular ao plano.

6.1 Atividades com o material manipulativo

A atividade foi desenvolvida em dupla a fim de incentivar a comunicac¢do entre
os estudantes, estimular a troca de ideias e raciocinio, além de descentralizar a figura do
professor e promover a autonomia dos alunos. A atividade dispunha para sua realizacao

16 kits que continham (Figura 54):

16 espelhos planos de 5ecmx8cm;

45 espelhos planos articulados de 15cmx5em cada espelho;

40 cartelas com figuras para estudo das simetrias;

- 16 pavimentagoes em preto e branco para estudo das bases geradoras de pavimenta-

¢oes;

- 19 pavimentacoes coloridas para estudo das bases geradoras de pavimentacoes;

16 transferidores.

A atividade com o uso do material manipulativo teve trés fases. A primeira fase
consistiu no estudo das simetrias por um espelho plano, a segunda no estudo das simetrias
com dois espelhos planos e articulados com as faces espelhadas voltadas para o interior, e a
terceira fase consistiu no estudo das reflexoes por trés espelhos planos, das bases geradoras

de pavimentacoes e das pavimentacoes geradas pelos trés espelhos planos.
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Figura 54 — Material manipulativo utilizado na atividade

Fonte: O autor, 2019

6.1.1 Uso de material manipulativo no estudo das simetrias com um espelho plano

Nesta fase, os alunos de posse do material fornecido, tiveram que determinar
a localizacao exata do eixo de simetria, as figuras simétricas em relagao a um eixo ja
determinado, e identificar poligonos que possuem, ou nao, eixo(s) de simetria.

Inicialmente as duplas receberam um espelho plano e cartoes com figuras. Os pri-
meiros cartoes consistiam de duas figuras simétricas desenhadas em um papel quadriculado
e dispostas em lados opostos do papel quadriculado. Os alunos deveriam determinar, com
o auxilio do espelho, o lugar exato do eixo de simetria, para que as figuras fossem simé-
tricas. Os cartoes continham figuras de pontos, triangulos, quadrados e outros poligonos
(Figura 55).

Figura 55 — Cartdes pra determinacao do eixo de simetria

Fonte: O autor, 2019

Em seguida os alunos receberam cartées com malha quadriculada, que continham

uma figura e um eixo. Os alunos deveriam determinar a imagem reflexa pelo eixo de
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simetria contido no cartao (Figura 56). Os alunos poderiam utilizar o espelho para auxiliar

na tarefa.

Figura 56 — Cartoes para determinacao da figura simétrica em relagdo ao eixo

Fonte: O autor, 2019

Para finalizar o estudo das simetrias com um espelho, os alunos receberam cartoes
contendo algumas figuras geométricas, tais como: triangulo equilatero, tridngulo isosceles,
triangulo escaleno, quadrado, retangulo, paralelogramo, trapézio retangulo, um quadrilatero
pipa, um hexagono regular, um pentadgono concavo em formato de bandeirinha, um
hexagono regular e um circulo. Os alunos tiveram de encontrar possiveis eixos de simetria

em cada uma das figuras apresentadas (Figura 57).

Figura 57 — Cartoes pra determinagdo de possiveis eixos de figuras

Fonte: O autor, 2019



68

Os alunos receberam também, uma folha de atividades (Anexo A), que continha
todas as figuras dispostas nos cartoes. O objetivo da folha de questdes era que os alunos
pudessem, além de trocar os cartoes estudados entre eles, realizar os registros do que foi
feito nesta fase da atividade, bem como suas observagoes e conclusoes.

A primeira e segunda parte das tarefas com um eixo foram realizadas sem dificuldade.
Na tultima parte da atividade, os alunos observaram que algumas das figuras ndo possuiam
eixo de simetria, outras possuiam apenas um eixo e as demais mais de um eixo de simetria
e realizaram os registros na folha de tarefas com os possiveis eixos encontrados em cada

uma das figuras (Figura 58).

Figura 58 — Folha de tarefas

Fonte: O autor, 2018

Na primeira fase, os alunos estudaram as propriedades da simetria reflexional,
por meio da andlise de inlimeras figuras e poligonos, e perceberam que nas reflexdes por

espelhos planos, perpendiculares ao plano, a forma e as medidas se mantém inalteradas.

6.1.2 Uso de material manipulativo no estudo das simetrias com dois espelhos planos

articulados

Na segunda fase da atividade, os alunos receberam dois espelhos planos e articulados,
que formavam angulos entre os espelhos, e um conjunto de cartdes. Os primeiros cartdes com
uma malha isométrica, que possuiam figuras como triangulos, clave de sol, circunferéncias e
circulos. Os alunos deveriam posicionar os espelhos em torno das figuras e variar livremente
a abertura entre os espelhos segundo determinados dngulos, a fim de observar as reflexoes
produzidas pelos dois espelhos articulados.

Em seguida, utilizando os mesmos cartoes, os alunos deveriam posicionar o vértice
formado pela uniao dos dois espelhos articulados sobre o ponto demarcado em cada cartao
e variar de 30° a 120° o angulo de abertura entre os espelhos, com incremento de 30°. Os

alunos deveriam realizar esta tarefa com o auxilio do transferidor (Figura 59).
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Figura 59 — Cartoes para estudo da quantidade de figuras geradas pela reflexdo nos dois espelhos
articulados

Fonte: O autor, 2019

A folha de tarefas possuia uma tabela, onde os alunos deveriam fazer o registro
do angulo de abertura dos espelhos e o niimero de vezes que a figura entre os espelhos

aparece refletida, mais a figura original (Tabela 2).

Tabela 2 — Quantidade de figuras geradas pela reflexdo nos dois espelhos articulados

Angulo de abertura dos espelhos | Total de figuras geradas com as reflexoes
30° 12
60° 6
90° 4
120° 3

Fonte: O autor, 2019

Em seguida, os alunos avancam na resolucao das tarefas, utilizando cartoes que
continham um ponto e um segmento (com alguns pontos marcados) desenhados sobre
uma malha isométrica. Os alunos primeiramente, deveriam posicionar o vértice formado
pela uniao dos espelhos sobre o ponto no cartao, variar livremente os angulos de abertura
entre os espelhos e observar a figura gerada pela reflexdo do segmento. Em seguida,
os alunos deveriam seguir as marcagoes pré-determinadas no segmento, que estabelecia
angulos de 30°, 60°, 90° e 120°, como na sequéncia anterior, e observar, segundo os angulos
determinados, as figuras geométricas geradas pelas reflexdes nos espelhos, que serdao de

poligonos regulares (Figura 60).
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Figura 60 — Cartoes para estudo de figuras obtidas por segmentos refletidos segundo determinados
angulos

< iA%‘i%A#

Fonte: O autor, 2019

Tal como na tarefa anterior, nesta tarefa também se fornece uma tabela (Tabela 3)
para o registro dos angulos e dos poligonos observados nas reflexées, consoante a variagao

dos respectivos angulos.

Tabela 3 — Estudo dos poligonos gerados pelas reflexdes nos espelhos

Angulo entre os es- | N° de lados do poli- | O poligono é regu- | Nome do poligono

pelhos gono formado lar? formado

30° 12 Sim Dodecagono regular

60° 6 Sim Hexagono regular

80° 5 Nao Pentagono

90° 4 Sim Quadrado

120° 3 Sim Triangulo  equila-
tero

Fonte: O autor, 2019

Na sequéncia os alunos receberam cartoes com figuras, nos quais deveriam posicionar
o vértice entre os espelhos sobre um ponto marcado na figura e, em seguida, manipular
livremente os dngulos entre os espelhos e observar as imagens formadas por tais variacoes.
(Figura 61).
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Figura 61 — Cartoes para o estudo das imagens geradas pelas reflexdes nos espelhos

Fonte: O autor, 2019

6.1.3 Uso de material manipulativo no estudo das simetrias e pavimentacgoes com trés

espelhos planos articulados

Na terceira fase da atividade, os alunos realizaram um estudo sobre as bases
geradoras de pavimentagoes utilizando ora as bases geradoras, ora pavimentacoes. Para
isso, além dos espelhos articulados, os alunos receberam um terceiro espelho. Nesta fase,
foi necessario fazer uma explanagao sobre pavimentacoes e bases geradoras, fazendo uma
amostra também do que sdo bases transformadas.

Na utilizacao das bases geradoras, os alunos receberam cartoes com malha isométrica
que continham tridngulos equildteros com figuras no seu interior, isto é, bases geradoras, os
alunos deveriam posicionar os trés espelhos sobre as arestas do tridngulo da base geradora
e observar a pavimentacao gerada pelas reflexdes da imagem da base nos trés espelhos
(Figura 62).
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Figura 62 — Bases geradoras de pavimentagoes formadas por tridngulos equilateros

Fonte: O autor, 2019

Os alunos também receberam cartdes com bases geradoras formadas por tridngulos

isdsceles e escaleno, que deveriam manipular como no caso anterior (Figura 63).

Figura 63 — Bases geradoras de pavimentagoes formadas por tridangulos isésceles e escaleno

Fonte: O autor, 2019

Posteriormente, os alunos receberam algumas pavimentagoes em preto e branco
onde deveriam, com o auxilio dos trés espelhos, determinar as menores bases geradoras
das pavimentacoes estudadas (Figura 64). Vale ressaltar que nem todas as pavimentagoes
poderiam ser geradas por bases geradoras. O objetivo de inserir pavimentagoes deste tipo
era poder apresentar contra-exemplos aos alunos. Além disso, nem todas as pavimentacoes
poderiam ser geradas por bases geradoras formadas por tridngulos equilateros, mas também
pelo uso de quatro espelhos paralelos dois a dois. Esses tipos de pavimentacoes foram
introduzidas na atividade para que os alunos pudessem observar que era possivel gerar

pavimentagoes por meio de outros tipos de base.
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Figura 64 — Pavimentagoes preto e branco para a determinagao de bases geradoras

Fonte: O autor, 2018

Os alunos receberam também pavimentagoes coloridas, para que pudessem estudar
suas respectivas bases geradoras por meio dos espelhos. Em determinadas pavimentacoes
o colorido nao altera a base geradora, porém em outras a base ¢ alterada por conta do
encaixe das cores na pavimentacgao (Figura 65). Este estudo torna-se mais complexo que o
anterior, pois requer uma analise nao s6 dos poligonos usados nas pavimentacoes, mas
também das cores, para que a pavimentacgao seja gerada de forma correta pela base. A
maioria dos alunos tentou utilizar as mesmas bases encontradas nas pavimentacoes em
preto e branco, mas os alunos perceberam que em algumas pavimentacoes a base usada

anteriormente nao funcionaria da mesma forma, devido as cores empregadas na formacao.

Figura 65 — Pavimentagoes coloridas para a determinagao de bases geradoras

Fonte: O autor, 2018
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Para finalizar o conjunto de atividades realizadas com material manipulativo, os
alunos receberam uma folha coma malha isométrica e um triangulo equilatero demarcado
sobre a malha, ao qual foi dado o nome de base geradora. Os alunos deveriam desenhar
pelo menos trés simbolos pequenos no interior da base geradora e em seguida, com o auxilio
dos espelhos desenhar as respectivas reflexoes geradas em cada um dos trés espelhos, de
maneira a formar uma pavimentacao (Figura 66). Os alunos deveriam desenhar no minimo

duas bases transformadas para observar a pavimentacao formada.

Figura 66 — Base geradora a ser criada pelos alunos

Fonte: O autor, 2019

Todas as atividades decorreram de forma dindmica e os alunos manifestaram
envolvimento e interesse na realizacao das mesmas. A parte em que os alunos apresentaram
mais dificuldade foi a terceira fase, no estudo das bases geradoras das pavimentagoes
(Figura 67). Ao fim do estudo os alunos estavam em plenas condigdes para compreender o

funcionamento e toda a matematica por tras dos caleidoscépios.

Figura 67 — Alunos realizando as atividades

Fonte: O autor, 2018
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6.2 Atividade com o GeoGebra

A apresentacao da atividade com o GeoGebra foi dividida em trés fases e teve a
duracao de dois tempos de 45 minutos cada. Na primeira, foram apresentadas aos alunos
algumas tarefas para o estudo do conceito de reflexao, utilizando-se apenas um eixo de
simetria. Na segunda fase, os alunos continuaram o estudo sobre simetrias axiais, utilizando,
agora, dois eixos concorrentes representando dois espelhos nao paralelos e estudando as
possiveis reflexoes geradas por eles. Na terceira fase da atividade, os alunos realizaram um

estudo sobre as bases geradoras de pavimentagoes utilizando as bases geradoras.

6.2.1 Uso do GeoGebra para averiguar simetria de figuras

O conjunto de tarefas permite ao aluno estudar a simetria de reflexdo. Para facilitar
a orientacdo e a visualizacao nessa fase do estudo as atividades apresentam uma malha
quadriculada. As tarefas 1 e 2, apresentam dois poligonos congruentes (tridngulos e
quadrados, respectivamente) e um eixo entre os dois poligonos. Na tarefa os alunos devem
posicionar a reta no lugar exato para que esta seja eixo de simetria entre os poligonos, ou
seja, de forma que os poligonos sejam simétricos um ao outro. Na tarefa 1! (Figura 68), o
espelho pode ser manipulado (arrastado) apenas por meio de translagoes para a esquerda

ou para a direita.

Figura 68 — Visualizacdo da tarefa 1 proposta aos alunos

€7 Atividade 1.9gb - o x

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A LRI D é o =2
DREVECERNER

Mavimente o espelho, pressionande e arrastando o ponto verde, de forma que aimagem a direita
seja reflexa (simétrica) da imagem a esquerda, pelo espelho.

Espelho Imagzm Refletida

A A

Fonte: O autor, 2018

J& na tarefa 22 (Figura 69), o espelho pode ser manipulado livremente, podendo

ser movido por translagoes ou rotacoes.

Tarefa 1 disponivel em: <https://ggbm.at/btjptpb2>
Tarefa 2 disponivel em: <https://ggbm.at/caybgeg6>


https://ggbm.at/btjptpb2
https://ggbm.at/caybgeg6
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Figura 69 — Visualizagao da tarefa 2 proposta aos alunos

€ Atividade 2.9gb - o X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Aluda Entrar.

| i o o e DN R

nC~
Movimente o espelho livremente, pressionando e arrastando os pontos verdes, de forma que a imagem
adireita seja reflexa (simétrica) da imagem a esquerda, pelo espelho.

Imagem Refletida

Espelho

. . |

Fonte: O autor, 2018

As tarefas 3, 4 e 5 trabalham o conceito de simetria de reflexdo usando pontos. A
tarefa 3° (Figura 70) apresenta um conjunto de 5 pontos e um eixo fixos, e um conjunto de
5 pontos livres, que devem ser movimentados e posicionados de modo a obter uma figura

simétrica da dada.

Figura 70 — Visualizacdo da tarefa 3 proposta aos alunos

€7 Atividade 3.9gb == a x

Arquivo Editar Exibir Opches Femamentas Janela Ajuda Entrar.

% B ) ool e NN I

hC~
Movimente os pontos & direita do espelho, pressionando-os e arrastando-os, de forma a serem os
reflexos (simétricos), pelo espelho, dos pontes & esquerdad do espelho.

Espelho Imagen Refletita

Fonte: O autor, 2018

Nas tarefas 4* e 5° (Figura 71) h4 dois conjuntos de pontos fixos e um espelho que
pode ser movido e posicionado de tal maneira que este seja o eixo de reflexao das figuras,
sendo que na tarefa 4 o espelho s6 pode movimentar-se por translagoes e na tarefa 5 o

espelho pode movimentar-se por translagoes e efetuar rotagoes.

Tarefa 3 disponivel em: <https://ggbm.at/vzudgjpr>
Tarefa 4 disponivel em: <https://ggbm.at/ugpqjvnu>
Tarefa 5 disponivel em: <https://ggbm.at/t9m4dp;j89>


https://ggbm.at/vzudgjpr
https://ggbm.at/ugpqjvnu
https://ggbm.at/t9m4pj89
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Figura 71 — Visualizagdo das tarefa 4 e 5 propostas aos alunos

€ Atividade 4.99b - o x €3 Atividade 5.9gb - o x
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sejam os reflexos (simétricos) dos pontos a esquerda, pelo espelho. pontos a direita sejam os reflexos (simétricos) dos pontos & esquerda, pelo espelho
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Fonte: O autor, 2018

As tarefas 6% e 77 (Figura 72), apresentam, em cada uma delas, dois poligonos
iguais e rigidos, um deles fixo e posicionado a esquerda de um espelho também fixo. O
outro poligono posicionado a direita do espelho é manipulavel e devera ser movido por
meio de translacoes e rotagoes de tal forma que o poligono se posicione como a imagem

reflexa do poligono a esquerda pelo espelho.

Figura 72 — Visualizagdo das tarefas 6 e 7 propostas aos alunos

€7 Atividade 6.9gb - o x €7 Atividade 7.9gb - o %
Arquivo Editar Exibir Opches Femamentas Janela Ajuda Entrar. Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Movimente os pontos verdes do objeto & direita do espelho, pressionando-os e arrastando-os, de Movimente os pontos verdes do objeto a direita do espelno, pressionando-cs e arrastando-os, de
forma que este objeto seja o reflexo (simétrico), pelo espelho, do objeto & esquerda do espelho. forma que este objeto seja o reflexo (simétrico), pelo espelho, do objeto & esquerda do espelho.
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Fonte: O autor, 2018

Em todas as tarefas anteriores, os alunos, apds posicionarem o espelho nos seus
devidos lugares, conferem a resposta dada selecionando a caixa “Imagem Refletida” e,

caso a imagem refletida nao corresponda a resposta encontrada na realizacao da tarefa, os

Tarefa 6 disponivel em: <https://ggbm.at/fufjj89f>

7 Tarefa 7 disponivel em: <https://ggbm.at/utrjjudm>


https://ggbm.at/fufjj89f
https://ggbm.at/utrjjudm
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alunos retornam a ela até a acertarem. Na tarefa 8 (Figura 73) sdo dados trés tridngulos
e trés quadrilateros e, um eixo manipulavel que pode sofrer translagoes e rotagoes. A
atividade, diferentemente das anteriores, visa a obtencao de possiveis eixos de simetria
existentes em cada um dos poligonos, utilizando-se para isso a manipulacao do eixo por
meio de translacoes e rotagoes. Nesse momento os alunos devem anotar a quantidade de

eixos de simetria encontrados em cada uma das figuras.

Figura 73 — Visualizagdo da tarefa 8 proposta aos alunos
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Para movimentar o eixo pressione sobre 0s pontos verdes e arraste.
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Fonte: O autor, 2018

A tarefa 97 (Figura 74) é semelhante a tarefa 8, porém com outras classes de figuras.
Apresenta um trapézio, um quadrilatero pipa, um pentidgono regular, um pentagono
concavo em formato de bandeirinha, um hexagono regular e um circulo. Os alunos também

devem anotar a quantidade de eixos de simetria encontrados na tarefa 9.

Figura 74 — Visualizagao da tarefa 9 proposta aos alunos

€7 Atividade 9.9gb - a x
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Fonte: O autor, 2018

Tarefa 8 disponivel em: <https://ggbm.at/frzkywdm>
9 Tarefa 9 disponivel em: <https://ggbm.at/hwgtudd2>


https://ggbm.at/frzkywdm
https://ggbm.at/hwgtudd2
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Como fechamento das tarefas 8 e 9 é feita uma pausa para que os alunos possam
discutir sobre as observagoes feitas em relagao aos poligonos que possuem eixos de simetria
e 0s que nao possuem. Para os poligonos que possuem eixos de simetria, deve ser feita uma
comparacao sobre as quantidades de eixos encontrados e sobre quais poligonos possuem
eixos diagonais, verticais ou horizontais. A discussao deve ser livre entre os alunos, porém

norteada pelos professores.

6.2.2 Uso do GeoGebra para estudo de reflexdes com eixos de simetria nao paralelos

A segunda fase da atividade é composta por um conjunto de cinco tarefas que
tém como suporte a malha isométrica e que contém dois eixos nao paralelos, simulando
dois espelhos com faces espelhadas voltadas para o interior e abertas segundo um angulo
inferior a 180°. A tarefa 10'° (Figura 75) possui além dos espelhos formando uma abertura,
de 60°, um triangulo equilatero posicionado entre eles. Os alunos devem movimentar o
triangulo por translagoes, rotacoes e redimensionamento, e observar as reflexdes geradas

pelos dois espelhos.

Figura 75 — Visualizagdo da tarefa 10 proposta aos alunos
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A tarefa 11! (Figura 76) apresenta dois espelhos posicionados formando, entre suas
faces espelhadas, um angulo de 30°, um controle deslizante que permite variar a amplitude
do angulo de 30° a 120°, com um incremento de 30° e uma clave de sol posicionada entre
eles, gerando reflexoes da imagem. Nesta tarefa, o aluno, apds variar o dngulo formado
pelos espelhos, por meio da manipulacao do controle deslizante, deve observar, de acordo

com cada angulo, a figura resultante nas respectivas reflexoes.

10" Tarefa 10 disponivel em: <https://ggbm.at/ukyuftmb>
11 Tarefa 11 disponivel em: <https://ggbm.at/cshxzjfv>
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Figura 76 — Visualizagdo da tarefa 11 proposta aos alunos
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As tarefas 12 e 13 apresentam dois espelhos posicionados formando um angulo de

30°, um controle deslizante para o angulo formado entre os espelhos, variando de 30° a

120°, com um incremento de 30°. A tarefa 12'? (Figura 77) mostra também um tridngulo

isosceles azul com lados sobre os espelhos, formado com os lados dos espelhos. Os alunos

devem variar o angulo formado entre os espelhos, movimentando o controle deslizante, e

observar, de acordo com cada angulo, os diferentes poligonos regulares formados.

Figura 77 — Visualizagdo da tarefa 12 proposta aos alunos
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J& na tarefa 13'3 (Figura 78), entre os espelhos existe um circulo, que pode ser

movido livremente. Os alunos devem transladar, rotacionar e redimensionar o circulo

12 Tarefa 12 disponivel em: <https://ggbm.at /xytszs7q>
13 Tarefa 13 disponivel em: <https://ggbm.at/t2mqbh3n>
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e, variar o angulo formado entre os espelhos, através do controle deslizante, para assim

observarem por meio das variagoes nas imagens e nos espelhos, a producao desses efeitos.

Figura 78 — Visualizagdo da tarefa 13 proposta aos alunos
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Fonte: O autor, 2018

A tarefa 14! (Figura 79) possui alguns poligonos formando uma figura, posicionada
entre os espelhos, que formam entre si um angulo de 60°. Aqui os alunos devem alterar
os contornos da figura entre os espelhos, movimentando o cursor, e observar o arranjo

formado para cada variacao na figura.

Figura 79 — Visualizagdo da tarefa 14 proposta aos alunos
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6.2.3 Uso do GeoGebra para estudar pavimentacoes e bases geradoras

A terceira fase é composta por um conjunto de tarefas em que usam trés espelhos,

formando um triangulo equilatero, cujo interior vai sendo preenchido por diferentes figuras.

14 Tarefa 14 disponivel em: <https://ggbm.at/stdudrrv>
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Esse conjunto de atividades tem como objetivo fazer com que o aluno reconheca as reflexdes

nos espelhos, identifique e procure criar bases geradoras, bases transformadas e, finalmente,

o padrao criado pelas reflexdes em caleidoscopios.
A tarefa 15 (Figura 80) tem um circulo azul localizado entre os espelhos e trés

caixas de exibir/ocultar objeto. Nela, os alunos devem marcar as caixas de exibir/ocultar

objeto da 1* reflexao, a 2% reflexao e a 3* reflexdao, para observar as respectivas reflexoes

ocorridas nos trés espelhos.

Figura 80 — Visualizagdo da tarefa 15 proposta aos alunos
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Na tarefa 16! (Figura 81) existe uma figura no interior dos trés espelhos e quatro
caixas de exibir/ocultar objeto. Os alunos devem marcar as caixas 1* base transformada,
2* base transformada, 3* base transformada e 4* base transformada para observar, na
respectiva ordem, as reflexdes ocorridas em um dos espelhos por uma figura (base geradora).

A tarefa 17'7 (Figura 82) é semelhante & anterior, sendo que esta exibe, marcando
as caixas de exibir/ ocultar objeto, até a 3* base transformada, pela reflexdo da figura da

base em apenas um dos espelhos. Neste caso, a figura (base geradora) entre os espelhos é

diferente da utilizada na tarefa 16.

15 Tarefa 15 disponivel em: <https://ggbm.at/jvb3t6ez>
16 Tarefa 16 disponivel em: <https://ggbm.at/wp8ge2uj>
17 Tarefa 17 disponivel em: <https://ggbm.at/wef6r9jg>


https://ggbm.at/jvb3t6ez
https://ggbm.at/wp8ge2uj
https://ggbm.at/wef6r9jg

Figura 81 — Visualizacdo da tarefa 16 proposta aos alunos
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Figura 82 — Visualizagdo da tarefa 17 proposta aos alunos
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As tarefas 18 e 19 exibem uma base geradora e uma caixa de exibir/ocultar o objeto
chamada pavimentagao gerada. Os alunos devem inicialmente observar a base geradora
localizada entre os espelhos e em seguida marcar a caixa para exibir a pavimentacao gerada
pela reflexdo da base ocorrida nos trés espelhos. Na tarefa 18'% a base geradora compde
juntamente com as reflexoes pelos trés espelhos uma pavimentacao de hexagonos rosas e
hexagonos amarelos (Figura 83) e na tarefa 19'° a base geradora compoe juntamente com

as reflexoes quadrados azuis, hexdgonos amarelos e dodecdgonos vermelhos (Figura 84).

Figura 83 — Visualizagdo da tarefa 18 proposta aos alunos
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Figura 84 — Visualizagdo da tarefa 19 proposta aos alunos
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18 Tarefa 18 disponivel em: <https://ggbm.at /ezzjjacw>
19" Tarefa 19 disponivel em: <https://ggbm.at/k4zcfqfn>
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Finalmente, com uma dindmica semelhante as anteriores, a tarefa 20?° (Figura 85)
possui uma base geradora com alguns pontos coloridos em seu interior, e uma caixa de
exibir/ocultar pavimentacao gerada (caleidoscépio). Nela, os alunos devem marcar a caixa
de exibir pavimentacao e movimentar livremente os pontos coloridos no interior da base.
Assim, é possivel criar pavimentacoes partindo de diferentes bases geradoras e observar
as transformacoes sofridas tanto na base quanto nas reflexdes pelos trés espelhos. A
movimentagao dos pontos da base ainda simula a ideia de um caleidoscépio em movimento,

gerando belas imagens através das reflexdes.

Figura 85 — Visualizagdo da tarefa 20 proposta aos alunos
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Todas as tarefas foram realizadas em sala juntamente com os professores, tendo
sido prestada toda a orientagao necessaria para um melhor aproveitamento dos alunos.
As tarefas realizadas no GeoGebra, foram realizadas apods a realizacao das tarefas com o
material concreto. As tarefas com o GeoGebra serviram para complementar as primeiras,
no sentido de fazer a conexao das simetrias e pavimentacoes de uma maneira em que os
alunos pudessem observar as reflexdes geradas pelos trés espelhos por bases formadas por
triangulos equilateros. Além disso, puderam observar a simetria e a pavimentacao envolvida
por tras de um caleidoscépio e manipulé-lo, antes mesmo da confecgao do caleidoscopio

como produto final.

20 Tarefa 20 disponivel em: <https://ggbm.at/sevmttuh>
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7 CONSTRUCAO DO CALEIDOSCOPIO

Apos a compreensao de todos os conceitos estudados, os alunos ja possuiam uma
ideia do funcionamento de um caleidoscépio e de toda a matemética envolvida na construcao
de um objeto simples, mas que produz belas figuras.

Para confeccionar o caleidoscopio, os alunos dividiram-se em duplas e dispuseram
de duas aulas de 45 minutos cada. Na confeccao foram utilizado os seguintes materiais
(Figura 86):

- trés espelhos retangulares de 2,8cmx15cm;

- um pedacgos de papel manteiga ou translicido de 5cmx5em;
- um pedaco de plastico transparente de Scmx5Hcm;

- um pedaco de cartolina de Shecmxbhem;

- um pedaco de cartolina de 15cmx12cm;

- fita dupla face;

- fita adesiva colorida;

- fita adesiva grossa;

- migangas coloridas;

- lantejoulas;

- tesoura sem ponta.

Figura 86 — Material utilizado na construcao dos caleidoscépios

Fonte: O autor, 2019
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Os alunos, com os trés espelhos, formaram um prisma triangular e passaram a
fita adesiva grossa, em torno do prisma, de forma que este ficasse rigido. Em uma das
bases do prisma colaram um pequeno pedago de fita dupla face, de tal maneira que a fita
nao cobrisse toda a base. Nos pedagos de papel manteiga e papel transparente, marcaram
e cortaram dois triangulos ligeiramente maiores do que a base do prisma. Na base do
prisma que continha um pedaco da fita dupla face, colaram o tridngulo de papel manteiga,
fechando totalmente esta base. Pela outra base colocaram as micangas ou lantejoulas no
interior do prisma e a fecharam colando o tridangulo de plastico transparente. A fita dupla
face colada em uma das bases serviu para que algumas das migangas ficassem fixas e outras
moveis dentro o caleidoscépio. Em seguida, com o pedaco pequeno de cartolina cortaram
um tridngulo um pouco maior que a base do prisma, fizeram um pequeno orificio no centro
triangulo e o colaram sobre a base que continha o plastico transparente. Feito isto, colaram,
com o auxilio da fita dupla face, a cartolina ao redor do prisma. Para finalizar, os alunos
fizeram um acabamento no coleidoscépio, ornamentando-o da forma desejada com fita

adesiva colorida, paetés e desenhos (Figura 87).

Figura 87 — Alunos construindo os caleidoscopios

Fonte: O autor, 2018
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8 CONCLUSAO

Na realizacao das atividades foi possivel perceber o grande entusiasmo dos alunos
em poder utilizar materiais concretos em sala de aula e em utilizar o computador. O uso dos
materiais permitiram aos alunos observar os objetos estudados, através da experimentagao
e da manipulagdo. As tecnologias também foram de grande importancia na execugao das
atividades, uma vez que propiciaram a manipulacao de determinados experimentos que
permitiram aos alunos fazer comparagoes entre os angulos formados pelos espelhos e as
correspondentes reflexoes dos objetos. Esses recursos foram essenciais para a descoberta e
troca de ideias dos alunos.

As etapas da atividade com o material concreto permitiram aos alunos observar as
simetrias e as reflexdes acontecendo, de fato, através dos espelhos. Isso foi extremamente
importante, pois os alunos, principalmente do 6° ano necessitam da experimentacao de
materiais concretos. Inclusive, pelo fato da reflexdo ser um contetido que requer uma certa
abstracao. Principalmente nas situacoes em que intervém dois espelhos articulados, o
estudo com espelhos planos torna-se essencial.

As tarefas realizadas com o software GeoGebra foram fundamentais para reafirmar
os conceitos estudados e observados com o material concreto. O software permite o aluno
observar o rigor nas construcoes e reflexdes, de maneira mais eficiente do que no estudo
com os espelhos. Além disso, o software proporcionou o estudo das bases geradoras e
as bases transformadas das pavimentacgoes, estudo este que se torna mais dificil de ser
realizado com os espelhos.

O conjunto de tarefas iniciais permite ao aluno compreender de forma consistente
o conceito de reflexdo, uma vez que ele pode participar ativamente na construcao do
conhecimento, manipulando por vezes os eixos de simetria e por vezes as figuras simétricas.
Apos o segundo conjunto de tarefas o aluno pode perceber o que ocorre com as reflexoes
geradas por imagens posicionadas entre dois espelhos nao paralelos e formando um angulo
menor do que 180°. O estudo dos espelhos articulados é essencial para o terceiro momento,
de maior complexidade e abstracao, que consiste na construgao do conceito de base geradora
de uma pavimentagao.

Ao finalizar as sucessivas etapas da atividade proposta foi visivel que em cada uma
delas o aluno atingiu um grau de conhecimento efetivo e mais consistente, apropriando-se
dos conceitos de simetria, pavimentagao e bases geradoras.

A culminancia das atividades com a construcao e manipulacao de um caleidoscopio
foi o apice de todo o estudo realizado. Com o caleidoscépio pronto os alunos perceberam
que todo os estudo realizado estava presente no objeto que acabara de ser construido.

Posteriormente a realizacao das tarefas e da construgao dos caleidoscopios, os alunos

participaram de uma feira de matemaética realizada na escola, em que explicaram, aos
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demais colegas, a matematica envolvida por tras de um objeto simples de ser confeccionado,
mas de tamanha beleza.

A realizagdo de atividades como a descrita nos capitulos 6 e 7 leva os alunos a
encararem a geometria de uma maneira mais lidica e prazerosa. A aula de matematica
deixa de ser encarada como um momento em que se repetem rotinas fastidiosas para passar
a ser um momento em que o aluno ¢é convidado a agir e a prever o que vai ocorrer, sendo
por vezes surpreendido pela beleza das imagens que obtém. O recurso a uma forma de
trabalho colaborativo leva a atribuir mais significado ao conhecimento assim construido.
Trata-se de uma oportunidade que permite estabelecer conexdes entre alguns aspectos da

matematica e que proporciona, também, a realizacao de estudos interdisciplinares.
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ANEXO A - FOLHA DE TAREFAS

SIMETRIAS

Marque os erxos das simetrias ou reproduza a imagem sunétrica, em cada um dos casos abaixo:

. ) ° .
° ) ) ° e © o o o o
e o e o e .
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Marque ofs) eixo(s) de simetria das figuras, caso elas possuam ¢ preencha a tabela abaixo:

Possui Possui
. 5 . 5
Figura cixos(s)? Quanto(s)? Figura cixos(s)? Quanto(s)?

A B
A B
VIBEL
d K
®* O
e O
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Variando os angulos entre os espelhos preencha a tabela de acordo com suas observacoes:

v

Angulo de abertura dos espelhos

Total de figuras geradas com as reflexdes

K10

a0

90°

120°

Angulo de abertura dos espelhos

Total de figuras geradas com as reflexdes

K10

a0

20°

120°

Variando os ingulos entre os espelhos preencha a tabela de acordo com suas observacoes:

Angulo entre os N° de lados do
espelhos poligono formado

O poligono é regular? | Nome do poligono formado

ane

ao°

8o°

a0e

1200




A AKX

A XX

LN
ol S

96



Marque as bases geradoras, encontradas em sala, das pavimentagdes abaizo:

I
‘
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i fu] tﬁﬁnguln:l tnais escuto (base geradord) desenhe pelo menos trés sitrbolos coloddos e, em seguida,
com o amwilio dos espelhos comstrua as bases transformadas pam gemar uma pavimentagio
caleidoscopica.
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