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RESUMO

MARTINS, Felipe Augusto de Oliveira. Explorando algumas curvas notaveis: historia,
propriedades e aplica¢des. 2019. 100 f. Dissertagdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria
de Pos-Graduagdo, Pesquisa, Extensdao e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

O presente trabalho discorre sobre algumas curvas notaveis: conicas, cicloides, catenarias e
lemniscatas. A pesquisa considera a importancia de dar significado ao estudo da Matematica e
disserta sobre aspectos historicos, propriedades e aplicagcdes de algumas curvas. As conicas tém
sua teoria trabalhada com mais rigor, pois sdo contetdos comuns na grade curricular do ensino
médio das escolas. Delas séo apresentadas uma introducéo historica, defini¢6es, propriedades,
equacOes, graficos e diversas aplicacdes. A cicloide é trabalhada com maior enfoque nas
aplicacOes; tambem sdo apresentados os famosos problemas da braquistocrona e da tautdcrona.
O mesmo ocorre no estudo da catenaria, cujo enfoque principal esta nas suas aplicacdes e no
problema da corrente suspensa. E por fim, trata-se da lemniscata, que € apresentada como um
caso especial das curvas ovais de Cassini, abordando-se sua defini¢do, suas propriedades e
equac0es gerais.

Palavras-chave: Curvas notaveis; Matematica; Aplicagdes.



ABSTRACT

MARTINS, Felipe Augusto de Oliveira. Titulo: e subtitulo se houver. 2019. 100 f. Dissertacao
(Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pds-Graduacao, Pesquisa, Extensdo e Cultura,
Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

The present work discusses some remarkable curves: Conics, Cycloids, Catenaries and
Lemniscates. This research considers the importance of giving meaning to the study of
mathematics and disserts about historical aspects, properties and applications of some curves.
The theory of Conics is worked more rigorously, as they are common contents in the curriculum
of High School. For them, it is presented a historical introduction, definitions, properties,
equations, graphs and various applications. The Cycloid is worked with greater focus on
applications, also presenting the famous problems of Brachistochrone and Tautochrone. The
same happens with the Catenary, being in its applications and the problem of a hanging chain
the main focus of its study. Finally, it is introduced the Lemniscate, which is presented as a
special case of the Cassini ovals, addressing its definition, its properties and general equations.

Keywords: Remarkable curves; Mathematics; Applications.
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1 INTRODUCAO

Tao importante quanto estudar Matematica é saber o0 porqué e o para que se estuda tal
disciplina. Alguns, quando estdo diante desta ciéncia, ndo percebem o quéo rica e bela ela é.

Muito da falta de interesse dos alunos pela Matematica, decorre por ndo perceber sentido
naquilo que se esta aprendendo. Por isso é necessario que o professor dé significado ao conteudo
praticado em sala de aula.

As curvas exercem um fascinio sob o homem desde a Antiguidade. Elas estdo presentes,
por exemplo, em ornamentos em forma de ondas ou espirais em cerdmicas pré-historicas; na
arquitetura goética e até em telhados em construcdes contemporaneas. Muitos matematicos se
dedicaram ao estudo de algumas curvas e com a invencdo da Geometria Analitica outras mais
foram descobertas. Se determinadas curvas e suas propriedades ndo fossem exploradas, muitas
das invencdes, dos monumentos e das construgdes que se conhece hoje talvez nao existissem.

O tema curvas é muito vasto e rico. Porém, sua riqueza sO e explorada mais
profundamente no Ensino Superior para aqueles que desejam cursar alguma carreira na area das
Ciéncias Exatas, na Engenharia ou em areas em que haja alguma interdisciplinaridade com a
Matematica. Na Educacao Basica, 0 ensino da reta e da circunferéncia se iniciam no Ensino
Fundamental com uma abordagem puramente geométrica. Quando se inicia o estudo das
funcgdes, ja no fim do Ensino Fundamental ou no inicio do Ensino Médio, a reta e a parabola
sdo apresentadas como, respectivamente, graficos das funcbes polinomiais de primeiro e de
segundo graus. Basicamente, no Ensino Médio, as curvas sédo tratadas como graficos de funcGes
reais de variaveis reais. Somente no terceiro ano a Geometria Analitica é abordada. Acredita-
se que para muitos alunos, o estudo de funcdes e, consequentemente, o de Geometria Analitica
parece-lhes muito abstrato e sem significado.

E importante ressaltar que, embora o topico conicas esteja presente nos livros didaticos
do terceiro ano do Ensino Médio (SMOLE et al, 2016; PAIVA, 2015; IEZZY et al, 2016), as
conicas ndo estdo presentes na grade curricular da rede publica de alguns estados. No curriculo
minimo da SEEDUC (Secretaria de Estado da Educacdo do Rio de Janeiro), a Geometria
Analitica s6 aparece no terceiro e quarto bimestre do terceiro ano, tratando dos seguintes
topicos: distancia entre pontos, equacdo geral e reduzida de uma reta, posicao relativa entre
retas e equacdo reduzida da circunferéncia dado seu centro e raio. Por outro lado, o curriculo
do Estado de S&o Paulo, ndo sé se refere as conicas, como sugere o estudo de suas aplicagdes.

Atualmente, em muitos livros didaticos que tratam o assunto, tem-se tomado o cuidado

em justificar o aprendizado das conicas: Smole (2016), lezzy (2016) e Paiva (2015) trazem uma
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introducdo historica, citando a obra de Apoldnio e mostrando algumas aplicagdes préaticas para
tal. Porém, na maioria das vezes, essas contextualizagdes sdo0 muito breves, ocupam, quando
muito, duas paginas do capitulo.

Baseando-se nisso, este trabalho tem como objetivos principais: apresentar um estudo
de algumas curvas planas —além das conicas — que devido a suas propriedades, sdo empregadas,
por exemplo, no estudo da drbita dos planetas, em obras arquitetdnicas ou em invengdes, tais
como, telescopios e antenas, justificando seu estudo e mostrando suas aplicagdes no cotidiano;
e incentivar o uso do GeoGebra!, um software de Geometria Dinamica, como um facilitador da
aprendizagem — para atingir tal proposito, todas as figuras elaboradas pelo autor, apresentadas
neste trabalho, foram feitas utilizando-se 0 GeoGebra. Pretende-se assim, despertar o interesse
de todos os alunos para o estudo do assunto abordado e ndo somente daqueles que gostam da
Matematica. Mais, especificamente, pretende-se, para cada curva apresentada, fazer-se um
breve relato histérico sobre sua origem, descrevé-la geometrica e algebricamente, analisar suas
propriedades e apresentar algumas de suas aplicacbes a Arquitetura, a Engenharia, ou a
Natureza.

A proposta deste trabalho é pensada para aulas no Ensino Médio, pois espera-se que,
neste nivel, os alunos ja possuam um conhecimento de certos conteudos matematicos, que séo
pré-requisitos, para uma melhor compreensdo do assunto, dado que, em geral, os tdpicos
Geometria Analitica e conicas estdo presentes no curriculo de Matematica da 32 série do Ensino
Médio. Todavia as curvas podem ser abordadas em qualquer série, até mesmo no Ensino
Fundamental, desde que haja uma adequacdo do tema ao publico-alvo. Por exemplo, pode-se
falar apenas de suas construces geométricas sem tratar de expressa-las através de equacdes,
ou apenas apresenta-las, destacando suas propriedades geométricas e enfatizando suas
aplicac@es, sem se aprofundar no aspecto matematico.

No Capitulo 2, abordar-se alguns aspectos histéricos sobre curvas, e, no Capitulo 3, se
faz uma apresentacdo do plano cartesiano e do calculo da distancia entre dois pontos,
fundamentais para expressar as equacdes das curvas. Posteriormente, no Capitulo 4, faz-se uma
introducdo historica do surgimento das conicas, seguido de um estudo teérico das mesmas e
suas aplicacdes. E por fim, no Capitulo 5, apresenta-se mais algumas curvas: a cicloide, a

catenaria e a lemniscata. Comeca-se pela cicloide, abordam-se os problemas da Braquistcrona

! GeoGebra é um aplicativo de matematica dinamica que combina conceitos de geometria e algebra em
uma Unica GUI. Sua distribuicao € livre, nos termos da GNU General Public License, e é escrito em linguagem
Java. Disponivel gratuitamente em: <https://www.geogebra.org/?lang=pt>.


https://www.geogebra.org/?lang=pt
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e da Tautdcronana, na sequéncia, introduz-se a curva catenaria e finaliza-se com a bela
lemniscata. O estudo destas curvas & composto por breves apresentacdes, definicGes e

propriedades, e, quando possivel, sdo exibidas algumas aplicagdes.



15

2 ALGUNS ASPECTOS HISTORICOS

Os matematicos gregos foram os primeiros a estudar as curvas definidas
geometricamente. Na resolucdo de problemas geométricos, outros métodos além da régua e
compasso — instrumentos utilizados para tragar retas e circunferéncias — podiam ser
empregados, pois estes nem sempre resolviam todos os problemas propostos pelos matematicos
gregos antes e depois de Euclides. Estes outros métodos utilizam cdnicas e curvas mecanicas —
curvas construidas por mecanismos articulados — tais como a quadratriz, a espiral de
Arquimedes e a conchoide de Nicodemes conhecidas antes de 300 a.E.C. Alguns dos problemas
classicos da geometria grega, como a quadratura do circulo, a duplicagdo do cubo e
posteriormente a trisseccdo do angulo foram resolvidos recorrendo-se a conicas e curvas
mecéanicas.

Pappus classificava os problemas geométricos em trés classes: “problemas planos”, os
quais podiam ser resolvidos por meio de retas e circulos; “problemas solidos”, aqueles cujas
solugdes eram obtidas por meio de uma ou mais sec¢fes cOnicas; e “problemas lineares”,
aqueles que necessitavam de outras linhas envolvendo origens diversas das requisitadas para a
resolucéo de problemas das duas outras classes tais como as espirais, a quadratriz, a conchoide
e a cissoide (ROQUE, 2012).

No inicio do século XVII, houve um profundo avanco na teoria das curvas com a
invencdo de uma nova geometria chamada de Geometria Analitica. Em 1637, Descartes e

Fermat:

“Dois pensadores trabalhando de modo independente, obtiveram resultados
inovadores semelhantes. Antes do inicio desse ano, Fermat anunciou e enviou a
Mersenne sua Introduction des lieux plans et solides (Introducdo aos lugares
geométricos planos e sélidos). Este Gltimo recebeu, quase ao mesmo tempo, as provas
do livro Discurso do método, de Descartes, contendo a Geometria. Ambos haviam
estabelecido nesses textos técnicas semelhantes para tratar problemas de lugares
geométricos de modo algébrico”. (ROQUE, 2012, p.332)

Isto possibilitou uma curva ser descrita como uma equacao ao invés de uma construcao
geométrica. Além de possibilitar a introducdo de novas curvas, também promoveu uma
distingdo formal entre as curvas que podem ser expressas por equacdes algébricas, chamadas
curvas algébricas, e aquelas que ndo podem, chamadas curvas transcendentais. Também,
possibilitou o desenvolvimento de outras areas da Matematica como o Calculo.

Nas se¢des a seguir, faz-se um breve relato da vida destes dois homens notaveis.
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2.1. Rene Descartes, o pai da Matematica Moderna

Rene Descartes (1586 — 1650) obteve uma excelente formacao académica. Frequentou
o colégio de jesuitas de La Fléche, onde estudou Linguas Cléssicas, Etica, Logica, Matemaética
e Fisica, porém graduou-se em Direito em Poitiers. Viajou por muitos anos com campanhas
militares, ndo verdadeiramente como um soldado profissional, pois em muitas destas
oportunidades Descartes se separava das campanhas para fazer viagem e estudos
independentes.

Em grande parte, a ciéncia se desenvolve por substituicdo. Normalmente, quando se
descobre algo novo e melhor, o anterior é descartado. Na Matematica, em geral, ndo ha esta
ruptura, ela cresce somando e ndo substituindo. Descartes seguia exatamente esta linha. Sua
filosofia e ciéncia eram quase revolucionarias, ao passo que sua matematica tinha referéncias
do passado. Boyer (1996) reforca este argumento afirmando que a principal contribuicdo de
Descartes a Matematica, a invencdo da Geometria Analitica, foi motivada por uma tentativa de
resolver um problema do passado. A data de tal invencdo nédo € conhecida, mas Boyer acredita
que ndo foi muito posterior a 1628. Neste ano, Descartes escreveu uma carta ao amigo holandés,
onde descrevia uma regra para construcdo das raizes de qualquer equacao cubica ou quartica
por meio de uma parabola. Ainda em cartas para o amigo holandés, Descartes afirma que tinha
feito tantos avancos na Aritmética e na Algebra que ja estava satisfeito. Infelizmente ndo se
sabe quais seriam estes avancos, pois nada foi publicado.

A Holanda seria para onde Descartes se mudaria posteriormente. Trés ou quatro anos
depois de la instalar-se, um outro amigo holandés chamou a atencdo de Descartes para o
problema das trés e quatro retas de Pappus. Descartes acreditava que seus antepassados nao
teriam conseguido resolver tal problema. Motivado, ele aplicou seus métodos e o resolveu sem
dificuldades. Percebendo o poder e a generalidade de seu ponto de vista, ele resolve levar a
Geometria Analitica ao conhecimento de seus contemporaneos através da obra La géométrie.

La géométrie era um dos trés apéndices do tratado Discour de la méthode. A edicdo
original deste tratado foi publicada sem o0 nome do autor, mas todos conheciam a autoria da
obra. Para Boyer (1996), a partir deste momento, a geometria cartesiana é sinbnimo de
Geometria Analitica, porém o objetivo fundamental de Descartes nada tem a ver com 0s textos
atuais, que de modo geral reduz a Geometria a Algebra, evidenciado na primeira frase do

apéndice: “todo problema de geometria pode facilmente ser reduzido a termos tais que o
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conhecimento dos comprimentos de certos segmentos basta para a constru¢do” (BOYER,
1996). Esta frase deixa claro que o objetivo é basicamente uma construcdo geométrica. Apesar
de que La géométrie ser frequentemente descrita como aplicagdo da Algebra & Geometria,
Boyer (1996) a caracteriza como “a traducdo de operacBes algébricas em linguagem
geométrica”.

Boyer (1996) trata La Géométrie como o auge do progresso da algebra formal e
Descartes como autor que ia mais longe que qualquer outro em sua algebra simbolica,
enfatizando que La Géométrie € o livro mais antigo de Matematica que um estudante de hoje
pode ler e entender sem dificuldades com a notagcdo. Uma das poucas diferencas citadas é o uso

e

do simbolo “c0” no lugar do para descrever uma igualdade. Uso de letras do inicio do
alfabeto para parametros, e do final, para incognitas, dos simbolos “+” e “- V”, e a notagao de
exponencial sdo caracteristicas que assemelham a notacdo de Descartes a utilizada atualmente,
pois para 0 autor, nds adota-se sua notagio. Descartes interpretava x* e x> também como
segmentos, e ndo como area e volume, como era feito anteriormente. Para Boyer (1996), tal
interpretacdo permitiu-lhe abandonar o principio da homogeneidade, ao menos explicitamente,
e, no entanto, preservar o significado geométrico. Isso torna sua Algebra Geométrica mais
flexivel, a ponto de ler “xx” como “x quadrado”, sem necessariamente imaginar um quadrado.

Boyer (1996) alerta que ndo se deve enganar pelo titulo La Géométrie, que sugere uma
obra primariamente geométrica. Para ele, Descartes era imparcial ao discutir os méritos da
Algebra e da Geometria. “Acusava a segunda de usar, demasiadamente, diagramas que fatigam
a imaginacdo desnecessariamente, e a primeira de ser uma arte confusa por meio de
interpretagdes geométricas” (BOYER, 1996, p. 233). Descartes decidiu usar o melhor de cada
ramo, partindo de um problema geométrico, traduzi-lo para linguagem de equacéo algébrica,
simplifica-la ao maximo para finalmente resolvé-la.

A abordagem mais geral que Descartes fez a familia de curvas cénicas foi em
decorréncia do estudo do problema do lugar das trés ou quatro retas de Pappus, curiosamente,
0 mesmo problema que o motivou a escrever La Géométrie, derivando a equacdo
y? = ay- bxy + cx - dx? (equacdo geral de uma conica passando pela origem). Citou os
casos para as quais a cbnica é uma reta, uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole.

Descartes generaliza no livro Il de La Géometrie, o “método do jardineiro” de construir
uma elipse utilizando barbante, porém sem qualquer referéncia a equacdo desta curva. “Se D1
e D sdo as distancias de um ponto variavel P a dois pontos fixos F1 e F., respectivamente, se
m e n sdo inteiros positivo, e K € qualquer constante positiva, entdo o lugar de P tal que mD; +
nD, = K é agora chamado uma oval de Descartes”. (BOYER, 1996, p.237).
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Ainda sobre Descartes, Boyer (1996) finaliza que em termos de capacidade matematica,
ele era o primeiro de sua época, mesmo afirmando que “no fundo ndo era realmente um
matematico”, e classifica a Geometria apenas como um episdédio de uma vida dedicada a
Ciéncia e a Filosofia.

Descartes falece prematuramente em 1650, um ano apds aceitar o convite da rainha
Cristina da Suécia para instrui-la em Filosofia e estabelecer uma academia de ciéncia em

Estocolmo.

2.2 Pierre de Fermat, o principe dos amadores

Para Boyer (1996), Fermat (1607 — 1665) era um rival de Descartes em capacidade
matematica, mesmo nao sendo um matematico profissional. Estudante de direito em Toulouse,
onde serviu no parlamento local como advogado e conselheiro, dedicava-se a Literatura
Cléssica, Ciéncia e Matematica por prazer. Em 1629, comecou a dedicar-se a “restauragdo” de
obras perdidas na antiguidade, baseado em informacdes de tratados classicos preservados.
Neste mesmo ano, comecou a fazer descobertas importantes em Matematica.

Uma das reconstrucdes de Fermat foi Lugares planos de Apolonio. Consequéncia deste
esforco foi a descoberta em 1636, do que para Boyer corresponde ao principio fundamental de
Geometria Analitica: “Sempre que numa equacdo final encontram-se duas quantidades
incdgnitas, parabola um lugar, a extremidade de uma delas descrevendo uma linha, reta ou
curva” (BOYER, 1996, p.238).

A exposicdo de Fermat ao que se refere a Geometria, encontra-se no curto tratado Ad
lucus planos et solidos isagoge (Introducdo aos lugares planos e sélidos), comegcando com a
equacdo linear, ele escolheu um sistema de coordenadas arbitrarias para esbocar tal equacéo.

Usando a notacdo de Viete, Fermat esbogou 0 caso mais simples de equacéo linear:

“D in A aequetur B in E” (Dx = By em linguagem moderna).

Fermat fez uso dum sistema uniaxial, considerando numa reta o0 semieixo positivo das
abscissas, e ndo explicitando o semieixo positivo das ordenadas. Ndo usou abscissas negativas,
restricdo cuja consequéncia se refletiu nas suas construgdes geométricas, ndo obtendo a
visualizacdo de metade ou mais (por vezes ate trés quartos) do grafico de algumas curvas
(RAMOS, 2013).

Assim, o gréafico da equacdo linear acima seria uma semirreta com extremidade na

origem, e a equacéo linear mais geral ax + by = c? seria um segmento de reta no primeiro
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quadrante com extremidade no eixo das coordenadas. Posteriormente, Fermat anunciou o
seguinte problema: “Dado qualquer namero de retas fixadas, num plano, o lugar de um ponto
tal que a soma de multiplos quaisquer dos segmentos tracados a angulos dados do ponto as retas
dadas é uma reta” (BOYER, 1996, p.239). Isso, claro, € um corolario simples do fato de que as
equacOes anteriores sdo fungdes lineares das coordenadas, e da proposicdo de Fermat que diz
que toda equacédo do primeiro grau representa uma reta (BOYER, 1996).

Em seguida Fermat mostrou que a equagao:

xy = k2
representa uma hipérbole;
X2 - y2
uma reta ou semirreta;
a2+ bh2=hy

uma parabola;
X2 + y2 + 2ax + 2ay = c?
um circulo;
a2_x2= ky2
uma elipse; e
az + x2 = ky?
uma hipérbole.

Aplicando rotacdo dos eixos, Fermat reduziu as equac6es quadraticas mais gerais a uma
das formas anteriores. Finalmente, Fermat considerou a seguinte proposi¢do: “Dado qualquer
namero de retas, o lugar geométrico de um ponto tal que é constante a soma dos quadrados dos
segmentos tracados a angulos dados do ponto as retas € um lugar solido ”, (BOYER, 1996,

p.239). Para Boyer (1996), isto ¢ o “coroamento” de seu tratado.
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3 COORDENADAS NO PLANO

Segundo Delgado (2013), um sistema de eixos ortogonais num plano 7 ¢ um par de eixos
OX e OY perpendiculares e contidos em = que tém a mesma origem O. O eixo OX é chamado
eixo horizontal e o eixo OY, eixo vertical. A este sistema da-se 0 nome de plano cartesiano
(Figura 1) em homenagem a seu criador Rene Descartes, que na Idade Moderna também era

conhecido por seu nome latino Renatus Cartesius.

Figura 1 — plano cartesiano

Y

Fonte: O autor, 2019.

A escolha de um sistema de coordenadas no plano m permite estabelecer uma
correspondéncia biunivoca 1 — R2. Dado um ponto P € , baixa-se por P paralelas aos eixos
OX e QY, as quais cortam 0s eixos em pontos cujas coordenadas sdo x e y respectivamente.
Logo, ao ponto P € = corresponde o par ordenado (X, y) € R2. Reciprocamente, para cada par
ordenado (X, y) € R2 corresponde um ponto P e =, interse¢do da paralela a OY tracada pelo
ponto de coordenada x com a paralela a OX tracada a partir do ponto de OY cuja coordenada é
y. Os nmeros x e y sdo as coordenadas do ponto P relativamente ao sistema OXY definidos da

seguinte maneira:
P esta sobre o eixo OX, entdo P tem coordenadas (x 0).

P esté sobre o eixo QY, entdo P tem coordenadas (0, y).
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P néo esté sobre qualquer um dos eixos, entdo P tem coordenadas (x, y), onde x é a
intersecdo da reta r paralela a OY, que passa por P, com OX ey € a interse¢do da reta s paralela
a OX, que passa por P, com QY (Figura 2). Denomina-se x a abscissa e y a ordenada de P.

Figura 2 — Coordenadas do ponto P no plano cartesiano

Y -

Fonte: O autor, 2019.

Os eixos ortogonais decompdem o plano em quatro regides chamadas quadrantes,

conforme ilustra a Figura 3 abaixo:
Primeiro Quadrante: {P = (x,y)|x > O0ey > 0}

xxy)|x < 0ey > 0}

Segundo Quadrante: {P

xy)|x < 0ey < 0}

Terceiro Quadrante: {P

Quarto Quadrante: {P = (x,y)|x > 0ey < 0}

Figura 3 — Os quadrantes no plano cartesiano

Y I8

Segundo quadrante Primeiro quadrante

O

Terceiro quadrante Quarto quadrante

Fonte: O autor, 2019.



22

3.1 Translacao dos eixos coordenados

Considere 0s pontos P(x,y) e 0 (Xo, Yo) NO Sistema cartesiano 0XY. Um novo sistema
cartesiano OXY seré obtido por uma translacdo de 0XY se 0X // 0X e 0Y //0OY com 0 mesmo
sentido dos eixos, respectivamente. Agora, basta estabelecer uma relacdo das coordenadas de
P no sistema OXY e 0XY.

Figura 4 — Translacdo dos eixos coordenados

o,

Ty Y Tt
Yo+ Ve Ve .
X
1] — o »
¥a 0 X
0 .. — X
0 KC + X

Fonte: O autor, 2019.

Sejam (%, y) as coordenadas do ponto P no sistema OXY e (X, y) as coordenadas de P
no sistema OXY, conforme mostra a Figura 4 acima. Entdo (DELGADO, 2013) as relacGes entre

as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e OXY sdo dadas por:

{x=x0+f

. @31
y=y+y D

3.2 Distancia entre dois pontos no plano

Sejam m um plano munido de um sistema de eixos ortogonais OXY e P; = (xy,y;) €

P, = (x,,y,) dois pontos deste plano.

Se P, e P, tém a mesma abscissa, ou seja, x; = x,, conforme Figura 5, a distancia entre

P, e P, é dada por:

d(Py, Py) = ly; —y21. (3.2)



Figura 5 — Distancia entre pontos de mesma abscissa

Y
L, I
| 7Y ’ \2
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A
O X

Fonte: O autor, 2019.
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Se P; e P, tém a mesma ordenada, ou seja, y; = y,, entdo a distancia entre P, e P, é

dada por (Figura 6):

d(Py, Py) = |x1 — x;]

Figura 6 — Distancia entre pontos de mesma ordenada

Y n

J& no caso das abscissas e ordenadas serem distintas entre si, x; # x,€ y; # V,, @

Fonte: O autor, 2019.

distancia entre P1 e P, é, aplicando o teorema de Pitagoras, conforme mostra a Figura 7, dada

por:

d(PI'PZ)Z = d(Pli Q)Z + d(PZ' Q)Z



d(Py, Py)? = |x; — %32 + lyy — y2l?

d(Py, Py) = /(1 — x2)% + (¥4 — ¥2)?

Figura 7 — Distancia entre pontos através do Teorema de Pitagoras

Fonte: O autor, 2019.
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4. CONICAS

Foi na busca pela solucdo de um famoso problema da época, o da duplicacdo do cubo,
que Menaecmus (380 — 320 A. C.) descobriu as se¢des conicas, definidas segundo Boyer (1996)
como a familia de curvas que podem ser obtidas de uma mesma fonte, cortando um cone circular
reto (Figura 8) por um plano ndo paralelo a sua base. Tais curvas, mais tarde, seriam chamadas
de elipse, parébola e hipérbole. Porém essas curvas nao eram tratadas de forma analitica, pois
0 conceito de equacdo geral em quantidades incdgnitas era estranho ao pensamento grego,
sendo essa deficiéncia na notacdo algébrica o principal motivo que impediu que 0s gregos

construissem uma geometria de coordenadas.

Figura 8 — Cone circular reto e seus elementos

vértice

geratriz

eixo

Fonte: O autor, 2019.

Em termos de exposicdes gerais, as secdes cOnicas também foram escritas por Aristeu
(370 — 300 a.C.) e Euclides. Mas nenhuma obra foi tdo conceituada como As conicas de
Apoldnio de Perga (262 — 190 a.C.). Este tratado foi um compilado das obras que abordavam o
tema até aquele momento, com inovacdes importantes feitas por Apolénio.

Boyer (1996) relata que até entdo as conicas eram obtidas como sec¢des de trés tipos
diferentes de cones circulares retos, conforme o angulo do vértice fosse agudo, reto ou obtuso.

Apolbnio foi o primeiro a conceder as conicas como a intersecdo de uma mesma
superficie circular coénica, cortadas por planos de inclinagdes distintas. Uma segunda
generalizacdo importante feita por Apol6nio foi que o cone ndo precisa ser necessariamente

reto, podendo este ser obliquo ou escaleno.
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Roque (2012) acrescenta que uma das novas concepgdes introduzidas por Apoldnio, é a
consideracdo de um cone de duas folhas (dois cones de mesmo veértice, em sentidos opostos, de
modo que seus eixos estejam em uma mesma reta). Desta forma, se o plano corta todas as
geratrizes sobre uma mesma folha do cone, obtém-se uma elipse; se o plano é paralelo a uma
das geratrizes, obtém-se uma parabola; e se o plano corta as duas folhas do cone, obtém-se uma
hipérbole (Figura 9). Também o mérito de ter cunhado os nomes elipse, parabola e hipérbole é
atribuido a Apoldnio, o qual deixou um tratado sobre cdnicas em oito volumes.

A circunferéncia pode ser obtida pela intersecdo de um plano perpendicular ao eixo de
um cone (Figura 10). Neste caso o plano intersecta também todas as geratrizes deste.

Figura 9 — Sec¢des Conica

Fonte: S6 Matemaética, Disponivel em:

<https://www.somatematica.com.br/emedio/conicas/conicas.php>. Acesso em: 12 Abr. 2019

Figura 10 — Circunferéncia através da sec¢do do cone

Fonte: O autor, 2019


https://www.somatematica.com.br/emedio/conicas/conicas.php
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No capitulo, a seguir, o estudo tedrico sobre as conicas é baseado em Delgado et al (2013).

4.1 Circunferéncia

4.1.1 Definigéo de circunferéncia

Dados um ponto O pertencente a um plano z € um namero r > 0. Uma circunferéncia
C de centro O e raio r é 0 conjunto dos pontos P do plano cujas distancias a O é igual a r, ou
seja:
C={P|d(P,0) =1}

A Figura 11, a seguir, mostra o0 esboc¢o de uma circunferéncia.

Figura 11 — Esbogo da circunferéncia de acordo com a definigéo

D

0

Fonte: O autor, 2019.

4.1.2 Elementos da Circunferéncia
1. O ponto O é o centro da circunferéncia.

2. A distancia r entre o centro O e qualquer ponto P da circunferéncia é chamado raio

da circunferéncia.

3. O conjunto de pontos P’ do plano cuja distancia ao centro O é menor que o raio r, €

chamado interior da circunferéncia.

4. O conjunto dos pontos P’ do plano cuja distancia ao centro O € maior que o raio r €

chamado exterior da circunferéncia.
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4.1.3 Equagéo da circunferéncia centrada em (Xo, Yo) € v > 0

Considere o sistema de eixos ortogonais OXY. Pretende-se obter a equacédo da
circunferéncia de centro 0 = (x,,y,) er > 0.
Pela definigdo de circunferéncia (4.1.1), tem-se que:
P=(xy)eC dP,0)=r.

Entao:

JE—x)2+ (@ —y)? =r.

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtém-se a equacéo:

(x —x0)* + (y = yo0)? =12,

que é a equacdo da circunferéncia com centro no ponto 0 = (x,, y,) € raio r > 0, como mostra

a Figura 12.

Figura 12 — Esboco da circunferéncia (x — x¢)? + (y — yo)? = r?

Fonte: O autor, 2019.

4.1.4 Propriedades da circunferéncia

1. Aretatangente a uma circunferéncia em qualquer um de seus pontos é perpendicular

ao seu raio.
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Figura 13 — Reta tangente a circunferéncia

Fonte: O autor, 2019.

Demonstracéo:

O ponto de tangencia P € o ponto da reta s mais proximo do centro da circunferéncia,
pois qualquer outro ponto Q, Q pertencente a ,s formara um segmento OQ maior que o raio
(Figura 13). Para mostrar que a reta s e 0 raio r sdo perpendiculares, basta mostrar que o

segmento que liga um ponto fora da reta ao ponto mais préximo na reta € perpendicular a reta.

Por hipotese temos que OP é a menor distancia entre o ponto O e a reta s. Suponha por
absurdo que OP nédo é perpendicular a s. Assim, existe um ponto Q pertencente a reta s, com Q
# P tal que OQ é perpendicular a s (Figura 14). Pelo teorema de Pitadgoras no triangulo AOPQ:

0P? = 0Q? + PQ?,

desta forma,

OP > 00,

contrariando a hipotese. Logo OP ¢ perpendicular a reta s.

Figura 14 — Menor distancia entre um ponto e uma reta

0

o

Fonte: O autor, 2019.
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2. Emuma circunferéncia, o &ngulo inscrito oposto & uma corda (como o segmento AB

na Figura 15) é 0 mesmo em todos os pontos e igual & metade do arco AB.

Figura 15 — Angulos inscritos na circunferéncia

Fonte: O autor, 2019.

Demonstracgéo:

Seja AB uma corda sobre a circunferéncia C de centro O e P um ponto qualquer de C
diferente de A e B.

Figura 16 — Angulos na circunferéncia

Fonte: O autor, 2019.

Observe que:
OA=0P=0B=r

Assim, os triangulos AOAB, AOAP e AOPB sao is6sceles de base AB, AP e PB,

respectivamente.
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No triangulo AOAB, tem-se:
0 + 2a = 180°

2a = 180° — 6. (%)
No triangulo APAB, tem-se:
2 + 20 + 21 = 180°

20+ 2(f + A1) = 180°. (x*)
Substituindo (*) em (**), tem-se que:
180°— 6 + 2(B + 1) = 180°

2(6+1) =6 =A4B

e, por fim, obtemos:

B+1=APB="C.
4.1.5 AplicacGes

Teatros Circulares

Figura 17 — Teatro de Epidauro, na Grécia

Fonte: Historia e Arquitetura. Disponivel em:
<http://historiaearquitetura.blogspot.com/2012/01/teatro-de-epidauro-grecia.html>. Acesso
em: 28 Abr. 2019.


http://historiaearquitetura.blogspot.com/2012/01/teatro-de-epidauro-grecia.html
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Os teatros em forma de uma circunferéncia, ou arco de circunferéncias, foram inspirados
no teatro da cidade de Epidauro, na Grécia (Figura 17 acima). Neste tipo de estrutura, 0s
espectadores dispostos em uma mesma fileira tém o mesmo angulo de viséo. O formato circular
além de favorecer a acustica do teatro, permite uma maior capacidade e uma maior proximidade

do palco, mesmo nas fileiras mais altas.
Rampa de skate Half Pipe

As rampas de skate Half Pipe sdo aquelas com formato de “U”. As laterais das rampas
sdo compostas por dois setores circulares (Figura 18) e podem chegar a 4 metros de altura. Com
a ajuda do software GeoGebra é possivel visualizar as circunferéncias utilizadas para moldar a
rampa (Figura 18).

Figura 18 — Rampa de skate Half Pipe
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Fonte: Up On Board. Modificado de
:<https://uponboard.wordpress.com/tag/vertical/page/2/>. Acesso 28 Abr. 20109.

A Figura 19 mostra a planta de uma mini rampa Half Pipe. Nesta planta é dada o raio

da circunferéncia utilizada para moldar a lateral da rampa.


https://uponboard.wordpress.com/tag/vertical/page/2/
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Figura 19 — Planta de um rampa de skate Half Pipe
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Fonte: Woohoo. Modificado de: <http://www.woohoo.com.br/noticia/mini-rampa-1>. Acesso:
28 Abr. 2019.

Além da presenca da circunferéncia neste tipo de rampa, qual o propdsito de mencionar

esta pratica esportiva no contexto deste trabalho?

Nas Ultimas décadas tem-se discutido a importancia do trabalho por projetos no
ambiente escolar (MELLO, 2006, apud MACHADO, 2000). O artigo intitulado “A rampa de
skate de tempo minimo”, RPM 59, (MELLO, 2006), exemplifica uma abordagem tedrica no
trabalho com projetos de matematica de um forma muito clara e didatica que € valido ser
mencionada: Mello (2006) parte de uma situacdo-problema sobre a rampa de skate Half Pipe,
e propde: “multiplas possibilidades de abordagem do tema gerador no contexto de um projeto de
matematica com alunos de ensino médio™. Assim, ele desafia os alunos e instiga-os perguntando se “a
circunferéncia que compde a lateral da rampa €, de fato, a curva do tempo minimo de descida”,
(MELLO, 2006). A partir dai, introduz o problema da braquistdécrona, que é o problema da
curva de tempo minimo ligando dois pontos de alturas diferentes; e apresenta um estudo sobre
a cicloide — a curva que resolve o problema da braquistdcrona, a qual sera tratada no proximo
capitulo — utilizando varias abordagens: historica, matematica, tecnolégica e experimental. O

leitor que desejar mais detalhes consulte Mello (2006).


http://www.woohoo.com.br/noticia/mini-rampa-1
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4.2 Elipse

4.2.1 Definigéo de elipse

Sejam dados dois pontos F1 e F», tais que a distancia entre eles seja igual a 2¢ > 0. A
elipse E (Figura 20) de focos F1 e F2 € o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distancias
a F, e F, é igual a constante 2a > 2¢ >0, isto é:

E ={P/d(P,F) + d(P,F,) = 2a},

onde0 < ¢ < a ed(F,F,) = 2c.

Figura 20 - Esboco de uma elipse de acordo com a definicao

Fonte: O autor, 2019.

4.2.2 Elementos da elipse
1. Os pontos F; e F,sdo os focos da elipse.
2. Areta | que contém F; e F, é chamada de reta focal (Figura 15, acima).

3. Ha exatamente dois pontos de intersecdo A, e A, da elipse com a reta focal I, os
quais sdo chamados vértices da elipse.
Observe que se A é um vértice da elipse, ndo pode ocorrer que A esteja entre F; e F,,

pois, caso contrario, (Figura 21), tem-se:
ZC = d(FllFZ) = d(Fl,A) + d(A,Fz) == Za,

0 que contradiz a defini¢do (2a > 2c > 0).
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Figura 21 — Posicdo dos vertices A; e A, daelipse em relacéo aos seus focos

Al F C o A, ]
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Fonte: O autor, 2019.

Seja A, € En [ talque d(A4,, F;) = x, sendo [, a semirreta de [ de origem F; que nao

contém F, Desde que Festaentre A, e F, e A; € E, tem-se:

d(A1,F1) + d(ALFz) = 2a

X+ 2c+x=2x+2c=2a

X=a-—=¢c.

Portanto, o ponto A;, A; € [, que dista a — ¢ do foco F,, pertence a elipse E. Analogamente,
mostra-se que o ponto A,, A, € [, que dista a — ¢ do foco F,, pertence a elipse E, sendo [, a

semirreta da reta focal de origem F, que ndo contém F;.

4. O segmento A, A, é o eixo focal da elipse e d(4,,4,) = 2a.
De fato, como:
d(Al, Fl) = d(Al, Fz) =a-—g¢,

F1 esta entre A1 e F2 e > esta entre F1 e A, tem-se:

d(AllAZ) = d(Al'Fl) + d(FllFZ) +d(F2,A2) = (a—C) + 2C+ a—Cc= 2(1.

5. O ponto médio C do segmento A, A, € o centro da elipse (C também é ponto medio
de F,F,).

6. A reta [/’ que contém C e é perpendicular a | € chamada reta néo focal.

7. Ha exatamente dois pontos de intersecdo B; e B, da elipse com a reta ndo focal I,
0s quais sdo chamados vértices da elipse sobre a reta nado focal.
Isso é facil de ser visto dado que se C é o centro da elipse E, ele é o ponto médio do

segmento A, A, e também é ponto médio de F; F,. Desta forma, tem-se que
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d(C,A;) =d(C,A;) =aed(C,F)=d(CF,)=c.

Agora como a reta ndo focal /’ é a mediatriz do segmento F,F, tem-se que B € I'NE se, e
somente se, d(B, F,) = d(B,F,) = a. Aplicando o Teorema de Pitagoras, segue que existem
dois pontos B, e B, pertencentes a I' N E tal que B, e B, pertencemal’e

d(C,B,) =d(C,B;) = b,

onde b = va? — c? , conforme mostra a Figura 22.

Figura 22 — Elipse com seus elementos e distancias destacados

Fonte: O autor, 2019.

8.0nimeroe = 2 é aexcentricidade daelipse e 0 <e < 1. Observe que a circunferéncia

é um caso especial da elipse, onde os dois focos sdo coincidentes, ou seja, a distancia entre eles
é nula, e os comprimentos dos dois eixos sdo iguais, isto é, a = b. Consequentemente, a
excentricidade é zero. Quando e tende a 1, os focos estdo distantes do centro da elipse e as

elipses ficam mais achatadas.

9. Os numeros a, b e ¢ sdo as distancias do centro, respectivamente, aos vértices sobre

a reta focal, aos vértices sobre a reta ndo focal e aos focos, conforme mostra a Figura 23.



Figura 23 — Representacdo das distancias a, b e ¢ na elipse
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B
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Observagéo 1

A elipse E é simétrica em relagdo a reta focal, a reta ndo focal e ao centro.

o
",
LT
.......

Fonte: O autor, 2019.
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Sejam P € E e P’ o simétrico de P emrelacdo a reta focal, por congruéncia de triangulos

(LAL), temos:

AF,PQ = AF,P'Q e AF,PQ = AF,P'Q.

Em particular,

|F,P| = |FyP'| e |F,P| = |F,P'l.

Logo,

d(P,,Fl)‘l'd(P,,Fz):d(P,Fl)‘l'd(P,Fz):Za:>P,EE.

Figura 24 — Simetria da elipse em relacéo a reta focal

I
BE
_--IP
— '. O
AL R C Fo. |Q A,
:.-PI
B1

Fonte: O autor, 2019.
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Se P € E, e P’ é 0 simétrico de P em relagdo areta ndo focal, entdo:

AQPM = AQP"M e AF,MC = F,MC.

Em particular,

|PM| = |P"M|, |F,M| = |F,M| e F,MC = F,MC,
Portanto,
|F1P”| = |F2P|-

Por congruéncia (LAL), temos:
AF,P"F, = AF,PF,.
Em particular,
|PF,| = |P"F,|,
Portanto,
d(P",F,) +d(P",F,) = d(P,F}) + d(P,F,) = 2a = P" € E.

Figura 25 — Simetria da elipse em relacédo a reta focal

I
BQ
L Q P
M
— [ e —
A, C 5 Al
B1

Fonte: O autor, 2019.

Se P € E e Pg é 0 simétrico de P em relacdo ao centro, entdo:

APCF, = P,CF, e AF,CP = F,CP,.
Em particular,
|F,P| = |F,Py| e |F,P| = |F; Pyl

Portanto,

d(Po,Fl)‘l'd(Po,Fz):d(P,Fl)‘l'd(P,Fz)zzaﬁper.
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Figura 26 — Simetria da elipse em relacéo a reta focal
r

B,

Fonte: O autor, 2019.

4.2.3 Forma Canonica da elipse

Pretende-se a seguir, para alguns casos especiais, obter a equacao da elipse em relacao

a um sistema de eixos ortogonais OXY.

4.2.3.1 Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo 0X

Considere o sistema de eixos ortogonais OXY . Para obter a equacéo da elipse com centro

na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, deve-se ter:

F1 = (_CI O)I FZ = (C, 0)) Al = (_ai 0)! AZ = (aio)l
Bl = (Ol_b) e BZ = (Olb)l
onde 0<c<aeb=+Va?—c?.
Pela definicdo de elipse:

P=(xy) €EE<d(P,F,)+d(PF,) = 2a.

Entao,

Jx+o)2+y2+J(x—c)2+y2=2a

Joator+yi=2a-Jx -0 +y2
(x+ )2 +v% = 2a—+/(x — ©)? + y?)?
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x2+2xc+c?+y?=4a’> —4a\J(x — )2 +y2 +x? — 2xc + c? + y?

4xc = 4a® — 4a+/ (x — ¢)? + y?

4a? — 4xc = 4ay/(x — )2 + y?
(% = x¢)? = @@/ (x = )2 +y2)?
a* — 2a%xc + x%c? = a?(x? — 2xc + c? + y?)
a* — 2a%xc + x%c? = a’x? — 2a®xc + a®c? + a?y?

at — a2c? = a2x? — x2¢2 + azyz

a?(a? —c?) = (a? — c?)x? + a2y2,

mas, como b? = a? — c?, tem-se:
b%x? + a?y? = a?b?.

Dividindo ambos os lados da igualdade por a?b? com a e b ndo nulos, obtém-se a equacio:

2 2
X y
—+5=1
a? b2
que é a forma candnica da elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX.

Para maiores detalhes o leitor € convidado a consultar Delgado et al (2013).

4.2.3.2 Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Considere o sistema de eixos ortogonais OXY. Para se obter a equacdo da elipse com
centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY, deve-se ter:
F,=00,-0, F =00, 4 =0-a, 4,= 00,
B; = (—-b,0) e B, = (b,0),

onde 0<c<aeb=+Va?—c2.

Procedendo-se de maneira analoga, ao caso da elipse com centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo 0X, obtém-se que a equacdo desta elipse é dada por:



xZ yZ
a1

que é a forma candnica da elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY.

4.2.4 Esboco do grafico da elipse

A fim de esbocar uma elipse E, considere um sistema de eixos ortogonais OXY, com

origem O no centro de E e 0 eixo OX coincidindo com sua reta focal, entdo a equacgéo da elipse

E é dada na forma canonica:

2 2
X y
z !
Logo,
x2? y? y? x2? b
;+ﬁ=1@ —2=1—;(:)y=+ax/a2—x2

Considere a funcao:

Para x = 0, tem-se:

Paray =0, tem-se:

gdaz—xzzo (:)\/az—xzzoc)x:a.

Desta forma, o grafico da elipse passa pelos pontos (0, b) e (a, 0). Além disso, tem-se que:

=2 e xyEcan = X covxe(0a)
y'=—r5(a®—x x) = T Y x Q).

Logo, pelo Teste da crescente/decrescente, Stewart (2013), a funcéo é decrescente. Todavia,

pelo Teste da concavidade, Stewart (2013).

" —-ba

y' = < 0,Vx € (0,a).

(a?-x2)2

Assim, y"’ é decrescente em (0, a), logo f é concava?.

A Figura 27, a seguir, mostra o gréafico de f.

2Uma funco f é concava se o segmento que liga quaisquer dois pontos do grafico fica completamente

(exceto as extremidades) abaixo do gréafico de f.
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Figura 27 - Gréfico da fungao f(x) = =vaZ —xZ,x € [0,a]

Y

-b

Fonte: O

autor, 2019.

Como a elipse é simétrica em relacédo ao eixo 0X (reta focal) e em relagdo ao eixo OY

(reta ndo-focal), seu gréafico tem a forma apresentada na Figura 28:

Figura 28 - Gréfico da elipse E: §—§+ l’)’—z =1

Y
b
E
. . X
-a -C 0 c a
-b
Fonte: O autor, 2019.

De forma anéloga, na Figura 29, esboca-se o grafico da elipse E:

x2

y: _
ﬁ-l_a_z_l'
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2 2
Figura 29 - Gréfico da elipse E: > +% =1

Y

Fonte: O autor, 2019.

4.2.5. Forma can6nica da elipse transladada

4.2.5.1 Elipse centrada no ponto (Xo, Yo) € reta focal paralela ao eixo OX

Sendo o ponto 0 = (x,,¥,) 0 centro da elipse E e como a reta focal | contem 0, tem-se que
a reta focal | é dada pela equacgdo: y = 1y, (paralela ao eixo 0X). A reta ndo focal /” que
contem O e é perpendicular a | é da forma [’ : x = xo (paralela ao eixo 0Y), conforme Figura

27.
No sistema OXY a elipse tem equagio:

fZ }—}2
?-Fﬁ: 1.

Usando-se as Equaces (3.1), obtém-se a equacao da elipse E no sistema OXY:

(x— xo)2 - YO)Z
E: Py + b2 = 1.

A Figura 30, a seguir, ilustra o esbogo do grafico da elipse E: ’;—z + Z—z =1.
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Figura 30 — Eshoco de E: 820 4 O=Yo)® _ 4
a

b2

Y gy

Fonte: O autor, 2019.

4.2.5.2 Elipse centrada no ponto (Xo, Yo) € reta focal paralela ao eixo OY

Neste caso, a reta focal é | : x = xo. (paralela ao eixo OY) e a reta ndo focal é

I’y = yo (paralela ao eixo 0X), conforme Figura 31.

Figura 31 — Esboco de E: (X_b’;")z Loy’ g

a2

Y Ty

Fonte: O autor, 2019.
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No sistema OXY a elipse tem equagao:

E: +

7y
SIS
Il
'b—\

cuja equacdo no sistema OXY, é dada por:

N2 RN
E: (x xO) + (y yO) — 1

b2 a?
4.2.6 Propriedade geométrica da elipse e aplicacdes

4.2.6.1 Propriedade refletora da elipse

Segundo Valladares (2011), a propriedade bissetora garante que todo som emitido em
um dos focos se dirigira apos a reflexdo exatamente para o outro foco. Pela prépria definicédo
de elipse, todas as ondas sonoras emitidas em um dos focos, que ao se refletirem nas paredes
da sala, cheguem ao segundo foco, terdo percorrido a mesma distancia e por isso chegardo ao
mesmo tempo. Assim, conjugando essas duas propriedades, conclui-se que todas as ondas

sonoras emitidas em um dos focos chegardo ao mesmo tempo no outro foco.

Propriedade bissetora da Elipse

Seja uma elipse E, como focos F1 e F2 e seja um ponto P € E. Neste caso a reta r,

tangente a E em P, forma angulos iguais com os raios focais F1P e F2P (Figura 29).
Demonstracéo:
Segue da definicdo de elipse, que um ponto A ndo esta na elipse, se e somente se,
d(A,F,) +d(AF,) # c.

Logo, uma reta r serd tangente a elipse E em um ponto P se e somente se intersectar E

em P, e qualquer que seja A # P, tenha-se:
d(A,F,) +d(A,F,) # d(P,F,) +d(P,F,).

Seja, agora, um ponto P na elipse E, toma-se uma reta r (bissetriz de um dos angulos
formados pelas retas F1Pe F2P) passando por P de tal forma que o angulo entre F1P e r seja
igual ao angulo entre F2P e r (Figura 29). Mostrando que r € tangente a E em P, mostra-se a

propriedade bissetora, devido a unicidade da tangente a elipse por um de seus pontos.
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Figura 32 — Reta tangente a elipse E

Fonte: O autor, 2019.

Seja P um ponto da Elipse, entdo:
d(P,F,) +d(P,F,) =c.

Seja um ponto 4 # P, pertencente a r e um ponto F1’, simétrico de F1 emrelagdo ar. A

reta r é entdo mediatriz do segmento FiF:’ (Figura 33).

Logo,

d(P,F,) =d(P,F,").
Assim como,

d(A, F) =d(AF,).

Figura 33 — Propriedade refletora da elipse

Fonte: O autor, 2019
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Por construcdo, a reta r faz angulos iguais com PF. e PF; e, pela simetria, 0s angulos
APF, e APF,’ sfo iguais. Logo, 0s segmentos PF, e PFy’ fazem angulos iguais com r e,

portanto, os pontos F1’, P e F2 sdo colineares. Segue-se entdo que:
c=d(P,F)+d(P,F,) =d(P,F,)+d(P,F,) =d(F, | F,).
Aplicando desigualdade triangular no triangulo AF2F1’ obtém-se:
d(F,",F,) <d(A,F,')+d(P,F,) =d(A,F,) +d(4,F,).
Como,
d(AF) +d(AF,) >c

Conclui-se que P € o Unico ponto de r que pertencente a elipse, 0 que mostra que r é

tangente a elipse em P.

4.2.6.2 Espelhos elipticos.

O espelho eliptico (Figura 34) é formado pela superficie de um elipsoide de revolucéo.

Neste espelho se verifica a propriedade refletora da elipse.

Figura 34 — reflexdo no espelho eliptico

E

f

pontos conju

Fonte: Alfa Connection. Disponivel em:
<https://www.alfaconnection.pro.br/fisica/luz/espelhos/espelhos-parabolicos-elipticos-e-
hiperbolicos/>. Acesso em: 28 Abr. 2019.

Segundo Frensel et al (2008b), uma superficie de revolugdo S de geratriz C e eixo de

revolucdo r ¢ a superficie descrita pela rotacdo da curva C em torno dareta r.


https://www.alfaconnection.pro.br/fisica/luz/espelhos/espelhos-parabolicos-elipticos-e-hiperbolicos/
https://www.alfaconnection.pro.br/fisica/luz/espelhos/espelhos-parabolicos-elipticos-e-hiperbolicos/
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Uma elipsoide de revolucdo (Figura 35) é a superficie gerada pela rotagdo (ou

revolucdo) de uma elipse em torno de um dos seus eixos.

Figura 35 — Elipsoide de revolucao

Fonte: Frensel et al, 2008b.

Luminaria odontoldgica.

Segundo Valladares (2011), a luminaria utilizada pelos dentistas, tem como funcéo
iluminar uma area especifica (a boca) sem incomodar a vista do paciente (Figura 36).

L—

Fonte: Blog Mamae Sortuda. Disponivel em:

<http://www.mamaesortuda.com/2017/11/nunca-foi-tao-facil-levar-criancas-ao.html> Acesso
em: 6 Mai. 2019.


http://www.mamaesortuda.com/2017/11/nunca-foi-tao-facil-levar-criancas-ao.html
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Para isso, tal luminaria conta com um espelho eliptico e uma fonte luminosa localizada
em um dos seus focos. Desta forma, basta posicionar a boca do paciente no outro foco para que

0s raios luminosos incidam sobre este ponto (Figura 37).

Figura 37 — Luminaria eliptica

Fonte: O autor, 2019.

4.2.6.3 AplicacGes a Arquitetura

Casa Branca, em Washington DC

Talvez o comodo mais famoso da Casa Branca, o saldo oval representado por “1” na
Figura 35, é o escritdrio onde o presidente dos Estados Unidos trabalha. “As salas com formato
de elipse sdo conhecidas como sala de sussurros. Isso ocorre pelo fato de que se duas pessoas
estiverem em focos distintos da elipse, elas podem se comunicar em voz sussurrada, inaudiveis
no restante da sala”, (VALLADARES, 1998, p.143). Os salGes ovais da casa branca, foram

construidos neste formato, justamente para explorar essa propriedade (Figura 38).
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Figura 38 — Planta da ala oeste onde esté localizado o saldo oval

LT

Tm*m

Fonte: Veja. Disponivel em: <https://veja.abril.com.br/especiais/por-dentro-da-casa-branca/>.
Acesso em 16 Mar. 2019
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Curiosamente, a elipse esta presente em outros ambientes da Casa Branca: Park the
Ellipse (Figura 39 e na sala de recepcdo diplomatica (Figura 40). Este comodo era a antiga

fornalha da Casa Branca, transformado em um saldo de entrada em 1902.

Figura 39 — Park the Ellipse
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Fonte: Google Maps. Disponivel em:
<https://www.google.com/maps/place/The+Ellipse/ @38.8948187 -
77.0365296,1213m/data=!3m1!1e3!4m6!3m5!11s0x0:0x9acbbad2bbc35466!14b1!8m2!3d38.89
39655!14d-77.036513>. Acesso em: 16 Mar. 20109.


https://veja.abril.com.br/especiais/por-dentro-da-casa-branca/
https://www.google.com/maps/place/The+Ellipse/@38.8948187,-77.0365296,1213m/data=!3m1!1e3!4m6!3m5!1s0x0:0x9acbbad2bbc35466!4b1!8m2!3d38.8939655!4d-77.036513
https://www.google.com/maps/place/The+Ellipse/@38.8948187,-77.0365296,1213m/data=!3m1!1e3!4m6!3m5!1s0x0:0x9acbbad2bbc35466!4b1!8m2!3d38.8939655!4d-77.036513
https://www.google.com/maps/place/The+Ellipse/@38.8948187,-77.0365296,1213m/data=!3m1!1e3!4m6!3m5!1s0x0:0x9acbbad2bbc35466!4b1!8m2!3d38.8939655!4d-77.036513
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Figura 40— Planta do térreo da Casa Branca, onde esta localizada a sala de recepgéao

diplomaética.
m o ufe o -I-;- [- T
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Fonte: Revolvy. Disponivel em: <https://www.revolvy.com/page/Executive-Residence>
Acesso em: 15 Mar. 2019.

Teatro Nacional de Sao Carlos

Segundo Correia (2013), o Teatro Nacional de Sdo Carlos, em Portugal (Figura 38), foi
construido de forma eliptica para que em um dos focos fosse localizado o palco e no outro a
tribuna, onde estaria 0 Rei. Assim, garantir-lhe-ia uma acustica perfeita, independente do ruido
ambiente. Essa qualidade acustica é enfatizada por Carneiro (2007) quando descreve a sala
“como de excelente sonoridade! ”, e elogia o arquiteto responsavel pela obra, José da Costa e
Silva (1747-1819), por estar consciente dos debates que entdo corria na Europa sobre 0s méritos

e vantagens da forma eliptica nas salas de Gpera.
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Figura 41 — Elipse desenhada sobre a planta do Teatro Nacional de S&o Carlos.

(a) Elipse desenhada sobre a planta do

Teatro Nacional de Sio Carlos (b) Vista interna do Teatro Nacional de

Sao Carlos
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Fonte: Revista Caras. Disponivel em:
Fonte: Correia, 2013. <http://caras.sapo.pt/famosos/2015-11-12-
Madama-Butterfly-em-noite-de--glamour-
no-Teatro-Sao-Carlos>. Acesso em: 23 Abr.
2019

Arenas / Estadios

Considerado um dos grandes monumentos da Roma antiga, o Coliseu (Figura 42) era
um enorme anfiteatro de entretenimento da época. Sua construcdo foi iniciada no ano 72 d.C.,
por ordem do imperador Flavio Vespasiano e finalizada quando Roma ja era governada pelo
seu filho Tito. Chama atencao nesta obra o seu formato eliptico.

Este formato também esta presente em estadios brasileiros, como, por exemplo, no
Estadio Jornalista Mario Filho (Maracand), sede da final da copa do mundo de selectes de 2014.
A Figura 43, abaixo, mostra a planta do Maracand. Em destaque observam-se duas elipses: uma
no entorno do gramado e outra no estorno da cobertura. Estas elipses foram desenhadas com o

auxilio do software GeoGebra. Este formato propicia uma maior capacidade do estadio.


http://caras.sapo.pt/famosos/2015-11-12-Madama-Butterfly-em-noite-de--glamour-no-Teatro-Sao-Carlos
http://caras.sapo.pt/famosos/2015-11-12-Madama-Butterfly-em-noite-de--glamour-no-Teatro-Sao-Carlos
http://caras.sapo.pt/famosos/2015-11-12-Madama-Butterfly-em-noite-de--glamour-no-Teatro-Sao-Carlos

53

Figura 42 — Vista area do Coliseu

Figura 43 — Elipses desenhadas sobre a planta do maracana

Fonte: I1G Esportes. Modificado de:
<https://esporte.ig.com.br/futebol/2010/11/23/marcia+lins+detalha+

o0+novo+maracana+10223091.html> Acesso em: 17. Mar. 2019.

Nas arenas atuais construidas na ultima década, como por exemplo a Arena do Grémio
(Figura 44) inaugurada em 8 de dezembro de 2012 em Porto Alegre, tem-se adotado um formato
retangular com os vértices achatados, permitindo assim uma maior proximidade entre o publico

e 0 campo de jogo.


https://esporte.ig.com.br/futebol/2010/11/23/marcia+lins+detalha+%20o+novo+maracana+10223091.html
https://esporte.ig.com.br/futebol/2010/11/23/marcia+lins+detalha+%20o+novo+maracana+10223091.html
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Figura 44 — Vista aérea da Arena do Grémio

Fonte: Blogando. Modificado de: <http://blog.wieczorek.com.br/index.php/arena-do-gremio-
fotos-aereas-2?blog=1> Acesso em: 17. Mar. 2019.

Orbitas Planetarias e Primeira lei de Kepler

Segundo Halliday (2006), o astronomo alemao Johannes Kepler, no século XVII, usou
dados observacionais de anos de estudos de seu mestre astronomo Tycho Brahe, para concluir
que os planetas do sistema solar moviam-se sob Orbitas elipticas ao redor do Sol, que se
localizava em um dos focos da elipse. Essa conclusao € conhecida como primeira lei de Kepler,
enunciada da seguinte maneira: “Todos 0s planetas se movem em orbitas elipticas tendo o Sol
como um dos focos. ” (HALLIDAY, 2006, p.42). A descoberta de Kepler se torna ainda mais
surpreendente pelo fato de que, segundo Halliday (2006) a excentricidade das Orbitas
planetarias é quase nula (Uma excentricidade nula corresponde a uma circunferéncia, no qual
os dois focos se unem em um Unico ponto: o centro). A excentricidade da érbita da terra é de
apenas 0,0167. A excentricidade da elipse, representada na Figura 42, foi exagerada para maior
clareza.

Batista (2010) afirma que a explicacdo teodrica de porque as Orbitas planetérias possuem
o formato de uma elipse somente foi possivel com a lei da gravitacdo universal, desenvolvida

pelo matematico e fisico inglés Sir Isaac Newton.


http://blog.wieczorek.com.br/index.php/arena-do-gremio-fotos-aereas-2?blog=1
http://blog.wieczorek.com.br/index.php/arena-do-gremio-fotos-aereas-2?blog=1
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Figura 45 — Orbita eliptica com sol localizado em um dos focos

Fonte: Museo Virtual. Disponivel em:
<http://museovirtual.csic.es/salas/universo/universo10.htm>. Acesso em: 21 Mar. 2019

Medicina — Litotripsia extracorpdrea por ondas de choque

O termo extracorporeo denomina o ato de aplicar um instrumento ou energia em um
paciente para tratamento sem que haja a perfuracdo da pele ou através da entrada pelos seus
orificios naturais.

Figura 46 - Litotripsia extracorporea por ondas de choque

Kidney stone F2 ¢ Patient support
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Fonte: SlideShare. Disponivel em: <https://pt.slideshare.net/urovideo/litotripsia-extracorprea-
por-ondas-de-choque-leco>: Acesso em: 22. Mar. 2019


http://museovirtual.csic.es/salas/universo/universo10.htm
https://pt.slideshare.net/urovideo/litotripsia-extracorprea-por-ondas-de-choque-leco
https://pt.slideshare.net/urovideo/litotripsia-extracorprea-por-ondas-de-choque-leco
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Segundo Correia (2013), a litotripsia extracorporea ¢é a fragmentacdo de calculos renais
por meio de energia acustica transferida ao paciente por contato. Este método usa um aparelho
chamado Litotriptor que contém um espelho eliptico. As ondas de choque criadas pelo aparelho
(fora do corpo) em um dos focos da elipse sdo refletidas no espelho e concentradas nos calcos

mais densos (dentro do corpo) no outro foco, pulverizando-os.

Figura 47 - Fragmentacdo do calculo Renal
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Fonte: Modificado de SlideShare. Disponivel em:
<https://pt.slideshare.net/urovideo/litotripsia-extracorprea-por-ondas-de-choque-leco>:
Acesso em: 22. Mar. 2019

4.3 Parabola

4.3.1 Definicdo da parabola

Dados um ponto F, e uma reta d, com F & d, a parabola P de foco F e diretriz d é 0

conjunto dos pontos P do plano que sdo equidistantes de F e de d, isto é:
P={P|d(P,F)=d(P,d)}.

A Figura 48, a seguir, mostra o esboco de uma parébola.


https://pt.slideshare.net/urovideo/litotripsia-extracorprea-por-ondas-de-choque-leco

Figura 48 — Esboco da parébola segundo a definicdo

d
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Fonte: O autor, 20109.
4.3.2 Elementos da parabola

1. O ponto F é o foco da Parabola.

2. Areta d é a diretriz da parabola.

3. Areta | que contém F e é perpendicular a d € a reta focal. (Figura 45, acima).
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4. Ha exatamente um ponto de intersecdo V da Parabola com a reta focal I, o qual é

chamado veértice de pardbola. V é também o ponto médio de CF, tal que {C}=d N I.

5. O nimero 2p = d(d, F) é o parametro da Parabola. Entéo, d(V, d) = d(V, F) = p.

Observacéo 2

A Parébola P é simétrica em relacdo a sua reta focal.

De fato, seja P uma parabola de foco F, veértice V, diretriz d e reta focal I.

Sejam P € H e P’ o simétrico de P em relacdo a reta focal, por congruéncia de triangulos

(LAL), temos:
APQF = AP'QF.

Em particular,
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|PF| = |P'F|.
Como BPQA e AQP’B’ sdo retangulos, tem-se que:
d(P,d) =d(Q,d) =d(P',d).
Logo,

d(P',F)=d(P,F)=d(P,d) =d(P',d) = d(P',F) =d(P',d) = P' € P.

Figura 49 — Simetria da parabola em relacéo a sua reta focal

Fonte: O autor, 2019.

4.3.3 Forma Canonica da parabola

Pretende-se a seguir, para alguns casos especiais, obter a equacdo da parabola em

relacdo a um sistema de eixos ortogonais OXY.

4.3.3.1 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo OX

Considere o sistema de eixos ortogonais no plano OXY. Para obter a equacao da parébola
com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, deve-se considerar 0s seguintes

Casos:

i) Foco a direita da diretriz.
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Neste caso, deve-se ter:
V =(0,0), F = (p,0) e d:x=-—p.
Pela definicdo de parébola:

P=(xy) €P < d(PF) = d(P,d).

Entéo,
V& —p)?+y?=lx+pl
(x—p)?+y*=(x+p)?
x? —2xp +p?+y?=x%+42xp+p?
y? = 4px.

Obtendo, assim, a forma candnica da parabola com veértice na origem, reta focal coincidente

com o eixo OX e foco a direita da diretriz (Figura 50).

Figura 50 — Parabola com foco a direita da diretriz

d Y

Fonte: O autor, 2019.
ii) Foco a esquerda da diretriz.

Neste caso, deve-se ter:
V =(0,0), F=(—p,0) e d:x=np.

Procedendo de maneira andloga, ao caso da parabola com vértice na origem, reta focal
coincidente com o eixo OX e foco a direita da diretriz, obtém-se que a equacéo desta parabola

é dada por:
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2 —

y< = —4px.

Figura 51 — Pardbola com foco a esquerda da diretriz

Y

Fonte: O autor, 2019.

4.3.3.2 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Considere o sistema de eixos ortogonais no plano OXY. Para obter a equacdo da parabola
com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo OY, deve-se considerar 0s seguintes
Casos:

i) Foco acima da diretriz.
Neste caso, deve-se ter:
V =(0,0), F =(0,p) e d:y=-—p.
Pela definicdo de parabola:

P=(xy) €ePedPF) = dP d).

Entéo,
V2 + @y —p)? =y +pl
x*+(—-p)?=U+p)?
x*+y? =2yp +p® =y*+2yp +p*

x? = 4py.
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Obtendo, assim, a forma candnica da pardbola com veértice na origem, reta focal coincidente

com o eixo OY e foco acima de diretriz.

Figura 52 — Par&bola com foco acima da diretriz

Y
P

0=

Fonte: O autor, 2019.

i) Foco abaixo da diretriz.

Figura 53 — Parabola com foco abaixo da diretriz

Y

Fonte: O autor, 2019.

Neste caso, deve-se ter:
V =(0,0), F=(0,—-p) e d:y=np.

Procedendo de maneira analoga, ao caso da parabola com vértice na origem, reta focal
coincidente com o eixo OY e foco acima da diretriz, obtém-se que a equacao desta parébola é

dada por:
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2 —

4.3.4 Forma canénica da parabola transladada

4.3.4.1 Parabola com vértice no ponto (Xo, Yo) € reta focal paralela ao eixo OX

Sendo o ponto O o vértice V da parabola, tem-se V = (xo, yo). A reta focal | que contém

0 é o eixo OX, paralelo ao eixo 0X. Assim como o eixo OY é paralelo ao eixo OY.

i) Foco a direita da diretriz

Figura 54 — Esboco da paradbola P : (y — y)? = 4p(x — %)

Fonte: O autor, 2019.

No sistema OXY a parabola tem equacio:

y? = 4px.
Passando para as coordenadas X, y do sistema OXY, deve-se ter

P: (¥ —y0)? = 4p(x — xo),
como equacdo da parabola (Figura 50).

i) Foco a esquerda da diretriz.
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Figura 55 — Esbogo da pardbola P : (y — y¢)? = —4p(X — Xg)

Fonte: O autor, 2019.

No sistema OXY a parabola tem equacéo:

y? = —4pXx.

Passando para as coordenadas X, y do sistema OXY, deve-se ter:

P (= 0)? = —4p(x — xo),
como a equacdo da parabola (Figura 55).

4.3.4.2 Parabola com vértice no ponto (Xo, Yo) € reta focal paralela ao eixo OY

Sendo o ponto O o Vértice V da parabola, tem-se V = (Xo, Yo). A reta focal | que contém O
€ 0 eixo OY paralela ao eixo OY. Assim como o eixo 0X ¢ paralelo ao eixo OX.
i) Foco acima da diretriz.
No sistema OXY a Parabola tem equag&o:
x? = 4py.

Passando para as coordenadas X, y do sistema OXY, deve-se ter:

P (x —x0)° = 4p(Y — ¥o)-



Figura 56 — Esboco da pardbola P : (x —x¢)? = 4p(y — ¥o)
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Fonte: O autor, 2019.

i) Foco abaixo da diretriz.

No sistema OXY a Parabola tem equag&o:
X% = —4py.

Passando para as coordenadas X, y do sistema OXY, deve-se ter:

P (x—x0)* = —4p(y — ¥o)-

Figura 57— Eshoco da Pardbola P : (x — x()?

~—

Y

d

= —4p(y — o)

Fonte: O autor, 2019.
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4.3.5 Propriedade geométrica da parabola e aplicagdes.

4.2.5.1. Propriedade Refletora da Parébola.

Todo sinal recebido na dire¢do do eixo da parabola toma a direcdo do foco apos a

reflexdo (Figura 58).

Figura 58 - Raios paralelos ao eixo da parabola refletidos na superficie parabdlica.

Fonte: O autor, 2019.

Demonstracéo:

Segundo Wagner (1997), a parabola separa os demais pontos do plano em duas regides:
Regido interior: onde cada ponto tem distancia menor que a sua distancia a diretriz.
Regido exterior: onde cada ponto tem distancia maior que sua distancia a diretriz

A Figura 59 mostra uma parabola de foco F e diretriz d e um reta r paralela a d cortando

acurvaempP’eP.
Figura 59 — Interior e exterior da parabola

Fonte: O autor, 2019.
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Se 0 ponto P1 da reta r é interior ao segmento PP’, entdo:
P,F < PF = PD = P, D,,

e, portanto, P1 é interior a pardbola. Por outro lado, se P, € um ponto da reta r exterior ao
segmento PP’, entdo:

P,F < PF = PD = P,D,,
e P, é exterior a parabola.

Considere agora um ponto P qualquer da parabola de foco F e diretriz d, uma reta t,

bissetriz do angulo FPD (Figura 57). O intuito é mostrar que t é tangente e a parabola.

Pela definicdo de parabola, PF = PD. Como a reta t é bissetriz do angulo FPD, ela é
também mediana, altura e mediatriz do segmento PD. Seja Q, um ponto qualquer da reta t,

distinto de P. Se D’ ¢ a projecdo de Q sobre d, temos:
QF = QD > QD'.

Portanto, Q € exterior a parabola. Assim, o ponto P da reta t pertence a parabola e todos

0s outros pontos de t sdo exteriores. Logo, t é tangente a parabola em P.

Figura 60 — Reta t tangente a parabola

‘/

Fonte: O autor, 2019.

Como a tangente a paréabola é bissetriz do angulo FPD, temos que PY (prolongamento
do segmento DP) e PF fazem angulos iguais com essa tangente (Figura 61). Portanto, todo sinal

recebido na direcdo do eixo da pardbola toma a direcdo do foco apds a reflexéo.
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Figura 61 — Propriedade refletora da parabola
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Fonte: O autor, 2019.

Antena parabdlica

Um paraboloide eliptico (Figura 62) € a superficie gerada pela rotagéo (ou revolugéo)

de uma parabola em torno de sua reta focal.

Figura 62 — Paraboloide eliptico

Fonte: Frensel et al, 2008.

Segundo Wagner (1997), os sinais de ondas de radio ou luz sdo muito fracos,
necessitando capta-los em uma area relativamente grande e concentra-los em um tnico ponto
para que estes sinais sejam naturalmente amplificados. A parabola é a forma mais eficiente para

que estes sinais recebidos de uma mesma direcao sejam direcionados para um Unico ponto. Ndo
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é inteiramente verdadeiro afirmar que as ondas de radio se propagam em linha reta no espaco.
Praticamente, para nos (observadores na terra), elas as sdo. Todo sinal recebido na dire¢éo do
eixo da parabola toma a diregdo do foco apos a reflexéo.

Figura 63 — Antena parabdlica

Fonte: QSL. Disponivel em: <https://www.qsl.net/py4zbz/offset.htm> Acesso em: 5 Mai.
2019.

Farois parabolicos

O farol parabolico dos automoveis e motos é um exemplo bem pratico da aplicacdo da
parabola em nosso cotidiano. Chung (2013) apresenta duas situacdes em que a posi¢édo da fonte
luminosa em relacdo ao foco altera a area atingida pela luminosidade. Em termos praticos, essa

mudanca € conhecida como luz baixa e luz alta.

i) Luz baixa:
Neste caso, a fonte luminosa é posicionada no foco da parabola, garantindo,
pela propriedade refletora desta curva, que os raios refletidos no espelho parabdlico

sejam lancados paralelamente ao eixo de simetria Figura 64).

i) Luz alta:
Neste caso a fonte luminosa é posicionada antes do foco, no eixo de simetria,
garantindo, pela propriedade refletora desta curva, que os raios refletidos no espelho

parabdlico sejam divergidos, iluminando uma area maior (Figura 65).


https://www.qsl.net/py4zbz/offset.htm
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Figura 64 — Modelo de farol parabolico com fonte luminosa sobre o foco

P

Fonte: O autor, 2019

Figura 65 — Modelo de farol parabolico com fonte luminosa entre o foco e o vértice

Fonte: O autor, 2019.

Concha Acustica

Segundo Azevedo (2013), as superficies parabdlicas sdo amplamente utilizadas em
espacos com palco e plateia como concha acustica. Na superficie parabolica (Figura 66),
quando a fonte sonora é colocada sobre seu foco, o som refletira sobre a superficie e saira de

forma paralela em direcdo a plateia.
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Figura 66 — Propriedade refletora da parabola na concha acustica

.‘-. P

Fonte: Arch Daily. Modificado de: <https://www.archdaily.mx/mx/890188/como-funcionan-

y-se-disenan-las-conchas-acusticas>. Acesso em: 30 Abr. 2019.

Comuns em palcos ao ar livre (Figura 63), as conchas acusticas tém como caracteristicas
arquibancadas com baixa inclinagdo, visto que as ondas sonoras se propagam em linhas

paralelas.

Figura 67 — Conchas acusticas
(a) Rio das Ostras — RJ

(b) Campinas -'__P ‘

Fonte: Posto Zero. Disponivel em: Fonte: Prefeitura de Campinas. Disponivel
<http://postozero.com/arte-e-cultura/casas- em:

de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da- <http://www.campinas.sp.gov.br/noticias-

praca-sao-pedro> Acesso em: 5 Mai. 2019 integra.php?id=20071> Acesso em: 5 Mai.
2019.

Coletores Solares

Devido a grande distancia entre o sol e a terra, 0s raios solares que chegam a superficie
terrestre sdo praticamente paralelos. Assim, quando refletidos em uma superficie parabdlica,

concentram-se em um ponto (foco da pardbola). Neste ponto haverd uma grande concentracdo


https://www.archdaily.mx/mx/890188/como-funcionan-y-se-disenan-las-conchas-acusticas
https://www.archdaily.mx/mx/890188/como-funcionan-y-se-disenan-las-conchas-acusticas
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://postozero.com/arte-e-cultura/casas-de-show/ao-ar-livre/concha-acustica-da-praca-sao-pedro
http://www.campinas.sp.gov.br/noticias-integra.php?id=20071
http://www.campinas.sp.gov.br/noticias-integra.php?id=20071
http://www.campinas.sp.gov.br/noticias-integra.php?id=20071
http://www.campinas.sp.gov.br/noticias-integra.php?id=20071
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de energia térmica, elevando rapidamente a temperatura das imediacdes e do proprio foco.
Serdo vistos a seguir dois exemplos de mecanismos de concentracdo solar para gerar energia
hipotérmica, também conhecida como Concentrating Solar Power (CSP), processo de uso e
acumulo do calor proveniente dos raios solares.

Para que isso aconteca, espelhos sdo usados para refletir a luz solar e concentra-la num
Unico ponto, onde ha um receptor. Dessa forma, grande quantidade de calor € acumulada e
usada tanto para processos industriais que demandam altas temperaturas como para gerar
eletricidade.

Coletor cilindro parabdlico

Espelhos cilindro-parabdlicos (Figura 68) séo utilizados para concentrar a luz solar em
tubos receptores posicionados ao longo da linha focal dos espelhos, que sdo desenhados para
seguir a posicdo do Sol. Um fluido de transferéncia circula através desses tubos e € aquecido
pelos raios solares até aproximadamente 400°C no caso do 0leo térmico ou 450°C no caso de
sais fundidos. Esse fluido é bombeado através de uma série de trocadores de calor, de forma a
produzir vapor dentro da usina. O vapor é, entdo, utilizado para movimentar turbinas e gerar

eletricidade.

Figura 68 — Calha cilindro parabdlica

REFLETOR
s RECEPTOR

SISTEMA DE TUBOS

/

Fonte: Energia Heliotérmica. Disponivel em: <http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/energia-

heliotermica/como-funciona>. Acesso em: 4 Abr. 2019.
Discos parabdlicos

Um refletor em formato de disco parabdlico concentra a luz solar em um receptor

localizado no ponto focal do espelho parabdlico, como mostra a Figura 69, abaixo. O feixe de


http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/glossario/csp
http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/glossario/oleo-termico
http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/energia-heliotermica/como-funciona
http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/energia-heliotermica/como-funciona
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irradiacdo é absorvido pelo receptor para aquecer um fluido até aproximadamente 750°C. O

calor desse fluido é, entéo, utilizado num motor ou numa microturbina localizada no receptor.

Figura 69 — Discos parabolicos

RECEPTOR E MOTOR

i REFLETOR

A

Fonte: Energia Heliotérmica. Disponivel em:<http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/energia-

heliotermica/como-funciona>. Acesso em; 4 Abr. 2019.

Hoje, esta tecnologia é pouco utilizada, pois ainda é dificil utiliza-la para armazenar
energia e, dessa forma, entra em concorréncia direta com a energia fotovoltaica®, que é mais

simples e barata.

4.4 Hipérbole

4.4.1 Definicdo de hipérbole

Sejam dados dois pontos F1 e F», tal que a distancia entre eles seja igual a 2c > 0. A
Hipérbole H de focos F1 e F2é o conjunto dos pontos P do plano cujo o médulo da diferenca

das distancias a F1 e F, é igual a constante 2a > 0, com 2a < 2c. Isto é:

H={P/|d(P,F,) — d(P,F,) | =2a},
onde0 < a < ced(F,F,) = 2c.

A Figura 70, a seguir, mostra o esboco de uma hipérbole.

3 A energia solar fotovoltaica é a energia obtida através da conversao direta da luz do sol em eletricidade,


http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/energia-heliotermica/como-funciona
http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/energia-heliotermica/como-funciona
http://energiaheliotermica.gov.br/pt-br/glossario/fotovoltaica
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Figura 70 - Esboco da hipérbole de acordo com a definicéo

e 2c L

Fonte: O autor, 2019.

4.4.2 Elementos da hipérbole

1. Os pontos F1 e F2 séo os focos da hipérbole.
2. A reta | que contém F1 e F2 é chamada reta focal (Figura 70).

3. Ha exatamente dois pontos de interse¢do A1 e A da hipérbole com a reta focal I, os

quais sdo chamados vértices da hipérbole.

Observe que se A é um vértice da hipérbole entdo A € H N |, logo ndo pode ocorrer que
A esteja na semirreta de origem em F> que ndo contém F1, pois, caso contrario, (Figura 70),

tem-se:
2a = |d(A. F1) - d(A, Fz)' = |d(F1;F2) + d(Fz,A) - d(A,F2)| = d(Fl,Fz) = 2c,

0 que contradiz a defini¢do (0 < ¢ < a). De maneira andloga, mostra-se que ndo podemos ter A

pertencente a semirreta de origem em F1 que ndo contém F».

Figura 71 — posicédo do vértice A em relacdo aos focos

i A C Ay F,
(0] ] ] @] 0
c—a a a c—a
2¢

Fonte: O autor, 2019.
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Seja A1 € HN F1F, tal que d(A1, F1) =x com 0 < x < c. Como A; esta entre F1 e F»,

tem-se:
|d(Ay, Fy) —d(Ay, F)| = 2a
|x — (2¢c — x)| = 2a
|2x — 2¢c| = 2a
2c —2x = 2a
X=c—a.

Portanto, o ponto A1 € H N FiF2 que dista ¢ — a do foco Fi, pertence a hipérbole H.
Analogamente, mostra-se que o ponto A2 € HN FiF», e que dista ¢ — a do foco F. pertence a
hipérbole H.

4. O segmento A1A; € o eixo focal da hipérbole e d(A1, A2) = 2a.
De fato, pela Figura 71,

d(A,,C)=d(F,C)—d(F;,A))=c—(c—a)=a
d(A,,C) =d(F,, C)—d(F,,A,)=c—(c—a)=a
Assim,

d(4,,C) + d(C, A,) = 2a.

5. O ponto médio C do segmento A1A2 é 0 centro da hipérbole (C também é ponto médio
de F1F2).

6. A reta /[’ que contém C e é perpendicular a reta focal | é chamada reta néo focal.
A reta ndo focal [’ ndo intersecta a hipérbole. 1sso é facil de ser visto dado que /’ é
mediatriz do segmento F1F. (Figura 72). Desta forma, se {P} = /’N H, se teria:

|d(P,F,;) —d(P,F,)| =0 # 2a,

0 que contradiz a definicdo (2a > 0).



Figura 72 — Reta néo focal

A, [ K, F

Fonte: O autor, 2019.

7. O segmento B1B> contido em /’ que tem C como ponto médio e comprimento igual
a 2b, onde b? = ¢ — a? é chamado eixo n&o focal (Figura 73).

8. Os pontos B1 e B, pertencentes a reta ndo focal, que tem C como ponto médio, séo
chamados vertices imaginarios da hipérbole, e

d(Bl, C) = d(Bl, C) = b,
onde b? = ¢? — a? (Figura 73).

Figura 73 — Elementos da hipérbole sobre a reta focal e nao focal
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Fonte: O autor, 2019.

9. O nimero e = 2 é a excentricidade da hipérbole. Note que na hipérbole e > 1, pois
c>a.

10. As retas que contém o centro da hipérbole e tém inclinagdo ig em relagdo a reta
focal sdo chamadas assintotas da hipérbole (Figura 74).

75
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Figura 74 — As assintotas da hipérbole

| assintotas |

Fonte: O autor, 2019

11. Os numeros a, b e ¢ séo as distancias do centro, respectivamente, aos vértices, aos

vertices imaginarios e aos focos, conforme mostra a Figura 75.

Figura 75 — As distancias a, b e ¢ na hiperbole

Fonte: O autor, 2019.

Quando a = b, as assintotas tem inclinacdo +1 em relacdo ao eixo focal. Neste caso as

hipérboles sdo chamadas de hipérboles equilateras.

Observacdo 3

A Hipérbole H é simétrica em relag&o a reta focal, a reta ndo focal e ao centro.
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Seja P € H e P’ o simétrico de P em relacdo a reta focal (Figura 76), por congruéncia
de triangulos (LAL), temos:
AF,PQ = AF,P'Q e AF,PQ = AF,P'Q.
Em particular,
|F,P| = |F,P'| e |[F1P| = |F,P’l|.
Logo,

|d(P,lF1)_d(P,IF2)| = |d(P,F1)—d(P,F2)| = za:P’ EH

Figura 76 — Simetria da hipérbole em relacdo a reta focal

P
- & ; 4 D---
i ‘PI

Fonte: O autor, 2019.

Se P € H, e P’’ é o simétrico de P em relacéo a reta nao focal (Figura 77), entdo:

AQPM = AQP"M e AF,MC = F,MC.

Em particular,
|PM| = |P"M|, |F,M| = |F,M| e F,MC = F,MC,

Portanto,
|F1P”| = |F2P|-

Por congruéncia (LAL), temos:
AF,P"F, = AF,PF,.

Em particular,
|PF1| = |P”F2|;
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Portanto,

|d(P",F,) — d(P",F,)| = |d(P,F,) —d(P,F,)| = 2a = P" € E.

Figura 77— Simetria da hipérbole em relac&o a reta nao focal
g

P Q
. 1

4

+

‘M

J— o

F A = A, Fy |

T Y

Fonte: O autor, 2019.

Se P € H e Po é 0 simétrico de P em relagédo ao centro (Figura 78), entdo:

APCF, = P,CF; e AF,CP = F,CP,.
Em particular,
|F1P| = |F,Py| e |F,P| = |F;Pyl.

Portanto,

|d(P0,F1)—d(P0,F2)| = |d(P)F1)_d(P1FZ)| = 2a:>P0 EE.

Figura 78 — Simetria da hipérbole em relacéo ao centro

* T

Fonte: O autor, 2019.
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4.4.3 Forma can6nica da hipérbole

Pretende-se a seguir, para alguns casos especiais, obter a equacdo da hipérbole em
relagdo a um sistema de eixos ortogonais OXY.

4.4.3.1 Hipérbole centrada na origem e reta focal coincidente com eixo OX

Considerando o sistema de eixos ortogonais OXY no plano, para obter a equacdo da

hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, deve-se ter:

F; =(-c0), F,=(0), A;=(-a0), A,=(a0),
B,=(0.-b) e  B,=(0,b),

onde0<a<ceb =+Vc?—a?.

Pela definicdo de hipérbole:

P=(x,y) €H & |d(P,F,) — d(P,F,) | = 2a.
Entao,
d(P,F,) — d(P,F,) = +2a

JE+o)?2+y2—J(x—c)?+y? =42a
(x+c)2+y?=(+2a+ \/m)z
x% + 2xc + c? + y? =4a2i4a\/m+x2 —2xc +c? +y?
4xc — 4a? = i4a\/m
(xc — ) = (Fa/(x = ) +y2)?
x%c? —2a’xc + a* = a®(x? — 2xc + ¢? + y?)
x%c? — 2a%xc + a* = a®x? — 2a®xc + a*c? + a?*y?

x%c? — a%?x? = a’c? — a* + a?y?

(c? — a®)x? = a?(c? — a?) + azyz,
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mas, como b? = c¢? — a?, tem-se:

b2x? = a?b? + a?y?
b2x? — a?y? = a?h2.

Dividindo ambos os lados da igualdade por a?b?, obtém-se a equagao:

que é a forma canbnica da hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente como o
eixo OX. Uma prova mais rigorosa da demonstracao acima é feita em Frensel et al (2013).

Neste caso as assintotas da hipérbole passam pelo centro e suas equacdes séo:
b b
y=—_,Xxey= +Zx.

4.4.3.2 Hipérbole centrada na origem e reta focal coincidente com eixo OY

Considerando o sistema de eixos ortogonais OXY no plano, para obter a equacdo da

hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo QY, deve-se ter:

Fl = (OI _C), FZ = (O,C), Al = (0; _a)l AZ = (O;a);
BIZ(—b,O)e BZZ(b,O),

onde0<a<ceb=+c?—a?.

Procedendo-se de maneira analoga, ao caso da hipérbole com centro na origem e reta

focal coincidente com o eixo OX, obtém-se que a equacdo desta e hipérbole € dada por:

2 2
y X
== 1,
a’? b?
que ¢ a forma candnica da hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
OY.
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4.4.4 Esboco do gréafico da hipérbole

A fim de esbocar uma hipérbole E, considere um sistema de eixos ortogonais OXY, com
origem O no centro de H e 0 eixo OX coincidindo com sua reta focal neste sistema de eixos, a

equacao da hipérbole E é dada na forma candnica:

x2 y2 y2 xZ b
;_ﬁ=1@ b—2=;—1=>y=i5\/x2—a2.

Considere a fungéo:

b
fx)=y= a\/xz —a?,x € [a, +0).

Paray =0, tem-se:

g‘/ 2_x2=0o+Jat—-x2=0ox=a.

Desta forma, o gréafico da hipérbole passa pelo ponto (a, 0). Além disso, tem-se que:

bx
y'=———=>0,Vx € (a, +x)

avx?—a?

Logo, pelo Teste da crescente/decrescente, Stewart (2013), a funcédo é crescente.

Todavia, pelo Teste da concavidade, Stewart (2013).

a
y'=—5<0,Vx € (a +x)
(x? — a?)2

Assim y’ é decrescente em (a, +o0), logo o f é concava.

A Figura 79, a seguir, mostra o grafico de f.



Figura 79 - Gréfico dey = =vxZ — a%,x € [a, +0)

Y

Fonte: O autor, 2019.
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Como a hipérbole é simétrica em relacdo ao eixo OX (reta focal) e em relacdo ao eixo

OY (reta ndo-focal), seu grafico tem a forma apresentada na Figura 80:

Figura 80 — Esboco da hipérbole H: z—z - i—z =1
Y
b} H
& D & x
¢ |-a a c
-l
Fonte: O autor, 20109.
De forma analoga, na Figura 81, esboca-se o grafico da hipérbole H: S 1.

a? b2
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2 2
Figura 81 — Esboco da hipérbole H: Z—Z - z—z =1
Y
C
H
a
b o b X

Fonte: O autor, 2019.

4.4.5 Forma candnica da hipérbole transladada

4.4.5.1 Hipérbole centrada no ponto (o, Yo) € reta focal paralela ao eixo OX

Sendo o ponto O = (Xo, Yo) 0 centro da hipérbole e como a reta focal | contém 0, tem-
se que | : y = yo (paralela ao eixo 0X). A reta ndo focal /” que contém O e é perpendicular a | é
da forma [’ : x = xo (paralela ao eixo 0Y), conforme Figura 82.

No sistema OXY a hipérbole tem equagao:

Usando a relacdo (3.1), obtém-se finalmente a equacao da hipérbole no sistema OXY.

H . (x_xO)z _ (y_yO)z — 1.

a? b2
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Figura 82 — Esboco da hipérbole H : -x0)* _ =yo)® _ 1

a? b2

Fonte: O autor, 2019.

4.4.5.2 Hipérbole centrada no ponto (Xo, Yo) € reta focal paralela ao eixo OY

Neste caso, a reta focal € I: x = Xo (paralela ao eixo OY) e a reta ndo focal € | 1 y = yo
(paralela ao eixo 0X).

No sistema OXY a hipérbole tem equacio:

2 2

ye x

e

=1,
e no sistema OXY, é dada por:

L=y G x0)?

H a? b2

=1

=v0)®  (x=x0)* _ 1
a? bz

Figura 83 — Esboco da Hipérbole H :

Y TY

Fonte: O autor, 2019.
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4.4.6 Propriedades geométricas da hipérbole e aplicacdes
4.4.6.1 Propriedade refletora da hipérbole

Seja P um ponto pertencente a uma hipérbole de focos Fi e F.. A bissetriz do angulo
F,PF,, é tangente a uma hipérbole no ponto P.

Esta propriedade garante que todo raio de luz (ou uma onda) emitido em linha reta na
direcdo de um dos focos de uma hipérbole, reflete no ramo da superficie mais proximo a este

foco, passando pelo outro foco, como ilustrado na Figura 84.

Figura 84 — Reflexdo em um dos ramos da hipérbole.

-

Fonte: O autor, 2019.

Demonstracéo:
Seja Q um ponto pertencente a t, com Q # P. Como t é bissetriz de F,PF,, temos
QPF, = QPF,. Considerando o ponto A pertencente a PF», de modo que |PF1| = |PA| (Figura

78), temos:

|AF,| = |PF;| — |PA| = |PF,| — |PF| = 2a.

Por congruéncia de triangulo (LAL), t é perpendicular a F1A, base do triangulo isdsceles

F1PA. Portanto, se Q pertence a t, O # P, temos que AF; QA é também isdscele e, em particular

|QF1| = [QAl.



Sendo Q, A e F2 ndo alinhados, pela desigualdade triangular, temos:

|QA| < |QF;| + |AF,]

|QF;| < |QA| + |AF,]|.
Assim:

|QA| — |QF,| < |QF,;| < |QA| + |AF,|.
Subtraindo |QA| nas inequacdes acima, obtemos:
—|QF,| < |QF,| — |QA| < |AF,|.

Logo,

[|QF,| — 1QAl| < |AF,|
Mas, |QA| = |QF-| e, como ja mostramos, |AF| = 2a, logo

|QF,| — |QF,| < 2a,V Q # P,Q € t.

Logo t intersecta a hipérbole H apenas em P e, portanto, t é tangente a H.

Figura 85 — Propriedade refletora da hipérbole.

Fonte: O Autor, 2019.
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4.4.6.2 O telescépio refletor

Segundo Avila (1997) Os primeiros telescopios que foram construidos utilizavam
lentes e funcionavam com base na refracdo da luz chamados telescopios refratores. Até
Galileu Galilei, para fazer suas observacdes astrondmicas, utilizou telescopios refratores.

Ocorre que 0 uso de lentes tem varios inconvenientes como as deformacdes das
imagens produzidas e as aberragdes cromaticas — efeito produzido nas observagdes decorrentes
do fato que a lente atua também como um prisma decompondo a luz branca em varias cores.

Os telescopios refletores ndo tém os inconvenientes dos telescopios refratores. Segundo
Avila (1997), o telescopio refletor é um espelho parabdlico no fundo de um tubo. Os raios de
luz proveniente de um corpo celeste distante (estrela, galaxia, planeta, etc.) formam um feixe
praticamente paralelo, devido a sua distancia ao planeta Terra, que se reflete no espelho e forma
a imagem do objeto no foco F. Porém, na pratica isso é impossivel, visto que o observador
teria que posicionar seu olho no foco da parabola.

A fim de resolver este problema Isaac Newton colocou um espelho plano entre o
espelho parabdlico e o seu foco em seu telescopio refletor.

Dessa maneira, 0s raios de luz que formariam a imagem dentro do telescopio séo
novamente refletidos e formardo essa imagem em um ponto fora do tubo do telescépio, onde

0 observador esta posicionado (Figura 86).

Figura 86 — Caminho da luz em um telescépio de Newton

Fonte:  Krishnavedala - Own work, CC BY-SA 4.0. Disponivel em:

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Newtonian_telescope2.svg. Acesso em 01/04/2019.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Newtonian_telescope2.svg
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Em 1672, o astronomo francés Laurent Cassegrain prop0s a utilizacdo de um espelho

hiperbdlico (Figura 87) com um dos focos da hipérbole coincidindo com o foco da parébola.

Figura 87 — Caminho da luz em m telescépio de Cassegrain

Fonte: Krishnavedala - Own work, CC BY-SA 4.0, Disponivel em:
<https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=34884711.> Acesso em 01/04/2019.

No telescopio refletor de Cassegrain um espelho hiperbdlico € colocado no lugar do
espelho plano de Newton de maneira que um dos focos do espelho hiperbdlico coincida com o
foco do espelho parabdlico. Assim, os raios de luz incidem primeiro no espelho parabdlico e,
0s raios que teriam sua imagem formada no foco da parabola, sdo refletidos pelo espelho
hiperbdlico de volta, através de um buraco no espelho parabolico, convergindo para o segundo
foco da hipérbole onde o observador esta posicionado.

Avila (1997), explica que o espelho de Cassegrain pode ser construido mais proximo
ou mais afastado do foco (onde estaria 0 observador), mantendo-se fixa a distancia entre os
focos da hipérbole. Consequentemente, o tamanho desse espelho pode ser alterado. A distancia
entre os focos também pode ser alterada, sem mudar a posicdo de um dos focos. A combinacéo
desses fatores permite grande flexibilidade na montagem do refletor Cassegrain adequando-a,
assim, as exigéncias das observacoes.

Apesar da sua eficiéncia, o esquema proposto por Cassegrain nao foi utilizado
imediatamente, demorando cerca de um século. Desde entéo, ele passou a ser adotado em larga
escala e hoje é utilizado também nos radiotelescépios.

O telescdpio 6tico do observatorio de Monte Palomar (Figura 88), na California, entrou
em operacdo em 1949 e utiliza varias montagens do tipo de Cassegrain. Durante muitos anos

foi o telescdpio mais importante do mundo.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=34884711
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Figura 88— Telescopio 6tico do observatorio de Monte Palomar

N\

Fonte: Academic. Disponivel em: <http://www.esacademic.com/dic.nsf/eswiki/822613>.
Acesso em: 23 Mar. 2019.

4.4.6.3 Torre de resfriamento Hiperbdlicas

Um hiperboloide de uma folha (Figura 89) é a superficie gerada pela rotacdo (ou

revolucdo) de uma hipérbole em torno de sua reta ndo focal.

Figura 89 - Hiperboloide de uma folha

<\\Z

Fonte: Frensel et al, 2008.

Segundo Sapunaru (2014) atorre de resfriamento hiperbdlico (Figura 90) é uma
torre que permite a transferéncia de calor através do contado de duas correntes de fluidos. Nas
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usinas termonucleares esses fluidos sdo agua e ar. A agua utilizada no resfriamento do reator
nuclear chega até a parte inferior da torre entrando em contato com o ar ali presente,
aquecendo-o. O ar quente, menos denso que o frio, tende a subir e é liberado para a atmosfera
dando espaco a entrada de ar frio, permitindo assim o resfriamento da agua, que sera reutilizada
novamente no processo de resfriamento do reator nuclear.

O formato hiperbdlico contribui para uma maior velocidade na saida de ar quente, pois
o afunilamento na parte central cria uma regido de compreensao. O ar quente € naturalmente
direcionado para cima, por ser menos denso, e a &gua sob acdo da gravidade é direcionada para
baixo. As vantagens deste formato de torre estdo relacionadas também com a capacidade de

resfriamento de grande volume de agua e ao baixo custo de operacgéo.

Figura 90 — Torre de resfriamento hiperbélica

Fonte: Mecanica Industrial. Disponivel em: < https://www.mecanicaindustrial.com.br/557-

torre-de-resfriamento/>. Acesso em: 21 Abr. 2019.


https://www.mecanicaindustrial.com.br/557-torre-de-resfriamento/
https://www.mecanicaindustrial.com.br/557-torre-de-resfriamento/

91

5 MAIS ALGUMAS CURVAS
5.1 Cicloide
5.1.1 Introducéo histérica

Segundo Pedroso (2014), o primeiro relato sobre a cicloide foi em 1501, num trabalho
de geometria publicado por Charles Bovells (1479 — 1566) em Paris. Neste relato, Charles
refere-se a curva ligando-a a um problema da quadratura do circulo. Os primeiros estudos
rigorosos que se tem conhecimento sdo de Giles Person de Roberval (1602 — 1675). Segundo
Boyer (1996), Roberval gostava de se envolver em debates contraditorios. O mais famoso
destes foi sobre a cicloide, que na época era conhecida como “Helena dos Gedmetras™ devido
as frequentes divergéncias que provocou durante o seculo XVII.

A seguir, algumas descobertas de Roberval:

i) Areasob o arco da cicloide é exatamente trés vezes a area do circulo gerador (1634).
i) Como tracar uma tangente a curva em qualquer ponto da mesma (1628).
iii) Volume gerado quando a area sob um arco gira em torno da reta da base, em torno

do eixo de simetria e em torno da tangente no vértice.

Roberval ndo publicou suas descobertas relativas a cicloide, e isso causou grande
confusdo na época. 1sso porque Torricelli também se interessou pela curva e ao contrario de
Roberval, publicou suas descobertas em 1644 em uma obra intitulada De parabole. Em 1646,
Roberval escreveu uma carta acusando Torricelli de plagio. Boyer (1996) acredita que
provavelmente Torricelli fez suas descobertas de maneira independente, justificando que

algumas propriedades, como o problema da area, foram demonstradas de maneiras distintas.

5.1.2 Definicdo da cicloide

Sejam dados um circulo C’ de raio R, uma reta s e um ponto P pertencente a C. Uma
cicloide C é a curva descrita pelo ponto P quando C rola (sem deslizar) sobre a reta s (Figura
91).
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Figura 91 — Esboco da curva cicloide de acordo a definicao.

Fonte: O autor, 2019.

5.1.3 Parametrizagédo da cicloide

Para obter a parametrizacéo da cicloide C, toma-se a reta s coincidente com o eixo OX.

No inicio do movimento as coordenadas do centro do circulo sdo 0 = (0,7r) e P =(0,0).

Figura 92 — Parametrizagéo da cicloide
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Fonte: O autor, 2019.

Apos girar o radianos (Figura 92), no sentido horario, tem-se que a medida do segmento

AB é igual ao arco de P a B, ou seja, |AB| = r-a. Sendo P = (X, y), tem-se:
x = |AP'| = |AB| — |P'B| =r-a—r-cos(a)
y = |PP'| = |0B| —|0Q| =r —r - sen(a)
Logo, a equacdo paramétrica da cicloide é dada por:

{x =r(a — cos(a))

y =r(1 —sen(a))’ a € [0,27]
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5.1.4 Aplicagdes

Cupulas do Museu de Arte Kimbell

O Museu de Arte Kimbell (Figura 93) foi inaugurado oficialmente em 4 de outubro de
1972 em Fort Worth, Texas, Estados Unidos. O arquiteto responséavel pela obra foi Loius Kahn,
que tinha como desafio construir galerias que fossem iluminadas naturalmente de forma
indireta, evitando assim danos as obras de artes.

Para possibilitar uma maior incidéncia de luz, foi pensada uma ctpula com uma abertura
para a incidéncia da luz. Apds varios testes, o engenheiro A. Komendant recomendou a cicloide

como forma adequada para as clpulas.

Figura 93 — Foto externa do Museu de Arte Kimbell

= s

Fonte: Arch Daily. Disponivel em: <https://www.archdaily.com.br/br/01-117677/classicos-

da-arquitetura-museu-de-arte-kimbell-slash-louis-kahn>. Acesso em: 10 Abr. 2019

As alas laterais (Figura 93), sdo formadas por seis abobadas de berco, em formato de
cicloide, independentes entre elas e apoiadas cada uma em quatro pilares perimetrais. Ha um
distanciamento constante entre as abObadas e a parede de concreto. Internamente, este
distanciamento fica evidente com a penetracdo da luz natural, complementada por uma
claraboia que tem sua luz direcionada por duas asas de aluminio perfurado (Figura 94), evitando
uma iluminag&o direta nas obras de arte. A beleza dos detalhes esta presente neste edificio,

considerado uma obra prima da iluminagdo natural.


https://www.archdaily.com.br/br/01-117677/classicos-da-arquitetura-museu-de-arte-kimbell-slash-louis-kahn
https://www.archdaily.com.br/br/01-117677/classicos-da-arquitetura-museu-de-arte-kimbell-slash-louis-kahn
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Figura 94 — Imagem interna da galeria do Museu de Arte Kimbell

Fonte: Arch Daily. Disponivel em: <https://www.archdaily.com.br/br/01-
117677/classicos-da-arquitetura-museu-de-arte-kimbell-slash-louis-kahn>. Acesso em: 10
Abr. 2019.

Braquistocrona

O problema da braquistdcrona consiste em determinar uma curva que propicie um
objeto em repouso, de massa m sujeito apenas a acdo da gravidade, se deslocar de um ponto A
até um ponto B no menor tempo possivel.

Segundo Markushevich (1980), o astronomo e fisico italiano Galileo Galilei (1564-
1642) pensou que o caminho de descida mais rapido deveria ser na forma de um arco de
circunferéncia. Porém, dois irmdos matematicos suicos, Jakob e Johann Bernoulli, conseguiram
provar por célculos exatos que o formato da curva era de um arco de cicloide virado de cabeca
para baixo (Figura 95). Desde entdo, a cicloide também foi chamada de braquistdcrona. A
demonstracdo desta propriedade pode ser vista em Martins (2019).

Na Figura 95, estdo representados um segmento de reta AB, um arco de circunferéncia
D e uma cicloide invertida C.

Mesmo ndo sendo o caminho mais curto, a cicloide tem a caracteristica da

braquistcrona se comparada a qualquer outra curva que liga A até B.


https://www.archdaily.com.br/br/01-117677/classicos-da-arquitetura-museu-de-arte-kimbell-slash-louis-kahn
https://www.archdaily.com.br/br/01-117677/classicos-da-arquitetura-museu-de-arte-kimbell-slash-louis-kahn
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Figura 95 — Comparagéo entre reta, arco de circunferéncia e cicloide

Fonte: O autor, 2019.

Tautécrona

Tautocrona € um curva com a seguinte caracteristica: independente do ponto de partida
de um objeto (Figura 88), o tempo que ele leva para atingir o ponto mais baixo da curva sera o
mesmo.

Figura 96 — Objetos em diversos pontos da cicloide

Fonte: O autor, 2019.

Se os corpos E, F, G e H partirem do repouso em um mesmo instante, sujeitos apenas a
acdo da gravidade, eles chegardo juntos ao ponto B.

Segundo Mendes (2014), Huygens estudou problemas relacionados a construcdo de
relégios durante 40 anos (1656 — 1693). Em 1673, publicou Horologium Oscillatorium — O
Reldgio Pendular (Figura 97).



96

Huygens usou infinitesimais para descobrir e geometria para provar que a tautdécrona
era uma cicloide (COELHO, 2008). Usando essa descoberta, concluiu que se o objeto P fixado
no extremo inferior de um péndulo descrever uma trajetéria BC cicloidal (Figura 98) (Figura
98), o periodo de oscilacdo ndo se altera. Intuitivamente descobriu-se que os obstaculos laterais

AB e AC para que o objeto P descreve tal trajet6ria também era cicloidal (VENCESLAU, 2015).

Figura 97 — Horologium Oscillatorium
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Fonte: Modificado de <https://www.obaricentrodamente.com/2013/12/christiaan-huygens-e-

o-relogio-de.html>. Acesso em: 18 Abr. 2019


https://www.obaricentrodamente.com/2013/12/christiaan-huygens-e-o-relogio-de.html
https://www.obaricentrodamente.com/2013/12/christiaan-huygens-e-o-relogio-de.html
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Figura 98 - Modelo de péndulo cicloidal de Huygens

A

Fonte: O baricentro da mente. Modificado de:
<https://www.obaricentrodamente.com/2013/12/christiaan-huygens-e-o-relogio-de.html>
Acesso em: 18 Abr. 2019

5.2 Catenaria

5.2.1 O Problema da corrente suspensa

Segundo Markushevic (1980), Galileu Galilei (1564-1642) sugeriu em seu livro

"Dialogos sobre duas novas ciéncias™ o seguinte método de construcdo de uma parabola:

Conduza dois pregos em uma parede a uma altura conveniente e no mesmo nivel; faca
a distancia entre eles duas vezes a largura do retangulo sobre o qual é desejado para
tracar a semi parabola. Pendure entre esses dois pregos uma corrente leve de tal
comprimento que a profundidade da sua inclinacdo € igual a altura do retangulo. A
corrente entdo assumira o formulario de uma parabola, de modo que se esta forma é
marcada por pontos na parede, nds devmose ter descrito uma parabola completa, que
pode ser dividida em duas partes iguais, desenhando uma linha vertical através de um
ponto médio entre os dois pregos. (MARKUSHEVIC, 1980, p.32)


https://www.obaricentrodamente.com/2013/12/christiaan-huygens-e-o-relogio-de.html
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Figura 99 — Corrente suspensa

Fonte: Markshevic, 1980.

Markushevic (1980) cita que o método é simples e grafico, mas ndo exato. Segundo
Oliveira (2013), Galileu tratava a curva como “uma aproximagdo de um arco de parabola” e
ndo precisamente uma parabola.

Talavera (2008) destaca que em 1646, Huygens, na época com dezessete anos de idade,
provou que a curva em questdo ndo poderia ter a forma de uma parabola, porém ndo definiu
qual curva seria. Foi Huygens que chamou a curva descrita no problema da corrente suspensa
de catenaria (Figura 99).

Segundo Markushevic (1980), em 1960, Jacob Bernoulli demonstrou de maneira teorica
qual seria a equacdo exata que descreveria a curva, mas ndo a publicou. Flora (2013), relata que
em 1690, Jacob Bernoulli propde na Acta Eruditorum?, jornal fundado por Leibniz, o problema
da “curva formada por um fio pesado, flexivel, inextensivel, e de densidade constante em todo
seu comprimento, suspenso nos seus extremos”. Em 1691, o proprio Jacob, seu irméo Johann,
Gottfried Wilhelm von Leibniz e Christian Huyghens, este usando meios geomeétricos,
publicaram suas respectivas solucdes para o problema da corrente suspensa.

O Caélculo teve papel fundamental na elucidacéo deste problema, que segundo Talavera
(2008) é considerado uma importante solucdo dos problemas desafiadores da histria do
calculo. “Todos eles usaram na solugdo do problema as leis de mecénica e a poderosa técnica
da recentemente desenvolvida analise matematica: a derivada e a integral” (MARKUSHEVIC,
1980, p. 40)”.

4 Revista cientifica alema publicada exclusivamente em latim, entre 1682 e 1731 (num total de 50
volumes) que pretendia anunciar e resumir publica¢Bes notaveis da época, em vdrias areas cientificas, como
medicina, matematica, direito, geografia e teologia. (RAPOSO, 2013)
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5.2.2 Parédbola e catenaria

Os matematicos estdo frequentemente interessados em encontrar uma fungdo que
descreva uma forma ou uma situagéo particular, como no caso da corrente suspensa, que Galileu
descreveu como uma curva com a forma muito similar a da parabola. De fato, as curvas

possuem aparéncias muito similares, como sugere a Figura 100.

Figura 100 — Curva C (catenaria) e P (parabola)

Fonte: O autor, 2019.

5.2.3 Definicdo da catenéria

Catenaria é a curva plana que representa a forma de equilibrio de um fio homogéneo,
flexivel, pesado, suspenso por suas extremidades a partir de dois pontos fixos, e submetido

exclusivamente a forca da gravidade.

5.2.4 Equacdo cartesiana da catenaria

Segundo Yates (1974) a curva catenaria tem a seguinte equacao cartesiana:
c(x) = a-cosh (g)

Segundo Stewart (2013), a funcéo hiperbdlica coshx é definida por:

eX+e™*
2

cosh(x) =

para todo x real. Desta forma, c(x) também pode ser representada por:

c(x) = %(e§ + e_g).
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Por outro lado, a equacéao basica da parabola é dada por:
p(x) = x2.
Usando transformacg6es simples dessas func¢ées (Figura 101), pode-se observar a

similiaridade das curvas.

Figura 101- Catenéria sobreposta a parabola

Fonte: O autor, 2019.

5.2.5 Aplicacdes a Arquitetura e a Engenharia

Ponte pénsil

Segundo Oliveira (2012), a principal caracteristica das pontes pénseis € a sua
sustentacdo por meio de pendurais apoiados em cabos de aco ou barras articuladas, estendidos
em curva, apoiados sobre torres ou blocos macicos de concreto. Elas existem a mais de cem
anos em diversos lugares do mundo, sendo as preferidas para vaos maiores que 600 metros. No
entanto também sdo construidas em véos menores. A mais famosa é a Ponte Golden Gate
(Figura 102), em Séo Francisco, EUA. Martins (2013) chama aten¢do de que quando esta ponte
estd em construcdo e os cabos ja estdo suspensos, estes formam catendrias.

Nesta fase 0s cabos sustentam somente a eles préprios. Apos a ponte construida, estes
cabos passam a sustentar toda a estrutura da ponte, deformando-se, deixando de serem curvas

catenarias.
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Figura 102 — Cabos suspensos em uma ponte pénsil em construcao.

Fonte: MARTINS, 2013.

Pavilhdo de Portugal

A cobertura que une os dois blocos do Pavilhdo de Portugal (Figura 103), em Lisboa,
Portugal, tem a forma de uma catendria, pois se fosse uma superficie reta, seria mais fragil,
visto que a curva minimiza a energia potencial gravitacional da estrutura, além de criar um arco

mais estavel.

Figura 95 — Pavilhdo de Portugal

Fonte: Visit Portugal. Disponivel em: <https://www.visitportugal.com/pt-pt/content/pavilhao-
de-portugal>. Acesso em: 15 Abr. 20109.


https://www.visitportugal.com/pt-pt/content/pavilhao-de-portugal
https://www.visitportugal.com/pt-pt/content/pavilhao-de-portugal
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Catedral de Sao Paulo

Martins (2013) enfatiza que a catendria cria o melhor arco invertido em termos de
estabilidade. N&o é surpreendente que estes arcos sejam utilizados em arcos de construcdes. A
primeira utilizacdo da catenaria na arquitetura é atribuida a Robert Hook (1635 — 1703), na
construcdo da cupula principal da Catedral de Sdo Paulo, em Londres, Inglaterra (Figura 104).

Se cortar a cupula por um plano transversal que passa pelo centro, tem-se uma catenaria.

Figural03 — Interior da clpula principal da Catedral de S&o Paulo

I e

LT

|

Fonte: Martins, 2013.

Obras de Gaudi

Antoni Gaudi (1852 — 1926) usava frequentemente esse arco, as veze com adaptacdes,
como pendurar sacos nos fios a fim de simular as forcas aplicadas a estrutura. As curvas obtidas
eram utilizadas para desenhar suas bordas e torres quando viradas para cima. A Basilica da
Sagrada Familia (Figura 105), em Barcelona, Espanha, é considerada a grande obra prima de

Gaudi. Esta construcado €é rica em arcos de catendrias, tanto no exterior como no interior.

O edificio de apartamentos Casa Mila (Figura 106), também em Barcelona, é outra famosa
obra de Gaudi. Algumas partes desta surpreendente obra estdo abertas a visitagdo. Rico em

curvas, o interior deste prédio contém a presenca significativa de catenarias invertidas.
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Figura 105 — Basilica da Sagrada Familia

(a) Exterior do Catedral. (b) Interior da Catedral.
'J'."F-'W Y,

Fonte: Arch Daily. Disponivel em: Fonte: Gaudi Shopping. Disponivel em:
<https://www.archdaily.com.br/br/787647/cl ~ <www.gaudishopping.cat>. Acesso em: 1
assicos-da-arquitetura-la-sagrada-familia- Mar. 2019
antoni-gaudi>. Acesso em: 1 Mar. 2019

Figura 106 — Interior da Casa Mila.

|

Fonte: Modificado de: <www.123rf.com>. Acesso em: 2 Mar. 2019.

Segundo Kaplan (2008), em um forno, as altas temperaturas criam problemas na
integridade da estrutura. Fornos construidos em formas circulares precisam de estrutura
adicional para preservar sua integridade; no entanto, fornos construidos em forma de catenéaria
(Figura 107) n3o tem o mesmo problema. E interessante notar que, embora seja possivel
encontrar equacdes para construir fornos na forma de catenéria, 0 modo mais simples e preciso
é pendurar uma corrente, tracar a curva correspondente, inverté-la e depois usar o esboco para

0 modelo.


https://www.archdaily.com.br/br/787647/classicos-da-arquitetura-la-sagrada-familia-antoni-gaudi
https://www.archdaily.com.br/br/787647/classicos-da-arquitetura-la-sagrada-familia-antoni-gaudi
https://www.archdaily.com.br/br/787647/classicos-da-arquitetura-la-sagrada-familia-antoni-gaudi
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Figura 107 — Forno catenario.

Fonte: Greasu Creek Pottery. Disponivel em:
<http://www.greasycreekpottery.com/kiln.html>. Acesso em: 6 Abr. 2019.

Gateway Arch

O Gateway Arch (Figura 108), localizado em St. Louis, Missouri, Estados Unidos,
foi projetado pelo arquiteto Eero Saarinen, € um gigantesco arco com face de aco inoxidavel
com mais de 190 metros de altura. Os 190 metros também ¢ a medida entre os “pés” do arco
com a forma de uma curva catenaria invertida. Conhecido como o monumento mais alto da

nacao, o Gateway Arch recebe visitantes ha 50 anos com sua forma iconica e inspiradora.

Figura 108— Gateway Arch.

Fonte: Bi State Development. Disponivel em: <https://www.bistatedev.org/2016/03/23/tram-
rides-resume-at-the-gateway-arch/>. Acesso em: 11 Abr. 2019.


http://www.greasycreekpottery.com/kiln.html
https://www.bistatedev.org/2016/03/23/tram-rides-resume-at-the-gateway-arch/
https://www.bistatedev.org/2016/03/23/tram-rides-resume-at-the-gateway-arch/
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O destaque de uma visita ao Gateway Arch € ir até o topo, através de um bonde, para
uma vista panoramica da &rea ao redor por meio de 16 janelas com vista para o leste sobre o rio
Mississippi e as comunidades e o campo de Illinois e 16 janelas com vista para o0 oeste sobre a
cidade de St. Louis. Curiosamente, os bondes que levam os visitantes até o topo, sdéo uma
invencdo Unica, concebidos em apenas duas semanas por Dick Bowser. Incrivelmente, ele
nunca recebeu um diploma universitario.

O site oficial do Nacional Park Service disponibiliza em sua pagina a equacgao

matematica (Figura 109) utilizada para gerar a curva correspondente ao arco caternario.

Figura 109 - A equacdo matematica por tras da construcdo do Gateway Arch

v = A(cash%f - lj

x= % cosh™! (1 + JA—?J]
onde,

h
€ =cosh™! ﬁ = 3,0022 A= e 68,7672 R = ﬁ = 10,0899

v - v
0 = Area transversal do trizngulo da base = 1262,6651
Q, = Area transversal do tridngulo do topo = 125,1406

h = altura maxima do arco = 625,0926

L = metade da distancia entre as bases do arco = 299,2239

Fonte: National Park Service. Modificado de:
<https://lwww.nps.gov/jeff/planyourvisit/mathematical-equation.ntm>. Acesso em: 11 Abr.
2019.

Usando o software GeoGebra, pode-se plotar duas curvas, parabola P (a curva com
tracado mais escuro) e a catenaria C (a curva em amarelo), sob a planta do Gateway Arch, A

curva que mais se aproxima do arco interno da planta € a catenaria.


https://www.nps.gov/jeff/planyourvisit/mathematical-equation.htm
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Figura 110 — Planta do Gateway Arch

Fonte: WikiArquitetura. Modificada de:
<https://pt.wikiarquitectura.com/constru%C3%A7%C3%A30o/gateway-arch/>. Acesso em: 11
Abr. 2019.

5.3 Lemniscata
5.3.1 Um breve relato sobre as Ovais de Cassini

Sejam dados dois pontos do plano, F1 e F.. A Oval de Cassini C de focos F1 e F2é 0
conjunto dos pontos P do plano cujo produto das distancias de P a F1 e a F2 é igual a constante
a> 0, isto é:

¢ ={d(P,F,) x d(P,F,) = a}.

A fim de simplificar, Morais Filho (2005), considerou no plano cartesiano:
P=(x,v),F, =(—c0),F,=(c0)ea= b2

Pela definicéo de Ovais de Cassini:


https://pt.wikiarquitectura.com/constru%C3%A7%C3%A3o/gateway-arch/
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P=(xy)eC < dP F)xdPF,)=a.
Entéo,

Jx+0)2+y2 X /(x —c)? + y? =q = b
((x +0) + yz) X ((x -0+ yz) = b*
(x+0)?(x—c)®+(x+0)?y? + (x —c)?y?> + y* = p*
((x+)(x - c))2 +y2((x +c)?*+ (x —¢)®) +y* = b*
(x? —c?)?2 4+ y*(x? + 2xc + ¢? + x? — 2xc + ¢?) + y* = b*
x* —2x%c? + c* + y*x? + y*2xc + y*c? + y*x? — y*2xc + y*c? + y* = b*
x*+y*+ c* —2x2%c? + 2y*x? + 2y*c? = b*
x*+y*+ et —2x%c? + 2y°x% + 2y%c? + 4x%c? — 4x%c? = b*
x*+y*+c* + 2x%c? + 2y°x% + 2y%c? — 4x%c? = b*
(x% +y% + ¢c?)? — 4x%c? = b4,
que ¢ equacéo geral das Ovais de Cassini.

Morais Filho (2005) descreve que na equacao geral, o formato desta curva depende dos
valores de c e b (Figura 111). Se b > ¢, a curva tem uma aparéncia de uma elipse, as vezes meio
deformada. Quando b < c, a curva é constituida por duas partes parecidas com dois circulos.

No caso em que b = ¢, a curva tem aparéncia de um laco de fita ou de um 8 deitado (Figura
111).

Figura 111 — Formato das Ovais de Cassini de acordo com os valores de ae b

Y Y Y
o~ T, Bt ~ T~ N\
N , \ X e - X .-'/ X
O/ AN A N RRNEE v
. - e, e M __'____-"z S— y '\\E__ - T — Iy
b<eg b=c¢ b=>c¢

Fonte: O autor, 2019.
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As Ovais de Cassini tém este nome devido ao matematico e astronomo italo-francés
Giovanni Domenico Cassini (1625-1712), que estudou essas curvas no ano de 1680.

Cassini acreditava que a trajetéria do deslocamento do Sol em torno da terra era descrita
por uma dessas ovais, com a Terra em um dos focos. Entretanto, vimos no tépico sobre elipse
que Kepler (1571-1630) comprovou que esta trajetoria era eliptica. Em 1609, Kepler pode
publicar a obra Astronomia nova, na qual escreveu sobre suas descobertas acerca das
trajetorias dos planetas.

5.3.2 Lemniscata de Bernoulli

Voltando a equacéo das Ovais de Cassini, 0 estudo se dara no caso em que b = c. Nesta
situacdo, a oval recebe o nome de Lemninscata. Segundo Morais Filho (2005), este termo vem
da palavra latina lemniscus, que significa fita com laco. A Lemniscata foi descrita por Jacob
Bernoulli (1654 — 1705) num artigo com data de 1694. Por essa razdo, a Lemniscata também ¢
conhecida como Lemniscata de Bernoulli. Chama atencdo o fato de que Jacob Bernoulli
desconhecia os estudos de Cassini sobre a curva, feitos 14 anos antes. Somente no final do
século XVIII a quase simultaneidade dos estudos foi percebida.

As principais propriedades dessa curva foram determinadas pelo italiano G. C. Fagnano
(1682-1766). Segundo Azevedo (2000), Leonhard Euler (1707-1783), por meios analiticos,

também estudou a lemninscata.

5.3.2.1 Definicdo da Lemniscata de Bernoulli

Dados dois pontos F1 e F2 no plano, tal que a distancia entre eles seja igual a 2¢c > 0. A
lemniscata L de focos F1 e F2 € o conjunto dos pontos P do plano cujo produto das distancias a

F1 e F2 é igual a constante ¢? > 0, isto é:
L={P|d(P, Fy) xd(P, F) =c?},

onde ¢ > 0e d(F1, F2} = 2c.

A Figura 112, a seguir, mostra o esbo¢o de uma lemniscata.



Figura 112— Esboc¢o de uma leminscata de acordo com a definigéo.

Fonte: O autor, 2019.

5.3.2.2 Elementos da lemniscata

1. Os pontos F1 e F2 s&o os focos da lemniscata.

2. Areta | que contém F1 e F. é chamada reta focal (Figura 85, acima).
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3. Ha, além do ponto médio de F1F,, exatamente dois pontos de intersecdo A; e Az da

lemniscata com a reta focal |, os quais s30 chamados vértices da lemniscata e d(A1, Az) = 2¢v/2.

De fato, como A: e A, pertencem a lemniscata entdo, pela definicdo, tem-se:

d(Fl,Az) X d(Fz,Az) = C2

d(FllFZ) +d(A1)A2) x d(AllAz)_d(Flle)

2
2 2 2 2 ¢
C C

d(AliAZ) d(AliAZ) 2
<C+T>X<T—C> =c

d(4y4)"
4

2

d(Al, Az)z = 8C2.
Assim,

d(4,,4,) = 2cV/?2.

4. O ponto médio M do segmento FiF> é o centro da lemniscata (M também é ponto

médio de A1A2)
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5.3.2.3 Forma Candnica da Lemniscata

Pretende-se a seguir, para alguns casos especiais, obter a equacdo da lemniscata em
relagdo a um sistema de ortogonais OXY.

Lemniscata com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX

Considerando o sistema de eixos ortogonais OXY. Para obter a equacdo da lemniscata
com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, deve-se ter:
Fi = (-c,0)e F, =(c,0),
onde ¢ > 0.
Pela defini¢do de lemniscata:
P=(x,y) €L d(P,F,)xd(P,F,) = c>

Entao,

VE+?2+y2x{(x -2 +y?=c?

(x+ ) +yH((x =) +y?) = c*
(x+)2(x—c)+ (x+)?y?2+(x—c)?y? +y* =t
(x? —c?)?2 4+ y2(x? + 2xc + 2 + x? — 2xc + ¢?) + y* = ¢*
x* —2x%c? + c* 4 2x%y? + 2y%ct + yt = ¢t

x* + 2x%y? + y* = 2x%¢? — 2y2c?

Colocando 2c? em evidéncia, obtém-se a equagéo:

(x? +yH)? =2c2(x* - y?),

que é a forma candnica da lemniscata com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
OX.
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Figura 113 — Gréfico da lemniscata L: (x? + y2)? = 2¢?(x? — y?)

Y
L/ o = ./',-’—- - I =~
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Fonte: O autor, 2019.
Lemniscata com centro na origem e reta focal coincidente com eixo OY

Considere o sistema de eixos ortogonais OXY. Para obter a equacdo da lemniscata com

centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY, deve-se ter:
Fl = (0,—C) e FZ = (OJC)I

onde ¢ > 0 (Figura 114).

Figura 114 - Gréfico da lemniscata L: (x? + y?)? = 2c¢?(x? — y?)

Y
.
a

L ""'--—n_—a

Fonte: O autor, 2019.

Procedendo-se de maneira andloga, ao caso da lemniscata com centro na origem e reta

focal coincidente com o eixo OX, obtém-se que a equacdo desta lemniscata € dada por:
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L (? +y?)? = 2¢2(y* - x2),

que é a forma candnica da lemniscata com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
OY (Figura 106).

5.3.2.4 Equagdo da lemniscata dados os focos ndo pertencentes aos eixos.

A fim de determinar a equacdo de uma lemniscata L1 dados seus focos F; = (xq,y;)

e F, = (x,, y,), aplica-se a definigdo:

P=(x,y) €L d(P,F,)xd(P,F,) = c?

onde d(F,, F,) = 2c, entdo segue que:

V@ —x)? + (= 71)? XY (X = x)? + (7 —y2)® =
Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado, obtém-se a equacéo:
((x=x)?+ @ —y)) X ((x—x)* + (¥ —y2)>) =c* e d(F,F) =2
que é a equacdo da lemniscata, dados os focos F; = (xq,y1) € F, = (X3, y2).
Exemplo

Aplicando o método acima, determinar a equacdo da lemniscata com foco nos pontos
F]_ = (1, 1) EFZ = (5,4).

2c =d(F,F,) =J(5-1)2+(4—-1)2=5
Entéo,
5 625
c=5 e " =—7r
Usando a equacdo da lemniscata, tem-se:
625

LG =1+ =D (=5 + O =D) =—
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Com o auxilio do software GeoGebra, constroi-se o grafico (Figura 115) da equagéo acima:

Figura 115 — Gréfico da Leminiscata L.

N

Fonte: O autor, 2019.

Observe que, embora a Lemniscata de Bernoulli (Figura 116) se pareca com um oito
deitado ou com o simbolo de infinito, a curva que representa o oito é a Lemniscata de Gerono
ou Curva Oito definida pela equacéo:

x* = a?(x? — y?)

e cujo gréafico esta representado na Figura 116 (LAWRENCE, 1972).

Figura 116 — Grafico da Leminiscata de Gerono ou Curva Qito

Fonte: O autor, 2019.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foram apresentadas algumas curvas notaveis, desde as conhecidas
conicas até as ndo tdo conhecidas cicloides, catenarias e lemniscatas, abordando, alguns
aspectos historicos, definicdes e algumas propriedades e exibidas algumas aplicacdes. Ainda
ha muitas curvas interessantes que ndo foram abordadas nesse estudo. Neste trabalho,
escolheram-se curvas cujas formas de alguma maneira sdo conhecidas: ou estdo presentes na
natureza, ou em invencdes ou em obras arquitetdnicas. Pretende-se com isso mostrar que ha
outras curvas além das conicas que também podem ser exploradas no Ensino Médio e que
podem despertar o interesse dos alunos devido as suas historias, 0 conhecimento de situacbes
onde tais curvas se aplicam ou a beleza de suas formas.

Um questionamento que algum aluno pode fazer é o porqué de determinados assuntos
serem abordados em sala, ou de onde surgiu um determinado conteddo. Assim, durante o
desenvolvimento dos assuntos, faz-se, sempre que possivel, uma apresentacdo do tema, para
que a origem do conteido matematico a ser estudado seja conhecida, evitando-se assim, uma
apresentacdo fria e sem significado.

Outro questionamento que se acredita ser bastante comum na sala de aula é o para que
serve tal contetido. Deve-se tomar cuidado na hora de responder essa pergunta, pois dependendo
do exemplo citado, se este ndo estiver ao alcance da compreensdo do aluno, ao invés de
despertar um interesse, pode-se gerar um afastamento.

Na busca por situac@es que exemplifiquem as aplica¢des das curvas, houve um cuidado
em utilizar-se exemplos mais simples e bem ilustrados, para que as relacdes entre o conteudo e
tais situacoes, exibidas neste trabalho, fossem facilmente percebidas.

Embora nossa proposta seja para o Ensino Médio, este tema, devido a sua riqueza, pode
ser explorado em varios niveis de ensino, bem como propiciar a interdisciplinaridade com as
disciplinas de Fisica, Quimica, Biologia, Historia, Desenho e Artes. Por exemplo, podem-se
elaborar projetos para se explorar o estudo de curvas:

» que descrevem trajetdrias de objetos em movimento como, por exemplo, o langamento
de um projétil que origina a parabola;

» Que aparecem na Natureza, nas Artes e na Arquitetura que ainda ndo foram exploradas
neste trabalho como as espirais de Arquimedes e logaritmica;

» (ue estdo presentes na vida diaria, na sociedade e nas ciéncias tais como as curvas que
representam o resultado de um eletrocardiograma, o acompanhamento do crescimento

de uma crianga, o estudo da evolucdo do crescimento de uma populagdo ou a forma das
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ondas sonoras emitidas por um instrumento. Assim, os objetos de estudo séo os graficos

das funcGes exponenciais, os das fungdes hiperbolicas e os das fun¢des senoidais — que

sdo curvas associadas a eletricidade, a iluminagdo e ao som — dentre outras curvas.

O tema curvas é muito vasto e rico em aplicagGes, dessa forma, pode-se tratar do assunto
em todos os niveis de educacdo, desde a basica até a superior, adequando o contetido ao nivel
de ensino, aprofundando ou ndo o conteddo matematico de acordo com o0s objetivos

estabelecidos.
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