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Resumo

O presente trabalho aborda a teoria fundamental de representacao de niimeros reais numa
base qualquer, evidenciando as diferentes bases e maneiras como essa representacao pode
ser feita. Em nossa teoria daremos énfase a representagdo de ntimeros reais numa base
arbitraria, porém enriquecida com um grande niimero de exemplos em bases especificas
(decimal, binaria, octal, etc), de modo a deixar o texto ao mesmo tempo matematica-
mente rigoroso e acessivel tanto a professores como a estudantes curiosos do ensino médio.

Palavras-chave: Representacao b-adica; Representagdo numérica; Representacao de-
cimal; Mudanca de base, Sistemas de numeracao.



Abstract

The present work deals with the foundamental theory of representation of real numbers
on arbitrary basis, showing the different bases and maners how the representation of a
real number happen. In our theory we emphasize the representation of real numbers on
arbitrary bases, but enriched with large number of exemples on specific bases, such as
decimal, binary, octal, etc, so as to make the text to be both mathematically rigorous and
accessible to teaches as well as to high school studants.

Key-words: b-adic representation; Numeric representation; Decimal representation: ba-
sis change; Numerical systems.
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Introducao

O presente trabalho tem como objetivo realizar uma abordagem rigorosa e atraente,
porém nao completa, da teoria fundamental de representacao de um numero real numa
base arbitraria, evidenciando as diferentes bases e maneiras como essa representacao pode
ser feita. Pretendemos mostrar através de um texto leve e acessivel a professores e es-
tudantes do ensino médio, mas sem abrir mao do rigor matemético, como essa teoria se
desenvolve, de modo a despertar o interesse do leitor no aprofundamento do tema.

O trabalho encontra-se organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados basicos indispensaveis ao desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Nele estao alguns teoremas fundamentais de aritmética, os quais
usaremos para estudar a forma b-adica de representar os ntimeros inteiros, com destaque
para o algoritmo da divisao euclidiana. Depois definimos séries e séries geométricas. O
capitulo finaliza com a definicao da funcao maximo inteiro e o enunciado de suas princi-
pais propriedades. Nossas principais referéncias nesta parte foram H. DOMINGUES [1],
L. H. JACY MONTEIRO [7] e R. MOURA [9].

No Capitulo 2 estudamos os sistemas de numeracao. Comegamos conceituando senso
numérico, nimeros e numerais. Em seguida tratamos de sistemas de numeracao posici-
onais e nao posicionais. Também abordamos, de forma breve, o sistema de numeracao
decimal, para dai concentrar nossos esforcos na estruturacdo da teoria de um sistema
de numeracao posicional numa base b arbitraria. As referéncias consultadas foram H.
DOMINGUES [1], L. H. JACY MONTEIRO [7], R. MOURA [9] e as dissertagdes de V.
CIRPIANO [2], A. RODRIGUES [10], A. P. CLAUDIONOR [3]. O principal resultado
do capitulo é o seguinte teorema:

"Sejam a,b € N, com a > 0 e b > 1. Entdo existe uma tnica n-upla (familia finita)



(a;)?_, de niimeros naturais tal que,
a=ay - 0"+ a,1- "1+ ... +a b +a, (1)

coma, #0e0 < a; <b,paratodoi=1,2,....n. Ou seja, todo nimero natural nao nulo,
admite uma, e apenas uma, representagao b-adica (na base b).”

No Capitulo 3 temos como meta ensinar como se faz adicao, subtracao e multiplicacao
de ntmeros naturais num sistema de numeragao posicional de base b > 1 arbitraria.
Além disso, fazemos algumas consideracoes sobre a divisibilidade, tais como critérios de
divisibilidade numa base qualquer. Também apresentamos alguns exemplos de tabuas de
operagoes. Destacamos o seguinte critério de divisibilidade, do qual derivam alguns outros
muito usuais e difundidos:

"Sejam a = (ana,_1...a10¢), um numero natural ndo nulo numa base b arbitraria e
d € N um divisor de b. Entdo d* divide a se, e somente se, d divide a,-b*+...+a1-b' +ag.”

No tultimo capitulo estendemos ao conjunto dos niimeros reais a teoria de representacao
numa base qualquer, com énfase na representacao dos nimeros racionais. Comegamos
abordando a representagao dos inteiros, através de um apanhado do que foi feito nos
capitulos 2 e 3. Em seguida passamos aos nimeros nao inteiros. O resultado fundamental
foi o seguinte teorema:

"Seja o € (0;1), um ntimero real e seja b > 1 um nimero natural. Entao existe uma

sequéncia (a,) -, com a, € Ne0<a, <b—1,VneN, tal que

[e.9]

o= Z on . (0, arag...an...)p.”

n
n=1 b

Depois estendemos o mesmo para todos os niimeros reais. Também ensinamos como
realizar mudanca de base de niimeros nao inteiros. Finalizamos o capitulo com o estudo
das dizimas periddicas numa base arbitraria. Exibimos a importante caracterizacao do
conjunto dos racionais que diz que um nimero é racional se, e somente se, possui uma
representacdo decimal (ou em qualquer base) finita ou é uma dizima periddica. Finali-

zamos o capitulo provando que para cada ntmero racional positivo existe uma base b na



qual esse nimero possui uma representacao finita e também indicamos qual a menor base
na qual isso acontece.

Por fim, gostariamos de enfatizar que o objetivo deste trabalho nao é realizar uma
abordagem completa do assunto, nao é esgotar o mesmo. Esperamos no entanto que essa
dissertagao possa chamar a atencao do leitor de modo a ser um convite ao aprofundamento

nesse interessante conteudo.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados basicos indispensaveis ao desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Nele estao alguns resultados fundamentais de aritmética, os
quais usaremos para estudar a forma b-adica de representar os niimeros inteiros. Depois
definimos séries e séries geométricas. O capitulo finaliza com a defini¢ao da fungdo maximo
inteiro e o enunciado de suas principais propriedades. Nossas principais referéncias nesta

parte foram H. DOMINGUES [1], L. H. JACY MONTEIRO [7] e R. MOURA [9).

1.1 Alguns conceitos fundamentais da aritmética

Primeiramente enunciamos o Principio de Indu¢ao Finita, que na aritmética pode
vir como um dos axiomas de Peano usado na constru¢ao do conjunto N dos ntimeros
naturais (veja H. DOMINGUES [1]) ou como uma consequéncia do principio do menor
natural, quando este ltimo o substitui nos axiomas da construgao de N (ver L. H. JACY

MONTEIRO [7] ou R. MOURA [9)).

Teorema 1.1.1 (Principio de Indugao Finita - PIF) Seja A C N um conjunto sa-

tisfazendo as duas sequintes condicoes:

P1. 1€ A.

P2. para qualquer n € N, sen € A, entiton+1¢€ A
FEntao A =N.

11



Como corolario do principio de indugao finita, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.1.1 Seja S C N satisfazendo as duas sequintes condi¢oes:
(i) 1esS;
(i) dadon € N, se m € S para todo m <n ention+1 € S.

Entao S = N.

O segundo resultado é o Principio do Menor Natural, que garante existéncia do menor

nimero natural, antes porém precisamos da defini¢ao.

Teorema 1.1.2 (Principio do Menor Natural) Seja A C N um conjunto nao-vazio.

Entao existe m = minA e este m € unico.

E um fato muito conhecido a equivaléncia entre o principio de inducao finita e o
principio do menor natural.

Vejamos um pouco da teoria béasica de divisibilidade e Congruéncia de nimeros intei-
roS.

Comecamos enunciando o teorema fundamental na construcao do nosso trabalho. Sua
demonstracao pode ser encontrada em qualquer livro de aritmética basica ou de teoria

dos numeros.

Teorema 1.1.3 (Algoritimo da Divisao Euclidiana) Dados a,b € Z com b # 0,
existe um unico par de inteiros q,r chamados respectivamente de quociente e resto, tais
que

a=b-qg+r; 0<r< bl (1.1)

Demonstracao.Veja, por exemplo, a referéncia [1] ou [7], ou qualquer livro de aritmética
basica. m

Quando r = 0 dizemos que b divide a e representamos pela notagao b|a. Caso contrario,
usamos a notagao b [ a para indicar que b nao divide a.

Vejamos algumas propriedades fundamentais da relagao de divisibilidade no conjunto

7, dos numeros inteiros.
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Teorema 1.1.4 Dados a,b,c € Z, valem as sequintes propriedades:
1. ala (reflexiva).
2. Se alb e bla, entdo a = +b ou a = —b.
3. Se alb e blc, entdo alc (transitiva).
4. Se alb e alc , entdo alb+ ¢ e alb— c.

5. Suponha que a|b+ c. Entao alb se, e somente se, alc.

Demonstragao. As propriedades listadas seguem quase que imediatamente da de-
finicdo de divisibilidade e do fato de a divisibilidade ser uma relagao de ordem em N. Por

isso deixaremos como exercicio. m

Definicao 1.1.1 Dados dois ou mais nimeros inteiros, chamamos de mdzximo divisor
comum ao elemento mdximo do conjunto dos divisores comuns dos numeros em questdo.

Usamos a abreviagao mdc(a,b) para representar o maior divisor comum entre a e b.

O a teoria basica do méaximo divisor comum e suas propriedades pode ser consultada

em qualquer livro de aritmética elementar. Para mais detlhes, sugerimos consultar a

referéncia H. DOMINGUES [1].

Definigao 1.1.2 Sejam a,b,m € Z, com m # 0. Dizemos que a € congruente a b mddulo

m se, e somente se, m|(a —b).

E padrao o uso das notagdes a = bmodm para indicar que a é congruente a b modulo
m e a % bmodm para indicar que a nao é congruente a b moédulo m.

Listemos as propriedades fundamentais da relagdo de congruéncia médulo m:
Teorema 1.1.5 A congruéncia modulo m é uma relagao de equivaléncia.

Demonstracgao. De fato, a relacao de congruéncia:

1.E reflexiva, pois para todo a € Z, temos m|a — a.

2. E simétrica, poi dados a,b € Z, se a = b mod m, entdao a — b = ¢ - m e portanto
b—a= —c-n, implicando que b = a mod m.

3. E transitiva, pois isto segue da transitividade da relagdo de divisibilidade. m

Vejamos mais algumas propriedades:

13



Teorema 1.1.6 Sejam a,b,c,d,m € Z, com n > 1. Entao:
1. a=b mod m se, e somente se, a4+ c=b+ ¢ mod m.
2. Sea=b mod m, entio a-c =b-c mod m. E se, mde(n,c) = 1 vale a equivaléncia,
3. Dados a,b € Z, a = bmodm se, e somente se, a e b tém o mesmo resto quando

divididos por m.

Demonstracdo. Veja, por exemplo, H. DOMINGUES [1] ou JACY MONTEIRO
[7]. Nestas referéncias também podem ser encontradas outras importantes propriedades

e aplicacoes da relagao de congruéncia. m

1.2 Séries geométricas

Para entender representacio decimal (e b-ddica) é essencial uma compreensao de al-

guns resultados sobre séries, em particular séries geométricas.

Definigao 1.2.1 Seja (a,,).~, uma sequéncia de nimeros reais. Chamamos de série de-

terminada pela sequéncia (a,),., d sequéncia (s,),-,, onde cada termo s, € definido por:

n
sn:a1+a2+---+an:Zaj,‘v’n€N. (1.2)
Jj=1
~ . o0 . . ,o. . , L
A sequéncia (s,),;, e seu limite é indicado pelo mesmo simbolo: 21 Q.
n—=
Cada a,, é chamado de n-ésimo termo da sequéncia e cada s, chama-se n-ésima soma

parcial (ou reduzida) da série.

o0
Definicao 1.2.2 Dizemos que a série > a, converge, quando a sequéncia de suas redu-
n=1
zidas, (s,)5,, converge para algum s € R, ou seja, ILm s, = s. Caso contrdrio, dizemos
n o0

que a série diverge.

x 1
Um exemplo muito importante de série é > on devido ao fato dela convergir para
n=1
o nimero s = 1 e ter como principal caracteristica o quociente entre um termo e seu
. 1 , L :
sucessor ser constante igual a 3 Este é um exemplo de série cujos termos diferem uns

dos outros por poténcias de uma constante positiva fixa, definida a seguir:

14



(o)
Definicao 1.2.3 Uma série > a, para a qual existe um unicor € R* tal que a,1 = r-a,,
n=1

para todon € N, é denominada série geométrica. Portanto, chamamos de série geométrica

qualquer série do tipo

ap=a+a-r+a-r*+-+a-r"+-=> a-r" (1.3)
n=1

n=1

(o) o0
Teorema 1.2.1 Sejam a # 0, r € R e seja Y. a, = > a-r" uma série geométrica.
n=1 n=1

- Lo, a4
1. Se|r| < 1, a série converge e seu limite é 7 .
-

2. Se |r| > 1, a série diverge.

Demonstragao. Considere a soma parcial s,, e seu produto por 7 :

S, = a+a-r+a-r*+.. +a-r"

reSp = a-r+a-r’*+..+a-r"+a "

Subtraindo da primeira a segunda equacao e dividindo ambos os lados da equagao resul-

tante por 1 — r, obtemos:

a—a-r"tt

1—7r

Passando o limite com n — 0o, chagamos ao resultado.m

1.3 Funcao maior inteiro

Defini¢ao 1.3.1 Seja © € R. Denotamos por [x] o maior inteiro menor ou igual a x

(também chamado de mdzximo inteiro menor ou igual a x), ou seja,
[z] =max{m € Z|m < x}.

A fungao de R em Z definida por x — [x]| chama-se func¢ao maior (ou mdximo) inteiro

sobre R.

15



Listamos abaixo as propriedades fundamentais da fungao maximo inteiro.

Teorema 1.3.1 A funcdo mdzimo inteiro satisfaz as sequintes propriedades:

(a) [z]<zx<zx+1.

(b) Sex R em éum inteiro tal que m < x < m+ 1, entdo m = [x].

(¢) Se v <y entao [x] < [y] (a fun¢do maior inteiro é crescente).

(d) [x+m]=[z]+m, para todo m € Z.

(¢) [a]+ [y <lz+yl <[2]+[y]+1.

(f) Sejam m e n inteiros, n > 0. Se q € o quociente da divisao euclidiana de m por n,
entdo q = [%}

[]

(g9) [ﬂ = l] , para todo numero natural n > 0.
n n
Demonstracao.Veja as sec¢oes 4.5 ¢ 5.6 de H. DOMINGUES [1]. m

Exemplo 1.3.1 [4,21] =4, [0,1] = 0; [7,91] = 7; [7] = 3; [V2| = 1.
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Capitulo 2

Sistemas de numeracao

Neste capitulo temos como principal objetivo o estudo dos sistemas de numeracao.
Comegcaremos falando sobre senso numérico, ntimeros e numerais. Em seguida trataremos
de sistemas de numeracao posicionais e nao posicionais. Abordaremos, de forma breve,
o sistema de numeracao decimal e focaremos na estrutura de um sistema com uma base
b arbitraria. Nossas principais referéncias foram H. DOMINGUES [{] e L. H. JACY
MONTEIRO [7].

2.1 Senso Numérico, nimero e numeral

A contagem é algo que é feito através de uma correspondéncia um a um do que se
deseja quantificar com um conjunto numérico abstrato. Para organizar e construir um
sistema de numeracao se faz necessario o desenvolvimento, na ordem abaixo, das ideias
de senso numérico, de niimero (contagem) e de numeral. Vejamos suas definigoes:

Chamamos de senso numérico a habilidade de comparar grandezas, relacionando con-
juntos, sabendo inferir qual esta em maior ou menor quantidade.

Ntumero ¢ a ideia de quantidade que nos vem a mente quando contamos, ordenamos
e medimos. Enquanto numeral é o modo como o nimero é representado. E importante
frisar que existem diferentes formas de representar um ntmero.

A partir das ideias supracitadas vem a elaboracao de sistemas de numeracao, que traz

consigo a necessidade de se estabelecer os conceitos de algarismo e numeral.
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Um sistema de numeragao (ou sistema numeral) é um sistema em que um conjunto
de nimeros é representado por numerais de uma forma consistente, ou seja, de forma
univoca, sem ambiguidades.

Algarismos (também chamados de digitos) sdo os simbolos usados para escrever os
numerais. O conjunto de algarismos de um sistema de numeragéo é (e deve ser sempre)
finito.

A contagem dos elementos de um conjunto (finito) é determinada por meio de uma
correspondéncia 1-1 (bijegdo) dos elementos desse conjunto com o conjunto de ntimeros
{1, 2, 3, ..., n}, onde n é chamada de ntimero de elementos do conjunto.

Segundo IFRAH [(], os conceitos acima foram surgindo lentamente a medida que o
homem era confrontado por suas necessidades, com o desenvolvimento das civilizagoes:

Erigida sem duvida sobre bases empiricas, a inveng¢do dos niimeros deve
ter correspondido a preocupacoes de ordem prética e utilitdria. Aqueles que
guardavam rebanhos de carneiros ou de cabras, por exemplo, precisavam ter
certeza de que, ao voltar do pasto, todos os animais tinham entrado no curral.
Os que estocavam ferramentas ou armas, ou que armaszenavaln reservas alimen-
tares para atender a uma vida comunitaria, deviam estar aptos a verificar se a
disposicao dos viveres, armas ou instrumentos era idéntica a que eles haviam
deixado anteriormente. Aqueles, afinal, que mantinham relacoes de inimizade
com grupos vizinhos necessitavam saber, ao final de cada expedi¢ao militar, se
o efetivo de seus soldados estava completo ou nao. Os que praticavam uma
economia de troca direta deviam estar aptos a “avaliar” para poder trocar um
género ou mercadoria por outro... (pag.25)

Muitas vezes utilizamos as palavras niimero e numeral como sinénimos, mas perceba
que sao conceitos distintos. As representacoes dez, diez, ten, dix , 10, X, 1010, N sao
numerais, ou seja, sao formas de representar um mesmo nimero. Note porém que nimero,
por se tratar de uma ideia, é algo abstrato e portanto nao pode ser visualizado, mas
apenas representado. Por exemplo, o dez pode quantificar dez canetas, dez macgas, etc.
No entanto, o dez em si nao ¢ algo concreto.

Para deixar mais claros a distingdo entre numeral e algarismo, vejamos o seguinte

exemplo:

Exemplo 2.1.1 O numeral 275 é composto de trés algarismos: 0 2, o 7 e 05. O que é

equivalente a dizer que a palavra BASE é composta das letras B, A, S e E. Por consequinte,

18



podemos dizer que os algarismos sao as letras com as quais eSCrevemos 0s numerais, €

estes por sua vez, sao as palavras.

2.2 Sistemas nao posicionais e posicionais

De posse das ideias de senso numérico, niimeros e numerais, estamos aptos para estudar
de modo rigoroso a construcao matematica de sistemas de numeracao. Basicamente temos
dois tipos de sistemas de numeracao: o nao posicional e o posicional. Porém lembramos
que o foco de nosso trabalho sdo os sistema de numeracgao posicionais.

Os sistemas nao posicionais sao aqueles que utilizam apenas a adicao das quantida-
des pelo processo de justaposicao, onde cada um de seus simbolos representa um valor
prefixado; ou seja, temos um conjunto finito de simbolos bem definido, cada qual repre-
sentando uma quantidade e os demais nimeros sao compostos pela adi¢ao dos elementos
desse conjunto.

O exemplo mais importante de sistema ndo posicional, que fazemos uso até os dias
atuais, é o sistema de numeracao romano. Ele consiste de um sistema aditivo formado
pelas sete seguintes letras do alfabeto latino: I, V, X, L, C, D e M. Na tabela abaixo

listamos seus respectivos valores no sistema decimal.

VIX|L|C|D| M
115 10|50 |100 | 500 | 1000

Tabela 2.1: Algarismos basicos do sistema de numerac¢ao romano.

Para um estudo detalhado do sistema de numeragao romano, sugerimos CLAUDIO-
NOR [3] e as referéncias 14 contidas.

Os sistemas de numeragao nao posicionais sdo limitados do ponto de vista operacional.
Isto porque, conforme ilustra o exemplo abaixo, mesmo as operagoes elementares sao de

dificil realizacao.

Exemplo 2.2.1 Facamos a adi¢ao dos numeros CLXXII e LI. Como o0s algarismos nao
possuem valor relativo, ou seja, nao alteram de valor mudando sua posi¢ao, nenhuma

tentativa de alinhar os numeros para somd-los é possivel, de forma imediata: CLXXII +
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LI = CLLXXIII. No entanto temos que L + L = C, ou seja, substituimos LL por C e

reescrevemos como CCXXII.

Operacoes de multiplicacao e divisdo sao bem mais complicadas. Nimeros nao inteiros
nao possuem representacao em algarismos romanos.

Tais limitagoes dos sistemas nao posicionais bem como o desenvolvimento das civi-
lizagOes, fizeram surgir os sistemas de numeracao posicionais, que sao aqueles nos quais
se estabelece o conceito de ordem, onde cada algarismo possui um valor a depender de
sua posicao. A construcao do sistema posicional é feita escolhendo-se um ntmero natural
b > 1, denominado base do sistema e um conjunto de b digitos com os quais todos os
demais nimeros sao escritos, conforme a definicao ainda neste capitulo. Antes porém,

vejamos o exemplo do sistema decimal, do modo como é abordado no ensino basico.

2.3 O sistema de numeracao decimal

O sistema de numeracao decimal, também conhecido como sistema de numeracgao indo-
arabico, recebe esse nome porque é formado pelos (tem com base) dez digitos 0, 1, 2, 3,
4,5,6, 7, 8 e9, que sao utilizados para representar todos os demais niimeros. Para tanto
usamos a justaposicao destes, levando em consideracao a posicao relativa de cada um.
Portanto, cada algarismo possui um valor posicional, em que cada posi¢do a esquerda,
que é chamada de ordem, corresponde multiplicar seu valor por 10.

Como sabemos do ensino basico, usa-se uma decomposi¢ao com agrupamentos de 10
em 10, e cada agrupamento recebe um novo nome: 10 unidades formam uma dezena,
10 dezenas formam uma centena, 10 centenas formam uma unidade de milhar, 10 uni-
dades de milhar formam uma dezena de milhar e assim sucessivamente. Cada um deses

agrupamentos recebe o nome de ordem.

e A ordem das unidades é composta pelos algarismos simples 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9;

e A ordem das dezenas é formada pelos numerais duplos 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70,
80 e 90;
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e A ordem das centenas é formada pelos numerais triplos 100, 200, 300, 400, 500,
600, 700, 800 e 900.

Cada agrupamento de trés ordens forma um novo grupo, denominado classe.

A classe das unidades simples: formada pelas ordens das unidades, das dezenas e
das centenas.

A classe dos milhares: formada pelas ordens unidades de milhar, dezenas de milhar,
centenas de milhar.

De forma analoga temos as classes dos milhoes, dos bilhoes, dos trilhoes, etc.

Exemplo 2.3.1 No numeral 123.456, temos 6 unidades, 5 dezenas, 4 centenas, 3 unida-

des de milhar, 2 dezenas de milhar e 1 centena de milhar.

Exemplo 2.3.2 Vejamos na tabela a sequir, alguns numerais e suas distribuicoes em

ordens e classes.

Classes Milhoes Milhares Unidades
Ordens | 92 | 82 | 7% | 62 | 5% | 42 | 3¢ | 2¢

—_
IS}

Wl W[ ol O W

DD OO =] W =
O | R =N ©

| O O ©O| U CO| v~
|| OO W N O
N || O

Tabela 2.2: Exemplo da distribuicao de algarismos em ordens e classes

Note que a estrutura dos ntimeros como a conhecemos nao é imutavel ou tnica: a
escolha do 10 como padrao, segundo Aristételes, foi devido aos 10 dedos das maos, mas
poderia ser substituido por outro valor natural b arbitrario. Exploraremos tal fato a seguir,
mostrando que qualquer niimero natural possui uma tnica representagao para cada valor

b > 1 fixado como padrao.
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2.4 Sistemas de numeracao b-adicos

Abordaremos a construcao de um sistema de numeracao posicional com uma base
natural b > 1. Para tanto precisamos de uma definicdo precisa de base de um sistema

numérico.

Definigao 2.4.1 A base de um sistema de numeragcao é um conjunto formado por b > 1
unidades simples 0,1,....b — 1 a partir do qual sdo formadas as ordens. Assim, cada

agrupamento de b elementos de uma dada ordem forma a proxima ordem.

Definicao 2.4.2 Um sistema de numeracdo de base b, denominado de sistema b-ddico,

¢ uma representacdo dos numeros naturais na forma:
a = (anan_1an_2...a2a109)p, com a; € {0,1,2,...,0—2,b—1}. (2.1)

O nome de um sistema de numeracao posicional de base b é derivado do valor de b.
Por exemplo, quando b = 2 chamamos de sistema de numeragao binario, o qual é de muita
utilidade no mundo computacional.O sistema binério ¢ formado apenas pelos algarismos
0el.

O teorema a seguir mostra que, fixado um natural b > 1, para cada natural a nao

nulo existe uma tnica representacao b-adica de a, justificando de forma precisa a definicao

(2.4.2).

Teorema 2.4.1 Sejam a,b € N, com a > 0 e b > 1. Entdo existe uma unica n-upla

amziita Jinitta ;). € numeros naturais ta ue
(famdlia finita) (a;)i=, de i turais tal que,
a=0p 0"+ ap 1 0"+ . ap b +ag, (2.2)

coma, #0e0<a; <b, para todoi =1,2,...,n. Ou seja, todo nimero natural ndo nulo,

admite uma, e apenas uma, representacdo b-ddica (na base b).

Demonstragao.Faremos uso do Corolario 1.1.1. Fixado b > 1, seja

S = {a € N;a admite uma representagao do tipo (2.2)}.
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(i) 1 € S, pois basta escolher n = 0 e ag = 1 para que a equacao (2.2) seja satisfeita.
(ii) Dado a > 1, suponhamos que a’ € S, sempre que 1 < a’ < a. Provemos que
a+ 1€ S. Pelo algoritmo da divisao euclidiana, existem tnicos ¢,r € N* tal que a + 1 =
b-g+r,com0<r <b Seq=0,entdo a+1 € S, pois a+ 1 = r < b, bastando
neste caso escolher n = 0 e ag = a + 1. Suponhamos ¢ > 0. Como b > 1 segue que
a=b-q+r>q+1r>q. Logo 1 <q < a. Segue por hipdtese que g € S. Portanto existem

neNeay,ag,....,a, €{1,2,....b — 1} tal que
q:an-bn_1+...+a2-bl+a1.
Logo, podemos escrever
a+l=b-qg+r=a, b"+a, 1 -0" ' +..+a b +r,

onde 0 <r < b. Logo, a+1 € S. Pelo Corolario 1.1.1, S = N.
Para a unicidade, suponha a existéncia de duas representagdes do tipo (2.2) para o

mesmo a. Provaremos que a; = ¢; para todo j € {1,2,...,n}. Sejam
a=an - "+ ..4a-b4+a e a=c,-b"+..4+c b+ (2.3)
tais que
a=ap - b"+...+a-b+ay=cn- D"+ ...+ ¢ b+ . (2.4)
Neste caso, tem-se que
a=b- an'b"_l%—...—i—al} +ag="b- [cn-b"‘1+...+c1 + ¢o. (2.5)

m < ag, ¢ unici ritm ivisao euclidiana n rante ag = ¢
Como 1 < ag, ¢y < b, a unicidade do algoritmo da divisao euclidiana nos garante ag 0 €
Ap -0+ 4 a; = ¢, 0"+ ... 4 ¢;. Aplicando novamente o processo conclui-se a; = ¢;

e assim por diante. Repetindo o processo uma quantidade n 4+ 1 de vezes, chegamos a
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conclusao de que a,, = ¢,. Portanto a representacao de a na base b é tinica. m
No Teorema 2.4.1 fica evidente o valor posicional de cada algarismo e suas respectivas
ordens, onde aq ¢ a primeira ordem, a; a segunda, ay a terceira, e assim por diante, de

modo que o algarismo a; tem ordem j + 1.

Exemplo 2.4.1 Quando b = 10, a expressao (2.2) chama-se representagio decimal de a,

cujos algarismos da base sao 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Neste caso,

a=ap- 10"+ ap_1- 10" 4+ ...+ a; - 10! + aq,

com a, # 0 e0 < a; < 10, para todo i = 1,2,3,...,n que € representado simplesmente
como
a4 = ApQp—1...41040,

sem indicar a base.

Observagao 2.4.1 Para sistemas de numeragcao com base b > 10 € usual utilizar as letras
A, B,C,D,E,F.. para indicar os valores 10,11,12,13, 14, 15, ..., respectivamente evitando

interpretagoes erroneas ao usar dois algarismos do sistema decimal.

Exemplo 2.4.2 O numeral (E2AC)s representa o numeral (na base 10) 14 - 163 + 2 -
16% + 10 - 16" + 12 - 16° = 58028. Assim, (E2AC) ;s = 58028.

Exemplo 2.4.3 O sistema bindrio (base 2) € constituido apenas por duas unidades sim-
ples, 0 0 e o 1, chamados de bits, com os quais podemos representar qualquer a € N,

conforme o Teorema (2.4.1):
a = Qp * 2" + Ap—1 * 2n—1 +...+ag- 21 + ag = (anan,l...alao)z.

Este sistema € o mais pratico e simples para realizar operacoes basicas por utilizar apenas
dois simbolos, por isso € o mais utilizado no ramo computacional. Porém sua grande
desvantagem € possuir uma representacdo muito extensa. O numeral 2019, por exemplo,

se transforma em (11111100011),.

Exemplo 2.4.4 O numeral (101101)y € a representacao bindria do numeral decimal 45;

de fato, (101101)y =1-2°+0-2 +1-25+1-224+0-2' +1 = 45.
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2.5 Conversao entre bases

Dado um nimero natural qualquer, vejamos como fazer a representacao do mesmo em
bases distintas. Faremos as conversoes em etapas.
Conversao de um ntimero na base b # 10 para a base decimal: Seja a € N

representado na base 10. Entao existe uma familia (a;)!, de nimeros naturais tal que,

(AnGn_1...a1G0)p = Gp - b + Gy - D"+ ...+ ay - b +ag = a.

Assim o numeral (a,a,_1...a1a9), na base b é transformado em @, um numeral no

sistema decimal.

Exemplo 2.5.1 Pelo Teorema (2.4.1) temos (253); =272 +5 -7+ 3 = 136. Portanto

0 (253)7 € a representacdo na base 7 do 136.

Exemplo 2.5.2 (ABC);; = 10-12%2 + 11 - 12 + 12 = 1584. Portanto, o (ABC)15 € a

representacao na base 12 do 1584.

Conversao de um ntumero na base decimal para uma base b # 10: O método
consiste em aplicar o algoritmo da divisao euclidiana sucessivas vezes, conforme explicado
a seguir. Dado um a € N | pelo algoritmo da divisao (Teorema (1.1.3)) existem ag, gy € N
tais que

a=0>b-qy+ ag.

Se qop = 0, o processo para e temos a = ag e escrevemos a = (ag)p. Isto ocorrera quando
a <b.
Se q, > 0, aplicamos novamente o algoritmo da divisao euclidiana em ¢gy. Pelo Teorema

(1.1.3), existem a1, q; € N tais que

G ="0b-q +ai.

Se q; = 0, o processo para e temos

a=b-qg+a=0b-b-g+a1)+a=0b-(0+a;)+ay=0b-a;+ag
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e portanto, escrevemos a = (ajag)p.

Prosseguindo assim, aplicando sucessivamente o algoritmo da divisao euclidiana em
cada quociente nao nulo, chegaremos apds um nimero finito de etapas a um quociente
¢n = 0. De fato, quando um dado quociente for menor que a base b, o proximo sera nulo,

como evidencia o esquema abaixo:

a = b-qo+ ap,
@ = b-q+a,

@ = b-q2+as,

n-1 = b0+an

Quando conseguimos o g, = 0, obtemos uma quantidade n de 0's e uma familia (a;)?_,

que sao os n algarismos de a na base b e portanto, podemos escrever:
a = (apan_1...a1a9)p.

Exemplo 2.5.3 Vamos usar o algoritmo acima para escrever o numero 9.258 na base 7:

9258 = 1322 -7 + 4
= (188-7+6)-7+4
=((26-74+6)-74+6)-7+4
=(((3-7T+5)-7T+6)-7T+6)-7T+4
=3-7"+5-7+6-7+6-7 +4

= (35664)7.
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Exemplo 2.5.4 Vejamos a conversdo do nimero 53 na base dez para a base b = 2,

53 = 2-2641 e assim, qo = 26 e ag = 1.
26 = 2-13+1 eassim, g =13 ea; = 0.
13 = 2-6+1eassim, gg=6¢eay=1.
6 = 2:-3+0ceassim, qg3=3 eaz=0.
3 = 2-14+1eassim,qgu=1eay=1.

1 = 2:04+1eassim, qgs=0 ea; =1.

Logo,n =5 e 53 =(110101),.

Exemplo 2.5.5 Vamos representar (201)3 na base 5.

(201)3=2-3*+0-3"+1=184+0+1=19=3-5+4 = (34)s.

Observemos que primeiramente convertemos o (201)3 para o sistema decimal, para sé

entdo transformd-lo em (34)s.
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Capitulo 3

Operacoes basicas num sistema

b-adico

Vamos aprender como se faz adicao e multiplicagdo de ntimeros naturais num sistema
de numeracao de base b > 1 arbitraria. Além disso, faremos algumas consideragoes sobre

a divisibilidade.

3.1 Adicao

Considere dois nimeros a,c € N, com suas representacoes numa mesma base b > 1,

ou seja, a = (apay_1...a1a9)p € ¢ = (CkCr_1...1Co)p. Neste caso,

a = ap-b"+a,1 0"+ . +a; b+ a,

¢ = ¢ b4 b e b+ e

Sem perda de generalidade, suponha n > k. Desta forma, ao nimero ¢, acrescenta-
mos uma quantidade r = n — k de zeros nos algarismos, da ordem k + 1 até n. Assim,

reescrevemeos:

a = Qp V"4 an 1" 4 Fap DT Fan b+ g - b+ a,

c = 0-0"4+0-0" '+ 40" 4 0+ 4D+
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Agora com a mesma quantidade de ordens, para adicionar a e ¢, basta fazer a adi¢ao

de seus algarismos de mesma ordem, de modo semelhante a soma de polinémios:
a+c=(a,+0)-0"+ -+ (app1+0) - O+ (ap +cp) O+ + (a1 + 1) - b + (ag + o).

Assim, a soma resulta no numeral de algarismo: (a,a,_1...ax+1(ag+cg)...(a1+c1)(ap+co))p
Se para algum indice j tivermos a; + ¢; > b, entao escrevemos a; + ¢; = b+ x, com
0 < z < b, acrescentando uma nova unidade a préxima ordem: (a;+c¢;)-b = (b+x)-¥ =

1-H 42 - . Vejamos esse fato na prética, através de exemplos.

Exemplo 3.1.1 Para realizar a adi¢io de (1012)4 e (21)4, basta somar os algarismos de

mesma ordem. De fato,
(1012)4 + (21)4 = (1012)4 + (0021)4 = (1033),.
Exemplo 3.1.2 Realizemos d adigao (1012)3 4 (102)s.

(1012)5 + (102)5 = (1-3*+0-37+1-3+2) + (1-3°+0-3+2)

=1-3+0+1)-3+(1+0)-3+(2+2).
Substituindo 2 + 2 por 3+ 1, temos:

(1012)3 + (102)3 =1-3>+1-3*+1-3+ (3+1)
=1-3+1-3%+(1+1)-3+1
=1-33+1-3+2-3+1.

Logo, (1012)5 + (102)3 -+ (1121)3.

Quando as bases sao distintas, escolhemos uma delas, realizamos a conversao do outro

numeral para a base escolhida e efetuamos a adi¢do como antes. Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.1.3 Efetuemos a adigao (3102)5+ (3460)7 na base 5. Primeiro devemos fazer
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a conversao (3460); = (20032)5 e entdo efetuamos a adigao.

(3102)5 + (20082)5 = (3-5° +1-52+0-5'+2) + (2-5' +0-5°+ 05+ 35" +2)
=2-5"+3.53+1.52+3-5' +4

= (23134)5

Consideremos agora a subtragdo de a e ¢ naturais representados numa base b > 1
arbitraria, ou seja, a = (apap_1...a1G9)p € ¢ = (CxCr_1...c1¢o)p. Para subtrair ¢ de a, a

exemplo da adig¢ao, basta efetuar as subtragoes dos algarismos de mesma ordem:

a—c = (an-b”+an_1-b”_l—l—---—I—al-bl—i—ao)
—(ck-bk+ck_1-b’“_1+---+cl-b1+00)
= (an_()).b"_|_..._|_(ak+1_()).bk+1+(ak_ck).bk_|_...

---~|—(a1—01)-b1+(a0—co).

Exemplo 3.1.4 Veja que na subtracao (35)s — (12)g basta efetuar diretamente as sub-

tracoes dos algarismos de mesma ordem:
(35) — (12)s = (3—1)- 6+ (5 —2) =26+ 3 = (23)s.

Quando para algum indice j, a; — ¢; < 0, retiramos uma unidade da ordem j + 1, que
sao b unidades na ordem j, somamos essas b unidades ao a; e procedemos com a subtracao
normalmente. (Lembremos que cada algarismo de ordem a;;; possui um valor posicional
b unidades do valor posicional do algarismo de ordem imediatamente anterior a;. Esse

principio é conhecido no ensino basico, como "pegar emprestado”).
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Exemplo 3.1.5 Efetuemos a subtrag¢ao (31)4 — (13)s.

(31)4— (13)s = (3-4+1) — (1-4+3)
—(3-1)-4+(1-3)

=2-4+4(-2).

Retirando uma unidade de a1 = 2 e acrescentando as 4 unidades correspondentes em

ag = —2, obtemos:

(1) — (13), = 1-4+2 = (12),.

Finalizamos a secao com as tabuas de adi¢dao nas bases 2, 3, 4 e 8. Para certificar-se
que a aprendeu a teoria, recomendamos ao leitor fazer a construcdo de mais tabuas de

adicao em outras bases.

+]0 1 2
+10 1 0ojo 1 2
010 1 111 2 10
111 10 212 10 11
Tabela 3.1: Adi¢ao na Base 2 Tabela 3.2: Adi¢ao na base 3
+/0 1 2 3 4 5 6 7
ojo 1 2 3 4 5 6 7
i1 2 3 4 5 6 7 10
212 3 4 5 6 7 10 11
+/0 1 2 3 313 4 5 6 7 10 11 12
ojo 1 2 3 414 5 6 7 10 11 12 13
1|1 2 3 10 515 6 7 10 11 12 13 14
212 3 10 11 616 7 10 11 12 13 14 15
313 10 11 12 717 10 11 12 13 14 15 16
Tabela 3.3: Adicao na base 4 Tabela 3.4: Adi¢ao na base 8

Para expandir por completo a todo o conjunto N, falta apenas uma representacao para
o zero. Certamente pelo exposto, o zero é o elemento neutro da adi¢do em qualquer base,

e por isso é obvio a representacao do zero ser 0 = (0);, para qualquer base b > 1.

31



3.2 Multiplicacao

Consideremos a, c € N com a mesma notac¢ao da secao anterior. O produto a-c é feito
de modo andlogo ao produto de polindmios, bastando considerar as potencias da base b’

como as variaveis e os a; como os coeficientes. Ilustremos com exemplos.

Exemplo 3.2.1 Fag¢amos a multiplicagao de (10)3 por (10)3:

(10)3-(21)3 = (1-3'4+0)-(2-3' +1)
= 1-3"-(2:3"+1)+0-(2-3" +1)
= (1-2-3"'41-1-3)+0
= 2:3+1-3"+0

= (210)s.

Se para algum par de indices 7, j, a; - ¢; > b, escrevemos a; - ¢; = b+ x, com 0 < x < b.

Exemplo 3.2.2

(30)4-(21)y = (3-4'+0)-(2-4"+1)
= 6-4°+3-4"+0
= (4+2)-4+3-4+0

= 1-4°4+2-42+3-4" +0=(1230),.

Finalizamos a secao com as tabuas de multiplicacao nas bases 2, 3, 4 e 8. Também

recomendamos ao leitor a construcao de tabelas em outras bases.

-0 1 2
10 1 00 0 O
0[0 O 110 1 2
110 1 210 2 11
Tabela 3.5: Multiplicacao na Base 2 Tabela 3.6: Multiplicacao na Base 3
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101 2 3 4 5 6 7

ofo o 0 0 0 0 0 O

1j01 2 3 4 5 6 7

210 2 4 6 10 12 14 16

01 2 3 310 3 6 11 14 17 22 25

0/0 0 0 O 410 4 10 14 20 24 30 34

110 1 2 3 510 5 12 17 24 31 36 43

210 2 10 12 60 6 14 22 30 36 44 52

310 3 12 21 710 7 16 25 34 43 52 61
Tabela 3.7: Multiplicacao na base 4 Tabela 3.8: Multiplicacao na Base 8

3.3 Divisibilidade

O algoritmo da divisao euclidiana independe do sistema de numeragcao posicional con-
siderado, ou seja, ele é valido e tem o mesmo enunciado em qualquer base.

Apresentaremos alguns resultados sobre divisibilidade num sistema b-adico, de modo
que possamos melhor compreender a divisibilidade de forma genérica e até deduzir alguns

critérios de divisibilidade conhecidos do sistema decimal.

Teorema 3.3.1 Dado um nimero natural nao nulo a = (a,an_1...a1a9), numa base b

arbitraria, b divide a se, e somente se, o algarismo da unidade de a vale zero.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.4.1 escrevemos a = a,, - b® + ... + a; - b' + ag, onde
ag € o algarismo da unidade.
(=) Supondo que b|a, existe ¢ tal que a = b - ¢, ou seja,
Qp - U"+ ... +a b +ay=0b-q.

Dai, isolando o ay temos

ap = b-q—(an-b”+...+a1-b1)

= b-[q—(an-b”_l—i—...—i—al)},

donde concluimos que b|ag. Por outro lado, como ag € {0, 1,...,b—1} (e portanto, ag < b),
segue obrigatoriamente que ay = 0.

(«<=) Agora suponhamos b|ay, isto é, ay = ¢ - b para algum ¢ € N. Entdo podemos
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escrever

an V" + .. +a b Hag=a, - b"+..+a-b"+q-b

:b-(an-b”*1+...+a1+q),

ouseja, a=>b-(a, V" '+ .. +a; +q). Logo bla. m

Corolario 3.3.1 No sistema decimal, um numero é divisivel por 10 se, e somente se

termina em zero.

Demonstracao.Basta tomar b = 10 no teorema anterior. m

O teoremas a seguir é tanto uma generaliza¢do como um corolario do Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.2 Dados um niumero natural nao nulo a = (ay, ...a1a0)p = ay - 0" + ... +
ay - b' + ag numa base b arbitraria e k € {1,2,...,n}, b* divide a se, e somente se, o0s

algarismos ag_1,ax_2, ..., a1, ag Sao todos nulos.

Demonstragao.(=>) J4 que por hipétese b*|a, segue que bla. Logo, pelo Teorema

3.3.1 ag = 0. Assim,

a=ap -b"+..+a-b. (3.1)
Como b|a, segue que existe ¢; tal que a =b- ¢ e dali,

G =a, 0"+ +ar (3.2)

Se k > 2, entdo em particular b?|a, ou seja, a = b%qy, para algum ¢ € N. J& que
a = bqy, temos bg; = b*qs e consequentemente, q; = bgy. Logo, b|qi, e dai, pelo Teorema,
3.3.1, a3 = 0. Como k € {1,2,...,n}, aplicando sucessivamente o argumento k vezes,
concluimos que ag =a; = -+ = ay = 0.

(«<=) Obviamente se ag = a; = ... = ax_; = 0, teremos

a:an-b"+...+ak~bk:bk~(an-b"_k+....—|—ak>.
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Logo b*|a. m

Corolério 3.3.2 No sistema decimal, um numero é divisivel por 10%,10,...,10% se, e

somente se, terminar em 2 zeros, 3 zeros, ..., k zeros, respectivamente.
Demonstragao.Basta tomar b = 10 no teorema anterior. m

Teorema 3.3.3 Sejam a = (a,a,_1...a1a9)p um nidmero natural nao nulo numa base b

arbitraria e d € N um divisor b. Entao d divide a se, e somente se, d divide ag.

Demonstracao. (=) Como d|b e por hipétese d|a, segue que existem ¢, q; € N tais que

a=d-qgeb=d-q. Assim escrevemos

d-q = a, " +a,1 "1+ +a b +a,

= ap- (d-q)" +ap1-(d-q)" "+ 4a-(d-q) + ao
Dali, isolando ag, obtemos

a = (d-q) = (an-(d @)+ (d )" +..+ar-(d-q)')

= d [q — (an A"t an - dTE T L a q%)} )

Logo d|ay.

(«<=) Agora estamos supondo d|ag. Como d|b, segue o resultado, pois:

a = ap - 0"+ ap1- "1+ . F+a b +a
= Gn‘(d'%)n‘i‘anq'(d'(h)n*l—i‘-u‘i‘al'(d'(h)l‘f'd'q

— (- [an .dnfl _q?+an71 ,dn72 _q?*l_’_“'_i_al q% +q)} .

Logo d|a. m

Corolario 3.3.3 No sistema decimal, sao vdlidos os dois sequintes critérios de divisibi-

lidade:
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(1) Um numero é divisivel por 2 se, e somente se, termina em 0,2,4,6 ou 8.

(II) Um numero é divisivel por 5 se, e somente se, termina em 0 ou 5.
Demonstracao. E suficiente tomar b = 10 no teorema anterior. m

Teorema 3.3.4 Sejam a = (ana,_1...a1a0)p um nimero natural ndo nulo numa base
b arbitraria e d € N um divisor de b. FEntdo d* divide a se, e somente se, d divide

ak-bk+...+a1 'b1+a0.

Demonstragao.(=>) Suponhamos que d*|a. Como d|b, existem ¢, q; naturais tais que

a=gq -d* eb=q-d. Substituindo a por ¢; - d* e b por ¢ - d de k + 1 até n, obtemos:
g = ap-(d- Q"+ ... Fapp - (d- @) a0+ . Far b +ag.

Dad, isolando o aj, - b* + ... + a1 - b* + @ na expressdo acima, temos:

ap W+ tar b bag = d g (an-(d "+ + apa - (d- )

= d* [q — (an AR+ g - d- qkﬂﬂ .

Logo d*|ay, - b* + ... + a1 - b* + a.
(<=) Agora estamos supondo d*|ay - b* +...+a; - b* +ag e d|b. Entdo existem ¢,q; € N

tais que, ag - b* + ...+ a; - b +a—q - d* e b= ¢ - d. Dai,

a = an-(d- Q)"+ .4 aper-(d- Q)" Fap -V + . +a b +ag
= ap-(d- Q)"+ ...+ a1 (d-Q)" +q - d*

= " {(an AR 4 ap - d- qu) + ql} )

Logo d*|a. m

Corolario 3.3.4 No sistema decimal, sao vdlidos os dois sequintes critérios de divisibi-
lidade:

(I) Um numero é divisivel por 2% se, e somente se, 2 divide o numeral formado pelos k
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ultimos algarismos desse nimero.
(IT) Um numero é divisivel por 5% se, e somente se, 5* divide o numeral formado pelos k

ultimos algarismos desse niumero.
Demonstracao. Basta tomar b = 10 no teorema anterior. m

Observacao 3.3.1 Derivam desse corolario, por exemplo, os critérios de divisibilidade
por 4 e por 8, bastando verificar a divisibilidade dos dois e trés ultimos algarismos, res-

pectivamente. Assim como também os critérios de divisibilidade por 25 e por 125.
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Capitulo 4

Representacao de um numero real

Neste capitulo vamos estender a representacao numa base qualquer para nimeros reais,
com maior énfase na representagdo dos niimeros racionais. Nosso resultado fundamental
diz que, dada uma base b > 1, para cada nimero real no intervalo aberto (0,1) existe
um sequéncia de ntimeros naturais entre 0 e b, cuja série de seus termos converge para o
numero dado. Esse resultado ¢é estendido a todos os ntimeros reais. Finalizamos o capitulo

com o estudo das dizimas periédicas numa base arbitraria.

4.1 Representacao dos ntimeros inteiros

Dado b € N com b > 1, o Teorema 2.4.1 garante que todo ntimero natural a nao nulo

possui uma, e apenas uma, representacao b-adica, ou seja,
-1 1
a=a, 0"+ a,1-0""" +..+a-b +ap:=(aan_10,_2...a2a100)p.

No caso em que a € Z com a < 0, tem-se que |a|] = —a > 0 e consequentemente

podemos representa-lo na base b na forma
a=—la| = —(an 0"+ an_1 - 0"+ ... Fay b+ ag) = —(AnGn_10n_...a2a100)p.

com 0 <a; <b, para todo j =1,2,...,n, e a, > 0.

Desta forma, os resultados e operagoes dos capitulos anteriores se estendem automa-
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ticamente aos niimeros inteiros negativos.
Com isso, podemos fazer subtracoes de forma mais consistente, ou seja, sem a limitacao
dos naturais, onde sempre precisamos supor o minuendo maior que o subtraendo (evitando

resultados negativos).

Exemplo 4.1.1 Fagcamos a subtragio entre (110)y e (1111)s.

(110)y — (1111)y = (1-22+1-2" +0) = (1-2° 4+ 1-22 412" +1)
=12 +1-22 4120+ 1) = (1- 22+ 1-2'+0)]
=—-1-2°40-2240-2"+1

No exemplo anterior ocorre exatamente o mesmo processo que fazemos no sistema decimal.
E como efetuar, por exemplo, 5 — 7 = —(7—=5)=-2.

Note ainda, que em um sistema b-adico arbitrario, sao validas as regras usuais do
jogo de sinais utilizadas na adi¢do e multiplicacao de inteiros. A titulo de ilustracao,

consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1.2 Vejamos como fica o nimero —{(31)y — (12)4 - [—(23)4]} em sua forma

simplificada:

—{(31)a — (12)4 - [—(23)a]} = —{(31)a + (12)4 - (23)4}
= —{(31)4 + (1002), }
= —{(1033)4}

= —(1033),.

4.2 Representacao de niimeros reais nao inteiros

Finalmente chegamos a parte central de nosso trabalho. Comecamos com a apre-
sentacao de um resultado de convergéncia de um tipo muito especial de séries, que sao

a
aquelas cujos termos sao da forma —, com 0 < a, < b—1, a, € N.
bn
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Lema 4.2.1 Seja b > 1 e seja (a)i, uma sequéncia de nimeros naturais com termos

x a
0<a,<b—1,VYneN. Entdo a série b—z ¢ convergente.
n=1
n b—

—— Dal, pelo teste da comparacgao, a série

Demonstracgao.Para cada n € N, S T

converge, pois

S

18

xb—1 b b -1 11
"Szb :(b—l)hm-b:bhm<_>:1,

it R

n

Tomando b = 10 no Lema 4.2.1 segue que, dado qualquer a € N, a série
ety 2 0<a, <10,
n=1 107

converge para um « € RT. Usando a notagao

aq Q9 4
— =0,00...0a,,
n —

10
n—1 Zeros

10 ,ar, 102 , Uag , )

onde cada n-ésima posicao a direita da virgula é chamada de n-ésima casa decimal, po-
demos escrever

a=a,a10s...0y.... (4.1)

5
Exemplo 4.2.1 Usando a nota¢ao acima, a série 3—1—1—0+0+0+~ -+ fica escrita como 3,5,

7
ou seja, na forma decimal, a fracdo 3 pode ser escrita como 3= 3+T0+0+0+~ - =3,5.

Exemplo 4.2.2 O valor da série 44+ 0,7 + 0,02 + 0,001 € a representa¢ao decimal da

4721 4721
10 ——. L —— =4,721.
Jracao 15050 L0990 1500 = 47
x 3
Exemplo 4.2.3 A série Y o7 = 0,34+0,03+0,003+---=0,3333... € a representacado
n=1

decimal da fracdo —. De fato, Y, —— € uma série geométrica de razao — < le >, — =
5 3 n=1 10" 10 n=1 10"

1 1
9= 3 Portanto é uma representacdo decimal da fragao 3

Definic¢ao 4.2.1 O nimero a = a, ajas...a,... € o que chamamos de representagao (forma
ou expansao) decimal de o € RT. Quando existe um k € N tal que, para todon >k a, =
0, dizemos que a representacao (4.1) decimal de v € finita. Caso contrdrio, estaremos

diante de uma representacao decimal infinita.
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1
Exemplo 4.2.4 O numeral 3,25 é uma representacao decimal finita da fragao T De

fato, a parte inteira vale a = 3 e as casas decimais sao a; = 2,ao = 5 e para todo j > 3

13
temos a; = 0. Portanto 3,25 representa a fragdo T

1 2 3
Exemplo 4.2.5 Na notacdo de representacao decimal, a série 1 + 0 + 102 + > Ton’
n=3

pode ser escrita como 1+ 0,1+ 0,02 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 + ...., onde para todo

Jj = 3a; = 3; por nggﬁ ser uma Série geométrica de razao 1o’ converge para 300"

Logo, o numeral 1,1233333 ... ¢é uma representacdo decimal infinita da soma de fracoes
1 2 1 337 337

14+ —=4+—+—=—, ou seja, 1,1233333 - -- =

10 ' 100 ' 300 300’ 300°

Também pelo Lema 4.2.1 segue que, dado qualquer a € N, a série
(a)wz% 0<a,<b,
n=1

converge para um « € RT. Usando a notagao

ax ) Qn,
—=0,a1; 5 =0,0a2; ...; —=0,00...0a,,

b b b
n—1 Zeros

onde cada n-ésima posi¢ao a direita da virgula é chamada de n-ésima casa b-adica, pode-
mos escrever

a=(a,a1ay...0a,...). (4.2)

Definig¢ao 4.2.2 O nimero a = (a, a1as...a,...)y € 0 que chamamos de representa¢io (ou
forma ou expansio) de a« € Rt na base b ou forma b-ddica de . Quando existe um k € N
tal que, para todo n > k a, = 0, dizemos que a representacio (4.2) na base b € finita.

Caso contrdrio, estaremos diante de uma representacdo b-ddica infinita.

Assim como no caso da forma decimal, a representacao b-ddica de um ndimero real

fracionario pode ser feita usando séries.

1 1 1
E lo 4.2.6 A série -+ —+ —+--- =
xemplo série 1 + 2 + 3 + P

1
base 4, temos 3= (0,111...)4.

18

1 o1
= converge para o fra¢do 3 Logo, na
1
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Exemplo 4.2.7 Seja b > 1 um natural. Fizando x natural com 0 < x < b—1, a série

geométrica Z b (de razdo de razdo B) converge para a fracdo 2 * T De fato,
1 1
— T =1 b y 1 b oz
n;lb"_ Eb R s T A S R
b b

Logo, sempre que 0 < x < b—1, o numeral (0,xxx...), representa a fra¢ao

b.

bfl na base

Sabemos do lema 4.2.1 que toda série da forma iojl n ,coma, € Ne(O < a, <

n=1 Op
b — 1 converge para um « € [0;1), e chamamos seu limite de (0, a1as...a,...), .Diante dos
exemplos abordados, podemos nos questionar se a reciproca ¢ verdadeira, ou seja, fixado
um numero natural b > 1 e dado a € [0;1), podemos encontrar uma série do tipo Z—Z

(onde 0 < a, < b— 1) convergente para a? O Teorema a seguir nos dar uma resposta

positiva sobre tal indagacao.

Teorema 4.2.1 Seja « € (0;1), um nimero real e seja b > 1 um nimero natural. Entdo

existe uma sequéncia (a,),—, coma, € N e0<a, <b—1,VneN, tal que

EZ: b—n (0, arasg...a,...)p.

Demonstracao. Seja
aq { 7
= — = maxy -
YT b

Entao

a1+1

a
= —<a<p, onde B = ;

b

Se a = aq, entdao a = 0,a; e o processo finaliza. Caso contrario, tomemos

a a2
o ——I—— onde ::max{

. a 1
— — < <71 <b— .
; 2 B |b—|— <a, 1<i<)b 1}

42



Entao,

1
0z Sa <, onde fyi= 2

Se a = am, entdo a = 0,a;ay e o processo finaliza. Caso contrario, repetimos o

procedimento.

Se existir um n € N para o qual « = a,, = 0, aq0a2...a,, entdo a prova finaliza nesse

passo. Caso contréario, consideremos as sequéncias (o), € (8,

_, definidas recursiva-

mente como nos processos anteriores, ou seja,

n n—1
B a; B a; an + 1
%_jzibj ¢ b=yt

J=1

Por construcao, a,, < (,, para todo n € N.

Dado um ¢ > 0, sabemos que existe um ny € N tal que 1/b" < ¢, para todo n > ny.
Dali,
— a;

n—1 n
- +1 aj a,+1 a, 1
6n_04n—j;1bj+ b —];b]— b —E—bn <eg, Vn > ng. (43)

Como para todo n € N tem-se «o,, < av < f3,,, segue disso e de (4.3) que @ — o, < €, para
todo n > ngy. Portanto,

o —ap| <e,  ¥n > ng.

Com isso, concluimos que

lim «,, = «, ou seja, o = (0, aias...a,,...
oo T ) Ja, (712 n )b

e isso finaliza a demonstracao. m
Quando b = 10, temos do teorema acima que existe uma sequéncia (a,)°; com a, € N

e 0 <a, <9 para todon € N, tal que,

[e.9]

an
azZ—:zO,alag...an....
= 10

Corolario 4.2.1 Seja x € R e seja b > 1 um numero natural. Entdo existem um a € N

e uma sequéncia (a,),—, com a, € N e 0 < a, <b—1, tal que,
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(1) x=a-+ % Z—Z = (a,a1a...,an...)p, se x> 0;
n=1
(i) x=— (a + § Zn) = —(a,a109...a5...)p, se x <O0.
n=1 0"

Demonstracgao. (i) Dado z > 0, tomando a = [z] ( definigdo 1.3.1) tem-se z = a + «,
para algum « € (0,1). Dali, pelo Teorema 4.2.1 existe uma sequéncia (a,),-, com cada

a, € Ne0<a, <b-—1, tal que,

a = (0,a1as....a,...)p.

Logo, escrevendo a na base b, digamos a = (¢1¢y . . . ¢x)p, temos:

r=a+a=/(c1Ca...C 0102....0p...)p.

(77) Se x < 0, pelo item (i), existem ¢ € N e uma sequéncia (a,)%, com a, € N e

0<a,<b—1VneN, tal que,

|z = a4+ a = a,a1as...a,....

Logo, escrevendo a = (c1¢a ... c)p temos: = —(ciCa . . . C, A1Q2...0y...)p. B
Segue do corolario acima que cada nimero x € R possui uma representagao (expansao,

o forma) decimal, ou seja, existe uma sequéncia (a,)5; com a, € Ne 0 < a, <9, tal

que:
> a
. z2=a+)Y ——=a,aa...a,..., sex>0;
n:llon
> a
2. x:—(a—l—Zﬁ):—a,alag...an..., se x < 0.
n=1

Exemplo 4.2.8 Vamos utilizar o método de demonstracao do Teorema 4.2.1 para deter-
minemos a representacdo de /3 na base 7 até a terceira casa.

Sea €N ea? <3, entioa =1, pois 22 = 4. Logo {\/g} =lel<vV3<2.
Particionando o intervalo [1,2] em 7 subintervalos de mesmo comprimento, obtemos a
particao:

3
,’1_’_

1 2
P:{L1+,1+,1+7

45 6
a2 142l
7T CRRE RS
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Observemos que (1,5)2 = (2,64); e (1,6)2 = (3,31);. Logo,
(1,5)7 < V3 < (1,6)7 e assim a, = 5.

Particionando o intervalo [(1,5)7; (1,6)7] em 7 subintervalos de mesmo comprimento, ob-
temos a particao
P { 5 5 1 5 2 5 3 5 4 5 5 5 6 }

1+ 14od It 2 I o Thod— T+ — 1424 —
AR AU A A R CH R cH R AR R

Como (1,51)% = (3,0031); > 3, tem-se que
(1,50)7 < V3 < (1,51)7 e ay =0.

Particionando o intervalo [(1,50)7;(1,51)7] em 7 subintervalos de mesmo compri-
mento, obtemos a particao
) 5 1 5 2 5 3 5 4 5 D 5 6
P={1+2 1424 2 14242 14242 142402 14202 142420
{ +7’ +7+73’ +7+73’ +7+73’ +7+73’ +7+73’ +7+73}
Observemos que (1,506)2 = (2,666451); < 3 e como (1,506); > (1,505); > ... >
(1,501); >, as = 6. Portanto, wuma aprovimacio em trés casas T-ddicas para \/3 é

(1,506);.

Exemplo 4.2.9 Determinemos a representacio decimal de /5 até a terceira casa deci-
mal.

Sea €N ea? <5, entdoa =2, pois 2> =4 ¢ 32 =9. Logo [\/5} =2¢e2<+5<3.
Particionando o intervalo [2,3] em 10 subintervalos de mesmo comprimento, obtemos a
particao

1 2 9
P=42 24— 24— ..,2+— .
{ ’ +10’ +10’ ’ +10}

Observemos que (2,2)? = 4,84 e (2,3)? =5,29. Logo,
2,2 < V5 < 2,3 e assim, a; = 2.

Particionando o intervalo [2,2;2,3] em 10 subintervalos de mesmo comprimento, obtemos

a particao:
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9 5 9 5 9
p=los 2o, 2, Ly 2 2 402,91
{+10’ BRI EAE TS TICAR +10+102}

Observemos que (2,23)? = 4,9729 e (2,24)% = 5,0176. Logo,
2,23 < V5 < 2,24 e consequentemente ay = 3.

Particionando o intervalo [2,23;2,24] em 10 subintervalos de mesmo comprimento, obte-

mos a particao

N 10 102’ 10 102 103777 10 102 103)°

Observemos que (2,236)% = 4,999696 ¢ (2,237)% = 5,004169. Logo,
2,236 < /5 < 2,237 e consequentemente, az = 6.

Portanto, uma aprozimacdo em trés casas decimais para /5 € 2, 236. Logo, V5 =2,236....

4.3 Mudanca de base para nimeros nao inteiros

Para converter para o sistema decimal um niimero nao inteiro (a, ayas...a,...), represen-
tado numa base b # 10, basta converter (a), para a base 10 e somar o numeral resultante

o0
- - Qn, .
com as fragoes da série E o representadas na base 10. Vejamos alguns exemplos:

n=1

57
Exemplo 4.3.1 O numeral (0,321)4 € a representa¢io 4-ddica da fragao 61 cuja forma

decimal ¢ 0,890625. De fato,

3 2 1 57 3 2 1
0,321) = 24+ 24— =20 ¢ 2 2 T 0,7540,125 4 0,015625 = 0, 890625.
O82i=3+prE=5g ¢ 1tp e 0PH0IBH0 ’

Exemplo 4.3.2 Para converter o nimero (21,11)3 para o sistema decimal procedemos

do sequinte modo:

1 1
(21,11)5=2:3"+ 13 + o 55 =6+ 140,333+ 0,111 =7, 444...

Agora vamos ver como se faz o processo inverso, ou seja, mudar um nimero decimal

z € (0,1) para uma base b # 10. O Teorema 4.2.1 garante que existe uma série Z Z—Z,

n=1
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[e.o]

a
0 <a, <b—1 (a, € N) que converge para z. Neste caso, z = » b—z e dai, multiplicando

n=1
o
a
por b em ambos os lados temos, b-x =a; + »_ ——. Entdo [b-z] =a1eb-z—a; =
o bn—l

o0

an - . . — dn :
Z = que multiplicando por b conduz & expressao b’z — ba; = as + Z =l Assim,
n=3

n=2
o
G, .. N ~
[’z — bai| = ay e b’z — ba; — ay = Z 2’ que multiplicando por b leva a expressao
n=3
o~ Qn ) .
b3x — b%ay — bay = as + Z =t Dai, [0z — b%a; — bas] = a3. Prosseguindo desse modo,
n=4

vemos que para cada k € N,

o —vFtay — b 200 — - —bag_q = ap + Z a—:.
n=k+1 b
Logo, [b*z — b*ta; — b*2ay — --- — bay_1] = a;. Consequentemente, a representacio
b-adica de x é
(0, [bz][b* — bay|[b*x — b%a; — bay]...[b"z — b*ta; — ¥ 2ag — -+ — bag_1]...)s,  (4.4)

onde [-] é a fun¢do méximo inteiro (ver Defini¢ao 1.3.1).

Exemplo 4.3.3 Vamos converter o nimero decimal 3,25 para o sistema bindrio. Para

isso convertemos separadamente o 3 e 0 0,25 :

3=1-2+41=(11),

e para a parte decimal temos:

0,25-2=0,5 e dai, [0,25-2] = 0;

0,5-2=1; edai, [0,5-2]=1.

Logo, a representacgdo bindria de 3,25 é (11,01),.

Exemplo 4.3.4 No Ezemplo 4.2.9 obtivemos uma aproxrimag¢ao até a terceira casa deci-

mal para 0 /5, a saber, /5 ~ 2,236. Vamos usar esse valor para obter uma aproximacdo
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para /5 na base 3 até a quarta casa. A parte inteira 2,236] = 2, que jd estd na base 3.

Para a parte nao inteira temos:

0,236-3=0,708 e dai, [0,236-3] = 0;
0,708 -3 =2,124 ¢ dai, [0,708-3] = 2;
0,124-3=0,372 ¢ dai, [0,124-3] = 0;

0,372-3=1,116 ¢ dai, [0,372-3] = 1.

Logo, wma aprozimacdo de \/5 até a quarta casa terndria é (0,0201)3, ou seja, NS

(0,0201)s.

Exemplo 4.3.5 Converter 6,85 para a base 4. Primeiramente convertemos a parte in-

teira: 6 = 1-4+4 2 = (12)4. Para parte fraciondria temos:

0,85-4=3,4 e assim temos a; = [0,85-4] = 3; (4.5)
0,4-4=1,6; e assim temos az =10,6-4] =1; (4.6)
0,6-4=24; e assim temosaz=1[0,4-4] =2, (4.7)
0,4-4=1,6; e assim temos ay =1[0,6-4] = 1. (4.8)

Notemos que na linha (4.8) reaparece o valor 0,4 da linha (4.6). Consequentemente,
teremos um niumero infinito de casas quaterndrias com o par de algarismos 12 a partir da

sequnda casa, repetindo-se infinitamente. Neste caso, 6,85 = (12,312121212...)4.

4.4 Dizimas Periodicas

Definicao 4.4.1 Uma representacdo decimal de um nimero real v > 0 € uma dizima
periodica quando, e somente quando, apresenta um numero infinito de algarismos nas

casas decimais e possui uma das sequintes formas:

r=a,a;az...ap 41043...0yp...,
———

periodo
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ou

r = a, biby...by a1as...a, ar1as...q,...,
—_——— ———

pré-periodo  peroido

onde a >0, 0 < a;,b; <9, com pelo menos um dos a; # 0.

Observemos que, a partir de uma certa casa decimal um grupo de (um ou mais)
algarismos se repete infinitamente. Esse grupo de algarismos ajas...a, que se repetem
é chamado de periodo e o grupo de algarismos nas casas decimais que os antecedem,
b1by...by, tem o nome de pré-periodo. Os ntimeros p e g sao, respectivamente, o tamanho

do periodo e o tamanho do pré-periodo.

Exemplo 4.4.1 A dizima periodica 0,23112121212... tem pré-periodo 231 e periodo 12.

Enquanto que 2,685252.... tem pré-periodo 68 e periodo 52.

Convenciona-se sempre chamar de periodo o menor periodo possivel, e que o pré-

periodo se encerra onde se inicia o periodo. Notagoes usuais de dizimas periddicas:

a, 0102...05,0102...0p... = G, A102...0y,
e
a, by, by...byaras...apa105...ap... := a,biby...byarGs. Ty
Na notacao acima as dizimas periddicas do Exemplo 4.4.1 ficam escritas como 0, 23112
e 2,6852.

Definicao 4.4.2 Dizemos que uma representa¢ao numa base b de um niumero real r > 0
¢ uma dizima periédica b-ddica (ou seja, na base b) quando tal representagao apresenta

um numero infinito de algarismos e possui uma das sequintes formas:

r=(a,a1a2--G,)p, ou 1 = (a, biby...b, Graz--Gp)p,
—— ——— ——
periodo pré-periodo  periodo

ondea>0,0<a;,b <b—1, com pelo menos um dos a; # 0.

17
Exemplo 4.4.2 A fracao 20 na forma decimal fica 0,85, enquanto que representada na
17 _
base 4 se escreve como (0,312121212...), (ver o Exemplo 4.3.5), ou seja, 30 = (0,312)4

e portanto, na base 4 essa fragao é uma dizima periodica com pré-periodo 3 e periodo 12.
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Observemos que até o momento todos os exemplos desta se¢do sao de ntmeros ra-
cionais. Isto nos motiva a indagar se todo racional tem representacao b-adica finita ou
como dizima periddica e se a reciproca também é valida, ou seja, se toda dizima periddica

b-adica é um numero racional. A resposta vem no teorema a seguir.

Teorema 4.4.1 Um numero x € Q se, e somente se, sua representa¢io decimal (e

qualquer b-ddica) é finita ou uma dizima periddica.

Demonstracao. (=) Esta parte da demonstragdo tem como base a prova do Teo-
rema 2 da Sec¢ao 5.11 de H. Domingues [1]. Seja x € Q escrito como fragao irredutivel,
isto é, v = %, onde m,n € Z, com n # 0 e mdc(m,n) = 1. Consideremos os res-
tos das divisdes de m, 10m, 102m, 103m, ..., 10*m, ... como sendo 71, 9, T3, ..oy Thit, ...,
respectivamente.

Se r1 = 0, entdo n|m. Como mdc (m,n) = 1, temos neste caso n = 1 e portanto,
x = m € Z possui representacao b-adica (em particular, decimal) finita.

Se para algum k > 0 tivermos 41 = 0 (ou seja, n|10¥m), como mdc (m,n) = 1, segue
que n|10%, isto é, existe um ¢ € Z tal que 10¥ = nq e dai, 10! = n10q. Logo n|10*+2,
e consequentemente 1,0 = 0. Neste caso x = %Z e possui uma representacao decimal
finita.

Agora suponhamos r; # 0 para todo k& > 0. Entao pelo algoritimo da divisao
euclidiana, para cada k existe um tnico ¢, € Z tal que 10*m = ng, + rp.1, com
rev1 € {1,2,...,n — 1}. Logo os rgi1, k > 0, podem assumir uma quantidade finita
de valores e como os indices percorrem todos os naturais, em algum momento existira um
menor indice p de modo que 7,41 = 7441, para algum k < p.

Sem perda de generalidade, suponhamos 7,1 = 1. Entao 10Pm = r; mod n e conse-
quentemente 10P*1'm = 10r; mod n; além disso, 10r; = 10m mod n e assim, por transi-
tividade, 10P"'m = 10m mod n. O fato de 10m = ry mod n implica que 10°™1m = r,

mod n. Pela unicidade da divisao euclidiana tem-se que 7,2 = r2. Procedendo de forma

analoga, obtemos:
Tp41 = T1,Tpr2 = T2, Tp43 = T3, ooy Tpt(p—1) = Tp—1,T2p = Tpy T2p+1 = Tpp1 = 710
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Portanto, denotando por a; o algarismos da j-ésima casa decimal de z, temos:

107’p+1 ].07‘1
a/erl = |: = :l = a1’

n
{107"1,4_2 {107"2}
Apyo = = = a2,
n n

[107”p+(p—1)} 107y

(p+(p—1) = n = n} = ap-1,
|:]_0T2p+1 [107"1:|
a2p+1 = |— | = = a17
n n
10r 10r,
o = |57 =[5 =

m .
Neste caso, = a, ajasa...aya1a2a...a,...., onde a = {], ou seja, T = a, a1Gy...ay.
n
Serp =71,41, com 1 <p<k-—1, entao fazendo k = p+ j e argumentando como no
k+1 p+1> )

caso anterior, concluiremos que

T = a, blbg...bq a10a3...ap = @, blbg...bq + O, 00...0 a10a3...Qyp,

. . Z€eros
pré-periodo a

pois neste caso, basta aplicar o processo anterior comec¢ando com k = p — j. (Em caso de
davida, sugerimos consultar o Teorema 2 da referéncia supracitada).

(<) Se * = a,a1as...a, entao

a a a,
di 24+ e

— —1 -2 -n __
r=a+a107" +a107° + ... + a,10 —a+10 10° o
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Agora, se v = a,a1az...a, entao

x—a+f+f—|— _1_7

10 102 107
a a2
T T T @
ay a2
+ 102p+1 + 102p+2 ot @ +-

1 1 1
— (1 ..
o 10 ( T 10r * 10%p T 10w 103p - )

11 |
I I .
+102( T 10w Tow T )+

+ap<1+1+1 P )
100 102 " 10%

—a+ (Jz: 1(1(;]) (520 (&)”) '

1
Dai, aplicando o Teorema 1.2.1 com r = T obtemos:
ngo(mp> T
10»
Logo,
1 P CLj
ST Z <707
1

_ D—J
BT 10,, Za]m

= a+ 0_12%07’96@ (4.9)

Para uma demonstracao do caso b # 10, basta substituir 10 por b que o resultado

segue. De fato, chega-se a seguinte férmula para (a,@az -~ a,)p, onde 0 < a; <b—1:

o (a1ag...ap)p
=@t e 6o (4.10)
p (b—1)'s
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Deixamos o0s casos
r=a,biby...bya1as...a, e x=a,biby...bjaaz.q,
como exercicio. Com isso finalizamos a demonstracao. m

Veja que a férmula (4.9) pode ser escrita como:

N a110P7 + a10P72 + - - - a, 110 + a,
99...999
N it

pnoves

a10ag . ..G0p—10p
99...999
—_

pIOves

—at (4.11)

que é comumente chamada de fragao geratriz da dizima periddica a, araz - a,.

Exemplo 4.4.3 Vamos determinar a fracdo geratriz dos sequintes numeros racionais:

(a) 1,245; (b) (21,2453)s.

(a) Nesse item p = 3, e assim, pela equagao (4.11):

1,245 = 140,245
2-1024+4-10+5

= 1
* 103 -1

2
B 999°
(b) Nesse item, p = 4 e assim, por (4.10):

(21,245)s = (21)s + (0,2453)s
2-8+4-843
8 —1

(2453)s

4095
(2453)g

(7777)s

— (21)s+

— (2)s+

= (21)s+

O Exemplo 4.4.2 e o Exemplo 4.4.3 ilustram que, em algumas situagoes um mesmo

nimero pode possuir uma representacao finita em uma base e infinita em outra, o que
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. . ~ D . .
nos motiva a fazer a seguinte pergunta: Dada uma fracao r = = irredutivel cuja forma
q
decimal é infinita, sera que existe uma base b > 1 na qual r possui uma representacao

finita? Veremos nos dois proximos teoremas a solugao para esta questao.

Teorema 4.4.2 Se x = m € Q*f, com mde(m,n) =1, entdo existe um natural b > 1 tal
n

que a representacdo b-ddica de x € finita.

Demonstragao. Se x =1 ou n = 1, basta tomar b = 10.
Se n > 1, temos duas possibilidades:

12: m < n. Neste caso, tomando b = n obtemos uma representacao b-adica finita de x:
r=m-n"t=(0,m),.
22 m > n. Neste caso, pelo algoritmo da divisao podemos escrever:
m=n-q+r, com0<r<n-—1.

Dali,

n-q+r
x:quq#—r-n*l:(q,r)b,

que é a forma b-adica finita de z. m

2 _
Exemplo 4.4.4 A forma decimal da fra¢do 5 ¢ a dizima periodica 1,86, enquanto que

na base 15 podemos escrevé-la como

28 15+ 13 13
15 15 _HB_(LD)“”

onde D representa o 13 como algarismo da base 15.

Nosso ultimo teorema estabelece a menor base na qual um nimero racional » > 0

qualquer tem uma representacao finita.

m
Teorema 4.4.3 Seja r = - € Qf uma fragao irredutivel, com n = p{*-5*----pi* a

decomposicio de n em fatores primos. Entao r tem uma representacdo finita na base

b=0pi-p2-Di-
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Demonstragao. Seja b = p; - ps--- pr. Observemos que é suficiente considerarmos o

caso em que m = 1. Tomando o = max{ a; | 1 < j <k} temos:

a—Q] a—Q A—OL a—] —a A—
- 1 D P1 R S T/
a1 a2 ap o o a
Y R b1 % P b

e portanto, r tem uma representacao b-adica finita. De fato, sabemos que um ntmero
r > ( possui representagao finita no sistema de numeracao posicional de base b se, e

somente se, existe um expoente o € N tal que 0® -r € N. m
m
Exemplo 4.4.5 Toda fracdo irredutivel = admite uma representacdo finita na base 6.

De fato, a decomposicdo do 72 em fatores primos é 72 = 23 - 32, Portanto tomando

b=2-3=06, o Teorema 4.4.3 garante o resultado.
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