FACULDADE DE EDUCACAO, CIENCIAS E LETRAS DO SERTAO CENTRAL
CENTRO DE TECNOLOGIA E TECNOLOGIA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL - PROFMAT

MARCELO SOARES DA MOTA

INTRODUGAO AO ESTUDO DA PROGRAMAGAO LINEAR: POSSIBILIDADES DE
USO NO ENSINO MEDIO

QUIXADA - CEARA
2019



MARCELO SOARES DA MOTA

INTRODUGCAO AO ESTUDO DA PROGRAMACAO LINEAR: POSSIBILIDADES DE
USO NO ENSINO MEDIO

Dissertacdo apresentada ao Curso de
Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional do Programa de Poés-
Graduacdo em Matematica do Centro de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Estadual do Ceard, Faculdade de
Ciéncias e Letras do Sertdo Central —
FECLESC, como requisito parcial a
obtencdo do titulo de Mestre em
Matemética. Area de Concentracio:
Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Jodo Luzeilton de
Oliveira

QUIXADA - CE
2019



Dados Internacionais de Catalogagao na Publicagao
Universidade Estadual do Ceara

Sistema de Bibliotecas

Mata, Marcelo Scares da.

INTRODUCAD A0 ESTUDC DA PROGRAMACAD LIMEAR:
POSSIBILIDADES DE USO NO ENSING MEDIO [recurso
eletrdénica] / Marcelo Scares da Mota. - 2019.

1 Co-ROM: il.; 4 % pol.

CD-RCM contendo o arquivo no formato PDF do
trabalhe académieo com 71 folhas, acondicienadso em

caixa de DVD Slim (1% x 14 cm x 7 mm) .

Dissertacio (mestrado profissicnal) - Universidade
Estadual do Ceara, Faculdade de Educacdco, Ciéncias e
Letras do Sertioc Central, Meastrade Profissional em
Matematica em Rede WNacicnal, Quixada, 201%.

Area de concentragio: Matematica.

Orientacdo: Prof. Dr. Jodo Luzeilton de Oliveira.

1. Ensino Médio. 2. Programacic Linear. 3.
Algoritmo Simplex. 4. Ineguacdes Lineares. 5.
LibreQffice Cale. I. Titulo.




MARCELO SOARES DA MOTA

INTRODUGAO AO ESTUDO DA PROGRAMAGAO LINEAR: POSSIBILIDADES DE
USO NO ENSINO MEDIO

Dissertacdo apresentada ao Curso de
Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional do Programa de Pés-
Graduacdo em Mateméatica do Centro de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Estadual do Ceara, Faculdade de Ciéncias
e Letras do Sertdo Central — FECLESC,
como requisito parcial a obtencao do titulo
de Mestre em Matematica. Area de
Concentracdo: Matematica.

Aprovado em 03 de maio de 2019

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Jodo Luzeilton de Oliveira (Orientador)
Universidade Estadual do Ceara — UECE

Prof. Dr. Daniel Branddo Menezes

Universidade Estadual VVale do Acarau - UVA

Prof. Dr. Prof. Jobson de Queiroz Oliveira
Universidade Estadual do Ceard — UECE



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus, por conceder condi¢des para nao desistir, mesmo diante
de tantos obstaculos.

Agradeco a minha familia, por todo o amor e apoio recebido durante esses
anos de muito aprendizado.

Agradeco ao meu professor e orientador, Prof. Dr. Jodo Luzeilton de
Oliveira, pela paciéncia, disponibilidade e orientagao.

Agradeco aos professores membros da banca examinadora, Dr. Prof.
Jobson de Queiroz Oliveira e Dr. Daniel Branddo Menezes, pela disponibilidade e
valiosas contribuicdes.

Agradeco todos os professores e colegas, que participaram desse
programa de mestrado e que de alguma forma, contribuiram para a realizacdo deste
trabalho.

Agradeco a CAPES pelo suporte financeiro, durante todo o periodo de

estudo.



SUMARIO

1 INTRODUGAO . .......coiiiiieeeietee ettt s ettt sttt n st 12
2 RECORDANDO TOPICOS ESSENCIAIS AO ESTUDO DA PROGRAMACAO
LINEAR ettt e e R e e e e e e e a e e e e a e r e e e paeeeean 15
2.1 EQUAC}C)ES DO 1°GRAU E REPRESENTAQAO GEOMETRICA ... 15
2.2 LINHA DE NIVEL c..ovieiieeeteeee ettt sn st 15
2.3 DESIGUALDADES LINEARES ... 17
2.3.1 Representagdo GEOMEATIICA. ........ceiuerierieieeeie ettt 18
2.4 CONIUNTOS CONVEXOS ...ttt ntta et e et e e e snae e nneeas 19
A L i Y o= o TSROSO 19
p A B L i Y Lo Lo TSSOSO 20
PG B I =To] =T 1 0T L PSPPSRI 20
P = To] =T 1 o T L PSPPSR 21
P L i Yo Lo TSSOSO 21
2.5 REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UM SISTEMA DE DESIGUALDADES
LINEARES COM DUAS E TRES INCOGNITAS ..o 21
2.5.1 Sistema de inequagdes com duas INCOGNITAS ..........ccoeererierieiererieeee e 21
2.5.2 Sistema de inequagdes COM tréS INCOGNITAS.........ccuvveirieririe i 23
3 PROGRAMAGAO LINEAR ...ttt etee et s 25
3.1 INTRODUGCAO A PROGRAMAGAO LINEAR .......ocviiieeeieeeeeeeeeeeee e 25
3.2 A FORMA GERAL DE UM PROBLEMA DE PROGRAMAQAO MATEMATICA..26
3.2.1 Hipdteses da programagao HNEAT .............ccooiriiiiriieie e 27
3.3 ESTUDOS DE CASO... .ottt ettt snbe e e e nnne e e 28
3.4 SOLUGAO GRAFICA ...ttt enee sttt 34
3.4.1Teorema (Teorema Fundamental da Programagao Linear) ..........cccccocevvreninnnnnnn. 34
3.4.2 Solugdes dos prolemas da SUDSECAD 3.3.........ccveiieiiiieie e 35
4 METODO SIMPLEX ...ttt eeetee e e ettt en st 44
4.1 AESSENCIADO METODO SIMPLEX.......cociioiiieieeeeseeeeeeeessens et 44
4.2 FORMA ALGEBRICA DO METODO SIMPLEX ....c.covimiiiiiniinsineeeissssissieiensnes 45
4.3 O METODO SIMPLEX NA FORMA TABULAR.......ccooieteeeeeeeeeeeeeeeeeeer e 51
5 FERRAMENTAS TECNOLOGICAS.........oieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e 57

5.1 FORMULANDO E SOLUCIONANDO MODELOS DE PROGRAMAGCAO LINEAR
EM UMA PLANILHA ..o 57



. L L LIBrEOT ICE CalC . oo 57

5.1.2FErramenta SOIVEL .........cooiiiiiiieieeie ettt ettt es 58
5.2 UTILIZANDO APLICATIVOS DE SMARTPHONE NA RESOLUCAO DE

PROBLEMAS DE PROGRAMAGAO LINEAR ......cocvoiveveeeeeeereesesessee s s sene s 62
5.2.1Programagao LINEAK ..........cccoiiiiiiiieieeie bbb 63
5.2.2LINEAr OPLIMIZATION ....ouviiiiiiiieeeee bbb 66
B CONCLUSAD......coiiireriieiieiseie sttt 69

REFERENCIAS ..o oo et e e e e et e e e e er et e et e et e e s et ee e e e es e e eseeer e e s 70



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Linhas de nivel da fung&o @(x,y) = y/1-X2-y2 co.cooveiiueieerceeeeeeeeenn, 16
Figura 2 - Linhas de nivel da fungao @(X,¥) = X 4 2 ..uuurrrrrrmmimmiiiiiiiiiiiiiiiieinnnnneannn. 17
Figura 3 —semiplanos ax + by = ce ax + by < Couvvvvvvvvriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieees 18
Figura 4 - Plano € SEMIESPACOS ......uuuuiieeeeeieeiriiiiseeeeeseeeeastnnaseeaeeseresssnnnnaeaeaeeeeennnns 19
Figura 5 - Exemplo de conjunto CONVEXO € N&0 CONVEXOD. .......uuvrruurummmnrnnnnnnnnnnnnninnnnns 20
Figura 6 - Regido ilimitada R2............cceoviiiie it 22
Figura 7 - Regi@io IMItada R2 ..........cciiiiiiee ettt et sree e e enaee e 22
Figura 8 - ReQIS0 VAZIA R? ........c.oiiiiiiece ettt 22
Figura 10 - Regido limitada (Poliedro) R3 ..........cooviiiiieiieieee et 23
Figura 10 - Regi@o ilimitada R3...........cccoviiiiiiiie et 23
Figura 11 - REgiB0 VAZIA R3 .....cveiiiiiie ettt enaee e 24
Figura 12 - Solucéo grafica do exemplo L...........oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e 36
Figura 13 - Solucéo grafica do eXxemplo 2............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiee e 38
Figura 14 - Solucéo grafica do eXemplo 3..........oiiiiiieiiiiiiice e 40
Figura 15 - Solucéo grafica do exemplo 4, SECA0 3.2 .......ovvviiiiieeeiiieiiiiie e, 42
Figura 16 - Solucéo gréafica do exemplo 4, SECA0 3.2 ......cuvviiiiiiieeeiiiiiiiiieeeee e 42
Figura 17 - Interpretac@o geométrica do SiMPIeX...........ooocueiiiiiiieeeiiiiiiiiiiieeeee e 45
Figura 18 - Interpretacdo geométrica do Simplex - solugéo inicial ............................ 47
Figura 19 - Interpretacdo geométrica do Simplex - Iterac@o 1...........ccccceeeeeveeeeeennnnnns 49
Figura 20 - Interpretacdo geométrica do Simplex — Iterag8o 2...........cccvvvveeeeeeeennnnnns 51
Figura 21 - Inserido modelo matematico no LibreOfficeCalC.............ccccovvvvveeernnnnnnn. 59
Figura 22 - Ferramenta SOIVE ..........ciii i i i e e e e eenanns 59
Figura 23 - Configurando 0 SOIVET ..........uiiiiiiiiiec e 60
Figura 24 - Configurando 0 SOIVET ............uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 60
Figura 25 - Configurando 0 SOIVET ............uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 61
Figura 26 - ReSUItAdO 0O SOIVET ........uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiib b 62
Figura 27 - Aplicativo Programacéo Linear na Google Play..........cccccuvvviiiiiiiiienennns 64
Figura 28 - Telas Iniciais do aplicativo Programagao Linear...........cccccuuvviiiiiieeeennnnns 64

Figura 29 - Criando modelo e salvando, através do aplicativo Programacao Linear.64
Figura 30 - Resolvendo modelo, através do aplicativo Programacéo Linear ............ 65

Figura 31 - Solucado através do aplicativo Programacao Linear ............cccccvvvvvvnnnnnnns 65



Figura 32 - Solucéo através do aplicativo Programacao Linear............cccceeeeeeeeennnnns 66

Figura 33 - Telas inicial do apliCatiVO ............couuueiiiiii i 67
Figura 34 - Aplicativo Linear Optimization na Google Play ...........ccccccviiiiiiiiininnnnnnne 67
Figura 35 - Modelo MatemMALICO .........cueiiiiiiiiiiiieiiiee e 67
Figura 36 - Forma tabular do modelo.............oovviiiii i 67

FIQUra 37 - ITEraClES 1 € 2 ....cooeeeeeieiiei e et e et e e e e e e e e et e e e e e e e eeannes 68



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Demanda e custos para CONStruGao de CaSaS..........cccvvvrrvrriiiieeeeeieeeeeeeen. 32
Tabela 2 - Composicao nutricional e custo dos alimentos .........cccovveevviiveiiiiiiinieeenn. 33
Tabela 3 - Andlise algébrica de pontos extremos (exemplo 1)..........cccevvevivinineeeennn. 37
Tabela 4 - Andlise algébrica de pontos extremos (eXemplo 2)........ccceevvveevvviiiiieeeennn. 39
Tabela 5 - Analise algébrica de pontos extremos (exemplo 3)........cccceeeeeeeerriiiiinnnee. 41
Tabela 6 - Andlise algébrica de pontos extremos (exemplo 4), secdo 3.2 ................ 43
Tabela 7 — Método Simplex (forma algébrica e tabular)............cccooooeiiiiiiiiiii . 52
Tabela 8 - Teste da razao MINIMA..........coovviiiiiiiiiiee e 52
Tabela 9 - Tabela Simplex, ap6s Teste da razao MiNIMa ...........ccevvvvveveeeieieeeeeeeeenn, 53
Tabela 10 - Calculo da nova 1° linha - Iteragdo 1...........ccccceeeiiiiiiiiiiiiieeee e 53
Tabela 11 - Célculo da nova 2° linha - IteraGao L...........cccovvvviiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 54
Tabela 12 - Célculo da nova 3° linha - IteraGao L...........cccovvvvviiiiiiiiieeeeeeeeee e 54
Tabela 13 - Tabelas Simplex (ap0s IteraGao 1)........cccuvieiiiiieeeiiiiiiiiiiieee e 54
Tabela 14 - Pass0S 1 € 2 (ItEraGa0 2) ....ccevvveiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 55

Tabela 15 - Tabelas Simplex (Heragoes 1 € 2).......uceiiiiiiiiieieeiiiee e 56



RESUMO

A Programacgdo Linear numa abordagem introdutéria é uma forma de integrar
conteulidos, tais como: equacdes lineares, inequacdes lineares, sistemas lineares e
construcdes de gréaficos da funcao linear. A Programacao Linear embora, estudada no
nivel superior, o professor pode abordar, fazendo adaptacdes de acordo com o que ja
foi estudado, tornando acessivel a alunos do ensino médio. O tema escolhido €
importante em varias areas do conhecimento tais como: administracdo, computacao,
engenharia, economia, finangas, fisica, quimica. Este trabalho visa contribuir para
alcancar os objetivos e desenvolvimento das habilidades, contidas nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) da area de matematica para o ensino médio. Para tanto,
realizou-se vasta pesquisa sobre o tema em livros, artigos, dissertagdes, revistas e
internet; buscou-se topicos relacionados as aulas de matematica para ensino médio e
gue atendem ao PCN, como também uma ferramenta computacional e aplicativos
para smartphone, estimulando o aluno a construir modelos, interpretando,
investigando problemas e solucdes, relacionados a Programacéao Linear. O interesse
do aluno pela matemética € evidente, quando a abordagem dos conteudos, envolve
aplicacao pratica e uso das tecnologias. Desta forma é possivel integrar e aprofundar
tépicos, facilitando a aprendizagem, melhorando o interesse dos alunos pela matéria

evidenciando a importancia da matematica do ensino médio.

Palavras-chave: Ensino Médio. Equacdes Lineares. Inequacdes Lineares. Sistemas

Lineares. Programacao Linear. Algoritmo Simplex. GeoGebra. LibreOffice Calc. Solver



ABSTRACT

Linear Programming in an introductory approach is a way of integrating contents, such
as: linear equations, linear inequalities, linear systems and linear function graph
constructions. The Linear Programming, although studied at the higher level, the
teacher can approach, making adaptations according to what has already been
studied, making accessible to high school students. The chosen topic is important in
several areas of knowledge such as: administration, computing, engineering,
economics, finance, physics, chemistry. This paper aims to contribute to the
achievement of the objectives and development of the skills contained in the
Parametros Curriculares Nacionais (PCN) in the area of mathematics for high school.
For that, extensive research was done on the subject in books, articles, dissertations,
magazines and the internet; we looked for topics related to high school mathematics
classes that attend to PCN, as well as a computational tool and applications for
smartphone, stimulating the student to construct models, interpreting, investigating
problems and solutions, related to Linear Programming. The student's interest in
mathematics is evident when the content approach involves practical application and
use of the technologies. In this way it is possible to integrate and deepen topics,
facilitating learning, improving students' interest in the subject, highlighting the

importance of high school mathematics.

Key-words: High School. Linear Equations. Linear Inequations. Linear systems.

Linear Programming. Simplex algorithm. GeoGebra. LibreOffice Calc. Solver
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1 INTRODUCAO

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), sdo diretrizes elaboradas
pelo Governo Federal para orientar a educacédo. Indicam, objetivos para ensino em
cada nivel da educacéo e habilidades basicas a serem desenvolvidas pelos alunos. A

seguir destaca-se alguns pontos do texto original do PCN para ensino médio:

A medida que vamos nos integrando ao que se denomina uma sociedade da
informacdo crescentemente globalizada, € importante que a Educacgéo se
volte para o desenvolvimento das capacidades de comunicacao, de resolver
problemas, de tomar decisdes, de fazer inferéncias, de criar, de aperfeicoar
conhecimentos e valores, de trabalhar cooperativamente. (LEITE, ROMERO

e MARISA , p. 40)

No que diz respeito ao carater instrumental da Matematica no Ensino Médio,
ela deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para
serem aplicadas a outras areas do conhecimento, assim como para a
atividade profissional. (LEITE, ROMERO e MARISA , p. 40)

...cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conhecimento
de novas informagdes e instrumentos necessarios para que seja possivel a
ele continuar aprendendo. (LEITE, ROMERO e MARISA , p. 40)

Objetivos do ensino de matematica para o aluno nivel médio:

e Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formagéao
cientifica geral;

e Aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-
0s na interpretagdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas;

o Estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

(LEITE, ROMERO e MARISA , p. 42)

Habilidades a serem desenvolvidas em Matematica:

e Ler, interpretar e utilizar representacbes matematicas.
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e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para
linguagem simbdlica.

¢ Identificar o problema.

e Procurar, selecionar e interpretar informacdes relativas ao problema.

e Selecionar estratégias de resolucao de problemas.

o Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretacao e
intervencao no real.

e Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacdes reais, em
especial em outras areas do conhecimento.

o Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas
limitacBes e potencialidades. (LEITE, ROMERO e MARISA , p. 46)

A escolha do tema deste trabalho, visa contribuir para alcancar os objetivos
e desenvolvimento das habilidades, contidas no PCN da area de matematica para o
ensino médio; e também sanar dificuldades que os alunos tém na aprendizagem
matematica, estimulando o raciocinio; pois férmulas aplicadas na forma convencional,
trazem desinteresse aos alunos.

Apesar da Programacdo Linear ser um assunto estudado apenas em
disciplinas do ensino superior, pois contém definices e demonstracdes que vao além
dos conteudos abordados no ensino médio, o professor pode abordar de uma forma
introdutoria, fazendo adaptacfes de acordo com o que ja foi estudado, tornando
acessivel a alunos do ensino meédio.

A Programacado Linear em uma abordagem introdutéria € uma forma
integrar contetdos como: as equacles lineares, inequacbes lineares, sistemas
lineares e construcbes de graficos de uma funcdo linear e desempenham papel
importante em varias areas do conhecimento como: administracdo, computacao,
engenharia, economia, finangas, fisica, quimica.

Os objetivos deste trabalho sdo: Mostrar importancia da matematica,
estimular interesse dos alunos pelo estudo da matematica, aprofundar
conhecimentos, aplicar conteidos do ensino médio em outras areas do conhecimento,
recordar topicos ja estudados no ensino médio, traduzir da linguagem verbal para
linguagem matematica problemas, solucionar e discutir problemas que surgem no
cotidiano, identificar problemas de Programacgéo Linear, resolver problemas de
Programacdo Linear através do meétodo grafico e Simplex, usar ferramentas

computacionais na busca de solu¢des para um problema de Programacéo Linear.
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Para alcancar os objetivos deste trabalho foi realizou-se vasta pesquisa
sobre o tema em livros, artigos, dissertacdes, revistas e internet. Buscou-se topicos
relacionados as aulas de matematica para ensino médio e que atendem ao PCN; dai
surgiu este trabalho, com varias situagcfes problema de matemética e outras areas,
levando aluno a construir modelos para interpretacéo e investigacdo da matematica,
também ha exemplos, definicbes e discussbes. Atendendo a professores e alunos que
buscam ampliar conhecimento.

Na secdo 2 apresenta-se uma revisdo dos tépicos basicos, necessarios
para compreender a Programacédo Linear em nivel introdutério, na secéo 3 é definida
Programacao Linear, na se¢do 4 apresenta-se o método Simplex e na secdo 5 é

apresenta-se ferramentas computacionais, para auxilio na resolucdo de problemas.
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2 RECORDANDO TOPICOS ESSENCIAIS AO ESTUDO DA PROGRAMACAO
LINEAR

A secdo 2 tem como objetivo: Recordar topicos essenciais ao estudo da
Programacao Linear.

Em cada subsecéo usou-se exemplos numeéricos e graficos, como forma
de facilitar a compreenséo do leitor. A se¢ao inicia com as equagfes do 1° grau e
representacdo geométrica, em seguida na secdo 2.2 apresentou-se o conceito de
linha de nivel. A secdo 2.3 abordou-se as desigualdades lineares e suas
representacfes no plano e espaco. Na secdo 2.4 apresentou-se a definicdo de
conjunto convexo, teoremas e demonstracdes, que serdo usados nas proximas
secdes. A secdo 2.5 traz a representacdo geométrica de um sistema de desigualdades

lineares com duas e trés incognitas.

2.1 EQUACOES DO 1° GRAU E REPRESENTACAO GEOMETRICA

Analisa-se a seguir a equacao do 1° grau, com duas incognitas x e y :
ax+by+c=0(*
Considerando x e y como coordenadas de um ponto no plano, o conjunto dos pontos
que satisfaz a equacéo (*) é uma reta no plano. Se b # 0, entdo a equacao (*) reduz
a forma:
y=kx+p
Se b = 0, entdo a equacao reduz a forma:
x=h
determinando uma reta paralela ao eixo das ordenadas. E se x = 0, temos:
y=q
que determina uma reta paralela ao eixo das abscissas.
Agora vamos anlisar a equagéao do tipo:
ax+by+cz+d=0 (*

A equacgéo (**) determina no espac¢o um plano.

2.2 LINHA DE NIiVEL
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Dada uma funcéo ¢: D — R de duas varidveis reais, diz o ponto P, = (x,, Vo)
tem nivel ¢ em relacdo a funcdo ¢, quando ¢(x,,v,) = c. A linha de nivel ¢ da fungéo
@ € o conjunto dos pontos (x,y) € D tais que ¢(x,y) = c.

Exemplo: Para um c € [0,1], a fungéo ¢(x,y) = \/1 —x2 — y2 , de dominio x2 + y? <
1, tem como linha de nivel ¢ a circunferéncia de centro na origem e raio V1 — c2. Que
é definida pela equacéo:
JI—aZ—yi=c=

:1—x2—y2=62:

=x2+y*=1-?
Para niveis fora do intervalo [0,1] a linha de nivel é vazia, pois nenhum valor ¢(x,y) é
negativo nem maior do que 1. A Figura 1, mostra algumas linhas de nivel da funcédo

ox,y) .

Figura 1 - Linhas de nivel da funcédo ¢(x,y) = /1 —x2? — y?

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

Exemplo: Dada a funcéo ¢: R? - R de finida por ¢(x,y) = x + 2y. As linhas de nivel
da funcéo ¢(x,y), € o conjunto de pontos do (x,y) € R?, definida pela equagdo x +

2y = c, paratodo c € R.
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Figura 2 - Linhas de nivel da funcéo ¢(x,y) = x + 2y

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

A Figura 2, mostra algumas linhas de nivel da funcéo ¢(x,y). Note que as
linhas de nivel, sdo perpendiculares a reta y = 2x, que passa pela origem e pelo ponto
(1,2). Em qualquer caso podemos afirmar que:

As linhas de nivel de uma funcédo linear ¢(x,y) = ax + by sao retas
paralelas entre si, e também perpendiculares a reta que passa pela origem e pelo
ponto (a,b).

Prova:

i) a # 0 areta que passa pela origem e pelo ponto (a, b) tem equagéo y =
(b/a)x sendo perpendicular a toda reta de inclinagdo —(a/b), ou seja a todas linhas
de nivel da fungéo ¢(x,y) = ax + by.

i) a = 0 as linhas de nivel da fun¢céo ¢ séo horizontais, e a reta que passa
pela origem e pelo ponto (a, b) € o eixo vertical, logo é perpendicular as linhas de nivel
de ¢.

iiil) b = 0 as linhas de nivel da funcdo ¢ sao verticais, e a reta que passa
pela origem e pelo ponto (a, b) € o eixo horizontal, logo é perpendicular as linhas de

nivel de ¢.
2.3 DESIGUALDADES LINEARES
Desigualdades da forma ¢(x) < b ou ¢(x) = b , onde ¢(x) € uma funcdo

linear no conjunto dos numeros reais e b € um namero real constante, sdo chamadas

de inequacdes lineares. Também podem ser escritas na forma:
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a1x, + azx, + -+ apx, <bouagx; +ax, +-+apx, =b

Onde x4, x5, ..., X, SA0 as variaveis, a4, a,, ..., a, sao os coeficientes e b uma constante
real.
Exemplo de inequacdes lineares:

) 2x + 3y < 120

i) 5x —y > 40

i) x; + 10x, + 9x3 = 72

v)4x — 5y + (1/3)z < 19

2.3.1 Representacdo geométrica

Dada a funcédo ¢(x,y) = ax + by onde a,b € R e a? + b? # 0. O conjunto
de pontos do R? que satisfazem a desigualdade ax + by = ¢ € unido de linhas de
nivel maior do que ou igual a c. A unido destas linhas de nivel € um dos semiplanos
determinados pela reta de equacéo ax + by = c.

Observou-se que ¢(0,0) =0 e ¢(a,b) = a® + b? > 0, isto significa que, o
sentido de crescimentos dos niveis de ¢ ocorre da origem para o ponto P(a,b). Logo
0s semiplanos correspondente as inequacdes ax + by >c e ax + by < c estédo

indicadas na Figura 3.

Figura 3 —semiplanos ax + by >ceax + by <c

ar+by > ¢

Semiplano

Semiplano Pla,b)

ar+by < ¢

ar + by =c

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra
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Dada a funcéo ¢(x,y,z) = ax + by + czonde a,b,c € Re a? + b? + ¢? # 0.
O conjunto de pontos do R3 que satisfazem a desigualdade do tipo ax + by + cz >

d .6 um semiespaco obtido através da equacdo ax + by + cz =d.

Figura 4 - Plano e semiespagos

ar+by+cz=d A

ar+by+cz>d

Plano Semiespaco

N

Semiespaco
ar+by+cz<d

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra
2.4 CONJUNTOS CONVEXOS

2.4.1 Definicao

Sejam A e B dois pontos do R™. O segmento de extremos A e B € conjunto

AB de pontos do R™, dado por:

AB={(1-1D)A+2AB;0<1<1}

Observa-se que (1 — 1)A + AB para para A no intervalo [0,1] representa um
ponto no segmento de reta de extremidades A e B. Qualquer pondo da forma
(1-2)A + AB é chamado de combinacdo convexa (ou média ponderada) de A e B.

A idéia de combinac&o convexa pode ser extendida para conjunto qualquer
de pontos, da seguinte forma:

Dados x; € R™, 4; € [0,1],i = 1,...,p, talque X¥_ A, = 1,0 ponto XF_, A; x; =
1, é chamada de combinacdo convexa de pontos x; € R", com parametro A;, i =

1,..,p.
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2.4.2 Definicao

Um conjunto X ¢ R™ é chamado conjunto convexo se dado dois pontos A e
BemX,entdo (1-2A)A+AB € X parad € [0,1].

Figura 5 - Exemplo de conjunto convexo e nao convexo.

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

A Figura 5 mostra exemplo de conjunto convexo e de conjunto nao
convexos. Observa-se que em um dos casos nem todas as combinagdes convexas
pertencem ao mesmo conjunto. Segue alguns exemplos de conjuntos convexos:

) {CGoy)/x?*+y? <2}

i) {(x,y)/y = 0}

i) {(x,y)/x = 0,x <y}

2.4.3 Teorema

Um semiespaco fechado é convexo.
Prova: No R?, um semiespaco fechado é conjunto de pontos (x,y) do plano que
satisfazem a desigualdade ax + by + ¢ < 0.(*)
Precisa-se mostrar que caso tomarmos dois pontos quaisquer do semiespaco, 0
segmento que une estes pontos, esta contido no semiespaco. Sejam A = (x1,y,) €
B = (x,,y,) dois pontos quaisquer do semiespago e P um ponto de AB. Entdo existe
A€R com 1€][0,1], tal que
P = 1=y, y1) +A(x2,¥2) =
=((1 = Dxy + Axy, (1 — Dyy + Ay,))
Temos que verificar se P satisfaz (*), ou seja:
al(1—D)x; + Ax,] +b[(1 — D)y, + Ay, + ¢ <0 (*Y)

Que é condicdo de P estar no semiespaco. Logo

al(1 —A)x; + Ax,] +b[(A =Dy, + Ay, + ¢ =
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=1 —-MNDax; +atx, + (1 = A)by, + bAy, + (1 —A)c+ Ac =

= (1 - MD[axy + by, + c] + Alax, + by, + c]
Como A e B pertencem ao semi-espaco, entdo ax; + by; +c<0eax, + by, +c <0
e(l1-1)=0eA>=0, pois 1 € [0,1], logo a relagcao (**) é satisfeita. Dai concluimos
que P esta no semiespaco e P é um ponto arbitrario de AB, entdo o segmento AB esta
completamente contido no semiespaco e, portanto, este semiespaco é convexo. O

caso geral é feito usando o mesmo arguento.
2.4.4 Teorema

A intersecao de conjuntos convexos é um conjunto convexo.
Prova: Sejam K;, K, dois conjuntos convexos. Precisa-se mostrar que se A e B sao
dois pontos qualquer de K; N K, , entdo o segmento AB c K; N K,. Como A,B € K; n
K,, entdo A,B € K, e como K, é convexo, AB c K,. De forma analoga, AB c K,. Ou
seja, como o segmento AB esta contido ao simultaneamente em K; e K,, logo AB c
K; N K,. Portanto K; N K, € um conjunto convexo.

De forma anéloga, conclui-se que intersecdo de qualquer ndmero de

conjuntos convexos é um conjunto convexo.
2.4.5 Definicao

Uma regido poliedral convexa fechada em R™ € uma interse¢do de uma

guantidade finita de semiespacos fechados do R™.

2.5 REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UM SISTEMA DE DESIGUALDADES
LINEARES COM DUAS E TRES INCOGNITAS

2.5.1 Sistema de inequacdes com duas incognitas

Dado o sistema de desigualdades

ax+byy+c =0

(1) ax+byy+c, =20

amX +bypy+c, =0

com 2 incognitas x, y e coeficientetes reais.
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As desigualdades deste sistema, determina no plano de coordenadas
cartesianas, semiplanos m,, m,, ..., T,,. Se qualquer ponto P(x,y) satisfaz a todas as
desigualdades (1), entdo P pertence a todos os semiplanos ny, 75, ..., T,, OU seja P
pertence a intersecdo dos semiplanos.

A intersecdo de uma quantidade finita de semiplanos, forma uma regiédo
poligonal, que resepresenta as solugdes do sitema (1).

A regido das solu¢fes de (1) nem sempre € limitada, podendo surgir como
resultado da intersecéo de varios semiplanos uma regiao ilimitada, e existe também a
possibilidade de ndo haver nenhum ponto comum aos semiplanos, neste caso nao ha

solugdes para (1). Os trés casos estao respresentados nas Figuras a seguir:

Figura 7 - Regido limitada R Figura 6 - Regido ilimitada R?

¥

77% |

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

Figura 8 - Regido vazia R?

‘.""-v
‘

»

N

%

oV,

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra
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2.5.2 Sistema de inequacdes com trés incognitas
ax+byy+cz+dy =20
@) ax +b,y+cz+d, =0
AmX + by +"émz +d, =0

Cada uma das desigualdades de (2) determina um semiespaco, logo a
regido determinada por este sistema representa a intersecdo de m semiespacos. Mas
a intersecdo de uma quantidade finita de semiespacos € uma regido convexa e
poliédrica R, na (Figura 9) temos um exemplo de tal regido, quando m = 4 em (2).

Neste exemplo a regido obtida é um tetraedro.

Figura 10 - Regido limitada (poliedro) R3 Figura 10 - Regido ilimitada R3

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

Ha também o caso que a regido R néo é limitada (estende infinitamente),
um exemplo de tal regido pode ser observado na (Figura 10). Pode haver o caso que
nao existam postos que satisfaz a todas as desigualdades (2), neste caso a regido R

é vazia, um exemplo pode ser observado na (Figura 11)
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Figura 11 - Regido vazia R3

T

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

Se o sistema (2), determina no espaco uma regido R convexa e poliédrica,
esta é resultado da intesecdo de todos os semiespacos que satisfazem as
desigualdades do sistema dado.

Se R é uma regido limitada, entdo é denominada simplesmente de poliedro

de solugdes do sistema (2).
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3 PROGRAMACAO LINEAR

Esta secdo tem como objetivos: Entender o que € um problema de
Programacao Linear; traduzir usando linguagem matematica ideias expressas nos
problemas de Programacéo Linear(construcdo de um modelo matematico), escrever
restricbes lineares usando desigualdades, representar através de graficos sistemas
de inequaco0es lineares, fazer conexao entre a solucdo de um sistema de inequagdes
lineares e a regido viavel, relacionar a fungcéo objetivo e uma regido viavel, de forma
a identificar a solucéo para o problema, interpretar a solucéo obtida para o problema.

Nesta secdo serd aborda-se, alguns estudos de casos, como estratégia
para atingir nossos objetivos e despertar o interesse de professores e alunos ao tema
deste trabalho. Entretanto este tema é bastante versétil, para ser completamente
caracterizado neste trabalho, abordou-se apenas os casos com 2 e 3 variaveis.

Inicia-se a presente secdo com a definicdo de Programacdo Linear, a
subsecao 3.2 apresenta o0 modelo de Programacdo Linear genérico e hipbteses
bésicas. A subsecao 3.3 fornece exemplos de aplicagbes da Programacao Linear. A
subsecédo 3.4 é introduzido a solucao grafica de um problema de Programacéo Linear

e solucdes dos exemplos apresentados na subsecdo anterior.

3.1 INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

O nome programacdo foi empregado inicialmente, durante atividades
militares fazendo referéncia ao planejamento de atividades como "programa". Boa
parte dos acontecimentos que culminaramcom a criacdo desta importante area da
matematica, ocorreu durante a Segunda Guerra Mundial.

George Dantzig usou o termo Programacéo Linear (mais especificamente
Programming in a linear Structure, mais tarde resumido para Linear Programming e
generalizado como Mathematical Programming) para analisar um problema de
planejamento para a forgca aérea americana. Com a disseminagdo do uso do
computador, programagao passou a ser entendido como a codificagdo de um
algoritmo em uma determinada linguagem e as vezes a Programacdo Matematica é

confundida com programacao de computadores.
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A Programacdo Linear usa um modelo matematico para descrever o
problema em questdo. O adjetivo linear significa que todas as funcfes
matematicas nesse modelo séo necessariamente fungdes lineares. A palavra
programacéao, nesse caso, nao se refere a programacéo de computador; ela
€, essencialmente, um sindnimo para planejamento. Portanto, a Programacao
Linear envolve o planejamento de atividades para obter um resultado 6timo,
isto €, um resultado que atinja o melhor objetivo especificado (de acordo com
0 modelo matematico) entre todas as alternativas viaveis. (HILLIER e
LIEBERMAN , 2006, p. 25)

A Programacéo Linear € uma técnica poderosa para lidar com o problema
de alocacéo de recursos limitados entre atividades que competem entre si, bem como
outros problemas com uma formulagdo matemética similar, tém aplicagfes préatica em
areas tdo diversas como a engenharia, economia, organizacbes comerciais e
industriais, entre outras. Vale salientar que o modelo de Programacéao Linear nao se
aplica a todas as situacdes, a formulacdo de um problema deste tipo esta
condicionada a verificacdo das hipoteses de proporcionalidade, aditividade,
divisibilidade, certeza, perspectiva e linearidade da funcéo objetivo, assim como das
restricoes.

Quando uma ou mais das hipoteses da Programacéo Linear é violada, pode
ser entdo possivel aplicar-se outro modelo de programacdo mateméatica em seu lugar,
por exemplo, os modelos de programacao inteira ou programacao nao-linear.

Alguns casos em que a situacdo real ndo permite a aplicacdo do modelo
de Programacéo Linear € geralmente possivel simplificar ou alterar a sua descri¢ao

de modo a criar as condi¢des da aplicabilidade desse modelo.
3.2 A FORMA GERAL DE UM PROBLEMA DE PROGRAMACAO MATEMATICA

Problemas que consiste em maximixar ou minimizar funcdes lineares, do
tipo z = ¢y x1 + c3x, + c3x3 + -+ cpxy, , SUjEItO as restrigdes :

( a11x1 + a12X2 + + alnxn S b1
az1X1 + ArrXy + -+ AornXn < bz
Re :
A1 X1 + QX + -+ QX < by
X120 %20,.....,x,20

Onde a,pn, by, ¢ X, E Ren,me Z.
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A funcdo linear z: R™ — R é conhecida por funcdo objetivo, x, x5, ... x,, SA0
variaveis de decisdo. Num problema de Programacao Linear tem-se um sistema de
desigualdades lineares (as restricdes). A intersecdo dos conjuntos de solucdes que
satisfazem as restricbes individuais, é o conjunto das solugBes viaveis e as
inequagbes x; > 0,x, =20,..,x, =0,s80 as restricbes de nao-negatividade. O
sentido = foi adotado arbitrariamente para todas as desigualdades, sem nenhuma
perda de generalidade;

O conjunto das solugdes viaveis € um conjunto convexo, pois cada restricao
€ representada por um conjunto convexo. A intersecdo de conjuntos convexos é um
conjunto convexo, logo regido de solugdes viaveis necessariamente € um conjunto
convexo.

Uma solucao viavel € aquela para a qual todas as restricdes séo satisfeitas.
Uma solucao inviavel é aquela para a qual pelo menos uma das restricdes néo é
satisfeita.

O Problema consiste em determinar entre os pontos viaveis aquele (ou
agueles) para os quais z € o maior possivel.

A construcdo do modelo matematico, é a parte mais complicada do nosso
estudo. Nao hé regra fixa, mas para ajudar na organizacao do raciocinio matematico,
vamos sugerir uma sequéncia, que consite basicamente em identificar:

i) As variaveis de deciséo: Explicitar as decisfes que devem ser tomadas

e representar através de variaveis de decisao.

i) Tipo de variaveis: A qual conjuto numérico (R, Q, N, Z, ...) pertence as

variaveis.

iif) A fungéo objetivo: Identificar objetivo da tomada de decis&o. Encontrar

uma expressdo que calcula o objetivo, em fungdo das varidveis de
deciséo.

iv) As restricOes: Expressar cada restricdo imposta na descricdo do

problema, como uma relacéo linear (igualdades ou desigualdades) das

variaveis de decisao.

3.2.1 Hipoteses da programacao linear

i) Proporcionalidade: Modelos lineares adotam a hipotese de que se o

custo de producéo de uma unidade (custo unitario) de um produto j € c;,
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entdo x; unidades do produto custam c;x;. Se p; € 0 preco unitario de
venda do produto j, entdo x; unidades do produto séo vendidas por p;x;.
Se a producéo de uma unidade do produto j consome a;; unidades do
recurso i, entdo x; unidades do produto consomem a;;x; do recursoi .
Para ilustrar suponha que custo de produgdo unitario do produto j € ¢; =
10, entdo x; unidades do produto custam 10x;. Se ¢; = 20, entdo x;
unidades do produto custam 20x; e assim por diante. Esta hipotese pode
deixar de corresponder a realidade, pois ndo ha nenhuma economia (ou
custo extra) obtida da atividade(produtos) j; isto &€, ndo ha economias ou
retornos de escala.

i) Aditividade: Toda funcdo em um modelo de Programacéao Linear (seja
a funcao objetivo, seja a funcdo de uma restricdo funcional) € a soma
das contribuicdes individuais das respectivas atividades. Por esta
hipotese se os custos de dois produtos, j e k, s8o ¢; e ¢, entdo o custo
total para produzir x; e x; unidades do produto & c;x; + cyxy.

iil) Divisibilidade: Essa suposicdo garante que as variaveis de decisdo
possam assumir qualquer valor racional (n&o inteiro).

iv) Certeza: Os parametros presentes no modelo como custo (c;), preco
unitario (p;), recursos (a;;) e outros que podem aparecer, sdo todos
conhecidos deterministicamente. Quaisquer elementos probabilisticos
ou estocasticos inerentes de demandas, custos, precos, disponibilidades
de recursos, usos e assim por diante sdo todos considerados como

sendo aproximados por estes coeficientes.
3.3 ESTUDOS DE CASO
Para melhor visdo sobre a constru¢cdo do modelo matematico e efeito que
a Programacao Linear pode ter, apresenta-se nesta secdo e na seguinte alguns
estudos de caso de aplicagbes que tiveram repercussdo na lucratividade das

empresas envolvidas.

Exemplo 1
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Certa empresa fabrica dois produtos P1 e P2. O lucro unitario do produto
P1 é de R$1.000,00 e o lucro unitario de P2 é de R$ 1.800,00. A empresa precisa de
20 horas para fabricar uma unidade de P1 e de 30 horas para fabricar uma unidade
de P2. O tempo anual de producéo disponivel para isso é de 1.200 horas. A demanda
esperada para cada produto é de 40 unidades anuais para P1 e 30 unidades anuais
para P2. Qual o plano de producao para que a empresa maximize o seu lucro nesses
itens? Construir o modelo de Programacao Linear.

i) Varidveis de decisdo: Quantidades anuais de producdo de P1 e P2.

Identificando as varaveis por:
x;: quantidade anual prodizida de P1
X, quantidade anual produzida de P2

i) Tipo de variaveis: x;,x, €N

iii) A funcdo objetivo: Objetivo € maximizar o lucro.

Lucro devido a P1: 1.000x, (lucro por unidade x quantidade produzida).
Lucro devido a P2: 1.800x, (lucro por unidade x quantidade produzida).
Lucro total: L = 1.000x,+1.800x,

Objetivo maximizar L .". L = 1.000x; + 1.800x,

iv) As restricdes:

- Disponibilidade de horas para producgéo: 1.200 horas
Horas ocupadas com P1: 20x,; (tempo para fabricar x quantidade
produzida)
Horas ocupadas com P2: 30x, (tempo para fabricar x quantidade
produzida)
Total de horas ocupadas na producao: 20x; + 30x;
Restricdo 1: 20x; + 30x, < 1.200
- Demanda para cada produto:
Demanda esperada anual de P1: 40 unidades, quantidade produzida de
P1: x;
Restricdo 2: x; <40
Demanda esperada anual de P2: 30 unidades, quantidade produzida de
P2: x,
Restricdo 3: x, <30
Resumo do modelo:




30

max L . L = 1.000x, + 1.800x,

20x; + 30x, < 1.200
Sujeito a: x1 < 40

{xlz()
Xy < 30

x220

Exemplo 2

Em sua loja, vocé vende no maximo 60 bicicletas por ano. A companhia
gue as fornece exige que vocé venda pelo menos 3 vezes mais bicicletas masculinas
do que femininas. Seu lucro numa bicicleta masculina é de R$200,00 e numa feminina
€ de R$240,00. Qual é o seu maior lucro possivel e quantas bicicletas de cada tipo
vocé deve vender para obter esse lucro maximo?

i) Variaveis de decisdo: Quantidade anual de bicicletas de cada género,

vendida.
x;. quantidade anual de bicicleta masculina
X, quantidade anual bicicleta feminina

i) Tipo de variaveis:: x;,x, €N

i) A funcéo objetivo: Objetivo é maximizar o lucro.

Lucro devido a x;: 200x; (lucro por unidade x quantidade vendida).
Lucro devido a x,: 240x, (lucro por unidade x quantidade vendida).
Lucro total: L = 200x; + 240x,

Objetivo maximizar L ... L = 200x; + 240x,

iv)As restricdes:

Restricdo 1: x; + x, < 60 (quantida anual de bicicletas vendidas nédo é
superior a 60).

Restricdo 2: x; = 3x, (venda de bicicletas masculinas é pelo menos o
triplo da venda de bicicletas feminina).

v) Resumo do modelo:

max L .. L = 200x; + 240x,

X1 +x, <60 {x120

Sujeito a: { %, > 3%, Xy >0

Exemplo 3
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Uma autarquia pondera o abastecimento anual de energia elétrica para
iluminacéo da via publica. Para o efeito, a rede nacional pode fornecer-lhe dois tipos
de energia: de origem convencional ou energia eolica.

Para uma cobertura razoavel de iluminacdo, no periodo noturno, o
consumo anual de energia ndo podera ser inferior a 40 MWh.

Por razdes ambientais, a autarquia pretende que a quantidade de energia
de origem convencional ndo exceda a quantidade de energia edlica fornecida.
Relativamente a energia de origem convencional, tem-se:

v O preco por cada MWh é de R$ 80.

Relativamente a energia edlica, tem-se:
v O preco por cada MWh é de R$90;
v O fornecimento de energia, nesse ano, nao podera ultrapassar os 40
MWh.
Determinar que quantidade de energia de cada tipo deve ser consumida,

por ano, de modo que possam ser minimizados 0S custos.

i) Variaveis de decisdo: Quantidade anual em MWh de energia
consumida de cada origem.
x;: quantidade da energia convencional
X,: quantidade de energia edlica

i) Tipo de variaveis: x;,x, € R,

iii) A funcdo objetivo: Objetivo € minimizar o custo anual.

Custo devido a x;: 80x; (custo por cada MWh de enegia convencional x
guantidade anual consumida).

Custo devido a x,: 90x, (custo por cada MWh de enegia edlica x
guantidade anual consumida).

Custo total: z = 80x; + 90x,

Objetivo minimizar z .". z = 80x; + 90x,

iv) As restricoes:

Restricdol: x; + x, = 40 (quantida anual de MWh € no minimo 40).
Restricdo2: x, = x; (qQuantidade de energia de origem convencional ndo
excede a de energia eolica).

Restricdo 3: x, < 40 (quantida de energia eodlica anual ndo pode exceder
40MWh)



v) Resumo do modelo:

min z .". z = 80x; + 90x,

>
N X, +x, =40 x>0
Sujeito a: Xy = Xq >0
x2S4O 2=

Exemplo 4
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A verba total do governo é de R$2.000.000,00. Determinar quantas casas

de cada tipo, devem ser construidas para que seja abrigado o maior nimero de

pessoas possivel.

Tabela 1 — Demanda e custos para construcao de casas

Tipo de Tipo de Tipo de
casa A casa B casa C
NUmero de pessoas que abriga 6 4 3
Custo da construcdo (R9$) 12.000 10.000 8.000
Demanda (n° de familias que solicitaram) 60 80 15

Fonte: Adapatado pelo autor; retirado de (BARICHELLO, TOREZZAN e COSTA)

i) Variaveis de decis8o: Quantidade de casas de cada tipo.

x;. quantidade de casas tipo A
X, quantidade de casas tipo B
X3 quantidade de casa tipo C

i) Tipo de variaveis: x;,x,,x3 €N

i) A funcéo objetivo: Objetivo abrigar maior nimero de pessoas.

Total de pessoas abrigadas em casas tipo A: 6x; (quantidade de

pessoas que acomoda a casa tipo A x quantidade de casas tipo A

construida).

Total de pessoas abrigadas em casas tipo B: 6x, (quantidade de

pessoas que acomoda a casa tipo B x quantidade de casas tipo B

construida).

Total de pessoas abrigadas em casas tipo C: 6x; (quantidade de

pessoas que acomoda a casa tipo C x quantidade de casas tipo C

construida).

Total de abrigados: t = 6x; + 4x, + 3x3

Objetivo maximixar t ..t = 6x; + 4x, + 3x3

iv)As restricdes:
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Restricdol: 12.000x; + 10.000x, + 8.000x3; < 2.000.000 (A soma dos
custos para a construcdo de cada tipo de casa, deve ser inferior ou no
maximo igual ao total de recurso disponivel).

Restricdo2: x; = 60(demanda de casas do tipo A)

Restricdo3: x, = 80(demanda de casas do tipo B)

Restricdo4: x; = 15(demanda de casas do tipo C)

v) Resumo do modelo:

maxt ...t = 6x1 + 4x2 + 3.7(,'3

12.000x4 + 10.000x, + 8.000x3 < 2.000.000
x1 = 60
x, = 80
x3 =15

Sujeito a:

X1;X2;%3 =0

Exemplo 5

Paula deseja balancear os alimentos que consume de forma a obter uma
dieta alimentar que forneca diariamente toda a energia, proteina e célcio que
necessita. Seu médico recomendou que ela se alimente de forma a obter diariamente
no minimo 2000 kcal de energia, 65g de proteina e 800 mg de calcio e considerando
que o limite maximo de porcdes para o consumo de arroz, ovos, leite e feijdo séo 1,
2, 2, 3 respectivamente. O Valor nutritivo e 0 preco (por por¢cao) de cada alimento a
ser considerado na dieta € dado na tabela 2. Quanto de cada alimento Paula deve
consumir para obter uma dieta que atenda a recomendacdo médica e que tenha o

menor custo possivel?

Tabela 2 - Composicao nutricional e custo dos alimentos

Tipo de tamanho Energia | Proteina | Calcio | Preco por

alimento | da porcao (kcal) (9) (mQ) porcao
Arroz 100g 170 3 12 14
Ovos 2un 160 13 54 13
Leite 237ml 160 8 285 9
Feijao 260g 337 22 86 19

Fonte - Adapatado pelo autor, retirado de (SILVA, 2010)

i) Varidveis de decisdo: Quantidade de porcdes de cada tipo de alimento

para atender a dieta com 0 menor custo.

x;: qQuantidade de arroz  x3: quantidade de leite
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X, quantidade de ovos  x,: quantidade de feijao

ii) Tipo de variaveis:x;, x,, x5, x4 € R,

i) A funcéo objetivo: Obter uma dieta com o0 menor custo possivel.

Custo total: z = 14x; + 13x, + 9x3 + 19x,
Objetivo minimizar z .. z = 14x; + 13x, + 9x5 + 19x,

iv) As restricdes:

Restricdol: 170x; + 160x, + 160x5 + 337x, = 2000
Restricdo2: 3x; + 13x, + 8x3 + 22x, = 65
Restricdo3:12x; + 54x, + 285x3; + 86x, = 800

Restricdo4d:x; <1 Restricdo5:x, < 2
Restricdo6:x; < 2 Restricdo7:x, < 3

vi)Resumo do modelo:

min z .. z = 14x; + 13x, + 9x3 + 19x,

(170x; + 160x, + 160x3 + 337x, = 2000
| 3xy + 13x, + 8x3 + 22x, = 65

4 12x, + 54x, + 285x5; + 86x, = 800

| X1 S 1x, 2563 <2;x4 <3

k X1;X2;X3; X4 2 0

Sujeito a:

3.4 SOLUCAO GRAFICA

llustra-se a seguir o estudo dos casos com 2 e 3 variaveis. Neste método
de resolucao, representa-se graficamente as restricdes do problema em coordenadas
cartesianas, sendo que a intersecao das retricdes resulta na regido viavel que pode
ser limidada ou ndo. No caso da regido limitada, correponde a um poligono ou poliedro
convexo. Também representou-se algumas retas ou planos da forma F(x, y) = k ou F(
X, ¥, Z) =k, sendo F a funcao objetivo e k € R . Estas retas ou planos, designadas
por linha de nivel k, indicam os pontos do plano ou espaco em que a funcao objetivo

assume valor k (hd uma breve revisdo na subsec¢éao 2.2).

3.4.1 Teorema (Teorema Fundamental da Programacéo Linear)
Seja f(xq,...,x,) = ayxq + -+ a,x, + b definida numa regido poliedral
convexa A c R™. Suponha que f assuma um valor maximo (ou minimo) nesta regiao.

Entdo, se A possui vértices, este valor maximo (ou minimo) sera assumido num vétice.
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Para o caso em que a regido viavel (RV) é limitada, e pela natureza da
funcao, ja sabendo que ela assume um maximo ou minimo, o teorema enunciado,
mostra que encontrar o valor maximo ou minimo, basta determinar os valores da
funcdo nos vértices da RV.

Geometricamente, €é tracada a linha de nivel 0 como referéncia e tracam-
se, linhas paralelas a anterior que contenham os vértices da regido viavel. A linha com
maior ou menor valor de k € aquela que contém a solucdo 6tima do problema.

Note que, se Py(x,,Y,) € um ponto interior da regido viavel (RV) entédo a
linha de nivel que passa por P, pode ser deslocada um pouco, de modo a nos dar
outros pontos da (RV) nos quais F assume valores maiores do que F(xg, y;)-

O bordo de (RV) € formado por segmentos de reta ou duas semi-retas,
chamamos de lado da (RV). Assim o valor maximo de F na (RV) é atingido num dos
vértices ou em todos os pontos de um dos lados da (RV) (esse lado esta contido numa

linha de nivel).

3.4.2 Solucgdes dos Prolemas da Subsecgéo 3.3

Solucéo grafica para o exemplo 1

Resumo do modelo:

20x, + 30x, < 1.200
max L .. L = 1.000x, + 1.800x,; sujeito a: X, < 40 {
Xo < 30

x1 =0
X9 >0
1° Passo: Identificar regido viavel e contruir linhas de nivel
Encontrar o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas (x;, x;)
satisfazem simultaneamente as 3 desigualdades das restricbes do problema,

conforme Figura 12.
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Figura 12 - Solucéo grafica do exemplo 1

\xz
a0 20x, + 30x, = 1.200
X, = 40
35 1
X, =30 B = (15, 30)
25
20
15 v =(10,18) c\:~(40, 13.333)
.
R
10
5
D = (40, 0) X,
-10 -5 o [E=0,0) 10 15 20 25 30 35 4o 45 50 55 60 65 \715\

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

A intersecao dos semiplanos definidos pelas inequacdes que exprimem as
restricdes € a regido viavel (poligono convexo). Neste problema, a regido viavel tem 4
vértices: A, B, C,D e E.

Tracou-se as linhas de nivel do problema. As linhas de nivel séo
perpendiculares a reta s que passa pelos pontos (0,0) e (1.000,1.800) e tem
crescimento da origem na direcdo do ponto (1.000,1.800). Na solucéo grafica ilustra-
se o ponto (10,18) pois também pertence a reta s.

A solucéo procurada, sera o ponto que perteca a linha de nivel de maior
altura e que esteja na regido R. Pela representacdo grafica do problema (Figura 12),
concluiu-se que ponto que satisfaz as condigbes dada € (15,30). No proximo passo
analisa-se algébrica de todos os pontos extremos de R e que pertence a alguma linha

de nivel.

2° Passo: Fazer analise algébrica dos pontos extremos da regido R:
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Tabela 3 - Andlise algébrica de pontos extremos (exemplo 1)

Ponto Funcé&o Objetivo
Intersecédo Valor de L
extremo L=1.000x, +1.800x,
=0
{xxl_ 30 A(0; 30) L =1.000 x 0 + 1.800 x 30 54.000
, =
{20x1 ¥ 3%~ 12991 B(15;30) |L=1.000x15+1800x30 |  69.000
, =
20 30x, = 1.200 L =1.000 x 40 + 1.800 x N&o convém,
¥ C(40; 13,333) |
X1 = 13,333 pois x; e x, €N
X1 = 4’0
{Xz -0 D(40; 0) L =1.000x40+ 1.800x0 40.000
x =0 . —
{Xz -0 E(O; 0) L=1.000x0+1.800x0 0

Fonte - Elaborado pelo autor

3° Passo: Solucédo do problema
Entre os pontos viaveis o ponto B(15; 30) é a quele que maximiza a funcao

L. E o valor maximo do lucro é R$69.000,00 é atingindo com a fabricagéo de 15 pecas

do produto P1 e 30 pecas do produto P2.

Solucéo grafica para o exemplo 2

Resumo do modelo:

max L .. L = 200x; + 240x,; sujeito a: {xlx-: ;2 3160 {2 i 8
1° Passo: Identificar regido viavel e contruir linhas de nivel

Encontrar o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas (x;, x;)
satisfazem simultaneamente as 4 desigualdades das restricbes do problema,

conforme Figura 13.
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Figura 13 - Solucao grafica do exemplo 2

Fonte - Elaborado pelo autor

A intersecao dos semiplanos definidos pelas inequa¢des que exprimem as
restricbes é a regido viavel (poligono convexo). Neste problema, a regido viavel tem 3
vértices: A, B e C.

Tracou-se as linhas de nivel do problema. As linhas de nivel séo
perpendiculares a reta s que passa pelos pontos (0,0) e (200,240) e tem crescimento
da origem na direcao do ponto (200,240). Na solucéo grafica ilustra-se o ponto (20,24)
pois também pertence a reta s.

A solucao procurada, sera o ponto que perteca a linha de nivel de maior
altura e que esteja na regido R. Pela representacdo grafica do problema (Figura 13),
concluiu-se que ponto que satisfaz as condi¢cdes dada € (45,15). No proximo passo
analisa-se algébricamente todos os pontos extremos de R e que pertence a alguma
linha de nivel.

2° Passo: Fazer uma analise algébrica dos pontos extremos da regiéo R:
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Tabela 4 - Andlise algébrica de pontos extremos (exemplo 2)

Ponto Funcéo Objetivo
Intersecédo Valor de L
extremo L =200x; + 240x,
{xl —0 A(0; 0) L = 200x0 + 240%0 0
x, =0
{xl * fz = 60 B(45; 15) L =200x45 + 240x15 12.600
X, = 3x,
{xl Z 25 °0 C(60; 0) L = 200x60 + 240x0 12.000
, =

Fonte - Elaborado pelo autor

3° Passo: Solucéo do problema
Entre os pontos viaveis o ponto B(45; 15) € a quele que maximiza a funcao
L. E o valor maximo do lucro € R$12.600,00 obtido com a venda anual de 45 biciletas

masculina e 15 bicicletas femininas.

Solucéo grafica para o exemplo 3

Resumo do modelo:

X1 + Xy =40
. . x1 =0
min z .. z = 80x,; + 90x,; sujeito a: { Xy 2 Xq {x >0
Xy <40 2=

1° Passo: Identificar regido viavel e contruir linhas de nivel
Encontrar o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas (x;, x;)
satisfazem simultaneamente as 5 desigualdades das restricbes do problema,

conforme Figura 14
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Figura 14 - Solucéo grafica do exemplo 3

40

Xq+ Xy = 40 60
Xy = Xy
50
T =40 A= (0, 40) B = (40, 40)
R
30
20 C.=(20, 20)
10
(8,9)
=0 X,
20 10 10 20 30 4 50 60 70 80 90 100 110 120
-10 0
x =
1 T
Z =0

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

A intersecao dos semiplanos definidos pelas inequa¢des que exprimem as

restricbes é a regido viavel (poligono convexo). Neste problema, a regido viavel tem 3

vértices: A, B e C.

Tracou-se as linhas de nivel do problema. As linhas de nivel séo

perpendiculares a reta s que passa pelos pontos (0,0) e (80,90) e tem crescimento da

origem na direcdo do ponto (80,90). Na solucao gréfica ilustrou-se o ponto (8,9) pois

também pertence a reta s.

A solucgéo procurada, sera o ponto que perteca a linha de nivel de menor

altura e que esteja na regido R. Pela representacdo grafica do problema (Figura 14),

conclui-se que ponto que satisfaz as condi¢cdes dada é (20,20). No proximo passo
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analisa-se algebricamente de todos os pontos extremos de R e que pertence a alguma

linha de nivel.

2° Passo: Fazer uma analise algébrica dos pontos extremos da regido R:

Tabela 5 - Analise algébrica de pontos extremos (exemplo 3)

Ponto Funcé&o Objetivo
Intersecédo Valor de z
extremo z = 80x; +90x,
{x 1 Xz = 40 A(0; 40) z = 80X0 + 90x40 3.600
X, = 40
X1 = X3
(= 20 B(40; 40) z = 80x40 + 90x40 6.800
= 4
{xl s 0 C(20: 20) Z = 80x20 + 90x20 3.400
1= 2

Fonte - Elaborado pelo autor

3° Passo: Solucédo do problema
Entre os pontos viaveis o ponto C(20; 20) € aquele que minimiza a funcao
z. E o valor minimo gasto com energia é R$ 3.400,00 obtido, com com a utilizacédo de

20MWh de energia convencional e 20MWh de energia edlica.

Solucéo grafica para o exemplo 4

Resumo do modelo:

12.000x; + 10.000x, + 8.000x; < 2.000.000
x; = 60

max t ..t = 6x; + 4x, + 3x; ; Sujeito a: Xz 2 80
X3 = 15

k X1;X0;%3 =0

Resumo do modelo:

1° Passo: Identificar regido viavel e contruir linhas de nivel
Encontrar o conjunto dos pontos do espaco cujas coordenadas (xq, x, , X3)
satisfazem simultaneamente as 5 desigualdades das restricbes do problema,

conforme Figura 15, em seguinda tracar as linhas de nivel (neste caso sao planos).
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Figura 15 - Solucéo gréafica do exemplo 4, secao 3.2

80, 15)

y

C(90,80,15)  B(60,116,15)

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

Figura 16 - Solucado gréafica do exemplo 4, secao 3.2

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra
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A intersecdo dos semiespacos definidos pelas inequacdes que exprimem
as restricoes é a regiao viavel (R) (poliedro convexo). Neste problema, a regido viavel
tem 4 vértices: A, B, C e D.

Tragou-se as linhas de nivel do problema, que sédo planos(paralelos), que
associa diferentes valores da funcao objetivo e tem crescimento da origem na direcéo
do ponto (90,80,15).

A solucao procurada, sera o ponto que perteca a linha de nivel de maior
altura e que esteja na regido R. Pela representacdo grafica do problema (Figura 16),
concluiu-se que ponto que satisfaz as condicdes dada é C(90,80,15). No préximo
passo analisa-se algebricamente de todos 0s pontos extremos de R e que pertence a

alguma linha de nivel.

2° Passo: Fazer uma analise algébrica dos pontos extremos da regiéo R:

Tabela 6 - Analise algébrica de pontos extremos (exemplo 4), se¢éo 3.2

. Ponto Funcao Objetivo
Intersecéo Valor de z
extremo ZzZ = 6x1 + 4'x2 + 3X3
12.000x, + 10.000x, + 8.000x3; = 2.000.000
x; = 60 A(60; 80; 60) | z = 6x60 + 4x80 + 3x60 860
Xy = 80
12.000x; + 10.000x, + 8.000x; = 2.000.000
x; =60 B(60; 116; 15)| z = 6x60 + 4x116 + 3x15 869
X3 = 10
12.000x; + 10.000x, + 8.000x; = 2.000.000
x, = 80 C(90; 80 ; 15)| z = 6x90 + 4x80 + 3x15 905
Xy = 15
xl = 60
x; =80 D(60; 80 ; 15)| z = 6x60 + 4x80 + 3x15 725
xZ = 15

Fonte - Elaborado pelo autor

3° Passo: Solucédo do problema
Entre os pontos viaveis o ponto C(90,80,15) € aquele que maximiza a
funcéo t. E a quantidade maxima de pessoas abrigadas € 905, construindo 90, 80 e

15 casas do tipo A, B e C respectivamente.
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4 METODO SIMPLEX

Apés discutir caracteristicas gerais, aplicacbes préticas e o modelo
matematico para problemas de Programacéo Linear, observou-se que para grande
quantidade de variaveis, o método grafico para solucdo de problemas de
Programacao Linear € inviavel, sendo necessario o uso outras ferramentas. Nas
proximas secdes aborda-se o método Simplex e alguns softwares usados na solugéo
dos problemas de Programacéao Linear.

O método Simplex foi desenvolvido por George Dantzig em 1947, é um
procedimento eficiente e usado rotineiramente, para solucionar problemas de
Programacao Linear, usando pacotes de softwares disponiveis.

Esta secdo descreve e ilustra com alguns exemplos as principais
caracteristica do método Simplex e sua interpretacdo geométrica; desenvolve-se
procedimento para solucionar problemas de Programacao Linear, que se estdo na
forma padrdo (maximizagdo, todas restricbes na forma <, restricbes de né&o
negatividade das varidveis e lado direito das desigualdades s&do valores nao
negativos).

Inicia-se a sec¢do analisando a esséncia do método Simplex e as
subsecdes 4.2 e 4.3 apresenta-se a forma algébrica e tabular do método Simplex.

4.1 A ESSENCIADO METODO SIMPLEX

O método grafico s6 pode ser empregado quando existirem duas ou no
maximo, trés variaveis (dificil visualizacdo). Para problemas com mais de trés
variaveis, uma maneira de resolver é aplicando um método analitico, que é a base do
método Simplex.

Geometicamente método Simplex, escolhe um ponto inicial da regiéo viavel
(obtida atraveés das reticbes do problema) em seguida faz uma “rota”, passando pelos
vértices da regido viavel e verificado qual ponto a funcdo objetivo, obtém valor étimo.
A Figura 17, ilustra de forma bem elementar o método. Na secdo seguinte, ha um
compartivo entre método algébrico e grafico.
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Figura 17 - Interpretacdo geométrica do Simplex

|

Regiao Viavel

L g =

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

4.2 FORMA ALGEBRICA DO METODO SIMPLEX

O método Simplex, normalmente é executado em um computador, que
segue instrucbes algébricas, sendo necessario traduzir o procedimento
conceitualmente geométrico num procedimento algébrico. Nesta secédo introduz-se, a
linguagem algébrica do método Simplex e a relaciona-se aos conceitos geométricos.

O procedimento algébrico se baseia em sistemas de equacfes, desse
modo, a primeira etapa na configuracdo do método Simplex é converter restricbes
funcionais de desigualdade, em restricdes de igualdade equivalentes. As restricoes
de nao-negatividade sdo deixadas como desigualdades, pois sdo tratadas
separadamente. Essa conversao € realizada introduzindo-se variaveis de folga. Para
ilustrar, considerar o exemplo 1 da Secéo 3.2

Resumo do modelo:

20x; + 30x, < 1.200
max L .. L = 1.000x; + 1.800x,; sujeito a: x; < 40

{xlzo
Xy < 30

x220

A variavel de folga para a restricdo 20x; + 30x, < 1.200 é definida como x; =
1.200 — 20x; — 30x, > 0.
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A quantidade de folga no lado esquerdo da desigualdade € x;. Logo, 20x; + 30x, +
x; = 1.200 .
Portanto a restricao inicial é equivalente ao par de restricbes 20x; + 30x, + x3 =
1.200 e x5 > 0.

Apés a introducéo de variaveis de folga para as demais restricdes, 0 modelo
de Programacdao Linear original para o exemplo acima, pode agora ser substituido

pelo modelo equivalente, chamado forma aumentada do modelo.

Forma Original Forma Aumentada
max L .. L = 1.000x; + 1.800x, max L .. L = 1.000x; + 1.800x,
Sujeito a: Sujeito a:
20x; + 30x, < 1.200 20x; + 30x, +x3 = 1.200
X1S4‘0 X1+X4=4‘0
XZSSO x2+X5=30
xl,XZZO XiZO,i=1,2,3,4‘,5
X3, X4, X5 Variaveis de folga

Obs: As varidveis de folga ndo sdo mostradas na funcdo objetivo, pois os coeficientes que multiplicam

as variaveis de folga na funcao objetivo valem zero.

Para a forma aumentada do exemplo, observe que o sistema de restricbes
funcionais possui cinco variaveis e trés equacoes, dai:

NuUmero de variaveis - numero de equacdes = 5 - 3 = 2 graus de liberdade
na solucédo do sistema. Logo quaisquer duas variaveis podem ser escolhidas para ser
iguais a qualquer valor arbitrario, de modo a resolver o sistema com trés equacoes e
trés variaveis.

O Simplex usa zero para o valor arbitrario. Assim, duas das variaveis
(chamadas variaveis ndo bésica) sdo configuradas em zero e, entdo, a solugéo
simultanea das trés equacdes e outras trés variaveis (denominadas variaveis basicas)
€ a solucéo basica.

Volta-se ao Exemplo 1 da sec¢éo 3.2.
max L .. L = 1.000x; + 1.800x,

20x; + 30x, +x3 = 1.200 - x3 = 1.200 — 20x; — 30x,
x1+X4:40_>X4:4'0_x1
X, + X5 =30 - x5 =30 — x,
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Solucéo viavel inicial

L=0

Variaveis ndo basica
x1=0;x,=0

Variaveis basicas

x3 = 1.200 ; x, = 40 ; x5 = 30

(0, 0, 1.200, 40, 30) solugéo do sistema na forma aumentada.

Figura 18 - Interpretacdo geométrica do Simplex - solucéo inicial

Regiao viavel (40743.333)

(0.0) ('40‘ 0) X

Solugado inicial (0, 0, 1.200, 40, 30) e L= 0
Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

Teste de Otimalidade
A solucéo inicial ndo é 6tima, ja que um incremento em qualquer das
variaveis ndo basica, faz com que valor da funcdo objetivo aumente. Enquanto existir
variaveis na funcéo objetivo, com coeficiente positivo, isto significa que a solucao
pode melhorar.
Iteracéo 1

Passo 1 — (Determinando a dire¢cdo de deslocamento) Escolher uma variavel ndo

basica para ser aumentada (enquanto os valores das variaveis basicas

sdo ajustados para continuar satisfazendo o sistema de equacdes).

Aumentar a variavel ndo basica a partir de zero, convertera numa variavel
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basica. Assim, essa variavel € conhecida como variavel basica que entra
para a iteracao atual.
L = 1.000x; + 1.800x,

Vamos escolher a variavel (maior coeficiente ou maior taxa de
crescimento) que faz a funcéo L crescer rapidamente, para converter numa variavel
basica. Como a taxa de crescimento de x; € 1.000 e a taxa de crescimento de x, €
1.200 e 1.000 < 1.200, logo x, entra para iteracao 1.

x, =0
x3 = 1.200 — 20x; — 30x, — x3 = 1.200 — 30x,
X, =40 —x; - x4 =40

x5 =30 —x,

Passo 2 — (Teste da razdo minima) - Determina onde parar, indica a variavel basica
que sai.

As variaveis x; , xs devem ser maiores ou iguais a zero, de acordo com as
restricdes iniciais do problema, logo:
x3 = 1.200 — 30x, > 0 > x, < 40
x, = 40 = 0 ndo impde limitacéo

x5 =30 —x, =0 — x, < 30 maior limitagao

Dai x, pode ser aumentado apenas até 30, no qual o ponto xs chega a 0.
Aumentar x, além de 30 faria que xs se tomasse negativo, o que violaria restricdo
inicial.

O objetivo do teste é determinar qual variavel basica cai a zero primeiro, a
medida que a variavel basica que entra € aumentada. Sendo que a variavel que cai a
zero primeiro é variavel basica que sai para a iteracao atual.
x5 =30 —x, 2 x;, =30 — x5
Substituindo x, = 30 — x5 nhas outras equacoes, temos:
x3 = 1.200 — 20x; — 30x, — x3 = 300 — 20x; + 30x5
X, =40 — x4
max L = 54.000 + 1.000x; — 1.800x5
Solucéo viavel apos 1° iteracao
L = 54.000
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Variaveis nao basica
xl = O ; X5 = 0
Variaveis basicas
x2=30;x3=300;x4=40

(0, 30, 300, 40, 0) € uma solucéo do sistema na forma aumentada.

Figura 19 - Interpretagdo geométrica do Simplex - Iteracdo 1

Regiao viavel (40713.333)

(0, 0) \ (40, 0) X

Solugdo apos 1°iteragdo (0, 30, 300, 40, 0) e L= 54.000

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra

Teste de Otimalidade

A solucdo ainda ndo é 6tima, ja que um incremento em na variavel nao
basica x,, faz com que valor da funcdo objetivo aumente. Enquanto existir variaveis
na funcdo objetivo, com coeficiente positivo, isto significa que a solugcdo pode
melhorar.

Iteracao 2

Passo 1 — (Determinando a direcao de deslocamento)
max L = 54.000 + 1.000x; — 1.800x5

A variavel ndo basica x; entra para iteracéo 2, pois tem maior taxa de
crescimento na fungéo objeto.

x5:0
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X, =30 —x5 — x, =30
x3 = 300 — 20x; + 30x5 — x3 = 300 — 20x,
X4 =40 — x4
Passo 2 — (Teste da razdo minima) - Determina onde parar, indica a variavel basica
que sai.
x, = 30 n&o impde limitacao
x3 =300 —20x; =0 — x; <15 maior limitagao
X4 =40—x, 20 - x, <40

Dai x, pode ser aumentado apenas até 15, no qual o ponto x; chega a 0.
Aumentar x; além de 15 faria que x; se tomasse negativo, o que violaria restricdo
inicial.

Logo a variavel basica que sai é x5, entéo:
x3 =300 — 20x; = x; = 15—0,05x3 + 1,5x5
Substituindo x; = 15 — 0,05x3 + 1,5x5 , nas outras equacdes, temos:
x, = 30
x4 =40 —x1 > x4 = 25+ 0,2x3 — 1,5x5
max L = 54.000 + 1.000x; — 1.800x5 = L = 69.000 — 500x3 — 300x5
Solucdo viavel apos 2° iteracdo
L =69.000
Variaveis ndo basica
x3=0;x5=0
Variaveis basicas
x; =15;x, =30; x, =25

(15, 30, 0, 25, 0) é uma solucéo do sistema na forma aumentada.
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Figura 20 - Interpretac@o geométrica do Simplex — Iteracéo 2

Regido viavel (4013.333)

o, 0)/ (40, 0) X,

Solugdo apos 2° iteragdo (15, 30, 0, 25, 0) e L= 69.000

Fonte - Elaborado pelo autor, usando software GeoGebra
Teste de Otimalidade
A solugéo é 6tima, jA que nenhum incremento em nas variaveis x; ou xs,

faz com que valor da funcéo objetivo aumente.

4.3 O METODO SIMPLEX NA FORMA TABULAR

A forma algébrica do método Simplex apresentada na subsecao 4.2 pode
ser a melhor maneira de entender a l6gica envolvidada no método. Entretanto, ndo é
a forma mais conveniente para realizar os calculos necessérios, na solucdo de um
problema de Programacéao Linear.

A forma tabular do método Simplex registra somente os coeficientes das
variaveis, as constantes dos lados direitos das equacdes e a variavel basica que
aparece em cada equacéao. Isto evita ficar repetindo os simbolos e 0 mais importante
é o fato de permitir destacar os niumeros envolvidos em calculos e registrar os calculos
de forma compacta.

Antes de iniciar a fora tabular, definiu-se alguns termos que seréo usados:

I. Linha pivGa: Linha da variavel que esta deixando a base.

ii. Coluna pivd: Coluna da variavel que esta entrando na base.

iii. Elemento pivd: Elemento comum a coluna e linha pivo.
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A Tabela 7 compara o sistema de equacdes inicial do exemplo 1, secéo 3.2

na forma algébrica e na forma tabular, onde a tabela da direita € chamada tabela

Simplex.
Tabela 7 — Método Simplex (forma algébrica e tabular)
Forma Algébrica Forma Tabular

Variavel Coeficiente de: Lado
Bésica g X1 Xy X5 | x4 | xg | Direito

L — 1.000x; — 1.800x, = 0 L 1]-1.000(-1800] 0 | 0 | O 0
20x; + 30x, +x3 = 1.200 X3 0 20 30 1 0 | 0| 1.200

X1 +x4 =40 Xy 0 1 0 0 110 40

x, +x5 =30 X5 0 0 1 0 0|1 30

Fonte - Elaborado pelo autor

Apos estabelecer x; =0, x, =0, a coluna do lado direito nos d& a solucéo basicas,
inicial (0, 0, 12.000, 40, 30)e L =0

Iteracao 1
Passo 1: Determinar a variavel basica que entra selecionando a variavel
(automaticamente uma variavel ndo basica) com o coeficiente negativo e maior valor
absoluto. Neste caso x, deve ser transfomado numa variavel basica, pois o coeficiente
de x, tem maior valor absoluto em relacdo a x;
Aplicando o teste da razdo minima, determinar a primeira variavel basica

que sai, observa-se:

Tabela 8 - Teste da razdo minima

Forma Tabular

Variavel Coeficiente de: Lado 3
. L o Razao
Basica X1 Xy X3 | x4 | x5 | Direito

L 1(-1000 [-1800(0| O | O 0

X3 0 20 30 1|10 | 0| 1200 % =40

x, |0] 1 0 |o| 1|0/ 40
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30 maior

X5 0 0 1 0] 0|1 30 — =130 L
1 limitacédo

Fonte - Elaborado pelo autor

Passo 2: (Teste da razdo minima) - Determinar a variavel basica que sai. Neste caso

sai xg
Tabela 9 - Tabela Simplex, ap0s Teste da razdo minima
Variavel Coeficiente de: o
Iteracéo o L Lado Direito
Basica X4 X, X3 X4 | Xg

L 1 | -1.000 | -1.800 | O 0 0 0

0 X3 0 20 30 1 0 0 1.200
Xy 0 1 0 0 1 0 40
Xs 0 0 1 0 0 1 30
L

1 s
X4
Xy 0 0 1 0 0 1 30

Fonte - Elaborado pelo autor

Calculando nova solucéao
e Dividimos a linha pivd pelo elemento pivd, obtendo nova linha com elemento pivd
unitério (Tabela 9).

e Rescrever cada uma das outras linhas da seguinte forma:

1° Multiplicar os elementos da nova linha pivd pelo coeficiente da variavel
gue entra, com sinal trocado.

2° Somar termo a termo.
Exempilo:

e Coeficiente da variavel que entra (x,) na 1° linha é -1.800., entao:

Tabela 10 - Calculo da nova 1° linha - Iteracéo 1

Nova linha pivo: 0 0 1 0 0 1 30
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x 1.800: 0 0 1.800 0 0 1.800 | 54.000
+ 1%inha: 1 -1.000 -1.800 0 0
Nova 1° linha 1 -1.000 0 1.800 | 54.000
Fonte - Elaborado pelo autor
o Coeficiente da variavel que entra (x,) na 2° linha é 30, ent&o:
Tabela 11 - Caélculo da nova 2° linha - Iteracéo 1
Nova linha pivo: 0 1 0 0 1 30
x (-30): 0 - 30 0 0 - 30 - 900
+ 2°%inha: 0 20 30 1 0 0 1.200
Nova 2° linha 0 20 0 1 0 -30 300
Fonte - Elaborado pelo autor
e Coeficiente da variavel que entra (x,) na 3°linha é 0, entéo:
Tabela 12 - Caélculo da nova 3° linha - Iteracéo 1
Nova linha pivo: 0 0 1 0 0 1 30
x O: 0 0 0 0 0 0 0
+ 3°linha: 0 1 0 0 1 0 40
Nova 3° linha 0 1 0 0 1 0 40
Fonte - Elaborado pelo autor
Tabela 13 - Tabelas Simplex (apos Iteracéo 1)
Variavel Coeficiente de: o
Iteracdo o L Lado Direito
Basica X, X, X3 X4 Xs
L 1 |-1.000 | -1.800 | O 0 0 0
0 X3 0 20 30 1 0 0 1.200
Xy 0 1 0 0 1 0 40
Xs 0 0 1 0 0 1 30
. L 1 | -1.000 0 0 0 |1.800 54.000
X3 0 20 0 1 0 -30 300
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X 0] 1 0 0o 1] 0 40
X, o o 1 0| o 1 30

Fonte - Elaborado pelo autor

Teste de Otimalidade

A solucao encontrada (0, 30, 300, 40, 0), L = 54.000 ndo é o6tima, sera
necessario pelo menos mais uma iteracdo, pois ha coeficientes da fungcéo objetivo
(linha L) negativo (-1000 para x;).

Iteracao 2

Passo 1: Determinar a variavel basica que entra, selecionando a variavel
(automaticamente uma variavel ndo basica) com o coeficiente negativo e maior valor
absoluto. Neste caso x; deve ser transfomado numa variavel basica, pois o coeficiente

de x; é Unico negativo.

Tabela 14 - Passos 1 e 2 (Iteracéo 2)

_ | Variavel Coeficiente de: Lado N
Iteracéo N L . Razéo
Basica X1 Xy | x3 | x4 | x5 | Direito

L 1| -1.000 | O | O | O |1.800 | 54.000

300 maior
X3 0 20 0O|11] 0] -30 300 | —=15|
1 20 limitacéo
X4 0 1 0|01 0 40 ? = 40

X3 0 0 110|0 1 30

Fonte - Elaborado pelo autor

Passo 2: (Teste da razdo minima) - Determinar a variavel basica que sai. Neste
caso sai x3.

Calculando nova solucéao
e Os passos para o calculo das novas linhas a partir da linha e coluna pivd, sao

analagos aos do paragrafo anterior e obtendo os valores inseridos na Tabela 15.



Tabela 15 - Tabelas Simplex (lteracdes 1 e 2)

fteracdo Va,riével L Coeficiente de: Lado Direito
Basica X1 Xy X3 X4 Xs

L 1 |-1.000 | -1.800 0 0 0 0
X3 0 20 30 1 0 0 1.200

° X4 0 1 0 0 1 0 40
Xsg 0 0 1 0 0 1 30
L 1 |-1.000 0 0 0 [1.800 54.000

. X3 0 20 0 1 0 -30 300
X4 0 1 0 0 1 0 40
X3 0 0 1 0 0 1 30
L 1 0 0 50 0 300 69.000
X1 0 1 0 120 | 0 | -3/2 15

? X4 0 0 0 -1/20 | 1 3/2 25
Xy 0 0 1 0 0 1 30

Fonte - Elaborado pelo autor

Teste de Otimalidade
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A solucao encontrada é 6tima, pois nenhum dos coeficientes da funcao

objetivo (linha L), sdo negativos. Portanto a nova solucao sera:

Valor 6timo
L = 69.000

Variaveis nao basica

x3=0;xs=0

Variaveis basicas

xy =15;x, =30; x4, =25
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5 FERRAMENTAS TECNOLOGICAS

O uso de tecnologias na educacao, facilita a aprendizagem dos alunos,
melhorando o interesse dos mesmos pela matéria. Através da tecnologia, alunos e
professores, podem ampliar conhecimentos, interagir, investigar solucbes de
problemas, trocar informacdes e desenvolver vérias habilidades.

Durante uso das ferramentas tecnologicas é fundamental o papel do
professor, para que seja identificado o dempenho dos alunos e esclarecer as duvidas
que podem surgir.

O raciocinio e férmulas aplicadas na forma convencional trazem
desinteresse dos alunos. Sugeriu-se adicionar ao ensino da matematica, as
ferramentas escolhidas criteriosamente e discutidas nas subsec¢fes 5.1, 5.2 e 5.3, pois
sdo capazes de envolver o aluno, despertar o interesse pela matematica, melhorar
desempenho nos célculos, facilitar a transmisséo dos contetdos e raciocinio légico.

Utiliza-se nas préximas subsecdes, ferramentas tecnolégicas disponiveis
de forma gratuita, na solucdo, analise e discussdo de problemas das secdes

anteriores.

5.1 FORMULANDO E SOLUCIONANDO MODELOS DE PROGRAMACAO LINEAR
EM UMA PLANILHA

As Planilhas do LibreOffice Calc e Excel, sao ferramentas que poderao ser
ultilizadas para analisar e resolver problemas em geral, reduzindo o tempo de
realizacdo dos célculos, em comparac¢éo a solucdo manual.

As principais caracteristicas de um modelo de Programacdo Linear,
incluindo todos seus parametros, podem facilmente ser introduzidas em uma planilha;
no entanto pode fazer mais do que simplesmente exibir dados, caso seja inseridas
informacdes adicionais, a planilha pode analisar rapidamente possiveis solucdes de
um problema e ate mesmo resolver problemas usando o método Simplex, através de

ferramentas disponiveis.
5.1.1 LibreOffice Calc

LibreOffice € um software livre, a sua obtencdo pode ser feita de forma

gratuita por meio do site https://pt-br.libreoffice.org/baixe-ja/libreoffice-novo/,



https://pt-br.libreoffice.org/baixe-ja/libreoffice-novo/
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disponivel para Linux, Windows e Mac. ApOs finalizada a sua instalacdo, serao
instalados diversos programas da plataforma. Para este trabalho, usamos o
LibreOfficeCalc, versao 6.2.3.2

Calc é o programa de planilhas, intuitivo, facil de aprender, com inUmeras
funcdes, desde das mais simples (exemplo: somar, multiplicar, dividir nameros,
construcdo de graficos,...) ate funcdes avancadas(exemplo: operacdes com matrizes,
funcbes de probabilidade, analises de dados,...), h4 também assistente que pode

orientar na escolha e uso das funcgdes.

5.1.2 Ferramenta Solver

Disponivel para LibreOfficeCalc, possibilita aplicar rapidamente o método
Simplex para encontrar a solucéo 6tima do modelo de Programacéo Linear.

A Figura 21 representa 0 modelo mateméatico do problema descrito, no
exemplo 1 da subsecéo 3.2, onde os dados foram transferindos para uma planilha,
ultilizada na busca da solucéo 6tima, através da ferramenta Solver.

Neste exemplo inicial, dividiu-se a resolucdo em seis partes, com objetivo
de facilitar a compreenséo sobre o0 uso da ferramenta.

Inicialmente, foi inserida uma solucédo arbitraria (Figura 21); colocando
zeros nas células das variaveis de decisao. O Solver as modificara para valores 6timos

apo6s solucionar o problema.



Figura 21 - Inserido modelo matematico no LibreOfficeCalc

Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela Ajuda

IBE-mRB DR XBRI&LAC - [ B-B- 1NN VIih »
i A BN I SIA-2-=ZE = EE = ElL - % 00 E|0q 02
D16 vl fx ¥ = ||-cr63+DaGa v|[
T S [ o S [ [ 7 S [
1
2 | Produtos Variaveis de decisédo
3 P1 P2 Xy | 0 Quantidade produzida de do produto P1
4 Lucro unitario(R$) 1000 1800 X, | 0 Quantidade produzida de do produto P2
Tenpo para producéo de cada
2 unidade(h) 20 20
6 | Demanda anual esperada (un) 40 30
7
8]
9 Restricdes Restricdes
0| 20.x,+30x,<1.200 0 <= 1200
| x,<40 0 <= 40
12 | X,£30 0 <= 30
13 X, X,20
E
15 Funcéo Objetivo Lucro total (R$)
m maxL=1.000x,+1.800 x,
7
8 |
|
2]
2]
2 v
< >
M 4 > M !- Exemplo 1 k L
Planilha 1 de 1 Padrio | Portugués (Brasil) | oI| B Meédia: 0; Soma: 0 -+ 100%

Fonte - Elaborado pelo autor, usando LibreOfficeCac

O procedimento de busca da solugéo 6tima é iniciado selecionando-se

Solver no menu Ferramentas (Figura 22).

Figura 22 - Ferramenta Solver

@ SOLVER_EXEMPLOS_CALC.ods - LibreOffice Calc - [m] X
Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela Ajuda X
2 . Ak = ~ <2 o=
 cm D RIX DR &Y o TIN NG W@ -
I . _ Ab Verificagdo ortografica automatica Shift+F7 -
Arial | (11 1 N I § A YA i Dicionario de sinénimos... Cirl+F7 pe % 00 OQ OQ E E 2
D16 vl fix 3 = |[=caG3+Daca Idioma L v
I A | B | C n Opgées da autocorregio... | | J | K I “f'
|- Y% Atingir meta...
2 Produtos @ sohe
3 P1 P2 & . e duzida de do produto P1
4 Lucro unitario(RS) 1000 1800 Pl * )duzida de do produto P2
= Cenarios
5 Tenpo para .produz;ao de cada 20 30
unidade(h) Formulrios »
6 | Demanda anual esperada (un) 40 30
7 E} Compartilhar planilha...
8 & Proteger planilha...
9 Restricses Restricses -y Proteger estrutura da planilha...
10 20x,+30x,=1.200 0 <= 1M Atoentrada
1 X,£40 0 <= 40 [§ Macros 4
12 x,=30 0 <= 3 Filtros XML...
13 X, X2 0 Gerenciador de extensées... Ctrl+Alt+E
L | Personalizar...
15 Func&o Objetivo Lucrototal (F 53 gpcses. Alt+F12
6 | maxL=1.000x,+1.800 x, 0 e

Fonte - Elaborado pelo autor, usando LibreOfficeCac



Apos selecionar a ferramenta Solver, a caixa de dialogo do Solver fica

disponivel (Figura 23).
Figura 23 - Configurando o Solver

Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela Ajuda

B HIDBRIXE LLASCC AY BB NAUNG WhB Q200
RENI SA-s-=EZEEFEL=-%s0D R EE@H-F-Q
o fx 2 =

A | 5 [ c EECEM ] ¢ [ o [ v [ 1 [ 7 [ « [ [ wm |
1
2 Produtos Variaveis de deciséo
£ E = = | 0 | Celula objeti SDS16 =
4 Lucro unitario(RS) 1000 1800 x, | 0 = 2

Tenrpo para producéo de cada Otimizarpara @) payimo
5 20 30 i
unidade(h)

6 | Demanda anual esperada (un) 40 30 O Minimo
7
2 O Valor de =
9 Restricdes Restricdes Células variaveis &
10 20 x,+30x,<1.200) 0 <= 1200 Conjunto de restricdes
n "Isgg 0 = 40 Referéncia de célula Operador  Valor
12 X= B <= 30 A
13 X, X,20 B «= ¥ =
L = [<= v =
15 Func&o Objetivo Lucro total (R$) ‘
16 | maxL=1.000x,+1.800 x, = ¥ =
17
- 2|l [ = .
19
0| Opges... Ajuda Fechar Resolver
21

Fonte - Elaborado pelo autor, usando LibreOfficeCac
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Antes de o Solver iniciar seu trabalho, ele precisa saber exatamente onde

cada componente do modelo se localiza na planilha. A caixa de dialogo do Solver é

utilizada para adicionar essas informacdes (Figura 23).

Figura 24 - Configurando o Solver

B
Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela Ajuda

iBm B DB XBhR &A1 A BB INUNVILWLE I Q-2D
S HdEINI SIA-2-EE=ZIEE FEL = %00 0|00 =

A B = i s = 1 B B s | [ m |
1
2 Produtos Variaveis de decisdo || Sover X
: a P2 = | o Célula objeti SDS16 R
4 Lucro unitério(RS) 1000 1800 x |0 e :
5 Tenpopara _produgéo de cada 20 20 Otimizar para ® Migimo

unidade(h)

6 | Demanda anual esperada (un) 40 30 O Minimo
7
3 O valor de =
9 Restricdes Restricées Células variaveis | SGS3:5GS4 =
10 20 x,+30x,<1.200) 0 <= 1200 Conjunto de restricses
LS "‘5§g B = 4 Referéncia de célula Operador  Valor
12 X= <= 30
3 %, X,20 - 5Cs10 = SES10 5|2
1 scsi =2 fe= zl SEST1 [ 8
15 Fung&o Objetivo Lucro total (RS)
E max L=1.000x,+1.800 x, sCs12 = v =2 5
5 = =
18 T T v
19
| T | [
21

Fonte - Elaborado pelo autor, usando LibreOfficeCac
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O Solver precisa saber que esta diante de um problema de Programacao

Linear, onde varidveis assumem valores inteiros e ndo negativas, dai estas

informagdes devem ser inseridas, usando o botdo “Op¢des” (Figura 24) escolhendo o

“ Solver Linear do LibreOffice”, selecionar as op¢des (Figura 25) e em seguida clicar

sobre o botdo “OK” .

Figura 25 - Configurando o Solver

B
Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Estilos Planilha Dados Ferramentas Janela Ajuda
A B [ c el e[ ¢ [ 6 [ ! ] K L [ wm
1
==al = — {Opgoes X
2 Produtos Variaveis de deciséo
3 P1 P2 Xy [ 0 Algoritmo do solver: |Solver linear do LibreOffice ﬂ
4 Lucro unitario(RS$) 1000 1800 X, | 0
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5 Tempo para producéo de cada 20 30 z
unidade(h) Assumir variaveis como inteiros
Assumir varidveis como nao negativas
ol Derendaanid esperadd (1) 40 20 Limitar a profundidade do branch-and-bound
7 Limite de tempo de resolugio (segundos): 100
8 Nivel Epsilon (0-3): 0
9 Restricdes Restricdes
10 20 x,+30x,<1.200 0 <= 1200
11 x=40 0 <= 40
12 X,=30 0 <= 20
13 X, X,20
B |
15 Funcéo Objetivo Lucro total (RS)
:‘H maxL=1.000x,+1.800 x,
17
18 Editar
19
20 Ajuda Cancelar
21

Fonte - Elaborado pelo

autor, usando LibreOfficeCac

Tudo pronto, basta clicar sobre o botdo Resolver na caixa de dialogo do

Solver, que dara inicio ao processo de resolucao do problema. Apds alguns segundos,

o Solver indicara o resultado (Figura 26).
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Figura 26 - Resultado do Solver
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S @ B @B XD R A A% BB NALAEANE Q-2
il FIMEINI SIA-BS-EE=IEE s = %@ 0 =EE H-F-
A B [ c e e[ ¢ [ 6 [ w [ v [ 3 [ ®x [ & M|

1

2 Produtos Variaveis de decisao

- B B2 x5 Célula objetivo | SDS16 =

FPEEY £lula objetivo
4 Lucro unitario(R$) 1.000 [ 1.800 T
Tempo para producédo de cada Otimizar para @) pMaximo
5 2 20 30 =
unidade(h)

6 | Demanda anual esperada (un) 40 30 () Minimo.

7 Resultado do solver X

L — =
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Fonte - Elaborado pelo autor, usando LibreOfficeCac

Apoés resolver o modelo, o Solver substitui os valores nas células das
variaveis de decisdo, pelos valores 6timos, conforme Figura 26. Portanto, a solugéo
Otima é produzir 15 pecas do produto P1 e 30 pecas do produto P2, da mesma forma
que foi descoberta pelo método grafico na Secéo 3.2. A planilha também indica o valor
correspondente na célula de destino (Lucro total de R$69.000,00 por ano), bem como
os valores das horas ultilizadas.

Caso o modelo ndo tenha solucdo, a caixa de didlogo indicara isso,

afirmando que o Solver ndo conseguiu encontrar uma solucdo 6tima.

5.2 UTILIZANDO APLICATIVOS DE SMARTPHONE NA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR

Sugere-se nesta secao a utilizacdo em sala de aula, de dois aplicativos
para celulares (com Android); usados na resolucdo dos problemas de Programacéo
Linear.

Os aplicativos estao disponiveis de forma gratuita na loja de distribuicao
digital de aplicativos, filmes, musicas e livros a Google Play, disponibilizado para

aparelhos com sistema operacional android.
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5.2.1 Programacdao Linear

O aplicativo Programacdo Linear é disponibilizado em portugués e de

acordo com o desenvolver tem as seguintes funcoes:

A aplicacao permite resolver problemas de Programacao Linear com até 10
variaveis de decisdo e 10 restricbes. Apbs a entrada dos dados, a aplicacéo
mostra cada passo do Simplex mostrando, em cada iteracdo, a solugéo
basica com todos os coeficientes das variaveis assim como a variavel que
entra na base e a que sai da base. (SANTOS, 2019)

A Figura 27 é a tela incial do aplicativo, onde escolheu-se o tipo de modelo
usado e inseriu-se as informacdes do exemplo 1 da subsecéo 3.2; processada as
informacd@es o aplicativa mostra, as iteracdes (Figuras 31 e 32) do método Simplex na
forma tabular, ate obter a solucdo 6tima. Nas Figuras 28 a 30, observa-se todos

passos iniciais do usuario ate o resultado final.



Figura 27 - Aplicativo

Programacao Linear na
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Figura 28 - Telas Iniciais do aplicativo

Programacao Linear

Google Play Programagao Linear V.08 Prog. Linear
€ Q i Criar
Modelo
Programagéo Linear
MPSantos Resolver
Modelo
Educagéo “— Prog_ramagao
Linear
Editar
i,
Transportes
Novidades ®
Ultima atualizago: 15 de abr de 2019 Atribuicdo
Corregdes e otimizagoes
LER MAIS VOLTAR

SAIR

Avaliar este app
Dé sua opinido

ESCREVA UMA RESENHA

Fonte - Aplicativo Programacao Linear
Fonte: Google Play

Figura 29 - Criando modelo e salvando, através do aplicativo Programacao Linear

Prog. Linear

o =

max 1000 x1 + 1800 x2
20 x1 + 30 x2 <= 1200
x1 <= 40
x2 <= 30

Prog. Linear Prog. Linear

F_xemplo 1

OK

Fonte - Elaborado pelo autor, usando aplicativo Programacéo Linear



Figura 30 - Resolvendo modelo, através do aplicativo Programacéao Linear

Escolha o modelo

Exemplo 1.pl

| Files |

casa ex.pl

exemplo 1 segdo 3.2.pl

Exemplo 1.pl

Prog. Linear

Mostrar todas as
solugbes bdasicas

Andlise de Sensibilidade

Mostrar todos os
coeficientes

Mostrar Var. Artificiais
na Fase II

Fonte - Elaborado pelo autor, usando aplicativo Programag&o Linear

Figura 31 - Solucdo através do aplicativo Programacéao Linear

Pesquisa Operacional - Programacéo Linear

_______ ITERACAO 0 DA FASE II
®kkkkix  GOLUCAO BASICA +¥*®k*x
F1 = 1200

F2 = 40

F3 = 30

HEHHEHE 7= 0
VARIAVEIS : X1 X2
F.OBJETIVO: -1000 -1800
RESTRIGAO 1: 20 30
RESTRICAO 2: 1 0
RESTRICAO 3: 0 1

VARTAVEL ENTRANTE : X2 VARIAVEL SAINTE: F3
------- ITERACAQO 1 DA FASE II
EE T 33 SOLUC&O BASICA Rk R RE

F1 = 300

F2 = 40

X2 = 30

##### 7= 54000
VARIAVEIS : X1 X2
F.OBJETIVO: -1000 0
RESTRICAO 1: 20 0
RESTRICAO 2: 1 0
RESTRICAO 3: 0 1
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Fonte - Elaborado pelo autor, usando aplicativo Programacéo Linear
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Figura 32 - Solucao através do aplicativo Programacéao Linear

VARIAVEL ENTRANTE : X1 VARIAVEL SAINTE: F1
------- ITERACAOQ 2 DA FASEII
EE RS S 3 SOLUCﬁO BASICA #*k#*xx

X1= 15

F2= 125

#AHH#H 1= 69000
VARIAVEIS : X1 X2 F1 F2 F3
F.OBJETIVO: 0 0 50 0 300
RESTRICAO 1: 1 0 1/20 0 -3/2
RESTRICAO 2: 0 0 -1/20 1 3/2
RESTRICAO 3: 0 1 0 0 1

ULTIMA SOLUCAO E OTIMA
Fonte - Elaborado pelo autor, usando aplicativo Programacéo Linear
O valor maximo do lucro (solugcédo 6tima) € R$69.000,00, obtido com a

fabricacédo de 15 pecas do produto P1 e 30 pecas do produto P2; conforme verificou-

se na solucéo detalhada da subsecéo 4.3.

5.2.2 Linear Optimization

O aplicativo Programacéao Linear € disponibilizado em inglés e de acordo
com o desenvolver tem as seguintes fungdes:

¢ Resolver problemas de Programacéo Linear usando método Simplex

e Resolver problemas de maximizagdo e minimizacéo

e Mostrar as iteracdes em tabelas

A Figura 34 é a tela incial do aplicativo, onde escolheu-se o tipo de modelo
usado e em seguida inseriu-se a quantidade de variaveis e de restricbes do modelo.
As informacdes do modelo sdo do exemplo 1 da subsecéo 3.2.

Na Figura 35 foi inseriu-se o modelo; Figura 36 € o modelo na forma
tabular; processada as informacfes o aplicativa mostra as iteragcdes do meétodo

Simplex na forma tabular(Figura 37), até obter a solugéo 6tima.
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Figura 34 - Aplicativo Linear
Optimization na Google Play Figura 33 - Telas inicial do aplicativo
< Q

%Y Linear Optimization LITE Linear Optimization LITE Parameters
Vishalaksh Aggarwal

Educagéo

Contém antncios

Novidades ®
Ultima atualizagéo: 2 de jan de 2013
Algorithms have become more robust.

Now checks for the non-feasibility in primal and dual Primal S|mp|e){

simplex.
S No. of variables: ,

) Dual Simplex
Avaliar este app .
Dé sua opinido No. of constraints| 3
More Apps!
Fonte: Google Play Fonte - Aplicativo Linear Optimization
Figura 36 - Modelo matemético Figura 36 - Forma tabular do modelo

Optimal Solution

Equations

Initial Table‘ Ans: 69000
Maximize 1000 x,+ 1800 x,

Subject to:

20 x;+ 30 x, <= 1200 u 20 |30 | 1|0 0 [1200

1 Xq+ 0 Xy <= 40 ‘ 1 0 0 1 0 40

0x1+1x2<=‘30’ |0 01|30
0]0 0

2 )-1 000
»

Fonte - Elaborado pelo autor, usando aplicativo Linear Optimization



Figura 37 - Iteracdes 1 e 2

Optimal Solution

Iteration 1 4 Ans: 69000

1 O[O0O(1 (0| 40
0O (110|001 30
0 | 0 |1800/54000

-1 OOOI 0

Optimal Solution

Final Table Yy Ans: 69000

15
0 -0,05 15| 25
0 0 1| 30
0 50

300 |69000

Fonte - Elaborado pelo autor, usando aplicativo Linear Optimization
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O valor maximo do lucro (solucdo 6tima) é R$69.000,00, obtido com a

fabricacdo de 15 pecas do produto P1 e 30 pegas do produto P2; conforme resolucéo,

nas subsecdes anteriores.



69

6 CONCLUSAO

Apresentou-se uma sugestdo da abordagem da Programacgéo Linear no
ensino meédio, por ser um tema que envolve varios conteudos ja aboradados em sala
de aula; oferece aos professores grande oportunidade de integrar contetdos, nao sé
da matemética como de outras areas.

A resolucdo de problemas em Programacéo Linear utilizando o Método
Grafico ou Simplex, possibilita explorar importantes conceitos basicos da Matematica
do Ensino Médio através de aplicacdes no cotidiano; que na maioria das vezes € vistos
com desinteresse pelos alunos.

O interesse do aluno pela matemética é evidente, quando a abordagem dos
conteudos, envolve aplicacao pratica e uso das tecnologias. Sugeriu-se ferramentas
tecnologias que podem auxiliar na constru¢cado do conhecimento dos alunos; onde os
discentes podem expressar-se, representando ideias e visualizando os resultados das
acOes; desta forma € possivel integrar e aprofundar topicos, facilitando a
aprendizagem, melhorando o interesse dos alunos pela matéria evidenciando a
importancia da matematica do ensino médio.

Formular modelos gigantescos pode ser uma tarefa desafiadora. Até
mesmo um modelo de "tamanho médio" com cerca de mil restricdes funcionais e de
variaveis de decisao, possui mais de um milhdo de parametros. Simplesmente ndo é
pratico escrever a formulacdo algébrica ou até preencher os parametros em uma
planilha, para um modelo desses. Portanto, para formular modelos tdo grandes na
pratica, € necessario o uso da linguagem de programacao.

Problemas de Programacdo Linear podem aparecer em outras formas
diferente do padrdo abordado, também h& problemas envolvendo minimizacdo de
funcbes. Para estas situacdes existem varios, métodos de busca da solugéo 6tima.
Fica para um trabalho futuro a discussao de problemas que nao estéo na forma padrao

do Simplex.
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