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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar a relagdo existente entre a matematica e a
arquitetura, através do uso de formas geométricas nas obras arquitetdnicas do
arquiteto espanhol Antoni Gaudi. Para melhor entendimento do assunto, foi feita no
primeiro capitulo uma breve explanagdo do que seria abordado no trabalho. No
segundo capitulo falou-se sobre a vida e a obra de Gaudi, destacando sua forte
relacdo com a natureza. No terceiro, no quarto e no quinto capitulos foi feito um
estudo mais apurado sobre as superficies quadricas, as superficies regradas e a
catenaria, apresentando suas equacdes com as respectivas demonstracdes. No
sexto capitulo foram apresentadas aplicacbes dessas formas geométricas em
objetos e obras arquitetdnicas em geral e no sétimo capitulo, foram apresentadas as
obras de Gaudi onde essas formas geométricas foram utilizadas. Finalizando, foram

feitas algumas consideracdes relevantes sobre a realizacéo desse trabalho.

Palavras-chave: Formas geométricas. Obras arquitetbnicas. Antoni Gaudi.



ABSTRACT

This work aims to show the relationship between mathematics and architecture,
through the use of geometric forms in the architectural works of the spanish architect
Antoni Gaudi. For a better understanding of the subject, was made in the first chapter
a brief explanation of what would be approached in the work. In the second chapter
was spoken about the life and work of Gaudi, highlighting his strong relationship with
nature. In the third, fourth and fifth chapters a study was made on quadrics surfaces,
ruled surfaces and the catenary, presenting their equations with their respective
demonstrations. In the sixth chapter were presented applications of these geometric
forms in objects and architectural works in general and in the seventh chapter, were
presented Gaudi works where these geometric forms were used. Finally, were made

some relevant considerations about the accomplishment of this work.

Keywords: Geometric forms. Architectural works. Antoni Gaudi
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1 INTRODUCAO

O estudo da geometria exige dois importantes aspectos por parte do
discente. O primeiro aspecto € o intuitivo, que norteia o educando na obtencdo dos
resultados e o segundo aspecto € o raciocinio que confirma ou nega o que foi
apresentado pela intuicdo. Além disso, s&o necessarias muita dedicagdo e

perseveranca para se colher os frutos desejados.

1.1 A GEOMETRIA AO LONGO DA HISTORIA

Onde e por qual motivo nasceu a geometria?

E muito comum ouvirmos que a geometria surgiu as bordas do rio Nilo
devido as enchentes e a necessidade de medir a area das terras a serem
redistribuidas entre aqueles que haviam sofrido prejuizos. Essa hipétese
tem a origem nos escritos de Herddoto. (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.60)

Porém, a geometria dos egipcios era na sua esséncia voltada para
medi¢cdes no calculo de perimetros, areas e volumes, utilizando-se de modelos
simplificados e aplicando propriedades geométricas frageis no que se refere a
comprovacao dos resultados.

Os gregos Tales de Mileto (624 — 546 a.C) e Pitdgoras (570 — 495 a.C)
eram grandes admiradores da geometria egipcia e foram considerados o0s
introdutores dela na Grécia e muito contribuiram para a evolu¢cdo do estudo da
geometria.

Porém, num momento histérico conhecido como periodo helenistico entre
0s séculos IV e | antes de Cristo, a geometria deixou de ser vista apenas como
procedimento de medidas e passou a apresentar enunciados mais gerais nascendo,
portanto, o que os matematicos chamam de método dedutivo. Varios mateméaticos
dessa época contribuiram fortemente para a evolugdo da geometria, entre 0s quais
podemos citar:

e Euclides de Alexandria (século Il a.C): Criou a geometria plana e é

autor de “Os elementos”, sua obra prima escrita em treze volumes.

e Apolonio de Perga (262 — 190 a.C): Escreveu o tratado “As cénicas”,

introduzindo termos como elipse, hipérbole e menciona o cone duplo.
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e Arquimedes de Siracusa (287 — 212 a.C): Determinou o volume das
superficies de revolugdo e o valor aproximado do numero pi (m),

obtendo como resultado aproximado 3,1458.
Mas com toda essa evolucdo da geometria, ainda faltava algo que iria
tornar mais forte o estudo dela. Isso veio a acontecer no século XVII quando os
matematicos franceses Renée Descartes e Pierre de Fermat, trabalhando

paralelamente, criaram a geometria analitica.

Observamos que o papel das coordenadas na geometria de Descartes
participa do objetivo de introduzir métodos algébricos na geometria para
resolver problemas de construgdo que, mesmo mais sofisticados, néo
escapam a natureza essencial da geometria grega, dedicada a problemas
deste tipo. Resolver problemas sobre os quais os mais brilhantes gebmetras
gregos haviam se debrucado era motivo de gldria para o espirito vaidoso
gue caracterizava este que é considerado o0 pai da geometria analitica.
(ROQUE; CARVALHO, 2012, P.254)

Conhecido como o principe dos amadores, Fermat era meio recatado e
isso fazia com que néo publicasse as suas descobertas, o que veio a acontecer por
meio de cartas através do padre Mersene a partir de 1636. Por ser mais habituado a
publicar os seus trabalhos, Renée Descartes obteve um maior reconhecimento no
gue tange a criacdo da geometria analitica.

Mais adiante, apareceram outros geniais matematicos como Leonard
Euler (1707 — 1783) que teve inlUmeras contribuicbes em quase todas as areas da
matematica, Gaspar Monge (1746 — 1818) que criou a geometria descritiva com o
fim de representar, por projecdes, objetos tridimensionais e Johann Friedrich Gauss
(1777 — 1855) que, entre todas as suas inumeras contribuicbes em prol da
matematica, criou a geometria diferencial.

Nos dias atuais, tem-se uma geometria fincada em bases mais sélidas e
rigorosas. O uso da tecnologia facilita substancialmente a analise dos problemas e a
construgdo das formas geométricas, 0 que ndo quer dizer que se deva deixar de

lado obviamente as constru¢cdes manuais.
1.2 AS QUADRICAS, A CATENARIA E A ARQUITETURA
As quadricas sdo superficies geradas por uma equagéo do segundo grau.

Surgiram pelas méos de Arquimedes através de rotacfes das cOnicas em torno de

Seus respectivos eixos.
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Porém, nessa época, ndo foi possivel trabalhar algebricamente as
superficies quédricas, o que s6 veio a acontecer no século XVIl. Os principais
responsaveis pelo tratamento algébrico dado as superficies quadricas foram Fermat
e Euler.

Falaremos agora um pouco da catendria. Trata-se da curva gerada pelo
grafico do cosseno hiperbdlico e fisicamente representada pela curva de um fio
flexivel preso em suas extremidades sob acdo exclusiva da gravidade. Achou-se,
por muito tempo que essa curva se tratava de uma parabola, mas no final do século
XVII, Johann Bernoulli, Huygens e Leibnitz, que a batizou, conseguiram provar que
essa impressao era falsa. Esse periodo ficou conhecido como era das curvas.

No presente trabalho, estudaremos a utilizacdo das quadricas e da
catenaria na arquitetura. Varios arquitetos como Oscar Niemayer, Félix Candela e
Eero Saarinem utilizaram essas formas geométricas em suas obras dando a elas
beleza e garantindo sua funcionalidade. Niemayer utilizou o parabol6ide de
revolucdo na praca dos trés poderes, o cilindro no museu de arte da Paraiba e o
hiperboléide de uma folha na catedral de Brasilia. Candela usou o paraboldide
hiperbdlico no restaurante “Los Manantiales” no México e no restaurante submarino
em Valéncia na Espanha. Saarinem empregou a catenaria no “Gateway Arch”
localizado em St. Louis nos EUA.

Porém, Gaudi foi um dos que utilizou bastante essas formas geométricas
na arquitetura. Esse renomado arquiteto espanhol foi o pioneiro em colocar a
catenaria e as superficies quadricas em destaque. Ele tinha grande preferéncia por
essas formas geométricas por obté-las de suas observacdes feitas da natureza, a
maior fonte de inspiracdo em sua carreira. Gaudi se distinguiu por criar um estilo

proprio de trabalho fazendo uma alianga entre a natureza e a arquitetura.

1.3 A CONCEPCAO DO TRABALHO

Desde as séries iniciais de minha vida estudantil, estudar geometria
causa-me uma enorme satisfacdo. Ao me deparar com um problema geomeétrico,
sentia-me desafiado a resolvé-lo e ficava frustrado quando ndo conseguia.

Quando ingressei no PROFMAT, j4 tinha em mente realizar o0 meu
trabalho final usando formas geométricas. Foi na disciplina de Geometria analitica,

ministrada pelos professores Tiago Caula Ribeiro e Claudemir Silvino Leandro, que
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me deparei com formas geométricas, das quais ndo tinha muito conhecimento, e que
despertaram minha atencdo: as superficies quadricas e a catenaria. Dali,
conversando com meu orientador sobre meu intento, ele sugeriu unir essas formas
geomeétricas com a arquitetura.

O objetivo desse trabalho é relacionar as formas geométricas com a
arquitetura, identificando-as nas obras arquitetdnicas de Gaudi, explicando os
motivos da utilizacdo dos arcos catenarios e da sua preferéncia pelas superficies
quadricas regradas.

A motivacdo dessa pesquisa € o fato de poder trabalhar com meus alunos
do ensino médio, pelo menos a titulo de visualizacdo, as superficies quadricas e a
catenaria. Essa alianca entre a arquitetura e a geometria, pode facilitar essa
abordagem, tornando-a mais prazerosa e dinamica. Isso pode ser feito tanto em sala
de aula quanto em aulas de campo.

Dividimos esta dissertacdo da seguinte forma:

No capitulo 1, fizemos uma abordagem geral, apresentando dados
histdéricos sobre a evolucado da geometria. Falamos também um pouco das quadricas
e da catenaria, mencionando suas aplicacdes na arquitetura e em outras areas.

No capitulo 2, apresentamos um pouco sobre a vida de Gaudi, citando
fatos de sua infancia, vida académica e de sua carreira, assim como seu estilo de
trabalho e suas obras mais importantes.

No capitulo 3, definimos as superficies quadricas e mostramos as suas
equacdes na forma candnica.

No capitulo 4, tratamos das superficies quadricas regradas, por meio de
equacdes paramétricas.

No capitulo 5 falamos sobre a catenaria, sua histéria e sua equacao.

No capitulo 6, exibimos o uso das superficies quadricas e da catenaria em
obras arquitetbnicas em geral.

No capitulo 7, mostramos o uso da catenaria e das superficies quadricas
exclusivamente nas obras de Antoni Gaudi, além dos motivos que o levou a preferir
trabalhar com os arcos catenarios e as quadricas regradas, como o paraboloide
hiperbdlico e o hiperboloide de uma folha.

Por fim, transmitimos as consideragdes finais e apresentamos a lista das

referencias bibliograficas utilizadas na construcdo dessa dissertacao.
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2 A VIDA E A OBRA DO ARQUITETO ESPANHOL ANTONI GAUDI

2.1 ASPECTOS GERAIS DA VIDA DE GAUDI

Figura 1 - Antoni Gaudi

Fonte: https://caminocatolico.com/1510-2/

Antoni Placid Guillem Gaudi i Cornet nasceu em 25 de junho de 1852 em
Réus, cidade espanhola localizada na regido da Catalunha.

Filho de Francesc Gaudi i Serra e Antonia Cornet i Bertran, Gaudi nao
nasceu no seio de uma familia abastada, pois viviam basicamente da funilaria.
Porém ele nunca se lamentou disso, pelo contrario, tinha muito orgulho da atividade
desempenhada por seu pai e que se encontrava na familia ha varias geracoes.

As limitacOes fisicas de Gaudi, por sofrer de problemas reumaticos, nao
deixavam que ele tivesse uma vida ativa como as outras criangas de sua idade. Por
esse motivo, viajava para repousar na residéncia campestre da familia em Riudoms,
onde aprendeu a contemplar as belezas naturais que ele considerava obra suprema
de Deus, absorvendo conceitos que serviram de inspiracdo para seus trabalhos.

Ainda na infancia, Gaudi ja apresentava sua veia artistica trabalhando
com artesanato, jA mostrando o talento que tinha para criar e ser o grande arquiteto
que se tornou.
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Figura 2 - Residéncia da familia de Gaudi em Riudoms

https://ca.wikipedia.org/wiki/Mas_de_la_Calderera

Gaudi estudou por seis anos no colégio Padri Scolapi, localizado em
Réus, entre 0os anos de 1863 a 1868, partindo para Barcelona em 1869 para iniciar
sua vida académica. Chegando |4, prestou servico militar e trabalhou em oficinas de
carpintaria, serralheria e vidragaria para juntar dinheiro e ajudar seu pai a pagar seus
estudos. Em 1873, Gaudi ingressa na escola de arquitetura de Barcelona e finaliza
seu curso em 1878.

Gaudi tornou-se um dos grandes expoentes do movimento modernista
cataldo que teve seu apice no fim do século XIX e inicio do século XX. Suas obras
tinham um estilo organico, bem pessoal e todo inspirado na natureza.

Gaudi morreu em 10 de julho de 1926, aos 73 anos, vitima de
atropelamento. Ao tomar ciéncia do fato, a populacdo ficou muito chocada e
comovida, querendo saudar seu artista dando-lhe o ultimo adeus. O cortejo funebre
percorreu toda a cidade de Barcelona, onde ele viveu a maior parte de sua vida, com
um enorme contingente de pessoas. Seu enterro se deu na cripta do Templo
Expiratério da Sagrada Familia, obra a qual dedicou seus ultimos anos de vida.
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Figura 3 - Cortejo do ultimo adeus a Gaudi
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Fonte: https://www.oggiscopri.it/morte-di-gaudi/s

2.2 ESTILOS QUE INFLUENCIARAM A CARREIRA DE GAUDI

Gaudi tinha um estilo arquitetdnico diferenciado. Porém, ao longo de sua
carreira, ele sofreu influéncias de alguns movimentos artisticos que serdo citados a
seqguir.

2.2.1 A fase “mourisca”

Figura 4 - Parque Guell (mosaicos coloridos)

HET.

Fonte: https://skiptheline.tickets/barcelona/park-guell


https://www.oggiscopri.it/morte-di-gaudi/s
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A fase Mourisca fez parte do inicio da carreira de Gaudi. Nessa fase ele
se utilizou abundantemente de mosaicos na confeccdo de seus trabalhos

combinando recursos como cores, formas e materiais na obtencédo de seu intento,
interligando sua obra com a natureza de uma forma bem equilibrada e agradavel,

causando um efeito visual maravilhoso.

2.2.2 O estilo gotico

Figura 5 - Palacio Episcopal de Astorga
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Fonte: https://duronaqueda.blogs.sapo.pt/a-historia-de-antoni-gaudi-936701

No inicio de sua carreira, Gaudi sofreu influéncias de indmeros arquitetos.

Um deles foi francés Eugene Viollet-le-Duc, que foi responsavel por promover o

retorno das formas goticas a arquitetura francesa.
Nessa fase Gaudi comecou usar em seus trabalhos os arcos catenarios

ao invés dos arcos circulares, pois 0S mesmos proporcionavam uma estrutura de

sustentacdo mais simples e possibilitava a construcdo de paredes mais finas. Além

disso, passou a utilizar os vitrais ao invés do concreto.
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2.2.3 Estilo arte nova e o modernismo cataldo

Figura 6 - Casa Calvet

Fonte: https://www.winsiderbarcelona.com/en/items/item/126

O movimento modernista cataldo foi um movimento artistico que teve
origem no fim do século XIX. As formas onduladas substituem as formas retilineas
dando mais elegancia artistica a seus trabalhos. A decoracdo era muito bem
elaborada e era considerada bem exética. Suas obras apresentavam quase sempre
linhas graciosas, espiraladas com tracos alongados e bem exageradas. Essa fase
ficou conhecida como estilo floral.

2.2.4 O estilo proprio de Gaudi

Junto com a inspiracdo na natureza, os estilos que foram apresentados
anteriormente concederam a Gaudi uma forma de trabalhar a arquitetura que o
diferenciava de outros arquitetos pelo mundo, dando as suas obras um cunho muito
pessoal e Unico na histéria da arquitetura.

Porém, € muito dificil definir precisamente as linhas de orientacdo que
representam fidedignamente o seu estilo e por isso, Gaudi sofreu muito preconceito

de seus colegas de profissédo no inicio, pois era tdo ousada e exotica a sua forma de
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trabalhar a arquitetura que o povo de Barcelona, mesmo tendo muita consideracao e
afeicdo por ele, considerava algumas de suas obras estapafardias.

2.3 AS OBRAS ARQUITETONICAS DE ANTONI GAUDI

A seguir, serdo apresentadas algumas das inUmeras obras que Gaudi
projetou durante toda a sua carreira de arquiteto que comecou antes da sua

formatura.

2.3.1 As primeiras obras de Antoni Gaudi

Enquanto académico Gaudi ja era autor de inumeros projetos
arquitetdbnicos, chamando muita atencéo pela grande precisdo nos detalhes na
confeccgéo de seus trabalhos.

Entre as principais obras projetadas por Gaudi antes de concluir a sua
graduacdo podemos citar:

e Portal de cemitério em 1875
e Embarcadouro em 1877 (Figura 7)
e Fonte para a praca da Catalunha em 1877

e Pavilhao universitario em 1877

Figura 7 - Embarcadouro

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/155303887129167954/


https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&ved=2ahUKEwi3n7vQlvLeAhWNqZAKHXh8AlcQjRx6BAgBEAU&url=https://www.pinterest.com/pin/155303887129167954/&psig=AOvVaw2abqsVrobpWtsLIorqVGIe&ust=1543325640688531
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Apéds concluir sua graduacdo, em 1878, Gaudi participou de uma
exposi¢do que veio a ser um divisor de aguas em sua carreira. Nessa exposi¢ao
estava presente Eusebi Guell, um grande industrial e politico da Catalunha que se
encantou por uma de suas obras intitulada Vitrine Comella (Figura 8). A partir dali,
iniciou-se um laco de amizade entre os dois e Guell passou a ser o que se pode
chamar de mecenas, ou seja, o principal financiador de suas obras.

Figura 8 - Vitrine Comella
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http://www.gaudiallgaudi.com/gaudi-furniture/

2.3.2 Obras de maior destaque na carreira de Gaudi

Gaudi é autor de inUmeras obras de destaque pelo mundo, porém as
suas principais obras estao localizadas em Barcelona. Entre essas obras pode-se
citar o Pavilhdo Guell, construida entre 1884 e 1887 em Barcelona; o Colégio de las
Teresianas, construida entre 1888 e 1898 em Barcelona; o Palacio Episcopal de
Astorga, construido entre 1889 e 1915; a Casa Botines, construida entre 1891 e

1900 em Leodn, a Casa Calvet, construida entre 1898 e 1900 em Barcelona; entre
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outras. Porém, sera dado maior destaque as sete obras que a UNESCO requisitou
como patrimdénio do mundo, sendo trés delas em 1984 (Casa Mila, Parque Guell e
Palacio Guell) e as outras quatro (Casa Batll, Casa Vincens, Cripta da Colbnia

Guell e o Templo expiratorio da Sagrada Familia) em 2005.
1) A CASA MILA

A casa Mila foi uma obra arquitetdnica desenvolvida entre 1906 e 1910 e

faz parte do periodo modernista cataléo.

Figura 9 - Casa Mila

Fonte: https://www.ticketea.co.uk/tickets/tickets-casa-mila-pedrera-skip-line/

2) A CASA BATLLO

A casa Batllo foi edificada entre 1904 e 1906 a pedido do empresério
Josep Batllo e localizada na ilha da discordia, bairro modernista de Barcelona.
Essa obra se insere dentro da visdo naturalista de Gaudi e se inspira no

ambiente marinho.
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Figura 10 - Casa Batllo

e e

Fonte: www.elenshan.com/blog/2017/5/10/tgmne64ohmijtz5780x31glwvghlino

3) O PARQUE GUELL

O parque Guell foi encomendado pelo seu amigo Eusebi Guell. Foi

construido entre 1900 e 1914 inspirado nas formas organicas.

Figura 11 - Parque Guell

"
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Fonte: https://www.vivadecora.com.br/pro/arquitetos/antoni-gaudi/


http://www.elenshan.com/
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4) O PALACIO GUELL

Concebido entre 1885 e 1890, o Palacio Guell foi destinado a ser a

moradia da familia de Eusebi Giell.

Figura 12 - Pal4cio Guell
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Fonte: https://guiadebcn.com/quer-ver-barcelona/lugares-de-interes/palacio-guell/

5) CASA VINCENS

Figura 13 - Casa Vincens

Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Casa_Vincens


https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwjiprnalfXeAhUFC5AKHXFqBUgQjRx6BAgBEAU&url=https://yandex.com/collections/card/59ee715b215a8400d166b297/&psig=AOvVaw3RlfZdQSbWqWfKKXQ4b6d2&ust=1543427698497699
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A Casa Vincens, foi construida entre 1883 e 1888, encomendada pelo

empreséario Manuel Vincens para ser sua residéncia.
6) CRIPTA DA COLONIA GUELL
Iniciada em 1898 e finalizada em 1917, a Cripta da Colbnia Guell € um

edificio que tem como elementos basicos os arcos catenarios e os pilares inclinados

com a predominancia da cor escura e muito semelhante a uma colina.

Figura 14 - Cripta da Col6nia Guell

Fonte: http://cabinetdelart.com/en/art/architecture-as-an-art-gaudi/

7) O TEMPLO EXPIRATORIO DA SAGRADA FAMILIA

Comecou a ser construido em 1882 e ainda nao foi finalizado, tendo
previsdo para conclusdo em 2026, ano em que se completara o centenario da morte
de Antoni Gaudi.

Pegando o projeto ja em andamento, Gaudi deu uma nova abordagem a
ele, aliando nessa obra as trés maiores paixdes de sua vida: a arquitetura, a religiao

€ a natureza.


http://cabinetdelart.com/en/art/architecture-as-an-art-gaudi/
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Figura 15 - Templo Expiratorio da Sagrada Familia

Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Templo_Expiratorio_da_Sagrada_Familia

E uma obra gigantesca e cheia de detalhes, fato que fez com que Gaudi

se dedicasse a ela exclusivamente de 1914 até o fim de sua vida.
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3 SUPERFICIES QUADRICAS
3.1 UM POUCO DA HISTORIA DAS SUPERFICIES QUADRICAS
Nao se pode falar das superficies quadricas sem citar trés matematicos

que muito contribuiram para o surgimento e o desenvolvimento do estudo delas:

Arquimedes de Siracusa, Pierre de Fermat e Leonard Euler.

Figura 16 - Arquimedes de Siracusa

Fonte: fisicaessencial.blogspot.com

Argquimedes (287 a.C — 212 a.C), discipulo de Euclides, nasceu e viveu na
Grécia e foi autor de inumeros trabalhos sendo que dois deles faziam referéncias as
superficies quadricas.

O primeiro trabalho se intitulava “Cilindro e Esfera”, no qual Arquimedes
descobriu que se essas superficies tivessem bases com mesmo raio e tivessem
mesma altura, ou seja, se a esfera pudesse ser inscrita no cilindro, a razao entre o
volume do cilindro e o volume da esfera era de 3/2 e essa mesma razao também

valia para as suas areas nessa mesma ordem.


https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwjurN_K8-LdAhWCf5AKHUx_BekQjRx6BAgBEAU&url=http://fisicaessencial.blogspot.com/2012/03/empuxo-de-arquimedes.html&psig=AOvVaw1ikdlYlnmuDl1Kjl5eSOdH&ust=1538402905483071
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O segundo recebeu o titulo “Conoides e Esferoides”, onde Arquimedes
trabalhou com a rotacdo de elipse, hipérbole e parabola em torno de seus
respectivos eixos.

Porém, naquela época ndo era possivel dar um tratamento algébrico a
tais solidos. Isto veio acontecer com o surgimento da geometria analitica.

Pierre de Fermat (1601 — 1665), em um de seus trabalhos n&o publicados
intitulado Introducdo aos Lugares Planos e Solidos, considerado marco inicial da
geometria analitica, introduziu a ideia de eixos perpendiculares e apresentou
equacdes simplificadas para parabolas, elipses e hipérboles.

Outro grande matematico que contribuiu nos estudos sobre as superficies
quadricas foi o suico Leonard Euler (1707 — 1783), que com a publicacdo de seu
livro Introducédo a Analise Infinita, fez mencdo as superficies quadricas no espaco,

representando-as no plano tridimensional.
3.2 DEFINICAO DE SUPERFICIES QUADRICAS
Define-se como quadrica toda superficie que tem como lugar geométrico

uma equacdo do 2° grau nas variaveis x, y e z, representadas algebricamente pela

expresséo

Ax2+By?+ Cz22+Dxy + Exz+Fyz+ Gx+Hy +1z+J=0 (3.1)

onde A, B,C, D, E, F, G, H, | e J sdo numeros reais, sendo que A, B, C,D,EouF
nao sao simultaneamente nulos.

A partir da equacdo 3.1, as quadricas podem ser classificadas em dois
grandes grupos: degeneradas e ndo degeneradas.

As quédricas ndo degeneradas séo: o elipsoide, o hiperboloide eliptico de
uma folha, o hiperboloide eliptico de duas folhas, o paraboloide eliptico, o
paraboloide hiperbdlico, o cone eliptico, o cilindro eliptico, o cilindro hiperbdlico e o
cilindro parabdlico

As quadricas degeneradas podem ser classificadas como: um conjunto
vazio, um ponto, uma reta, um plano, um par de planos paralelos ou um par de

planos concorrentes.
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3.3 QUADRICAS NAO DEGENERADAS

A seguir serdo apresentadas as superficies quadricas ndo degeneradas e

suas equacodes candnicas, sendo as constantes a, b e c reais e positivas.

3.3.1 Elipsoide

Figura 17 — Elipsoide

Fonte: Elaborada pelo autor

Define-se elipsoide como sendo o conjunto dos pontos P = (x,y,z) que

satisfazem a equacao

N
N

ﬁwl N

x2
—t (3.2)

%/
+

a

Se pelo menos duas das trés constantes a, b e ¢ forem iguais, o elipsoide
obtido é dito de revolugéo e pode ser classificado em:
e Oblato: Quando duas das trés constantes forem iguais e a terceira constante
for menor que as outras duas (a = b > c¢).
e Prolato: Quando duas das trés constantes forem iguais e a terceira
constante for maior que as outras duas (a = b < c).
e Esfera: Quando as trés constantes forem iguais (a = b = ¢) e sua equagao

terd a forma x* + y* + z> = r?, onde r € o raio da esfera.
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3.3.2 Hiperboloide eliptico de uma folha

O hiperboloide eliptico de uma folha é definido como sendo o conjunto

dos pontos P = (x,y, z) que satisfazem a equagéo

N
N
N

=1 (3.3)

Q|><
N
+
I
I
ﬁNlN
I

Figura 18 - Hiperboloide eliptico de uma folha

Fonte: Elaborada pelo autor

O hiperboloide eliptico de uma folha também pode ser obtido pelas

equacoes
XZ yZ ZZ x2 y2 ZZ
2 prte=! —EtpEtaTl

Se as constantes dos termos positivos da equacao forem iguais, o
hiperboloide de uma folha obtido € dito de revolugéo.
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3.3.3 Hiperboloide eliptico de duas folhas

Figura 19 - Hiperboloide eliptico de duas folhas

Fonte: Elaborada pelo autor

Define-se hiperboloide eliptico de duas folhas como sendo o conjunto dos

pontos P = (x,y, z) que satisfazem a equacgéo

N
N

C\Nl N

xZ
_2+

=1 (3.4)

%/
I

a

O hiperboloide eliptico de duas folhas também pode ser obtido através
das equacdes a seguir

x2 y2+ZZ 1 2 2 2 1
a? b?* ? a®? b?* 2

Se as constantes dos termos negativos forem iguais, o hiperboloide de
duas folhas é dito de revolugao.
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3.3.4 Paraboloide eliptico

Figura 20 - Paraboloide eliptico

Fonte: Elaborada pelo autor

Define-se como paraboloide eliptico o conjunto formado por todos os

pontos P = (x,y, z) que satisfazem a equagéo

ull + +
—+ 5 =*xcz
a’  b? (3.5)

O paraboloide eliptico também pode ser obtido através das equacdes:

LI Yy
—+—== 4 — =+tax
a* c* = Y b? ¢

3.3.5 Paraboloide hiperbdlico

Define-se como paraboloide hiperbdlico o conjunto de todos os pontos

P = (x,y, z) que satisfazem a equacao

2 2
— 2 (36)

QNl =
I
%/
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Figura 21 - Paraboloide hiperbdlico

Fonte: Elaborada pelo autor

O paraboloide hiperbodlico também pode ser obtido através das

equacoes

N
N
N
N

= ax

8, %
N
[
W N
Il
S
<
S
+
WY

3.3.6 Cone eliptico

Figura 22 - Cone Eliptico

Fonte: Elaborada pelo autor
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Define-se como cone eliptico o conjunto de todos os pontos P = (x,y, z)

que satisfazem a equacao

Q|><
N N
+
%S

2z

2
—==0 (3.7)

Também podemos obter um cone eliptico através das equacdes

N
N
N
N

2 2
y Z
=0

I
QN| =
I
I
+
0N| N
Il
o
QN| =

3.3.7 Superficies cilindricas

3.3.7.1 Cilindro eliptico

Figura 23 - Cilindro eliptico

Fonte: Elaborada pelo autor

Define-se como cilindro eliptico o conjunto formado por todos os pontos

daforma P = (x,y, z) que satisfazem a equacéo

Q | =
[¥] B N
+

S
I
[EN

(3.8)
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Quando as constantes forem iguais, tem-se o cilindro de revolugcdo ou
cilindro circular. O cilindro eliptico também pode ser obtido através das equacoes:

2+Z2_1 y2+Z2_1
2 b2 %

le =

3.3.7.2 Cilindro hiperbdlico

Figura 24 - Cilindro hiperbdlico

Fonte: Elaborada pelo autor

Define-se como cilindro hiperbdlico o conjunto formado por todos os

pontos da forma P = (x, y, z) que satisfazem a equacao

N
N

I
SV
Il
—_

(3.9)

QN| =

O cilindro hiperbolico também pode ser obtido através das equacdes

x? z? . x? N 72 . x? 72 .
—_——= _ —_— = —— 4 ==
a? c? a?  c? a?  c?

x? N 72 . x? N 72 .

a? 2 a? 2




39

3.3.7.3 Cilindro parabdlico

Figura 25 - Cilindro parabdlico

Fonte: Elaborada pelo autor

Define-se como um cilindro parabdlico o conjunto formado pelos pontos

daforma P = (x,y, z) que satisfazem a equacao

— = by (3.10)

Obtém-se também o cilindro parabdlico utilizando-se as equacdes:

2 2 2 2 2
— =cz 3L—ax y——cz — =ax — = by
a h? h? c ?

=
N
N

N
N

Exercicio 01: Identifigue e obtenha a equacao caracteristica das quadricas que tem
como equacéo geral
a) x*—4y*+8z°—-3=0 b) 2x* —4y*—8z=0
Solucdes:
a)Tem-se que
x> —4y* +822—-3=0=>x*—4y*+82° =3
Dividindo-se os dois termos da equacéo por 3, chega-se a
x? 4y* 8277 x?

+ 1= N
3 3 3 3 3 T3 =
4 8

A equacdo encontrada representa um hiperboldide eliptico de uma folha
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b) Seguindo 0 mesmo raciocinio do exercicio anterior, tem-se que
2x? — 4y? — 8z = 0 = 2x? — 4y? = 8z

Dividindo os dois membros da equacéo por 8, temos que
2x* 4y* 8z x* y?

=—— 2= =z
8 8 8 4 2

A equacdo encontrada representa um paraboldide hiperbdlico

Exercicio 02: Dada a equacdo do 2° grau 2x*+ ky* + z* — 4 = 0, identifique a
superficie quadrica obtida quando se tem
a) k=0 b) k # 0
Solucdes:
a) Se k = 0, o termo em y* desaparece e dai tem-se que 2x*+ z* = 4.
Dividindo-se os membros dessa equacgao por 4, tem-se
4 4 2 4

A superficie obtida é um cilindro eliptico.

b) Se k # 0, tem-se 2x* + ky* + z*> = 4. Dividindo-se os membros da equacéao

por 4, tem-se
2x2+ky2+2 1:>Xz+yz+z2 1
4 4 4 2 % 4

i) Se k > 0, a superficie obtida € um elipsoide.

i) Se k < 0, a superficie obtida € um hiperboloide eliptico de uma folha.

3.4 QUADRICAS DE REVOLUCAO

Ao realizar-se a rotacdo de uma curva plana em torno de um de seus
eixos ou de uma reta fixa, obtemos um grupo de superficies que sao classificadas
como superficies de revolucdo. A reta ou eixo em torno do qual a curva faz a rotagédo
€ denominada eixo da superficie e a curva recebe o nome de geratriz.

Nesta secdo, mostraremos o0s procedimentos para se determinar as
equacodes do elipsoide, dos hiperboloides e do paraboloide de revolucao por meio da

rotacdo de uma elipse, de uma hipérbole e de uma parabola.
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Seja f: R— R uma funcdo cujo grafico vemos representado na figura 26

Figura 26 - Grafico da funcéo f

L

Fonte: Elaborada pelo autor

Dado um ponto A = (x, f(x)). Se rotacionarmos a curva f em torno do

eixo X, o ponto A gera uma circunferéncia cujo centro € C = (x,0,0) como podemos

visualizar na figura 27.

Figura 27 - Circunferéncia produzida pelo ponto A apés rotacéo da curva f

A= (x, f(x),0)

B=(xy2z2)

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, se for tomado um ponto B = (x,y,z)qualquer dessa
circunferéncia, tem-se que AC = BC = r, onde r é o raio da circunferéncia descrita
por A e dai,

Ja=—02+ (f(x) =02+ (0-02=/(x—x)2%+ (y—0)2+ (z—0)?
= i) =y’ +2° *)
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Serdo feitas agora as seguintes ponderac¢des sobre a curva f.

2 2

x 7

pr i 1. Sendo (x, f(x)) um ponto dessa

i) Se f for uma elipse cuja equacao é

elipse, tem-se que

x* - f2(x) x
St =12 W=pr1-2) ™
Comparando (*) e (**) tem-se
A x* x* oyt 7z
yZ_I_ZZ:bZ(l_?):?_FF:l_;:) E-I_?-l_ﬁ:l (311)

A equacéo obtida representa um elipsoide de revolucao.

2 2

i) Se f for uma hipérbole cuja equacéo é Primie i 1. Sendo

7 (x, f(x)) um ponto

dessa hipérbole tem-se que

et L RO TGS

a? b?

Comparando (*) e (***) tem-se

(***)

2 2 2 2

x y:  z¢  x X —
y2+22=b2(;_1):?+?=?_1: ?—————1 (3.12)

A equacéo obtida € do hiperboloide de duas folhas de revolucéo.

2 2
iii) Se f for uma hipérbole cuja equacéo é — % + %2 = 1. Sendo (x, f(x)) um ponto

Q

dessa hipérbole tem-se que

x* fA) x?
—St S =10 =1EE (Y
Comparando (*) e (****) tem-se
20 22Xy Y | xRy 2P
Ytz _b(1+a2):b2+b2_1+a2: —— 3 — =1 (3.13)
a*> b* b?

A equacéo obtida é do hiperboloide de uma folha de revolucao.
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2
iv) Se f for uma parabola cuja equacao é % = ax. Sendo (x,f(x)) um ponto dessa

parabola, tem-se que

f20)
b2

= ax = f2(x) = b*ax (Frir)

Comparando (*) e (*****) tem-se

2 2
v +z2=blax=>| Y Z _ (3.14)

b? b

A equacdao obtida € do parabold6ide circular ou de revolugéo

Exercicio 03: Determine a equacdo do hiperboloide de revolucdo gerada pela

2 2
rotacdo da hipérbole —% + % = 1 em torno do eixo x.
2 2
Solucédo: Seja 4 = (x, f(x),0) um ponto da hipérbole —% + % = 1. Dai, temos que

_%+@:1:¥:1+% Srw=9.01+7) 0

O ponto A ao girar em torno do eixo x, descreve uma circunferéncia cujo
centro é C = (x,0,0). Tomando-se o ponto B = (x,y,z) pertencente a hipérbole
dada, entdo tem-se que AC = BC =1, onde 7 é o raio da circunferéncia obtida pela
rotacdo do ponto A. Dali,

Ja=0Z+ F@ -0+ (0-0)2 =/x-202+ (y— 0% + (z—0)>
S0 =y +7 (%)

De (*) e (**) tem-se que

2 2 2 2 2 2 2
XN\ — o2y 2 ¥_Yy | E X ¥y, zZ_
9.(1+7) y+z:>1+4-9+9:> 2T gt =1

A equacao representa um hiperboloide eliptico de uma folha de revolugéo.

Exercicio 04: Determine a equacgéo do paraboloide de revolucdo obtido pela rotacédo
da parabola x* = 4y em torno do eixo y.
Solucédo: Seja A = (f(x),y,0) um ponto da pardbola. Dai, tem-se f%(x) =4y (*)

Ao rotacionarmos a paradbola em torno do eixo y, o ponto P gerard uma
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circunferéncia cujo centro € C =(0,y,0). Dado B = (x,y,z) pertencente a
parabola, entdo tem-se AC = BC =1, onde 7 € o raio da circunferéncia obtida. Dai,
JF) =02+ G =)?2+ (0-02=(x =02+ (y-)?*+ (z-0)°

=f(x) =x*+2* (*)

De (*) e (**) tem-se que x>+ z* = 4y, que representa um paraboloide

eliptico de revolucéao.
3.5 INTERSEQAO DE UMA QUADRICA COM UM PLANO

Teorema: A intersecdo de uma quadrica com um plano qualquer é uma conica ou
uma conica degenerada.
Prova: Seja a um plano qualquer. Fazendo-se mudancas de coordenadas, 0 mesmo
pode ser apresentado na forma X0Y, ou seja, z = 0. Agora, fazendo-se a intersecao
da quadrica Q representada pela equacéo geral 3.1 e o plano a, tem-se
Ax*+ By*+ C.0°+Dxy+ Ex.0+Fy.0+ Gx+Hy+1.0+] =0
Dai, temos Ax*+ By*+ Dxy + Gx + Hy + ] = 0, que representa uma conica

ou uma conica degenerada. [ ]

2 2 2
V4

Exercicio 5: A figura 28 mostra um hiperboloide de equacéo %+ YT_Z: 1

intersectado pelo plano z = 2. Determine a equacédo da coénica resultante dessa

intersecao.
~ . . . ~ . . x*  y*r  Z?
Solucdo: A figura a seguir mostra a intersecado do hiperboloide 3 + i 1 pelo

plano z = 2.

Figura 28 - hiperboloide de uma folha intersectado por um plano

Fonte: Elaborada pelo autor
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Dai, temos
xZ yZ 22 xZ yZ x2 y2 x2 yZ
-_ —_— —_ = = — —_= = — -_—= = — -_—=
3+4413423+426+81
A equacéo obtida representa uma elipse.
2 2
Exercicio 6: A figura 29 mostra um paraboloide eliptico de equacao L TT =2

com o plano x = 2. Determine a equacao da conica resultante dessa intersecao.

2 2

. . ~ L. ;- ve
Solucéao: A figura a seguir mostra a Intersecdo do paraboloide eliptico r + y? =z

e o plano x = 2.
Figura 29 - Intersecdo entre um paraboloide eliptico e um plano

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, temos

22 y2 4 yZ yZ 2 2
—F ==z -+—=—=z2—=z—— 2| y*=5(z--
e T5=22gt5 =227 3 Y (z=3)

A equacdo obtida representa uma parabola.

3.6 RECONHECIMENTO DE QUADRICAS

Uma quédrica pode ser representada algebricamente por sua equagédo na
forma candnica ou por sua equacédo na forma geral como vimos no capitulo 3.

Nesta secdo, serdo analisados 0s casos para se reconhecer uma
superficie quadrica quando sua equacao geral aparece sem a presenca dos termos

mMistos ou com a presenca dos mesmos.



3.6.1 Equacdo geral das quadricas sem 0s termos mistos

Uma quadrica sem a presenca dos termos mistos tem como equacao:

Ax* + By*+ Cz*+Dx+Ey+Fz+ G =0

(3.15)

Para se chegar a sua equagédo na forma candnica partindo da equacao
3.15, vamos utilizar a técnica de completar quadrados e a translacdo de eixos.

1° caso: Se as trés constantes 4, B e C forem nao nulas.

Ax*+Dx+By*+Ey+Cz22+Fz=-G

2
Dy Ez ( F) D*  E*  F*?
:»A(x+—2A) +By+"+Clz+

=—G +ﬂ+ﬁ+ﬁ
D E
Fazendo Xtog =X, Y+ =Y

D> E*  F?
1 Z+z =2Z1 € -G +E+E+E = K,
tem-se a expressdo Ax? + B y? + C z? = K, que poderé representar um elipsoide,

um ponto, um conjunto vazio, um hiperboloide de uma folha, um hiperboloide de
duas folhas ou um cone

2° caso: Se apenas uma das constantes A, B ou C for nula.

Sem perda de generalidade vamos tomar C = 0 e dai temos que

Ax*+Dx+By*+Ey+Fz=-G
2

D2 E _ Dp? | E?

3A(X+ﬂ) +B(y+ﬁ) +Fz= G+a+ﬁ

D E
Fazendo x + — = x — = Z =271 €
* o LYt =) 1

2 2

-G + 1 + 5 K, tem-se
Ax? + By? + Fz; = K que poderd representar um paraboloide eliptico, um

paraboloide hiperbadlico, um cilindro eliptico, um cilindro hiperbolico ou um ponto.

3° caso: Se exatamente duas das constantes A4, B e C forem nulas.

Sem perda de generalidade vamos tomar B = C = 0 e dai temos que
Ax*+Dx+Ey+Fz=-G
:»A(x+3)2+B(y+£)2 +Fz= -G+
24 2B

D? E?
A T 1
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Fazendox+£—x +£— Z =2Z1€e G+D—2+E—2—Ktemse
24 XL YT TV =40 44 " 4B

Ax? + By? 4+ Fz; = K que podera representar um paraboloide eliptico, um

paraboloide hiperbdlico, um cilindro eliptico, um cilindro hiperbélico ou um ponto.

Exercicio 7: ldentifique e obtenha a equacao caracteristicas das quadricas que tem
como equacao geral x*—4y*+8z*+ 6x —8y —3 =0.

Solucéo: Reorganizando os termos e completando quadrados, tem-se:
x*+6x+9—4y*—8y—4+2z°=3
>(x+3)2—-4(y+1)?>+82=3+9—-4

>(x+3)2—-4(y+1)*+82z=8
Dividindo-se os membros dessa igualdade por 8, chega-se a

(x+3)°  O-D?
8 2

+z=1

A equacao obtida representa um hiperboloide eliptico de uma folha cujo
centro é (- 3, 1, 0).

Exercicio 8: Identifigue e obtenha a equacéo caracteristicas da quadrica que tem
como equacdo geral 2x%? —y? +4x — 2y +3z+2=0.
Solucédo: Seguindo o mesmo raciocinio do exercicio anterior, tem-se a equacao
2x* +4x —y* — 3z = =2
22(x>+2x+1)—y?*—3z=-2+2
22(x+1)%?—y*—3z=0.

Dividindo os dois membros da equacéo por 2, tem-se a equacao

3
(x+1)*— %yz =37 (representa um paraboloide hiperbdlico)

3.6.2 Equacéao geral das quadricas com os termos mistos

Se a equacdo geral das quadricas apresentarem os termos mistos, ou
seja, pelo menos uma das constantes que acompanham xy, xz ou yz for ndo nula,

para se fazer o reconhecimento da quadrica ndo € um processo tao trivial, sendo

necessario utilizar o processo de diagonalizacdo de matrizes.
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Conforme (HEFEZ; FERNANDES p. 273) “Se M € Mn(R) € simétrica,
entdo existe uma matriz ortogonal P € Mn(R) tal que P 'MP ¢ diagonal”. Essa
afirmacao € conhecida como Teorema Espectral Versdo Matricial e permite que se
possa realizar o processo de diagonalizacdo de uma matriz simétrica no
reconhecimento de quadricas cujas equacdes apresentem termos mistos.

Consideremos a equacao do segundo grau nas variaveis x, y e z.

Ax* + By*+ Cz* + Dxy + Exz+ Fyz+ Gx + Hy +1z+] =0

A mesma pode ser reescrita sob a forma

<M(x,y,2), (x,y,2) > +< (G,H,I),(x,y,z2) >+] =0 (3.16)
donde
(o, " 1

bi, B Ff
\E/ 2 F/ 2 C /

Como M é uma matriz simétrica, pelo teorema espectral ela é

M=

diagonalizavel e para iniciar o seu processo de diagonalizacdo, devemos determinar
seus autovalores como segue:
O polindmio caracteristico da matriz M é
a-t Pl B
P(t) =det(M —tD=det| P/, B-t F/, | sendoramatriz identidade.
Ef,  Fly c-t
Dai, calculando o determinante da matriz (M — t.I), teremos o polinbmio
caracteristico p(t), cujas raizes serdo t; = a, t, = b e t3 = ¢, todas reais e
denominadas autovalores de M.
Agora iremos determinar os autovetores de M utilizando-se a expressao
M.N=t,. N,ondeN=(x,y,z)en=1,20u3
Dai, temos os autovetores: u = (r, s, t),v = (i, j, k) @ w = (m, n, p) que
formam a base espectral B = {u, v, w} ={(r, s, t), (i, j, k), (m, n, p)}
Para determinarmos B’ ortonormal a B, deve-se calcular a norma dos
vetores u, v e w e multiplicarmos cada um deles pelo inverso de suas respectivas

normas como segue

Dai temos, U= (r,s,t),v'=(@,j,K)e w =(m,n,p).
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Assim, tem-se que B' = {u,v,w'} = {(r’,s,t), (,j, k), (m,n,p)} e
agora escreveremos a matriz Q formada com os vetores de f’, onde as coordenadas

de cada vetor de ' é linha de Q como vemos a seguir

r st
Q=i j k'] (matrizde rotagdo)
ml nl pl

Assim, temos D como a matriz diagonal dada por
D E
r iom /A /2 /2\ r st a 0 0
pD=Q.MQ=|s" J n |\ PhH B FL T K=o b 0
t" k' p \ / m' n p 0 0
p E/2 F/2 C p c
Agora serd feita uma rotacdo de eixos saindo do sistema OXYZ para o

sistema 0X'Y'Z' cujos eixos 0X ,0Y e 0Z' ttm a mesma direcdo e 0 mesmo sentido

dos vetores ?, Ve Wrespectivamente e (x,y,z) as coordenadas de um ponto
gualquer desse novo sistema de coordenadas, entédo
Qx,y,z)=(xy2)
Substituindo (*) na equacao 3.16 obtemos:
<M@WQK,y,2z)),0(x",y,z)>+<(GHD,Q(x,y,z)>+]=0
< Q' MQ(x',y,z), (x,y,z) >+ < QG HD,(x,y,z)>+]=0
<QMQ(x,v,z),(x,y,z) >+ < QG H,D,(x,y,zZ)>+]=0
Chamemos Q*(G,H,I) = (g, h,i) e como Q*MQ = D, entdo
< D(x’,y’,z'), (x’,y',z') >+<(g,h0), (x',y',zr) >4+]=0
Assim, a equacgdo geral das quadricas podera ser escrita na forma:
a(x)?+b )2 +c(Z)2+gx+hy +iz+J=0. (3.17)
Logo, os termos mistos foram todos eliminados da equacao bastando agora
utilizar a técnica de completar quadrados para se chegar & equacéo caracteristica da

quadrica.

Exercicio 09: Identifigue e obtenha a equacédo caracteristica da quadrica cuja
equacao geral é dada por 9x2 — 5y% + 622 + 4xz + 2v/5x + 45z = 0.
Solucéo:

9 0 2
M = (O 5 0) € uma matriz simétrica e pelo teorema espectral é
2 0 6

diagonalizavel.



O polinémio caracteristico de M é dado pela expresséao:

9—-t 0 2
P(t) = det (M—t.|3)=det< 0 5—-t 0 )
2 0 6—t

PH)=0©9-t).(56-t).(6-t)—4.(5-1)
P() = (5-1).(50 — 15t + t?)
P@) = (5-1).(t—=5). (t—10).
Calculando as raizes de P(t), obtemos: t; =5,t, =5 e t3 =10
Dai, 5, 5 e 10 séo os autovalores da matriz simétrica M.
Agora, vamos determinar os autovetores associados a matriz simétrica.

Parat =5, temos:

(25 200

Ix+0y+2z2=5x=24x+22=0=>z=—-2x
Ox+5y+0z=5y=5y=5y=y=y
2x+0y+6z=52=>2x+z=0=z=-2x

Assim, um autovetor associadoa M é u = (1, 0, — 2)

50

Mas 5 é um autovalor duplo, logo v = (0, 1, 0) é autovetor associado a M.

parat = 10, temos:

9 0 2\ /x X

(O 5 0 <y>= 10.(3/)

2 0 6/ \z z
Ix+0y+2z2=10x=>—-x+2z2=0=>x =2z
Ox+5y+0z=10y=>5y=10y=>y=y

2x+0y+6z=10z =2 2x —4z=0=>x =2z

Assim, um autovetor associadoa M éw = (2, 0, 1).

Dai, conclui-se que B = {u, v, w}é uma base espectral e para

de sua respectiva norma e dai, temos

- . 1 V5 =25
Il =V5=u = \/—g(l, 0,-2)= (?’O’T)
Ivill =1=v"= (0,1,0)

- _,_ 1 2v5 V5
Wil ==+5 = wi'= =(2,0,1) = (5~ 0,7)

Logo, temos B1 = {u;, v; ,w;} € assim, temos

determinarmos (3; base ortonormal a 8, devemos multiplicar cada vetor pelo inverso
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V5 -2V5
5 0 =
Q= 1 0 | (matriz de rotacao)
25 S /
5 5

Agora a equacédo da quadrica sera dada pela expressao

< D(x',y',z’), (x',y’,zr) >+ < (G’,H’,I'), (x',y',zl) >+4+]=0

/ﬁ 0 —245

5 5

Mas (G ,H,I)=@2V5 0 4/5( 0 1 0 |=(10,0,0)
bE G
5 5

Dai, temos

5(x)*+5(y)% +10(z)% +< (10,0,0), (x,y,z) >=0
5(x)2+5(y)2+10(z)2+10x" =0

5@ + 1)2+ 5(y") + 10(z")?2 = 5 (dividindo os membros da igualdade por 5)
(" + 12+ (y')2+2(z')2=1 (elipsoide de revolugdo)

Exercicio 10: Identifigue e obtenha a equacdo na forma candnica da superficie
quadrica cuja equacao geral é dada por x2 +y2 +22 — 4xy + 6v/2x + 3y = 0.
Solucéo:

1 -2 0
M = (—2 1 0) € simétrica e pelo teorema espectral € uma matriz
0 0 1

diagonalizavel.
Seu polinbmio caracteristico € dado pela expressao

1-t =2 0
-2 1-t 0
0 0 1-t

PO)=(1-t).(1-t).1-t)-4.(1-1)

PH)=(1-1). (1-2t+1t2-4)

PH)=(1-1t).(2-2t-3)= (1 —-1).(t—3). (t—1).
Calculando as raizes de P(t), obtemos: t; = —1,t,=1e t3=3

P(t) = det (M —tl) =

Dai, —1, 1 e 3 sdo os autovalores da matriz simétrica M.

Agora, vamos determinar cada um dos autovetores associados a matriz
simétrica M.



Parat=-1, temos:

1 -2 0\ /x X
<—2 1 0) <y)=— <3’>

0 0 1/ \z z
x-2y+0z = —x=22x-2y =0=>x=y
-2x+y +0z=—-y=>-2x +2y =0=>x=y

Ox+0y +z=-2z2=22z=0=2z=0

Dai, temos u = (1, 1, 0) um autovetor associado a M
Parat =1 temos

1 -2 0\ /x X

<—2 1 O><y>=l.<y>

0 0 1/ ‘\z z
x-2y+0z =x= -2y =0=>y =0
—-2x+y+0z =y=>-2x=0=>x=0
Ox+0y+z=z>z=2z

Assim, temos v = (0, 0, 1) um autovetor associado a M.
Parat = 3, temos

1 -2 0\ /X X
(—2 1 O><y>=3.<y>
0 0 1/ \z z
x—2y+0z =3x=>-2x-2y =0=>x=-y
-2x+y +0z =3y =>-2x-2y =0=>x=-y
Ox+0y +z=3z=>-22 =0=2z=0
Assim, temos w = (1,- 1, 0) como um autovetor associado a M.

Temos que B = {u, v, w} é uma base espectral e para determinarmos B

base ortonormal a 3, devemos multiplicar cada vetor pelo inverso de sua respectiva
norma e dai,
- —_1 V2 V2
”u”: \/7 = ui = \/_7 (11 11 O) = (71 7! O)
Ilvll=1=v;=(0,1,0)

W 1 VI \Z
Wil =v2=wi =+ (1, -1, 0) = -2, 0)

Logo, temos B; = {uy, v; , wy} € assim, tem-se

2 o2 9
2

2
Q=10 o0 1
a )
2 2

V2o V2 \

(matriz de rotagéo)



Agora a equacao da quédrica serd dada pela expressao

< D(x',y',z'), (x',y',z') >+ < (G',H',I'), (x',y',z') >+]=0

Zoovzo
2 2
Mas(G,H,I)=6v2 3 0l 0 0 1]=(6,86,3)
vz _ V2 0/
2 2

Dai, temos
—(x )2+ () +3(z)2+<(6,63),(x,y,Z)>=0
— X2+ ()P+3(Z)P2+6x +6y’ +327=0

1
—(¢ + 3P+ (+ 3P+ 3(Z +37=-9+ 9+

—(x"+3)2+ (y'+3)2+3(z + %)2 = %. (multiplicando a igualdade por 4)

—4(x +3)2 + A+ 32 + 12(2 + 2 =1,
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A equacao representa um hiperboldide eliptico de uma folha de revolucéo.
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4 SUPERFICIES REGRADAS

Este capitulo sera dedicado as superficies regradas, dando-se mais
énfase as quadricas, ao conoide e ao helicoide, sendo apresentadas suas

respectivas equacdes paramétricas.
4.1 DEFINICAO DE SUPERFICIES REGRADAS

Dada uma superficie S. Se essa superficie for gerada por uma reta
movendo-se ao longo dela, ela é classificada como superficie regrada, ou seja, por
cada um de seus pontos, passa uma reta nela contida.

Considere uma familia diferencidvel a 1 — parametro de retas {a(t), w(t)}
como sendo uma correspondéncia que associa a cada t € I um ponto a(t) € R® e um
vetor w(t) € R®, w(t) # 0, tais que ambos sejam diferenciaveis em t. Para cada
t €1, a reta L; que passa por a(t) e é gerada por w(t), chamada-se reta da familia

emt.

Figura 30 - Superficie regrada (Conoide)

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=orBEPeBZnEQ

Dada uma familia a 1 — pardmetro de retas {a(t),w(t)}, a superficie
parametrizada X(t,v) = a(t) + v.w(t), t €I, v € R, é chamada de superficie regrada
gerada pela familia {a(t), w(t)}. As retas L; sdo as geratrizes e a curva a(t) é uma
diretriz da superficie X.

Uma superficie pode ser classificada como duplamente regrada, se ela for
formada pela unido de duas familias disjuntas de retas.

As superficies regradas na forma mais simples sdo o plano, o cone e 0

cilindro. Porém, ha outras superficies regradas das quais citamos: o hiperboloide de
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uma folha, o paraboloide hiperbdlico, o helicoide, o conoide, as superficies
tangentes, guarda chuva de Whitney e a faixa de Mobius.

Figura 31 - Guarda chuva de Whitney

Fonte: https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228/v08a05-

superficies-regradas.pdf

4.2 EQUACOES PARAMETRICAS DAS SUPERFICIES REGRADAS

4.2.1 Cilindro

O cilindro é uma superficie regrada gerada pela familia 1 — parametro

de retas {a(t),w(t)}, t € I, onde a(t) esta contida em um plano 7 e w(t) € paralelo a

uma direcao fixa em R3 ndo paralela a 7.

Figura 32 - Cilindro generalizado

T

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, uma parametrizacéo para o cilindro € dada por:

X(t,v) = a(t) + v.q, onde q € R3—(0,0,0) é um vetor fixo ndo paralelo a 7.


https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228/v08a05-
https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228/v08a05-
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4.2.2 Cone

Um cone é uma superficie regrada gerada por uma familia 1 — parametro
de retas {a(t),w(t)}, t € I, onde a(t) esta contida em um plano m e todas as retas L;

passam pelo vértice do cone P € R3 e ndo pertencente ao plano .

Figura 33 - Cone generalizado
P

Fonte: Elaborada pelo autor

Como o vértice P pertence a todas as retas geratrizes L;, entdo, para cada
t € I, existe vo € R tal que
P=a(t) + vo.w(t) = a(t) = P — vp.w(t)
Assim uma parametrizacéo para o cone pode ser dado por:

X(t, v) = P + v. w(t), onde P é o vértice do cone.
4.2.3 Hiperboloide de uma folha

O Hiperboloide de uma folha é gerado por uma reta diretriz que gira em
torno de um eixo vertical reverso a mesma, ou seja, a reta diretriz e o eixo vertical
estdo em planos diferentes.

Seja St o circulo unitario x*+y*=1no plano xy e a(t)uma
parametrizacao de S* pelo comprimento do arco.

Considere w(t) = a'(t) + e3, onde e; é o vetor unitario do eixo z. A

superficie regrada gerada pela familia {a(t), w(t)} € um hiperboloide de uma folha.
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Figura 34 - Hiperboloide de uma folha

A7

wi(t)

a'(t)

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja a(t) = (cos(t),sen(t),0) uma parametrizacdo pelo comprimento de
arco de St. Assim, a (t) = (—sen(t), cos(t),0) e dai,
w(t) = a (t) + e3 = (—sen(t), cos(t),0) + (0,0,1) = (—sen(t), cos(t),1)
X(t,v) =a(t) +v.w(t) = (cos(t) — vsen(t),sen(t) + vcos(t),v)
O hiperboloide de uma folha € uma superficie duplamente regrada, pois

tomando w(s) = —a(s) + e3, temos X(t,v) = (cos(t) — vsen(t), sen(t) + vcos(t),v)

4.2.4 Paraboloide hiperbdlico

Figura 35 - Paraboloide hiperbdlico

alt) = (£,0,0)

Fonte: Elaborada pelo autor

Dado um paraboloide hiperbdlico, sera feita uma mudanca de variavel
adequada para representd-lo num sistema de coordenadas ortogonais (u,v,w) de

forma que sua equacgéo seja dada por w = kuv, k # 0. Assim sera exibida a seguir
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uma familia 1 — pardmetro de retas {a(t), w(t)} para esse paraboloide. Observe que
asretasy = tik ex =t paracadat # 0 pertencem ao paraboloide hiperbdlico.

Da interseccédo desta familia de retas com o plano z = 0, € obtido a curva

a(t) = (t,0,0) que serd tomada como diretriz que junto com o0s vetores unitarios

w(t) paralelos as retas y = % e x =t formam a familia 1 — parametro de retas

(0,1,kt)
V1+k2t?

X(t,v) =a(t) +v.w(t)

{a(t),w(t)}, sendo a(t) = (t,0,0) e w(t) =

gue gera a superficie regrada S.

¢ v vkt
" J1+k2t2 " J1+k%e?

X(t,v)=< >;t,vEIR

4.2.5 Helicoide regrado

Figura 36 - Helicoide
a(t) = (cost, sent, t)

https://www.mspc.eng.br/dir10/helx_helc_transp.php

Considere uma hélice. Se de cada ponto dela tracarmos uma reta paralela
ao plano xy que intersecte o eixo 0Z, € gerada uma superficie regrada chamada
helicéide.

Seja {a(t),w(t)}, t el a familia 1-parametro que gera o helicéide com
a(t) = (cost, sent,t) e w(t) = (cost, sent,0), t € R, entdo uma parametrizagdo para o
helicoide é dada por:

X(t,v) = a(t) + v.w(t) = (cost, sent,t) + v. (cost, sent, 0)
X(t,v) = ((1+v).cost, (1 + v)sent,t)


https://www.mspc.eng.br/dir10/helx_helc_transp.php
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4.2.6 Conoide regrado
O conoide é uma superficie regrada gerada pela familia {a(t), w(t)}, t €1,
em que a € uma reta que se desloca paralelamente a um plano diretor que se apdia

em duas diretrizes: Uma reta e uma curva que ndo pertencem ao mesmo plano.

Figura 37 - Conoide circular reto

X a(t) = (cost, sent, 0)

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja {a(t),w(t)}, t €1 a familia 1-parametro que gera o conoide circular
reto com a(t) = (cost,sent,0) e w(t) = (0, —sent, zy), t € R. Entdo, temos que uma
parametrizacdo para esse conoide é:

X(t,v) = a(t) + v.w(t) = (cost,sent,0) + v. (0, — sent, zy)
X(t,v) = (cost, (1 — v)sent, vzy)

Exercicio 10: Mostre que o hiperboldide de uma folha H:x* —y*+z* =1 é uma

superficie duplamente regrada.

Solucéo:
Sera mostrado que H € uma superficie duplamente regrada determinando

uma diretriz e as expressdes de suas geratrizes.
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Uma diretriz para H é a elipse x*+ z> =1, contida no plano y = 0.
Assim, sendo A = (x,,0,2,) um ponto dessa elipse e ¥ = (k,u,w) a direcdo da
geratriz LA, que passa por A, as equacdes paramétricas dessa diretriz séo
LAy A=A,+t.v;, tER

Dai, temos que

X =xp + kt
LAY y=ut

zZ=2zy+wt

Como os pontos A de LA, pertencem ao hiperboloide, vai-se determinar

k,u e w pois sabe-se que x + zZ = 1 ja que A, pertence a elipse.
Tem-se que A = A, + t. U pertence ao hiperboloide para todo t €R, se, e
somente se,
(xo +k.t)?— (W) + (zg+w.t)? =1

& xd + 2ktxy + k*t* — uPt® + 25 + 2wtzg + witr =1

& (xp +28) + t(Rkxy + 2wzy) + t2 (k> —u? +w?) =1

Como x% + z& = 1, tem-se que 2kx, + 2wz, =0 e k?—u?+w? =0
que nos da < (k,w),(2x,2zy) >=0 (I) e u*=k*+w?* (Il

De |, tem-se k = —z, € w = xye substituindo na equacéo Il, obteremos a
expressdo u® = (—zp)? + (xg)? =1quenosda u>=1=>u=-1ouu = 1.

Assim, temos como vetores diretores das geratrizes v; = (—z5,—1,x;) €

vz = (=20, 1, Xo).

X = X9 — Zpt x =xy + kt
La: Sy =t cteR e Laz(y=ut - teR
Z=Zo+X0t Z=ZO+Wt

Logo, o hiperboloide de uma folha H € uma superficie duplamente

regrada.
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5 CATENARIA
5.1 A HISTORIA DA CATENARIA

A catenéaria é uma forma geométrica bidimensional, semelhante a uma
parabola, que é obtida pela suspenséo de um fio fixo em seus extremos submetido

exclusivamente a acéo da forca gravitacional.

Figura 38 - Curva catenaria

N_

Fonte: crimons.com

SIMMONS (1987, P.611) diz que “A curva catenaria, da palavra latina
catena, que significa cadeia, é a forma exata da curva feita por um fio flexivel de
densidade uniforme suspenso entre dois pontos e que se sustenta por seu préprio
peso”.

No decorrer da historia houve muita confusdo entre essas duas curvas.
Na primeira metade do século XVII, Galileu em seus estudos chegou a conclusao de
gue a curva formada por um fio suspenso sob acéo da gravidade se tratava de uma
pardbola. Essa afirmacdo perdurou até meados desse mesmo século quando
Christiaan Huygens (1629 — 1695) desmentiu Galileu usando apenas raciocinio
fisico. Contudo ficou a grande duvida: que curva era essa? Preocupados em
resolver essa confusdo, o problema foi oficialmente lancado perante a comunidade
dos matematicos causando um enorme alvorogco entre 0S mesmos que queimaram

pestanas em busca dessa resposta. Os irmaos Johann Bernoulli (1667 — 1748) e


https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiB897346HcAhWMtlkKHZ8OD-wQjRx6BAgBEAU&url=http://crimons.com/en/product/357&psig=AOvVaw3PoKOjRzrSp0_lg5c9Rloe&ust=1531766950208381
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Jakob Bernoulli (1655 — 1705) trabalharam paralelamente em busca da resposta
assim como Huygens e o aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Em 1691,
Johann Bernoulli e Leibniz, utilizando métodos analiticos conseguiram provar que
realmente a curva estudada ndo se tratava de uma parabola e Huygens chegou a
mesma conclusdo utilizando-se de métodos geométricos. Dai nasceu a catenéria

que foi batizada com esse nome por Leibniz.

5.2 A EQUACAO DA CATENARIA

Enquanto a pardbola é representada algebricamente por um polinbmio de

segundo grau, a catenaria é expressa algebricamente pela equacéo

X
a

f(x) = a. cosh( ) (3.18)

Para demonstrar tal fato, sera tomado um sistema de coordenadas
cartesianas de forma que o eixo y passe pelo ponto mais baixo da curva e coincida

com a vertical (Figura 39).

Figura 39 - A catenaria sob acédo das forcas de tracéo e da forca peso

A,y Tsena 4 T

A Tcosa

-+ X
K o

Fonte: Elaborada pelo autor

K representa a tensdo no cabo em seu ponto mais baixo, T representa a
tensdo no cabo no ponto A, P € o peso do cabo no trecho A0, S € o comprimento
do cabo no trecho A0 e a 0 angulo entre Te o eixo X.

Considerando o equilibrio do cabo no trecho A0, tem-se que
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—K +T.cosa =0= T.cosa =K (1)

—P+T.sena =0=> T.sena =P (2)

De (1) e (2), tem-se que:
Tsena P

=— =2 tga =
Tcosa K 9

= |

Mas como P=w.S, onde w é o0 peso do cabo por unidade de

. w.S o .
comprlmento, segue-se que tga=T e como w e K sao constantes reais,

w . ~
facamos i C com ceR e assim chega-se a expressédo tga =c.S. Mas o
comprimento do cabo S é uma funcdo de x e dai concluimos que tga = c¢.S(x).
Seja f a funcéo cujo gréfico é a catenaria. Podemos dizer que f € uma
fungéo par, pois seu grafico é simétrico em relacdo ao eixo y. Assim, sendo f uma

funcdo par e de classe C?, temos que

f)=cSx *

O comprimento do gréafico de uma funcdo dotipoy = f(t)coma <t <b
é dado por L = fab 1+ (f'(¢)*dt
Assim, como f é uma funcdo do tipo y = f(t), o comprimento do arco
OAnointervalo 0 < t < x é dado por S(x) = fox 1+ (f'(t)*dt
Substituindo em (*) temos
f)=cfyJ1+(F®)*de

Usando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

fr0) =c1+(f (0))°

Fazendo agora f (x) = g(x), segue-se que

ym:mh+@mf

g'(0)
./1+(g(x))2

f g(x) (x) :fC dx
\/1+(g(X))2 '

g(x) + /1 + (g(x))z‘: cx +D

(= =C

S n




Como g(0) = 0, entdo D = 0 e dai, g satisfaz

g(x) + /1 + (g(x))z‘ = cx

=9(x) +J1 +(9(@) = e 0

Como g = f' e f é par, conclui-se que g é impar e dali,

In

g(=x) + \/1 +(g(=x0)" = e~

= —g(x) + \/1 + (g(x))z = e (ii)

Das expressoes (i) e (i), obtém-se

2g(x) = e* — g™
1
=g() =- (67— &)
= g(x) = senh(cx)
Dai, como g = f' chega-se a expresséo
f'(x) = senh(cx)

1
=f(x) = Ecosh(cx) +D
1 x ~
Fazendo oo temos entdo a expressao

f'(x) = a.cosh (i) +D

64
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6 AS QUADRICAS E A CATENARIA NA ARQUITETURA

Segundo meu nobre amigo José Bernardo de Araujo Torres: “A
matematica e a arte por vezes se relacionam, podendo ser ha emocao sentida por
quem as contempla ou até pelas técnicas e objetos concretos ou abstratos que
utilizam”. Partindo desse pressuposto, pode-se dizer que uma das formas de artes
mais belas que existe no mundo e que mantém uma forte relacdo com a matematica
€ a arquitetura.

Em muitas obras arquitetonicas espalhadas pelo mundo, percebe-se o
uso de superficies quadricas e de arcos catenarios em suas estruturas. Essas
superficies possibilitam, muitas vezes, além de beleza visual, funcionalidade,
resisténcia e economia.

Serdo apresentadas obras arquitetdnicas pelo Brasil e pelo mundo de
alguns arquitetos famosos como o espanhol Felix Candela, o indiano Hafeez
Contractor, o americano Richard Buckminster Fuller, o finlandés Eero Saarinen e os

brasileiros Oscar Niemayer e José Augusto Belucci.

6.1 INFOYS HEADQUARTERS

Figura 40 — Infoys Headquarters

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Infoys


https://pt.wikipedia.org/wiki/Finland%C3%AAs_(etnia)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Eero_Saarinen
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O Infoys Headquarters é uma obra arquitetdnica que foi projetada pelo
arquiteto indiano Hafeez Contractor em Pune, na india, no ano de 1981.
Importante centro comercial do pais tem a forma de um elipsdide com

uma pequena inclinagcdo em relacao ao solo toda espelhada na cor azul.

6.2 MONTREAL BHIOSPHERE

Essa obra arquitetdnica foi projetada pelo arquiteto Richard Buckminster

Fuller e esta localizada na cidade de Montreal no Canada.

Figura 41 - Montreal Bhiosphere

Fonte: http://br.pinterest.com./pin/787637422300213911/

Trata-se de um museu canadense que se dedica integralmente ao meio
ambiente. Possui a forma de uma esfera com 78 metros de diametro, 61 metros de

altura e tem a estrutura principal feita de tubos de aco.


http://br.pinterest.com./pin/787637422300213911/
https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&ved=2ahUKEwiyxvGhwfLdAhUL_aQKHU0kC9AQjRx6BAgBEAU&url=https://www.pinterest.com/pin/787637422300213911/&psig=AOvVaw0EVvqaruip7kFheRDHcq1L&ust=1538938884568263
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6.3 CATEDRAL DE BRASILIA

Obra arquitetnica projetada pelo arquiteto Oscar Niemeyer a catedral de
Brasilia, oficialmente chamada Catedral Metropolitana Nossa Senhora Aparecida, foi

inaugurada em 1970.

Figura 42 - Catedral de Brasilia

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Catedral_Metropolitana_de_Brasilia

Com a maior parte abaixo do solo, possui uma estrutura formada por um
hiperboloide de uma folha utilizando-se de 16 colunas de concreto. O teto, uma das
poucas partes visiveis acima do solo, é todo de vidro e tem como base um
hiperboldide com sec¢bes assimétricas. O batistério pode ser acessado por uma

escadaria em forma de espiral pela praga.

6.4 RESTAURANTE LOS MANANTIALES

Obra arquitetbnica, localizada na cidade do México, projetada pelo
arquiteto espanhol Félix Candela.
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7

A cobertura do restaurante é formada por quatro paraboloides
hiperbdlicos iguais com uma altura maxima de 8,25 metros e altura minima de
5,90 metros, construidos em concreto armado com rotacdes e intersecdes em seu
centro, formando um desenho simétrico composto por oito lados.

Candela, assim como Gaudi, do qual falaremos mais adiante, tinha uma
grande inclinagdo em utilizar as superficies regradas, principalmente nas coberturas

de suas obras.

Figura 43 - Restaurante Los Manantiales

g
o

Fonte: https://www.archdaily.com/496202/ad-classics-los-manantiales-felix-candela

6.5 MUSEU DE ARTE POPULAR DA PARAIBA

Localizado sobre uma praga as margens de um acgude velho é composto
por trés prédios suspensos com a forma de cilindros circulares espelhados e ligados

por uma plataforma. E uma das maiores atracdes turisticas da cidade.
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Figura 44 - Museu de Arte Popular da Paraiba

Fonte: guiacomercialcampinagrande.com.br

6.6 PALACIO DOS TRES PODERES

Figura 45 - Palacio dos Trés Poderes

Fonte: https;//pt.wikipedia.org/wiki/Palacio_Nereu_Ramos
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Projetado por Oscar Niemayer, o palacio dos trés poderes teve sua
construcédo finalizada no ano de 1960 junto com a cidade de Brasilia no governo de
Juscelino Kubitscheck.

O edificio € composto por duas cupulas. A primeira cupula, sede do
senado federal, foi construida na forma de um paraboldide de revolugdo com a
concavidade voltada para baixo e a segunda, sede da camara dos deputados, foi
segmentada em trés trechos onde de cima para baixo se utilizou um tronco de cone,
uma calota esférica e um elipsodide de revolucéo, respectivamente. Além disso, ha
duas torres gémeas em forma de prismas quadrangulares com cem metros de altura

onde funcionam escritorios de apoio.

6.7 CATEDRAL BASILICA MENOR

Figura 46 - Catedral Basilica Menor

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Arquidiocese_de_Maringa

Catedral Basilica Menor foi construida entre os anos de 1959 e 1972, na
cidade de Maringa no Parana, sendo ela projetada pelo arquiteto brasileiro José

Augusto Belucci.


https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&ved=2ahUKEwi63oHgz_LdAhUCPJAKHSgnDrMQjRx6BAgBEAU&url=https://pt.wikipedia.org/wiki/Arquidiocese_de_Maring%C3%A1&psig=AOvVaw0WlmLhmg0EXVd58IZXPSkO&ust=1538941970806295
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Possui uma forma cbnica com uma altura de 114m, didmetro interno de
35m e o externo mede 50m. No topo possui uma cruz de 10m de altura e sua
capacidade chega a 3500 pessoas.

E o mais alto monumento religioso localizado na América Latina e o

vigésimo quinto do mundo.

6.8 GATEWAY ARCH

Gateway Arch, localizado em St. Louis nos Estados Unidos, foi projetado
pelo arquiteto finlandés Eero Saarinen em 1947. O arco tem a forma de uma
catenaria invertida com uma altura de 192 metros de altura sendo reforcado a

metade inferior por concreto e a metade superior por carbono.

Figura 47 - Gateway Arch

Fonte: pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:st_Louis_Gateway_Arch.jpg


https://pt.wikipedia.org/wiki/St._Louis_(Missouri)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Finland%C3%AAs_(etnia)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Eero_Saarinen
https://pt.wikipedia.org/wiki/1947
https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&ved=2ahUKEwjdrong0PLdAhXDvZAKHe4zDekQjRx6BAgBEAU&url=https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:St_Louis_Gateway_Arch.jpg&psig=AOvVaw0opLlo0ZU2lgFgZgNImw-R&ust=1538943275220638
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7 AS FORMAS GEOMETRICAS DE GAUDI

A paixdo de Gaudi pela natureza iniciou-se quando ainda era crianca,
observando-a e contemplando-a de uma forma bem intensa. Dessa contemplacéao,
nasceu uma imensa paixao pelas arvores, pelos animais, pelas montanhas e pelo
mar, permitindo a ele uma inesgotével fonte de inspiracdo para seus trabalhos que
por esse fato tem um estilo Gnico e muito pessoal.

Segundo Gaudi “para que um objeto seja extraordinariamente belo é
necessario que sua forma nao tenha nada de supérfluo”. Gaudi utilizava essas
formas ndo pensando apenas na beleza que elas proporcionavam, mas também

pela funcionalidade delas nas obras.

“Segundo Gaudi para que uma obra seja bela, € necessario que se ajuste
todos os elementos enquanto a situagéo, dimenséo, forma e cor, pois todas
essas qualidades da obra arquitetbnica estdo intimamente relacionadas.”
(Giralt-Miracle, 2002, p. 22)

Dessa forma, as obras de Gaudi sempre foram frutos de profundas
analises experimentais das formas geométricas a serem utilizadas, pois ele avaliava
as possibilidades construtivas e o sentido arquitetbnico que elas davam ao seu
trabalho utilizando para isso maquetes e fotografias.

Dessa relacdo intima entre Gaudi e a natureza, nasceram formas
geométricas que foram utilizadas em grande escala em suas obras. Entre essas
formas destacam-se:

e Os arcos catenarios
e As superficies quadricas regradas e nao regradas

e Os helicoides e os conoides

7.1 A RELACAO DE GAUDI COM OS ARCOS CATENARIOS
A catendria € uma forma geométrica muito utilizada em obras
arquitetbnicas e um dos arquitetos que mais a utilizou em seus trabalhos foi Gaudi.
Desde as primeiras obras, Gaudi comecou a utilizar os arcos catenarios
ao invés dos arcos derivados de circulos. Gaudi se utilizou dos estudos de Robert

Hooke que afirmou “a forma ideal de um arco € a de uma catenaria invertida”. Além
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disso, descobriu em suas pesquisas que ao suspender uma corrente por dois
pontos, ela sofre somente forcas de tracdo em seu corpo e se ela for invertida, sofre
somente forcas de compressao e dessa forma, podia criar arcos com estruturas mais
firmes e resistentes, deixando a estrutura menos pesada e fazendo uma substancial
economia de material.

Assim quando Gaudi queria construir um arco catenario, ele prendia uma
corrente em suas extremidades deixando-a sob acdo da gravidade e quando a
mesma adquiria estabilidade, tirava uma foto e a analisava de forma invertida ou
usava um espelho no chdo para ajudar na visualizacdo da mesma. A figura 48

mostra as cargas que atuam na catendria e na catendria invertida.

Figura 48 - Fotos da catenaria e da catenéria invertida
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Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Catenary

7.2 OS ARCOS CATENARIOS NAS OBRAS DE GAUDI

Como ja foi dito, Gaudi utilizou os arcos catenarios em grande escala em
suas obras, dando as mesmas uma enorme beleza arquitetdnica. Dessa forma,
vamos apresentar a seguir algumas obras de Gaudi em que ele usa arcos
catenarios.

No soOtdo da Casa Batlld, um local de servico, ndo deixou de fazer uma
area que combinasse estética e funcionalidade. Ao invés de corredores brancos sem

graca ele criou arcos com formas de catenarias em numero de 60.


https://en.wikipedia.org/wiki/Catenary
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No so6tdo da Casa Mila (Figura 49), Gaudi utilizou arcos catenarios como
estrutura de apoio para o telhado causando um visual maravilhoso. O s6tdo é uma
sala bem ventilada composto por 270 abdbadas formadas por arcos catenarios. A
forma e a localizacdo dos patios sdo formadas por arcos de diferentes alturas
dependendo da distancia entre eles, sendo uma relagdo inversamente proporcional,

Ou seja, arcos maiores para distancias menores e vice versa.

Figura 49 - S6tédo da casa Mila

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/305330049730603891/

Além das obras citadas anteriormente, Gaudi utilizou com muita
propriedade a catenaria em outras obras entre elas:

e Os arcos da sala da Fazenda Guell

e As portas do Palacio Guell (Figura 11)

e Os arcos da arcada do Colégio das Teresianas

e Os arcos no galpao da Cooperativa Obrera Maratonense

e Os arcos da arcada da Casa Batllo

¢ Nas portas da Casa Mila
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7.3 GAUDI E AS QUADRICAS

Dentre as formas geométricas que Gaudi estudou em suas observacdes
sobre a natureza, nenhuma foi tdo utilizada quanto as superficies quadricas.
Excetuando o hiperboloide eliptico de duas folhas, de pouquissimas aplicacdes até
hoje, todas as outras foram utilizadas por ele em suas obras. Gaudi utilizou esferas,
cilindros, elipsoides, cones e paraboloides elipticos em seus trabalhos, mas tinha
uma enorme afeicdo pelo paraboloide hiperbdlico e pelo hiperboloide eliptico de uma
folha.

Mas uma pergunta ficava no ar: Qual o porqué de Gaudi gostar tanto das
quadricas? A resposta € que tais superficies sdo facilmente encontradas na
natureza. Ele via o hiperboloide eliptico nos troncos de arvores ou em 0ssos do
corpo humano como o fémur, via o paraboloide hiperbdlico no tendao entre os dedos
das méos, nas raizes das arvores e no dorso de cavalos, via o elipsoide nos nés em

tronco de arvores e assim por diante.

Fonte: baulitoadelrte.blogspot.com
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7.4 APLICACOES DAS QUADRICAS NAS OBRAS DE GAUDI

A seguir serdo apresentadas aplicacdes de quadricas regradas e nao

regradas nas obras de Gaudi.
7.4.1 Paraboloide eliptico, esfera e elipsoide

Por ndo serem regradas Gaudi ndo utilizou o paraboloide eliptico, a
esfera e o elipsoide com tanta frequéncia.

Na Casa Vincens, Gaudi utilizou na cupula de sua torre mais alta o
paraboloide de revolucéo (Figura 13), todo circundado por azulejos azuis e brancos
lembrando sua primeira fase, chamada Mourisca, dando uma beleza estética
descomunal. Essa mesma superficie quadrica foi utilizada em cupulas no Palécio
Guell.

Outra aplicacdo do paraboloide eliptico foi na cupula da sacristia da
Sagrada Familia através de uma interse¢éo de paraboloides que a tornou muito bela

e funcional como podemos observar na figura 50.

Figura 51 - Cupula da sacristia da Sagrada Familia

Fonte: baulitoadelrte.blogspot.com


https://1.bp.blogspot.com/-CsWUiX_eQbY/V-jarCSdIiI/AAAAAAAABlI/kWZcdXlG5dgYKoF1pKe5wGKmHHjuHxJLgCLcB/s1600/SF_-_Sacrist%C3%ADa3.jpg

77

A esfera foi utilizada nas chaminés da Casa Batll6 e da Casa Mila e no
caminho do rosario de pedras no Parque Guell, onde um rosério foi representado por
um caminho ladrilhado por uma fileira de esferas de pedra, dando um sentido
religioso a obra.

O elipsoide foi utilizado na Sagrada Familia nos nds e capteis das colunas
de duplo giro (Figura 52), dividindo-as em duas partes sendo a inferior continua e a

superior ramificada em forma de galhos de arvores dividindo as cargas entre eles.

Figura 52 - Nés em forma nas colunas de duplo giro

|

UL

Fonte: baulitoadelrte.blogspot.com

7.4.2 Quédricas regradas

Gaudi tinha uma grande preferéncia pelas superficies quadricas regradas,
pois elas se encontravam bem presentes na natureza. Além disso, elas tinham uma
facilidade construtiva e grande beleza plastica.

Mas quais as quadricas preferidas de Gaudi

“‘Das superficies regradas, utilizou mais os conoides, os paraboloides
hiperbdlicos e os hiperboloides de uma folha de revolugdo, esta Ultima a
mais completa. Gaudi entrou em contato com essas formas quando
estudava geometria na escola de arquitetura de Barcelona, segundo o texto
C.F.A. Leroy (Leroy, 1875) sucessor de Gaspar Monge na escola politécnica
de Paris”. (BUXADE; MARGARIT, 2002, p. 113)


https://4.bp.blogspot.com/-ePvE2Z5g6u8/V-gb9qmreQI/AAAAAAAABgQ/S_GxlqHSHm40EKzcEwiXK5rIj0kfli5DACLcB/s1600/geom+05_elipsoide.jpg

78

Porém Gaudi também utilizou bastante as superficies cilindricas, as
superficies conicas, os conoides e os helicoides em suas obras, como sera visto

logo a seguir.
7.4.2.1 Cilindros e cones

Os cilindros e os cones sdo as mais tradicionais das formas regradas
utilizadas na arquitetura e sdo encontradas facilmente na natureza. Gaudi utilizou
essas superficies principalmente em suas primeiras obras.

No subsolo do Palacio Giell vé-se essas belas colunas que se inicia da
base até certa altura na forma cilindrica e de certa altura até o topo tem a forma de
um hiperboloide eliptico de uma folha proporcionando boa resisténcia para suportar
as forcas de compressao, uma economia de material e a formacéo de belos arcos

como observamos na figura 53.

Figura 53 - Subsolo do Palécio Guell

T
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ideiasnamala.com

Fonte: https://ideiasnamala.com/2013/09/05/barcelona-palau-guell-visitando-uma-das-primeur-as-

obras-de-gaudi/

Outras aplicagbes importantes das superficies cilindricas nas obras
arquitetdnicas de Gaudi foram:
e Nas bases das torres da Casa Vincens (figura 13).

¢ Nas colunas déricas na sala Hipostila (cem colunas) no Parque Guell.


https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwjEjfyvrPndAhUFWpAKHSK0Dr0QjRx6BAgBEAU&url=https://ideiasnamala.com/2013/09/05/barcelona-palau-guell-visitando-uma-das-primeur-as-obras-de-gaudi/&psig=AOvVaw3NVVsY1-xMaUX5sQ9I0YCR&ust=1539173950288843
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¢ Na torre principal do El Capricho.

¢ Nas torres e nas cobertas dos pavilhOes na Fazenda Guell.

¢ Nas torres do Palacio Episcopal de Astorga (figura 5).

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Casa_ otinesLeon.JPG

Figura 54 - Casa Botines de Leon

- [V
-
s g7 AN

No caso das superficies cbnicas as mesmas foram utilizadas por Gaudi

em outras obras, entre elas:

Nas chaminés da Casa Batllo

Nas torres do Palacio Episcopal de Astorga

Nos capteis das colunas interiores da sala de jantar do Palacio Guell.
Nas torres das esquinas da Casa Botines de Leon (Figura 54).

No Parque Guell ha um cone de pedra que forma um telhado para o

lado dos edificios da portaria.

7.4.2.2 Hiperboloide eliptico de uma folha

No Parque Guell, Gaudi utilizou o hiperboloide de uma folha nas colunas

bem na sua entrada, construida toda de pedra bem onde se encontra um jardim

sobre o teto que ele sustenta.


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/Casa_Botines_Leon.JPG
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Gaudi modificou a forma dos sinos no Templo Expiratério da Sagrada
Familia com a finalidade de melhorar a sonoridade. Ele retirou a parte esférica que
vinha na parte superior e deu continuidade ao seu corpo na forma hiperboloide
aberto também na sua parte superior, 0 que proporcionou a saida do som das
badaladas tanto por cima quanto por baixo do mesmao.

Na nave principal da Sagrada Familia, Gaudi construiu uma cobertura
formada por enormes janelas em forma de hiperboloides de uma folha com entrada
de luz pelos vaos elipticos. A partir de suas observagdes, Gaudi concluiu que o
hiperboloide de uma folha tinha uma o6tima qualidade de reflexdo e ainda mais,
refletiam os raios luminosos para o interior do templo a partir de qualquer ponto.
Partindo desse pressuposto, haveria um ganho substancial na acustica e na

iluminacéo do templo, como pode ser observado na figura 55

Figura 55 - Bovedas hiperboloides da Sagrada Familia

Fonte: https://www.pinterest.fr/pin/308496643196728404/

Além dessas aplicacfes citadas, pode-se observar o uso do hiperboloide
de uma folha também:
e Nas quadras da Fazenda Guell

¢ Nas quadras da Casa Calvet
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¢ No subsolo do Palacio Guell na parte superior das colunas (Figura 52)
e Nos sinos da Cripta Guell

¢ Nas janelas da Cripta Guell cobertas por vidros coloridos.
7.4.2.3 Paraboloide hiperbdlico

O paraboloide hiperbdlico era a quadrica que Gaudi mais gostava de
utilizar em suas obras. Ele era tdo entusiasmado por elas, que chegou a compara-la
com a santissima trindade no alto de sua religiosidade.

O que mais despertou o interesse de Gaudi pelo paraboloide hiperbdlico
foi o fato de serem regradas, ou seja, elas poderem ser construidas pelo uso de
linhas retas facilitando sua construcéo para utilizagéo principalmente nas coberturas

das obras como na cripta da colonia Guell (Figura 56).

Figura 56 - Cobertura da CriptaGuell

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/186547609540793035/

Gaudi utilizou o paraboloide hiperbdlico combinado com o hiperboloide de
uma folha no teto da nave principal do Templo Expiratério da Sagrada Familia com a
finalidade de direcionar a agua da chuva para os canais e tubulacfes de drenagem.

Outra aplicagdo dos paraboloides hiperbodlicos foi nas quatro torres da
fachada do nascimento que sédo formadas por paraboloides hiperbdlicos com grande

altura e forte curvatura, o que se pensava ser possivel fazer somente com as torres
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retilineas. As torres da sacristia sdo formadas por doze paraboloides hiperbdlicos
sendo quatro simétricos e oito assimétricos definindo uma superficie de otima
resisténcia e as duas mais altas representam Maria e Jesus Cristo, dando um total

de dezoito torres, como mostra a figura 15.

7.4.2.4 Conoide e helicoide

Além das quédricas, ha duas outras superficies regradas as quais Gaudi
tinha também um grande apreco que séo o conoide e o helicoide.

O conoide esta presente na natureza nas folhas e nas flores de arvores e
Gaudi utilizou essa superficie em algumas de suas obras entre as quais citamos:

e As cobertas e muros das escolas provinciais do Templo Expiratério da

Sagrada Familia (Figura 57)

e A coberta do armazém de esculturas da oficina de Gaudi

Figura 57 - Cobertas das escolas provinciais da Sagrada Familia

HEL
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Fonte: baulitoaldelrte.blogspot.com

O helicoide encontra-se presente na natureza em algumas plantas ou em
animais como na concha de um caracol. Foram mais utilizadas em forma de rampas
ou escadarias. Gaudi utilizou os helicoides:

e Na rampa do Palacio Guell (Figura 58)

¢ Na escadaria do Templo Expiratério da Sagrada Familia (Figura 59)


https://3.bp.blogspot.com/-ZL_7OIDW3Bo/V-gbiiFnv9I/AAAAAAAABf0/Fj-uT6zv4gcow_NLJMp12FaLO2GGyHcEgCLcB/s1600/geom+04+_conoide.jpg

¢ Na escadaria em El Capricho

¢ Na rampa da Cripta da Col6énia Guell

Figura 58 - Rampa do Palacio Guell

Fonte: https://ideiasnamala.com/2013/09/05/barcelona-palau-guell-visitando-uma-das-primeir-as-

obras-de-gaudi/

Figura 59 - Escadaria do Templo Expiratério da Sagrada Familia

Fonte: https://www.pinterest.fr/pin/287104544972311818/
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https://ideiasnamala.com/2013/09/05/barcelona-palau-guell-visitando-uma-das-primeir-as-%20%20obras-de-gaudi/
https://ideiasnamala.com/2013/09/05/barcelona-palau-guell-visitando-uma-das-primeir-as-%20%20obras-de-gaudi/
https://www.google.com.br/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&ved=2ahUKEwiUn8Cwo-3dAhUCIZAKHe9pDR8QjRx6BAgBEAU&url=https://br.pinterest.com/pin/376402481339834087/&psig=AOvVaw2Z8MfZP4AYjCDwPysmagxJ&ust=1538759331512988
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8 CONSIDERACOES FINAIS

A realizacdo desse trabalho oportunizou-me relacionar conhecimentos
matematicos, em especial as formas geométricas, com essa maravilhosa e téo
antiga arte de projetar e construir chamada arquitetura. Além disso, proporcionou-me
conhecer um pouco da vida e da arte desse fantastico arquiteto chamado Antoni
Gaudi.

A catenéria, as superficies quadricas e as superficies regradas eram para
mim pouco conhecidas, o que me deu mais estimulo a ter vontade de estuda-las.
Quando meu orientador Prof. Dr Claudemir Silvino Leandro me prop6s relacionar
essas formas geométricas com as obras arquitetbnicas de Gaudi, ndo pensei duas
vezes e parti para a pesquisa em livros, sites e dissertacbes em busca de
informacdes relevantes para a realizacao desse trabalho.

Outro ganho importante na realizacdo dessa dissertacdo foi conhecer e
utilizar uma ferramenta poderosa na construcdo de formas geométricas: o
Geogebra. Esse software permite construir formas geométricas com ou sem as
equacbes das mesmas, utilizando-se de pontos, retas, planos, poligonos entre
outros entes geométricos. O Geogebra proporcionou-me construir em torno de 20%
das formas geométricas que aparecem nesse trabalho.

A falta de documentacao escrita diretamente por Gaudi, principalmente a
parte de calculo, que se perdeu num incéndio durante a guerra espanhola fez com
que fossem utilizados apenas relatos de seus discipulos e colaboradores presentes
nas fontes de pesquisas o que ndo diminuiu a vontade e o estimulo de realiza-lo.
Procurei explicitar o maior niumero de informacdes que espero que possa ajudar as
pessoas que por ventura venha ter acesso a esse trabalho.

As obras arquitetbnicas de Gaudi sdo apaixonantes e de uma beleza
descomunal. Nao é a toa que ninguém pode visitar a cidade de Barcelona sem
conhecé-las. O numero de turistas que as visitam periodicamente € muito grande e o
encantamento por parte deles faz com que muitos deles voltem para visita-las
novamente em especial o Templo Expiratério da Sagrada Familia, que ainda né&o foi
concluida e a cada visita tem coisa nova para contemplar.

Podemos afirmar que a matematica € uma area de conhecimento que tem
aplicacbes nos mais diversos setores. A ligagdo da geometria com a arquitetura é

muito intima e Gaudi, fazendo esse link entre as formas geométricas e a natureza,
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fez com que suas obras tivessem grande destaque no cenario arquitetbnico e
inspirasse outros arquitetos a seguir essa linha de pensamento.

Finalizando, afirmo que tudo que aprendi com a realizacdo desse
trabalho, acrescentou muito a minha vida, tanto profissional quanto pessoal. Nunca
fui muito ligado a arte, o que considero uma falha, mas tudo o que pude obter de
conhecimento com a realizacdo desse trabalho fez despertar algo que estava
escondido no meu intimo e precisava apenas de um estimulo para ser despertado.
Hoje por onde passo e vejo uma obra arquitetdbnica que me chame atencao, paro
para contemplar e tirar fotos a fim de utiliza-las em aulas contextualizadas para

meus alunos.
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