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Resumo

Nessa dissertacdo faremos uma breve introducdo a teoria de Ramsey. Como aplica¢do dos
resultados apresentados demonstraremos o teorema de uma versao do celebrado Ultimo Teorema

de Fermat no contexto dos corpos residuais Zp.

Palavras Chave: Teorema de Ramsey, Grafos, Grupos, Corpos Residuais



Abstract

In this dissertation, we will make a brief introduction to Ramsey’s theory. As an application of
the results presented we will demonstrate the theorem of a version of the celebrated Fermat’s Last

Theorem in the context of residual bodies Z,.

keywords: Ramsey’s theorem, graphs, groups, residual bodies.



Lista de simbolos

Simbolo

Descricao

Al

0(G)
gH

G/H
ker @
Im o
L

Ly
V(G)
E(G)
I(G)

n]

quantidade de elementos de um conjunto A
ordem de um grupo G

classe lateral a esquerda de um elemento g de um grupo G
quociente de um grupo G por um subgrupo H
nucleo de um homomorfismo de grupos
imagem de um homomorfismo de grupos ¢
anel de residuos médulo n

conjunto dos elementos invertiveis de Z,
conjunto dos vértices de um grafo G

conjunto das arestas de um grafo G

conjunto das incidéncias de um grafo G

grafo completo com n vértices

conjunto formado pelos nimeros naturaisde 1 an



Introducao

O Ultimo Teorema de Fermat, enunciado por Pierre de Fermat em 1637, € um dos capitulos mais
célebres da histéria da matemaética. Fermat escrevera uma anotagdo em um livro com os seguintes
dizeres

“E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma quarta poténcia
ser escrita como a soma de duas quartas poténcias ou, em geral, para qualquer niimero que é
uma poténcia maior do que a segunda, ser escrito como a soma de duas poténcias com o mesmo
expoente. Descobri uma demonstra¢do maravilhosa desta proposi¢cdo que, no entanto, ndo cabe
nas margens deste livro."

Em linguagem atual, o resultado proposto por Fermat pode ser encunciado como:

“Ndo existem Xo,Yo,2zo € Z, com XoYozo # 0, que resolva a equa¢do x™ +y™ = z™ para
m > 3."

Nao houve na histéria nenhum indicio de que Fermat realmente tivesse demonstrado esse teo-
rema. De fato, vérios outros matematicos proeminentes tentaram por mais de 3 séculos obter uma
prova mas sem lograr €xito. Este resultado somente veio ser demonstrado completamente em 1994
pelo matemadtico britdnico Andrew Wiles. As vdrias tentativas de demonstrar o Ultimo Teorema
de Fermat motivou o surgimento de diversas teorias e problemas inspirados nele.

Um dos problemas inspirados no Ultimo Teorema de Fermat foi pensado pelo matematico Issai
Schur por volta de 1916. O seu propdsito era estudar a existéncia de solugdes X, Yo, z2o € Zp, cOmM
XoYozo # 0, que resolva a equagdo x™ + y™ = z™, ou seja, ele estava interessado no problema
de Fermat no contexto dos corpos residuais Z. Diferentemente do problema original, em que €
provado nao existir solucdes, na versao de Schur conclui-se que para todo p suficientemente grande
a equagdo x™ +y™ = z™ sempre possui solu¢do independente de quem seja o m.

Nesse trabalho nosso objetivo principal € apresentar uma prova para o Teorema de Schur. Para
isso, dividimos a dissertagdao em 2 capitulos os quais passamos a descrever.

No capitulo I fazemos os preliminares algébricos que sao necessdrios para o entendimento do
enunciado e da prova do teorema de Schur. Nessa parte do texto apresentamos: as definicdes de
grupo, subgrupo, classe lateral, quociente de um grupo por um subgrupo; o teorema de Lagrange;

as defini¢ées de homomorfismo, isomorfismo, subgrupo normal; o primeiro teorema dos isomor-



fismos; as defini¢des de corpos e de anéis residuais modulo n.

No segundo e dltimo capitulo iniciamos fazendo uma breve apresentagdo sobre a teoria geral
de grafos. Em seguida, discutimos sobre a principal ferramenta para tratar do problema de Schur,
a saber, a teoria de Ramsey. Concluida essa discussdo exibimos a demonstragdo para a versdo de
Schur do Ultimo Teorema de Fermat. Veremos que é uma prova belissima em que sio combinados

de forma simples e elegante elementos de dlgebra e de combinatéria.
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Capitulo 1

Preliminares algébricos

O objetivo desse capitulo € apresentar os conceitos e resultados algébricos que serdo importan-
tes para entender e demonstrar a versdao do Ultimo Teorema de Fermat para corpos residuais. A

principal referéncia para a elaboragdo desse capitulo € o livro [2].

1.1 Grupos

A grosso modo, um grupo € uma estrutura formado por um conjunto ndo vazio € uma operacao
de composicao que satisfaz propriedades operacionais basicas como associatividade, existéncia de
identidade e existéncia de elemento invertivel. De forma mais precisa, a defini¢do pode ser dada

da seguinte maneira.

Definicao 1.1.1. Um grupo é uma estrutura formada por um conjunto ndo vazio G e uma operagao

o:G x G — G sujeitos aos seguintes axiomas:
(a) Para quaisquer a,b,c € G,ao(boc)=(aob)oc.

(b) Existe e € Gtalque aoe = eo a = a para qualquer a € G (um elemento e com tal

propriedade é chamado identidade ou elemento neutro).

(¢) Para qualquer a € G existe um elemento a’ € G tal que aoa’ = a’ oa = e (um tal
qualq q

elemento a’ é chamado de inverso de a).
Se além desses axiomas também for verificado que
(d) Para qualquer a,b € G,aob=Dboa.
entdo dizemos que o grupo € abeliano.

Algumas consequéncias imediatas da defini¢do sdo:
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(1) A indentidade de um grupo é tinica. Com efeito, suponhamos e,e’ € G duas identidades.

Entioe =eoe’ =¢’'.

(2) Paracada a € G, o inverso de a é iinico. Com efeito, suponhamos que a’, a” sejam inversos
dea.Entioa’ = a’ce=a’o(aoa”)=(a’ca)oa” =eoa” = a”. Costumamos usar

o simbolo a~! para denotar o inverso de a.

Abaixo listamos alguns exemplos de grupos:

Exemplo 1.1.2. Os conjuntos Z, Q, R e C equipados com suas operagdes usuais de adi¢do sdo

exemplos de grupos.

Exemplo 1.1.3. Os conjuntos Q*, R* e C* equipados com suas operacdes usuais de multiplicagdo

sdao exemplos de grupos.

Exemplo 1.1.4. O conjunto M, (R) de todas as matrizes de ordem m x n com entradas em R

com a operag¢ao usual de adi¢do de matrizes.

Exemplo 1.1.5. O conjunto Gl,,(R) de todas as matrizes invertiveis de M, v, (R) com a operacéo

de multiplicacdo de matrizes.

Exemplo 1.1.6. Seja X um conjunto nao vazio. Definimos Sx sendo o conjunto de todas as fungdes
f : X — X bijetoras. O conjunto Sx equipado com a operac¢do de composicdo de fungdes é um
grupo. Além disso € possivel provar que esse grupo € abeliano, se e somente se, X é um conjunto
com no maximo dois elementos. Na situacéo especial em que X = {1, ..., n} usamos a nota¢ao S,

em vez de Sx. Chamamos S,, de grupo das permutagoes de n letras.

Notacao: Dados um grupo G com operagdo o e elementos a,b € G, abreviaremos a notacdo

escrevendo simplesmente ab em vez de a o b.

Uma das informagdes mais bdsicas sobre um grupo G € sua ordem.

Definicao 1.1.7. Seja G um grupo. A quantidade de elementos de G é chamada de ordem de G.

Se G tem uma quantidade infinita de elementos dizemos que sua ordem ¢ infinita.
Notacdo: A ordem de um grupo G é denotada por O(G).

Exemplo 1.1.8. Os exemplos Z, Q, R, C,Z*, Q*, R*, C*, M, (R) e Gl,,(R) listados acima sdo
grupos de ordem infinita. E facil mostrar que o grupo Sx tem ordem infinita se, e somente se,
X € infinito. Notemos que os elementos de S,, podem ser identificados com as permutacdes da

sequéncia (1,...,n). Dessa maneira, O(S,,) = n!.
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Dado um grupo G, podemos procurar outros exemplos de grupos dentro do préprio grupo G.

Para ver como isso pode ser feito necessitamos da seguinte definicao:

Definicao 1.1.9. Seja G um grupo. Um subconjunto H de G é chamado subgrupo de G se as

seguintes condi¢des forem verificadas:
(a) A identidade e de G pertence a H.
(b) Se a,b € Hentdo ab € H.
(c) Seac Hentioa!' € H.

Observe que a condicao (b) da definicdo garante que a operacdo o : H x H — H estd bem

definida. Além disso, temos:

(i) Como a(bc) = (ab)c para qualquer a, b, ¢ € G entdo, por mais forte razdo, a(bc) = (ab)c

para qualquer a,b,c € H.

(ii) Como ae = ea = a para qualquer a € G entdo, por mais forte razdo, ae = ea = a para

qualquer a € H.

(iii) Como paracada a € H, a=! € H, entdo cada a € H tem um inverso em H.

Segue dessas trés observagdes que ao restringirmos a operacdo de G a H temos um novo grupo.

Exemplo 1.1.10. Dado um grupo G, dois subgrupos 6bvios de G sdo {e} e o préprio G. Chamamos

estes de subgrupos triviais de G.

Exemplo 1.1.11. Seja R, o subconjunto de R* formado pelos nlimeros reais positivos. Sabemos
que: (1) 1 € R; (ii) o produto de dois nimeros positivos € também um nimero positivo; (iii) dado

um ndmero positivo a o seu inverso 1/a também € positivo. Assim, R, é um subgrupo de R*.

Seja H um subgrupo de um grupo G. A classe lateral a esquerda de um elemento g € G com

respeito ao subgrupo H, denotada gH, é:

gH :={gh|h € H}.

Observacao 1.1.12. Também podemos definir a classe lateral a direita de um elemento g € G

com respeito ao subgrupo H, denotada Hg, como:

Hg:={hg|h € H}.
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O conjunto formado por todas classes laterais a esquerda gH é chamado quociente de G por H

e é denotado por I ou G/H. Observe em particular que G/H é, por defini¢do, um subconjunto do

conjunto das partes de G.
Observacao 1.1.13. Seja H um subgrupo de um grupo G. Temos:
(a) Paracada g € G, gH # (). De fato, temos que g = ge € gH; logo, gH # () como afirmado.

(b) Dados g;,g, € G, giH = g,H se, e somente se, g,'g; € H. Suponha gjH = g,H.
Entdo g; = g1e € g;H = g,H; logo, existe h € H tal que g; = g,h. Multiplicando os dois
lados dessa igualdade por g, ! segue que g> 'g1 = h € H. Reciprocamente, suponhamos que
g, 'g1 € H. Em particular, g, 'g, € H pois g, 'g, é o inverso de g, 'g; e H é subgrupo de G.
Dado a € g H, temos a = g;h para algum h € H. Por outro lado, a = g,(g, 'gih) € g,H.
Desse modo, giH C g,H. Agora suponha b € g,H. Entdo b = g,h. Analogamente também
temos b = g,(g; 'g2h) € g;H. Logo, g,H C g;H. Portanto, g;H = g,H.

(c) Dados g1,g> € G, gjH = g,H se, e somente se, gjH N go,H # (). Com efeito, a igualdade
giH = g,H obviamente implica g;H N g,H # ). Agora, suponha g;H N g,H # 0, entéo
existe a € g;H N goH. Logo, existem h;,h, € H tais que a = g;h; = gyhy; logo,
g, 'g1 = hbh ' € H. Desse modo, pelo item (b) segue g;H = g,H como desejado.

d) G= U gH. A inclusdo U gH C G é 6bvia. Para a inclusdo contréria, considere
gHeG/H gHeG/H

g € G. Como visto antes g € gH. Assim, por mais forte razdo, g € U gH; logo,
gHeG/H

G C U gH.

gHeG/H

Dado um conjunto X arbitrdrio, um subconjunto 8§ do conjunto das partes de X € chamado uma

particdo de X se as seguintes condi¢des sao satisfeitas:

(i) Qualquer membro A de § é ndo vazio.
(i1) Quaisquer dois membros distintos de S sdo disjuntos.

(iii) A unido de todos os membros de S € igual a X.

Os itens (a), (c) e (d) da Observagao 1.1.13 nos diz que o conjunto quociente G/H é uma

particdo para o conjunto G. Em particular, se G € um grupo finito temos:

O(G) = #gH + - - - + #gm H, (1.1)

14



onde g1 H, ..., g, H s@o todas as classes laterais, duas a duas distintas, e #g; H denota a quantidade

de elementos de g; H.

Proposicao 1.1.14. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entdo, para cada g € G, a correspon-
déncia

P:H—-gH, h~—gh
é uma bijecado.

Prova. Observe que 1 € sobrejetora por construgdo. Assim, para concluir o desejado basta provar
que 1 € injetora. Para isso, suponha hi,h, € H tais que P(h;) = P(h,). Entdo gh; = gh,.

Multiplicando os dois membros dessa igualdade por g—! segue h; = h,. Logo, { € injetora. O

Uma consequéncia imediata dessa proposi¢do € o seguinte coroldrio.

Corolario 1.1.15. Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entdo, para cada g € G, temos:
O(H) = #gH.

Definicao 1.1.16. Seja G um grupo finito ¢ H um subgrupo de G. O indice de H em G, denotado

[G : H], é a quantidade de elementos do conjunto quociente G/H.

Teorema 1.1.17 (Lagrange). Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo:
0(G) =0(H) - [G: H].

Em particular, a ordem de H divide a ordem de G.

Prova. Pela igualdade (1.1) e o coroldrio anterior temos o desejado. O

1.2 Homomorfismo de grupos

Definicao 1.2.1. Sejam G e G’ grupos. Uma fungdo f : G — G’ é chamada um homomorfismo de
grupos se f(ab) = f(a)f(b) para qualquer a,b € G.

Exemplo 1.2.2. Seja G um grupo. Por razdes dbvias, a aplica¢do identidade Idg : G — G,

a — a, ¢ um homomorfismo de grupos.
Exemplo 1.2.3. A aplicagdo exp : R — R*, x — e*, € um homomorfismo de grupos.

Defini¢ao 1.2.4. Um homomorfismo de grupos f : G — G’ é chamado isomorfismo se for uma

bijecdo. Dois grupos G e G’ sdo ditos isomorfos se existe um isomorfismo f : G — G'.

15



Notacao: Usamos a notagdo G ~ G’ para dizer que G e G’ s@o isomorfos.

Dado um homomorfismo de grupos f : G — G’, dois conjuntos importantes s3o:

kerf:={a € G|f(a) =e'},

onde e’ denota a identidade de G/, e

Imf={y e G'|y=f(a) paraalgum a € G}.
Estes conjuntos sao chamados, respectivamente, de niicleo e imagem do homomorfismo f.

Proposicao 1.2.5. Seja f: G — G’ um homomorfismo de grupos. Entdo, Ker f e Im f sdo subgru-

pos de G e G', respectivamente.

Prova. Primeiro provaremos que ker f € subgrupo de G. Com efeito,

f(e) = f(ee) = f(e)f(e).

Assim,

ou seja,

Logo, a~! € ker f. Portanto, ker f é subgrupo de G.

Agora provaremos que Imf é subgrupo de G’. Ao provarmos que ker f é um subgrupo G
mostramos que f(e) = e’. Assim, e’ € Im f. Suponhamos yi,y, € Imf. Entdo, existem a;, a, €
G tais que y; = f(a1) e yo = f(an). Logo, y1y» = f(a;)f(ay) = f(a;a,), ou seja, y;y, € Imf.
Para concluir, dado y € Im f considere a € G tal que y = f(a). Temos yf(a™!) = f(a)f(a™!) =
f(aa™!) = f(e) = e’. Da mesma forma, f(a ')y = e’. Isso nos mostra que f(a~!) =y~ '. Em

particular, y_l € Imf. O

Defini¢ao 1.2.6. Um subgrupo H de um grupo G é chamado subgrupo normal de G se gH = Hg
para qualquer g € G.
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Um fato que torna a defini¢do de subgrupo normal importante € dado pela seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.2.7. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entdo, a operacdo
G/HXG/H%G/H, (ng,ng)Hglng

estd bem definida e a estrutura definida pelo conjunto G/H e esta operacdo é um grupo.

Prova. Para mostrar que a operacdo estd bem definida suponhamos giH = fiH parai = 1,2.
Devemos provar que g;g,H = f;f,H, ou equivalentemente, que (flfz)*lglgz € H. Observemos
que (fify)~" = £, ', Assim, (f1f2)"'g1g, = f, 'f; 'g1g2. Como g;H = f;H entdo f;'g, =
h € H. Logo, (fif2)"'g1g; = fz_lhgz Também temos Hg, = goH = f,H. Desse modo, Vh € H
temos h.g, = f,h/ para algum h, h’ € H, assim f,'.h.g = h’ € H = f,'Hg, C H. Em
particular, (f;f,)~'g1g, = f, 'hg, € H. Portanto, segue que a operago estd bem definida.

Agora mostraremos que G/H equipado com a operacdo em questdo é um grupo. Dados
giH, g>H, gsH € G/H temos

(91Hg2H)gsH = (9192H)gsH = (9192)9sH = 91(9293)H = g1H(g293)H = g1 H(goHgsH).
Para um gH € G/H arbitrario, temos
gHeH =geH =gH e eHgH =egH = gH.
Portanto eH € o elemento neutro de G/H Finalmente, dado gH € G/H temos
gHg 'H=gg 'H=eH e g 'HgH =g 'gH =eH.

Portanto, G/H é realmente um grupo. O

Proposicao 1.2.8. Seja f : G — G’ um homomorfismo de grupos. Entdo H = ker f é um subgrupo

normal de G.

Prova. Dado um g € G arbitrdrio, devemos provar que gH = Hg. Suponhamos a € gH.
Entdo a = gh para algum h € H. Assim, f(a) = f(gh) = f(g)f(h) = f(g)e’ = f(g). Logo,
f(a)f(g~') = f(g)f(g~'), ou seja, f(ag™') = e’. Desse modo, ag—' € H. Logo, existe h’ € H

1

talque a.g”' = h’' = a = h'g, ou seja, a € Hg. Com isso concluimos que gH C Hg. A inclusdo

contréria € feita de forma andloga. O

Das Proposigoes 1.2.7 e 1.2.8 segue que se f : G — G’ é um homomorfismo de grupos entdo
G/H, H = kerf, tem estrutura de grupo. E imediato verificar nessas circunstincias que o mapa

n:G — G/H, g — gH, ¢ um homomorfismo de grupos.
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Teorema 1.2.9 (Primeiro teorema dos isomorfismos). Sejam f : G — G’ um homomorfismo de
grupos e H = ker f. Entdo existe um tinico homomorfismo injetor f : G/H — G’ tal que f = fom,
onde m : G — G/H é tal que g — gH para cada g € G. Em particular, f estabelece um
isomorfismo de G/H ~ Imf.

Prova. Primeiro provaremos a existéncia de f : G/H — G'. Para isso, definiremos f(gH) = f(g)

para cada gH € G/H. Afirmamos que f estd bem definida. Com efeito, suponhamos que gH =

g’H. Entdo g~ 'g’ € H. Assim, f(g)~'f(g’) = f(g~1)f(g’) = f(g~'g’) = e’. Logo, f(g) = f(g’).
Agora mostraremos que f é injetora. Para isso, digamos que f(gH) = f(g’H). Entdo f(g) =

f(g’). Logo, e’ = f(g)~'f(g’) = f(g~")f(g’) = f(g~'g’), ouseja, g~'g" € H. Logo, gH = g'H.
O fato de que f é homomorfismo segue de forma trivial.

Também temos, para cada g € G, que
fom(g) = f(n(g)) = f(gH) = f(g).

Logo, f = f o 7t como desejado.
Para mostrar a unicidade suponhamos f:G /H — G’ tal que f = f o 7. Entdo, para cada
gH € G/H temos:

f(gH) = f(n(g)) = fom(g) = f(g) = f(gH).

Logo, f=T
Por razdes 6bvias temos que Im f = Im f. Como f é injetora, segue que ela é uma bijecio sobre

sua imagem, portanto, um isomorfismo sobre a imagem. O

1.3 Corpos residuais

Definicao 1.3.1. Um corpo é uma estrutura que consiste de um conjunto nao vazio k, uma operagao
de adicdo + : k X k — k e uma operagdo de multiplicacdo - : k X k — k sujeitos as seguintes

regras:
(a) A adicao é associativa: para qualquer a,b,c € k, (a+b)+c=a+ (b+c).
(b) A adicao é comutativa: para qualquer a,b €k, a+b=>b+a.

(c) Existe elemento neutro para a adicao: existe 0 € k tal que para qualquer a € k, 0+ a =
a+0=a.

(d) Existéncia do elemento inverso para a adicdo: Para cada a € k existe —a € k tal que
a+(—a)=(—a)+a=0.
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(e) A multiplicacao é associativa: para qualquer a,b,c €k, (a-b)-c=a- (b-c).
(f) A multiplicacdo é comutativa: para qualquer a,b €k, a-b=>b-a.

(g) Existe elemento neutro para a multiplicacio: existe 1 € k tal que para qualquer a € k,

a-1=1-a=a.

(h) Existéncia do elemento inverso para a multiplicacio: paracada a € k—{0}existea™!' € k

1 1

talquea-a ' =a " -a=1.

(i) A multiplicacao é distributiva com relaciao a adicao: para qualquer a,b,c € k, a- (b +
c)=a-b+a-c

Observamos que a defini¢do ndo impede que tenhamos dois corpos distintos usando um mesmo
conjunto k. Para isso, basta que se defina operacdes distintas de adicao ou multiplicacdo no con-
junto k. Todavia, para efeito de simplificar a escrita ¢ comum fazer referéncia ao conjunto k para
representar toda a estrutura. Esse abuso de notagdo ndo costuma causar confusdo pois tipicamente
as operacoes estdo subentendidas. Também € habito suprimir o simbolo que representa multiplica-
¢do, ou seja, em vez de escrever a - b escreve-se simplesmente ab.

Nota-se facilmente que a estrutura de corpo é uma abstracao de estruturas que nos sao famili-
ares desde os tempos de escola. De fato, os racionais QQ, os reais R e os complexos C com suas
operacgdes usuais de adi¢do e multiplicagdo sdo exemplos da estrutura de corpo. Notavelmente, o
conjunto dos inteiros Z ndo é um corpo, uma vez que nem todo elemento de Z satisfaz a proprie-
dade (h) da Definicao 1.3.1.

1.4 Aritmética modular

Na secdo anterior apresentamos o conceito de corpo. Vimos que exemplos de corpos sdo os racio-
nais, os reais e os complexos. Todavia, todos esses s@o exemplos de corpos infinitos. Nessa secdo
mostraremos a existéncia de corpos finitos. Um ingrediente fundamental para esse proposito € a

seguinte no¢ao

Definicao 1.4.1. Seja n um ndmero inteiro positivo. Dizemos que um ndmero inteiro a € congru-

ente modulo n a um ndmero inteiro b se n divide a — b.

Notacao: Escrevemos a = b mod n para denotar que a é congruente a b médulo n. Por outro

lado, a notagdo a Z b mod n significa que a ndo é congruente a b médulo n.

Exemplo 1.4.2. Temos que 5 divide 16 — 1. Logo, 16 = 1 mod 5. Por outro lado, 5 ndo divide
16 — (—1). Logo, 16 Z —1 mod 5.
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Proposicao 1.4.3. Seja n um inteiro positivo. Entdo congruéncia modulo n é uma relacdo de

equivaléncia em 7.

Prova. Dado a € Z temos que n divide a — a = 0. Logo, a = a mod n.

Agora suponhamos a,b € Z tais que a = b mod n entdo n divide a — b. Em particular,
divide —(a —b) =b — a. Logo, b =a mod n.

Finalmente, consideremos a,b,c € Z taisque a = b modne b = ¢ mod n. Entdo, n

divide a — b e b — c. Logo, n divide (a —b) + (b—c¢) = a—c, ouseja,a =c¢ mod n. O

Representamos a classe de equivaléncia de um elemento a € Z com respeito a relacdo de
congruéncia médulo n, por a (lembre que, por defini¢do, @ = {b € Z|a = b mod n}). O

conjunto formado por todas as classes de equivaléncia de elementos de Z serd denotado por Z,,.

Proposicao 1.4.4. Seja n um inteiro positivo. Entdo, Zm =1{0,1,...,n — 1}. Além disso, a cardi-

nalidade de 7., é n.

Prova. Para provar a primeira parte da proposicao € suficiente mostrar que a classe de um elemento
a € Z é necessariamente igual a classe de um inteiro compreendido entre 0 e n — 1. Para isso,

efetuamos a divisao euclidiana de a por n obtendo
a—=—ng-+r
onde 0 < r < n— 1. Esta igualdade nos dé que nja — r. Logo,
a=71 modn.

Logo,a=Tcom0 <1< n—1.Assim, Z, ={0,1,...,n— 1} como querfamos mostrar.

Para a segunda parte da proposi¢do devemos mostrar que os elementos do conjunto {0, ...,n — 1}
sdo dois a dois distintos. Para isso, suponhamos que 1, j sdo nimeros inteiros entre 0 e n — 1 dis-
tintos. Sem perda de generalidade, suponhamos i < j. Temos 0 <j —1 < n—1.Logo,j—1é um

ndmero positivo menor que n. Em particular, n nao divide j — 1, ou seja, j # 1 mod n. Portanto,
L. -
Podemos definir operacdes de adi¢do e multiplicacdo em Z,, através das seguintes igualdades:
agt+ta,m=a+a e a-a:=da-a
paracada aj, a; € Zy,.

Proposicao 1.4.5. As operacoes de adicdo e multiplicacdo em 7., acima estdo bem definidas.

Além disso, as seguintes propriedades sdo verificadas:
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(a) Para qualquer @y, 05,03 € Zn, (@] + @) + @3 = a; + (@ + @3).
(b) Para qualquer ai, a; € Zn, a1 +a; = a; + @;.

(c) 0 € Zy, é tal que para qualquera; € Zn,0+a; =a; +0 = aj.

(d) Para cada @y € 7, existe —a, € Zn tal que a@; + (—a;) = (—a;) + a; = 0.

(e) Para qualquer @y, 03,03 € Zn, (@7 - @z) - @3 = @; - (@2 - @3).

(f) Para qualquer ai,a; € Zn, a; - a; = Qz - a;.

(g) Existe 1 € Zy, tal que para qualquera; € Z, a; -1 =1-a; =L
(h) Para qualquer @y, @, @3 € Zn, @y - (@z + @3) = @ - @ + @ - Q3.

Prova. Primeiro provaremos que as operacdes de adi¢do e multiplicacdo de Z,, estdo bem defini-

das. Para isso, suponhamos aj, a;, by, by € Z,, tais que
a =b; e a=">b,.

Em particular, n divide a; — b; e n divide a; — b,. Logo, n divide (a; — b;) + (ay — by) =
(a; + a,) — (b; + by), ou seja, a; + a, = by + b,. Segue desse argumento que a adi¢io estd bem
definida.

Agora vamos provar que a multiplicacdo também estd bem definida. Como n divide a; — b,
e n divide a, — b, entdo n divide a>(a; — by) e n divide by(a; — b,). Logo, n divide a,(a; —
b)) +bi(a;—b,) = aja, — b b,, ou seja, a;a, = by b,. Assim, a multiplicacio também estd bem
definida.

A prova de todas as propriedades acima segue do fato de que dentro da barra a conta € realizada
em Z, e em Z tais propriedades sdo verificadas. O

Observe da proposi¢do acima que, com excecdo da propriedade da existéncia do elemento
inverso para a multiplicagdo, Z,, satisfaz todas as demais propriedades da defini¢do de corpo. De
modo geral, podemos dizer que Z,, € um exemplo da estrutura de anel comutativo com identidade.
Chamamos Z,, de anel dos residuos modulo n. Na proxima proposi¢do damos uma caracterizacao

de quando Z,, é corpo.
Proposicao 1.4.6. Z,, é corpo se, e somente se, n é primo.

Prova. Primeiro suponhamos que n € primo. Entdo, dado um inteiro 1 < a < n — 1 temos que

mdc(a,n) = 1. Logo, existem inteiros x,y tais que ax + yn = 1. Assim:

ax=ax+yn=ax+yn=axtyn=1.
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Isso nos mostra que qualquer elemento em Z., \ {0} é invertivel. Portanto, Z,, é corpo.
Reciprocamente, suponhamos que Z,, € corpo. Para mostrar que n € primo € suficiente mos-
trarmos que n ndo é divisivel pelos elementos do conjunto {2,...,n — 1}.
Assim, consideremos a € {2,...,n — 1}. Temos entdo que a # 0. Como Z,, é corpo, existe
X € Zn \ {0} tal que a.x = 1. Logo, ax — 1 & divisivel por n. Logo, existe y € Z tal que
ax +yn = 1. Logo, mdc(a,n) = 1. Logo, a nao divide n. Logo n é primo. O

Dado um nimero primo p usaremos Zj, para denotar o conjunto Zj, \ {0}. Uma consequéncia
do fato de Z,, ser corpo € que o conjunto Zj, € um grupo. O grupo Z;, serd bastante importante na

demonstracdo do principal resultado desse trabalho.
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Capitulo 2

O teorema de Ramsey e a equacao de

Fermat para corpos finitos

Iniciamos esse capitulo tratando de algumas nog¢des basicas em torno do conceito de grafos. Estas
nog¢des serdao necessarias para podermos abordar a primeira versao do celebrado Teorema de Ram-
sey. Também apresentamos aqui uma versao mais geral desse teorema envolvendo o conceito de
coloragdo. Finalizamos o capitulo com os principais resultados desse trabalho, i. €., o teorema de
Schur e a versdo do Ultimo Teorema de Fermat para corpos residuais. As principais referéncias

para essa parte do texto sdo [1] e [3].

2.1 Nocoes de teoria de grafos

Definicao 2.1.1. Um grafo G é uma terna (V, E, 1), onde V e E sdo conjuntos finitose [ C V x E

satisfaz

I<[{veV:(v,e) eI}] <2, 2.1
para qualquer e € E.

Em algumas situagdes € ttil denotarmos V, E e I, respectivamente, por V(G), E(G) e I[(G). Os
elementos desses conjuntos sdo chamados, nesta ordem, de vértices, arestas e incidéncias do grafo
G.

Dizemos que uma aresta e € incidente a um vértice v no grafo G quando (v,e) € I. Dois
vértices no grafo G sdo ditos adjacentes se existe uma aresta que incide a ambos.

Quando uma aresta € incidente a exatamente um vértice de G, entdo é chamada de laco. Di-
zemos que duas arestas e e f de uma grafo G, estdo em paralelo quando ambas sao incidentes a

vérticesuev,comu #ve e # f.
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Definicao 2.1.2. Um grafo G € dito simples quando ndo possui lagos e nem arestas em paralelo.

A representagdo geométrica de um grafo no plano dar-se da seguinte maneira: cada vértice
corresponde a um ponto e cada aresta a uma linha, cujo extremos representam os vértices incidentes

a esta aresta.

Exemplo 2.1.3. Seja G um grafo onde

V(G) :{Vl,...,\)ll}, E(G) :{61,...,617}

I(G) ={(vi,e1), (va,€1), (V2, €2), (V4, €2), (V4, €3), (Vo, €3), (V2, €4), (Vo, €4), (V2. €5), (Vio, €5),

(VG’ e6)5 (V97 66)’ (V39 67), (\)6, 67), (V3’ 68)7 (VS, e8)’ (VSa 69)7 (\)7, 69), (Vﬁ’ 610)7 (\)8, elO)’ (\)77 ell)’
(VSa ell)a (V89 elZ)’ (vIOa 612)9 (v109 613), (vll’ el3)7 (VSa 614)9 (vlh 614)9 (\)1, 615)9 (V3, 616)7 (V4, elﬁ)a
(v3, €17), (va, €17), (vo, €13), (Vi0, €18) }-

A representagdo geométrica deste grafo é dada pela seguinte figura:

Figura 2.1: Exemplo de grafo

Observe que este grafo G possui um laco, aresta e;s, e duas arestas em paralelo, arestas e¢ € €;7.

Sendo assim, G nao € simples.

Exemplo 2.1.4. Seja G um grafo onde

V(G) :{VI’VZ’---9V10}a E(G) :{619629---9615}
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I(G) ={(vi,e1), Vi, e9), (Vi, €10), (V2, €2), (V2, €1), (V3, €2), (3, €3), (V3, €4), (V3, €7), (v3, €5),

(Va, €4), (va, €3), (vs, €3), (vs, €14), (Vs, €6), (Ve, €3), (Ve, €9), (Ve, €11), (V7. €7), (V7. €12), (V7, €13),
(v7, €6), (vs, €15), (Vs, €12), (Vs, €11), (Vs, €10), (Vs €5), (Vo, €15), (Vio, €13), (Vio, €14) ).

A representacdo geométrica desse grafo é dada pela seguinte figura:

Figura 2.2: Exemplo de grafo

Observe que este grafo G ndo possui laco nem aresta em paralelo. Assim, G é um exemplo de

grafo simples.

Uma razdo para a estrutura de grafo ser tdo importante é a quantidade de situagdes que podem
ser modeladas por ela. Existem vdrias aplicagdes para os grafos, dentre elas podemos citar: lo-
gistica de transporte, distancia entre cidades, fluxo de um jogo, conexdes de comunicagdo ligando

satélites, linhas de metrd e drvores genealdgicas. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.1.5. Seja k[Xi,...,X,;] um anel de polindmios com coeficientes sobre um corpo k
e em M variaveis. Dado um subconjunto A C {1,...,n} x {1,...,n}, considere o ideal ] =

({XiX;[(i,j) € A}). Para um tal ideal podemos associar um grafo G da seguinte forma:
V(G) := conjunto das varidveis que aparecem como fator de algum gerador de];

E(G) = {Xin |X1X]' S I}

(obviamente, E(G) ja determina I(G)).

25



Exemplo 2.1.6. Um grupo de n pessoas pode ser pensado como um grafo simples onde cada
pessoa corresponde a um vértice e dois vértices desse grafo sdo adjacentes se as respectivas pessoas

se conhecem.

Exemplo 2.1.7. Dado um mapa de um pais (regido, estado, etc) podemos pensar cada estado desse
pais como um vértice e que dois desses vértices sdo adjacentes se 0s respectivos estados possuirem

fronteiras. Na figura temos o grafo do mapa da regido nordeste do Brasil.

REGIAC NORDESTE

(r“- ’\.
-...l' V'?JJ-\-"‘-'—- -

P { . o
A Maranhao ] Ceard e
| Rio Grabde do Ms e

ol e
3

Bahia 4
L=

aranEE.Vial 2 oo LV 0w wo i

Figura 2.3: Mapa da regido do Nordeste do Brasil e o grafo que lhe representa

Definicao 2.1.8. Um grafo simples G = (V, E, I) é dito completo se cada par de vértices em G é
adjacente.

Veja abaixo, alguns exemplos de grafos completos:

o —a ®

Figura 2.4: Ky, K;, K3, K4 e Ks, respectivamente

A notagdo usual para um grafo simples completo com n vértices é K,,. Esta notacdo € uma
homenagem ao matemdtico polonés Kasemir Kuratowski, que foi o primeiro a obter, em 1930,

uma caracterizacdo completa de planaridade, por meio deste tipo de grafo.
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Outras noc¢des importantes em teoria dos grafos, e que faremos uso nesse trabalho, sdo as de

subgrafo, clique e independente de um grafo, cujas defini¢des seguem abaixo.

Definicao 2.1.9. Um subgrafo de um grafo G € qualquer grafo H tal que V(H) C V(G),E(H) C
E(G) e I(H) € I(G). Um subgrafo H de G é dito subgrafo induzido se cada par de vértices

u,v € H adjacentes em G sao também adjacentes em H.
Definicao 2.1.10. Seja G = (V, E, I) um grafo.
(a) Um cligue em G é um subgrafo completo de G.

(b) Um independente de G € um subgrafo induzido H de G tal que nenhum par de vértices é

adjacente.

Exemplo 2.1.11. Todo grafo com seis vértices contém um clique ou um independente com 3

vértices.

Para verificar essa afirmacdo, faremos a seguinte representacdo: quando dois vértices forem
adjacentes utilizaremos linha cheia e caso contrario usaremos linha tracejada. Fixemo-nos em um
vértice v; de tal grafo. Nesse vértice incidem 5 linhas onde, pelo principio da casa dos pombos,
devemos ter pelo menos 3 dessas linhas do mesmo tipo. Digamos, sem perda de generalidade, que
estas sejam linhas cheias e que elas vao para os vértices v,, v € v4. Se uma das linhas no tridngulo
v,v3Vy, for cheia, por exemplo a linha ligando v, a v;, entdo temos um K; formado pelo tridngulo
ViV,V3, caso contrdrio temos um independente formado pelos vértices v,, v3 € v4 como mostra a

Figura abaixo:

Podemos ver ainda que seis € o menor nimero n com a propriedade de que todo grafo com
n vértices contém um clique ou um independente com 3 vértices. De fato, o grafo abaixo tem 5

vértices e ndao contém clique nem independente com 3 vértices
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Observacao 2.1.12. Observemos que, na perspectiva do Exemplo 2.1.6, o exemplo anterior pode
ser enunciado da seguinte maneira: Qualquer grupo de seis pessoas possuird ou 3 pessoas que se

conhecem mutuamente ou 3 pessoas que se desconhecem mutuamente.

A afirmacdo contida no Exemplo 2.1.11 pode ser generalizada de diversas formas, e sdo estas

generalizacdes o conteuido da teoria de Ramsey tal como veremos em seguida.

2.2 A versao original do Teorema de Ramsey

O Teorema de Ramsey é um resultado cldssico obtido por Frank Plumpton Ramsey no ano de 1930.
Com o decorrer do tempo, outras versdes (que também iremos apresentar) foram surgindo, todavia

a original € esta que segue.

Teorema 2.2.1 (Ramsey 1930). Para cada v € N existe um n € N tal que cada grafo de ordem

pelo menos n contém um clique ou um independente com 1 vértices.

Prova. Para r = 1, o teorema € trivial. Suponhamos entdo que T > 2 e definamos n := 2273,

Suponha G um grafo arbitrario de ordem pelo menos mn.

Afirmacao 1: Existe uma sequéncia de conjuntos Vi, ..., Vo, e de vértices vi € V; satisfazendo

as seguintes condigcoes:
G Vi =221t (i=1,...,2r—2).
) Vi Vi \{vi} (i=2,...,2r—2).
(iii) vi_; € adjacente a todo ou a nenhum vérticeem V; (1 =2,...,2r —2).

Podemos considerar V; C V(G) sendo qualquer subconjunto de cardinalidade 22" 3. Obyvi-
amente, para qualquer v; € V; teremos as condi¢des (i)-(iii). Agora, para 1 < 1 < 2r — 2,

suponhamos v;_; e V;_; construidos satisfazendo (i)-(iii). Como |V;_; \ {vi_}| = 2?>""!"t —1,
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entdo ou pelo menos 2272~ vértices em V;_; \{v;_,} sdo adjacentes a v; | ou pelo menos 22721

vértices em Vi_; \ {vi_;} ndo sdo adjacentes a v;_;. Dessa colecio com pelo menos 227271 vér-
tices podemos escolher um subconjunto V; com 2>" 2~ elementos e fixando um v; € V; temos o

desejado para concluir a afirmacao.

Afirmacao 2: Sejam A e B subconjuntos de {v1, ...,V 3}, tais que A é formado pelos vértices
que sdo adjacentes a Vo, e B é formado pelos vértices que ndo sdo adjacentes a v,-_,. Entdo,
Al >r—1oulB|>1—1.

Suponhamos que ocorra o contrario. Entdo, |A| < r—2¢|B| < r—2. Logo, |A|+|B| < 2r—4.
Mas isso € um absurdo ja que |A| + |B| = 2r — 3. Portanto, temos a afirmagao 2.

A luz dessa afirmagdo, podemos concluir a existéncia de um subconjunto C de {vy, ...,V 5}
com exatamente T — 1 vértices onde ou todos sio adjacentes a v, ou todos ndo sdo adjacentes a
Vor—2.

Afirmacéo 3: C U {v,, ,} induz um clique ou um independente com r vértices em G.

Suponhamos que todo vértice de C seja vizinho a v,,_,. Digamos que C = {v;,,...,vi,_,}
coml <1 < -+ <1i,_; < 2r — 3. Notemos que v;, € adjacente a cada vértice de Vi, ) ou a
nenhum, isso pela maneira que definimos os v; e V;. Como jd sabemos que v;, € adjacente a vy,_»
ecada{vi,,...,vi.  JU{Var_2} C Vi 4 entdo temos em particular que v;, se liga a todos os demais
vértices de C. Repetimos o mesmo argumento agora para vi; € observamos que este também se
liga a todos os demais vértices de C. Repetindo esse argumento até v;__, temos que C induz um
clique com r vértices em G. Se tivéssemos suposto que nenhum vértice de C € vizinho a v,

obteriamos de forma andloga que C induz um independente com 1 vértices em G. O

O menor nimero natural n associado a T como no teorema acima é chamado o niimero de
Ramsey de v e o denotamos por R(r). Percebemos na demonstra¢do acima que para cada inteiro
positivo T, o niimero 22" 3 é uma cota superior para R(r). A busca por cotas superiores e inferiores
para o nimero de Ramsey € de grande interesse, uma vez que a determinacao exata do seu valor é
um problema bastante dificil. Para se ter ideia da dificuldade, os tnicos valores de r para os quais
se conhece o valor exato de R(r) sdor =1,2,3 ou 4.

Notemos em particular que a partir do teorema de Ramsey acima temos:

Corolario 2.2.2. Dado um nimero inteiro positivo 1 e duas cores distintas fixadas entdo existe
n € N tal que, independente da maneira de colorirmos as arestas de K,, com essas duas cores,

existird um subgrafo completo de K,, com vértices cujas arestas possuem a mesma cor.

Na secdo seguinte apresentaremos uma generaliza¢do para esse coroldrio.
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2.3 Algumas generalizacoes do Teorema de Ramsey

Para cada inteiro positivo 1, usaremos o simbolo [n] para denotar o conjunto {1,...,n}. Dados
um inteiro positivo k e um conjunto no vazio A, a nota¢do [A]* significard o conjunto de todos
os subconjuntos de A com exatamente k elementos. Abreviadamente, chamaremos os elementos
de [A]* de k-subconjuntos de A. Portanto sempre que nos reportarmos a um k-conjunto ou k-

subconjunto, estamos nos referindo respectivamente a conjuntos e subconjuntos com k elementos.

Definicao 2.3.1. Seja c um inteiro positivo e X um conjunto com pelo menos ¢ elementos. Uma

c-coloracdo de X é uma fungdo ¢ : X — [c] sobrejetiva.

Note que podemos pensar numa c-colora¢do de X como uma particdo de X em c classes onde

cada classe € distinguida pela cor.

Defini¢fio 2.3.2. Sejam X um conjunto ndo vazio, k um inteiro positivo e ¢ : [X]* — [c] uma
c-coloracio de [X]*. Um subconjunto Y de X € dito monocromdtico se todos os elementos de [Y]*

possue€m a mesma Cor.

Exemplo 2.3.3. Seja X ={ay, a,, as, as}. Temos nesse caso que
XI* = {{a1, @} {a, as}.{a;, as}. {a2, as}. {az, as}.{as, as}}
Consideremos a 3-coloracdo ¢ : [X]> — [1,2,3] tal que
o{ana}) =1, o({a,a}) =1, o(a;,a}) =2,

o({az,az}) =1, o({aa}) =3, o({as,a}) =1

Para o subconjunto Y = {a, a,, as} de X, temos

[Y)* = {{a1, ax}.{a1, as}, {a, a3}}.

Além disso, todo elemento de [Y]? tem cor igual a 1. Logo, Y é monocromadtico. Por outro lado,

consideremos o subconjunto Y; = {a,, as, as} de X. Observe neste caso que

V11> = {az, a3} {as, as}, {as, aql}.

Como {a,, as} e {a,, as} sdo elementos de [Y;]> com cores distintas segue que Y; niio é monocro-

matico.

A primeira generaliza¢do que faremos do teorema de Ramsey é:
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Teorema 2.3.4. Sejam k e c inteiros positivos e X um conjunto infinito. Se [X]* é colorido com c

cores, entdo X contém um subconjunto infinito monocromdtico.

Prova. Provaremos o teorema aplicando indug¢do sobre k com c fixado. Para k = 1 a afirmacdo
segue trivialmente. Suponhamos entdo k > 1.
Vamos construir uma sequéncia infinita X, X, ... de subconjuntos infinitos de X e elementos

xi € X; com as seguintes propriedades:

(i) Xit1 C Xi —{xi}

(ii) todos os k-subconjuntos {x;}U Z com Z € [X;,]*"! tem a mesma cor, a qual associaremos

a Xji.

Definamos X, := X com %, € X qualquer. Suponhamos definido X; onde a cor de Z €
[X; — {xi}]*"! é igual a cor de {x;} U Z em [X]*. Entdo, por hipétese de inducdo, [X; — {x;}]*~!
com esta coloragdo possui um subconjunto infinito monocromadtico que definiremos como Xj, .
Notemos em particular que X1 € i1 € Xi4 arbitrdrios satisfazem (i) e (ii).

Como c € finito, existem infinitos x; associados a uma mesma cor. A totalidade desses x; nos

da um subconjunto infinito monocromatico de X. O

Observacio 2.3.5. Notemos que a coloracdo de [X; — {x;}]*~! fornecida na demonstragiio acima
pode eventualmente usar menos que ¢ cores. Contudo, se o resultado vale para c a fortiori valera

para um nimero menor de cores.

Lema 2.3.6. Sejam V,, V|, ... uma sequéncia infinita de conjuntos finitos ndo vazios e G um grafo
sobre a unido deles. Assumamos que cada vértice v em um conjunto V,, comn > 1 tem um vizinho

f(v) em V,,_1. Entdo G contém um caminho infinito vyv ... com vy, € V,, para cada n.

Prova. Seja P o conjunto de todos os caminhos da forma vf(v)f(f(v))... encerrando em V.
Como Vj € finito e P € infinito entdo uma quantidade infinita de caminhos em P encerram num
mesmo vértice vy € V. Destes caminhos também uma quantidade infinita passam por um vértice
vi € Vi, pois V; é finito. Destes, uma quantidade infinita passam por um vértice v, € V, e assim
sucessivamente. De etapa em etapa sempre sobra uma quantidade infinita de conjuntos a considerar
e dessa forma, para cada n definimos um v,, € V;,. Da forma que definimos, cada v,, € vizinho de

Vn_1, assim vyv; ... € precisamente um caminho como da conclusio do lema. O

Teorema 2.3.7. Para todo k,c,r > 1 existe um inteiro 1 > K tal que cada n-conjunto X contém

um T-subconjunto monocromdtico com respeito a qualquer c-coloracdo de [X]*.
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Prova. Podemos supor X = [n]. Digamos que o teorema falhe para alguma terna (k,c,r). En-
tdo, para cada n > k existe uma c-coloracio [n]* — [c] tal que [n] ndo contém r-subconjunto
monocromadtico. Se chamarmos tal coloracdo de ruim, estamos assumindo que para todo n > k
existe uma coloragdo ruim de [n]¥. Nosso objetivo € associar a estas coloragdes ruins de n]* uma
coloracao de [N]* que ird contradizer o Teorema.
Para todo n > k consideremos V,, # () o conjunto de todas as colorac¢des ruins de [n]*. Para
n > Kk, as restri¢des f(g) de qualquer g € V,, a [n — 1]* ainda sdo ruins e, por conseguinte ruins
em V,,_;. Pelo Lema , existe uma sequéncia infinita gy, gk, ... de coloracdes ruins g, € V,
tais que f(gn) = gn_1 para todo n > k. Para cada m > k, todas as g,, coloragdes, com n > m,
também sdo coloragdes ruins quando restritas a [m]*. Assim, para cada Y € [N]* o valor de g, (Y)
coincide para todo n > max(Y). Seja g(Y) o valor comum de g,,(Y). Entdo g € uma coloragio
ruim de [N]*: cada r-conjunto S C N estd contido em algum [n], para n suficientemente grande.
Sendo assim, S nio pode ser monocromatico, pois g coincide sobre [n]* com a colora¢do ruim g,,.
O

2.4 Aplicacao

Um resultado crucial para deduzirmos a versao do Ultimo Teorema de Fermat para corpos residuais

€ o seguinte Lema :

Lema 2.4.1. Seja c um inteiro positivo. Entdo existe n € N tal que para cada c-coloragcdo

@ : [n] — [c] existem x,y,z € In] com @(x) = @(y) =@(z)ex+y =z

Prova. Pelo Teorema de Ramsey, existe n € N tal que toda c-coloragdo de n]? admite um
3-subconjunto de [n] monocromatico. Dada uma c-coloragdo ¢ : [n] — [c] definimos uma c-
coloracgdo ¢’ : [n]?> — [c] por

¢'({a,b}) = ¢(la—Dbl).

Logo, existe um 3-subconjunto {a, b, c} de [n] que é monocromatico. Desse modo, @(|b — a|) =
@(lc — al) = @(|b — ¢|). Digamos que a < b < c. Entdo, fazendox = c—b,y=b—ae
z = ¢ — a temos o desejado. O

Observacao 2.4.2. Seja c e n como no Lema 2.4.1.

(a) Se ¢’ < c entdo para cada c’-coloragdo ¢ : [n] — [c’] existem x,y,z € [n] com @(x) =
e(y) = @(z)ex+y =z, ie., oLema 2.4.1 funciona substituindo ¢ por qualquer ¢’ < c.
Para provar isso, é suficiente argumentar para ¢’ = ¢ — 1 (os demais caso seguem usando

inducéo decrescente). Suponhamos que exista uma (¢ — 1)-coloragdo ¢ : In] — [c — 1]
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que ndo satisfaz as condi¢des desejadas. Note que deve haver pelo menos dois elementos
1 <1i,j <c—1,comi # j, tais que @(i) = @(j). Definimos agora uma c-coloracio

@ : [n] — [c] da seguinte maneira:

_ {cp(a) sea 7 j

¢(a) = :
c sea=j.
Desse modo, @ é uma c-coloragdo que ndo satisfaz a conlusdo do Lema 2.4.1. Mas isso é
um absurdo de acordo com a escolha feita para c e n.

(b) Se n’ > m entdo para cada c-coloragdo ¢ : [n'] — [c] existem x,y,z € [n] com @(x) =
¢(y) =@(z)ex+y =z, i.e., o0Lema?2.4.1 funciona substituindo n por qualquer n’ > n.
Com efeito, considere ¢ : [n'] — [c] uma c-colora¢do. Entdo @[ : [n] — @(n]) é
uma c¢’-coloragio, com ¢’ = [@([n])| < c. Logo, pelo item (a) desta observagio segue que

existem x,y,z € [n] C [n'Jtaisquex +y =ze @(x) = @o(y) = @(z).
Finalmente, chegamos ao célebre resultado de Schur.
Teorema 2.4.3 (Schur, 1916). Para todo m € N a equacdo
xMm4ym =zm
tem solugdo ndo trivial em Z, para todo primo p suficientemente grande.

Prova. Considere H := {x™|x € Zy}. Obviamente, H € um subgrupo de Z;. Seja ¢ a quantidade

de elementos de Z;, /H. Segue do Teorema de Lagrange (ver Teorema 1.1.17) a seguinte igualdade:
0(Z;) =0(H) -c (2.2)

Agora consideremos o seguinte homomorfismo de grupos

m

1|):Z§—>H, X =X

Por construcdo, 1\ € um homomorfismo sobrejetor. Assim, pelo Primeiro Teorema dos Isomorfis-

mos 1.2.9,
Ly /kerp =~ H.

Em particular,
O(H) = IZ;/kertl)l. (2.3)
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Mais uma vez usando o teorema de Lagrange segue que

" _ 9(zZy)
|2, /ker | = Olker )’
ou seja,
O(H) = % (2.4)
O(ker)’ '

Desse modo, substituindo (2.4) em (2.2) e efetuando cancelamentos obtemos que ¢ = O(ker1p).
Mas, kerlp = {x € Z;‘, | x™ = 1}, ou seja, ker1p pode ser visto como o conjunto solucdo, em Z*,
da equacdo polinomial x™ — 1 = 0. Em particular, ker1l tem no midximo m elementos. Logo,
c<m

Consideremos n tal que qualquer m-coloragdo ¢ : [n] — [m] existam x,y,z com @(x) =
@(y) = @(z) e x +y = z. Utilizando a Observagdo 2.4.2, segue que para cada primop > n + 1
tem-se que para qualquer c-coloragdo ¢ : [p — 1] — [c] existem x,y,z € [p — 1] tais que

@(x) = @(y) = @(z). Observemos que a aplica¢do
7 Ly — Zy/H, ar— aH

pode ser pensada como uma c-coloragdo. Assim, existem Xo, Yo, 2o € Zy, tais que Xo + Yo = 2o
e xoH = yoH = zoH. Em particular, z; 'xo = x™ e z; 'yo = y™ para certos x,y € Z}. Dessa
forma,

x™ +y™ =2z, (x0 +Yo) = 25 'z0 = 1,

e com isso concluimos o desejado. O
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