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RESUMO 

 

A matemática é vista como uma disciplina que sofre rejeição por grande parte dos alunos, esse 

fato ocorre devido não ser apresentada uma utilidade para as ferramentas vistas em sala de aula. 

Com o intuito de explanar um caso real para algumas ferramentas matemáticas será utilizado 

um problema da engenharia mecânica, que se trata da análise de um veículo aéreo não tripulado 

(VANT) do tipo quadrotor, que utiliza ferramentas como matrizes, transformações lineares, 

derivadas e integrais. Esses veículos vêm ganhando bastante notoriedade nos últimos anos 

devido a sua simples manipulação. Dessa forma, este trabalho tem como objetivo apresentar a 

utilização dessas das ferramentas matemáticas para o estudo das equações que governam o 

movimento dessas aeronaves. Para isso, foi apresentado um breve histórico acerca dos VANTs, 

apresentando também a importância do lúdico no ensino da matemática como facilitador na 

aprendizagem, em seguida foi apresentada a teoria por trás do problema, destacando todas as 

ferramentas matemáticas envolvidas, e por fim foi obtido o equacionamento que norteia o 

controle de um quadrotor. Assim foi possível apresentar o problema de forma mais 

compreensiva e detalhada. Dessa forma, foi apresentado uma aplicação real para tais 

ferramentas demonstrando assim, importância do estudo da matemática. 

 

Palavras-chave: Ferramentas Matemáticas. Engenharia mecânica. VANT.  Quadrotor. 

 

 

  



 
 

ABSTRACT 

 

Mathematics is seen as a subject that is rejected by most students; this fact is due to the lack of 

usefulness for the tools seen in the classroom. In order to explain a real case for some 

mathematical tools we will use a mechanical engineering problem that deals with the analysis 

of a unmanned aerial vehicle (UAV) of the type quadrotor, which uses tools such as matrices, 

linear map, derivative and integral. These vehicles have gained a lot of notoriety in recent years 

due to their simple handling. Thus, this paper aims to present the use of these mathematical 

tools to study the equations that guide the motion of these aircraft. For this, we presented a 

brief history about the UAVs, also presenting the importance of the ludic in the teaching of 

mathematics as a facilitator in learning, then presented the theory behind the problem, 

highlighting all the mathematical tools involved, and finally the equations that guide the control 

of a quadrotor. Thus it was possible to present the problem in a more comprehensive and 

detailed way. Thus, a real application for such tools was presented thus demonstrating the 

importance of the study of mathematics. 

 

Keywords: Mathematical Tools. Mechanical Engineering. UAV.  Quadrotor. 
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INTRODUÇÃO 

 

A matemática realmente apresenta uma grande rejeição entre os alunos do Ensino 

Básico, Técnico ou Superior? Na maioria das vezes esta questão parece ter uma resposta 

positiva, e muito se deve ao fato das ferramentas matemáticas não serem oferecidas dentro de 

um contexto de aplicações de forma significativa que evidencie sua necessidade. Nesse sentido, 

muitos professores de matemática não possuem o conhecimento da real aplicação de algumas 

dessas ferramentas ensinadas em sala de aula. Essa situação, muitas vezes, deixa os alunos 

desmotivados para o estudo da matemática, uma vez que ao estudar as ferramentas matemáticas 

sem um contexto real surgem questionamentos muito comuns em sala de aula. Questionamentos 

como: Por que estudar tais ferramentas? Como e quando essas ferramentas serão utilizadas? 

Em termos gerais, a presente pesquisa objetiva apresentar um exemplo de uma 

modelagem matemática empregada na engenharia mecânica, na qual serão destacadas todas as 

principais ferramentas matemáticas envolvidas no problema. Dentre estas ferramentas, 

destacam-se as matrizes, as transformações lineares, as derivadas e as integrais. O exemplo a 

ser estudado é a modelagem matemática para o controle de um veículo aéreo não tripulado 

(VANT) do tipo quadrotor. 

Para atingir este objetivo, será apresentado inicialmente, um breve histórico acerca dos 

VANTs, depois será apresentado um estudo sobre o ensino da matemática e a importância do 

mesmo ser realizado de forma lúdica e didática. Em seguida, será realizado o estudo teórico, no 

qual será destacado as ferramentas matemáticas necessárias para a modelagem do problema.  

Além disso, serão apresentadas as variáveis envolvidas na modelagem matemática do 

quadrotor, como os ângulos de Euler, em especial os de Cardan, principais responsáveis pela 

movimentação do quadrotor. E por fim, será exibido detalhadamente os cálculos para a 

obtenção das equações que norteiam o estudo do controle do quadrotor.  

Os estudos acerca dos veículos aéreos não tripulados têm ganhado um relevante 

destaque no cenário mundial nos últimos anos, sobre isso, cabe destacar que os 

desenvolvimentos dos VANTs têm estimulado grandes avanços tecnológicos nos últimos anos. 

Tais avanços permitiram melhorias nas tecnologias dos sistemas de posicionamento global 

(GPS, em inglês Global Positioning System), no armazenamento de energia de alta densidade 

e no processamento de dados. Em particular, os veículos Quadrotor vêm se destacando em 

relação aos demais VANTs, devido, principalmente, sua simplicidade de construção e 

manutenção, além da sua capacidade de planar e capacidade decolagem e aterrissagem vertical, 
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em inglês Vertical Take-Off and Landing (VTOL) (BALASUBRAMANIAN; 

VASANTHARAJ, 2013; BOUABDALLAH; SIEGWART, 2007). 

Nesse sentido diversos trabalhos vêm sendo desenvolvidos nessa área. Em comum, estes 

trabalhos, trazem a complexidade do problema, não apresentando, por exemplo a obtenção de 

equação, ou a teoria por traz do problema. Essa complexidade dificulta o entendimento para o 

público que não possui conhecimento científico nessa área. Dessa maneira, este trabalho surge 

como alternativa para aproximar esse público do estudo acerca dos VANTs, além de apresentar 

uma aplicação para diversas ferramentas matemáticas estudadas desde o Ensino Básico até o 

Ensino Superior.  

O quadrotor, também conhecido como helicóptero quadrotor ou ainda quadricóptero, 

são veículos aéreos que podem ser empregados para exploração de ambientes internos ou 

externos, coleta de informações, segurança, vigilância, aplicações meteorológicas e agrícolas, 

gerenciamento de tráfego e direção e gerenciamento de crises após desastres naturais. Estas 

aplicações são tanto de uso militar quanto para o entretenimento (BALASUBRAMANIAN; 

VASANTHARAJ, 2013; ABREU, 2014). 

Sob a perspectiva de controle, o quadrotor é um veículo sob atuação de forças 

controladas com seis graus de liberdade, três relacionadas as coordenadas de posição e três 

relacionadas aos ângulos de pitch, yaw e roll, em português arfagem, guinada e rolagem, nesta 

ordem. Essas forças geram movimentos de rotação e translação, e o controle da estabilidade 

parte da compreensão de como essas forças atuam sobre o quadrotor (SA; CORKE, 2012). 

Este trabalho está dividido em quatro capítulos. No Capítulo 1 será apresentado o 

quadrotor bem como um breve histórico. No Capítulo 2 será abordado o ensino da matemática, 

e a sua importância para motivação dos alunos. Em seguida, no Capítulo 3, será apresentada a 

teoria necessária para o entendimento do estudo do quadrotor. Já no Capítulo 4 é apresentada a 

modelagem matemática da aeronave. Por fim, serão realizadas as considerações finais. 
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CAPÍTULO 1 O QUADROTOR 

 

Neste capítulo será apresentado, inicialmente, o quadrotor e a sua configuração que, 

como o próprio nome diz, consiste em quatro rotores, nos quais possuem configuração cruzada. 

Por fim, será exposto um breve histórico dos helicópteros que foram o pontapé inicial para a 

criação e evolução dos quadrotores. 

 

1.1. ESTADO DA ARTE 

 

Os diversos avanços nas tecnologias atuais fizeram com que ocorresse um avanço 

significativo no Estado da Arte dos VANTs, que têm recebido diversas contribuições, sendo a 

maior parte dessas, concentradas nas estruturas de quadrotores. Em relação a isso, deve-se 

mencionar que alguns projetos se baseiam em estruturas já disponíveis comercialmente como 

o Draganflyer, outros têm como objetivo construir sua própria estrutura como foi o caso do 

Mesicopter, um projeto da universidade de Stanford que teve início em 1999 e terminou em 

2001, e tinha como objetivo estudar a viabilidade de um quadrotor em escala centimétrica 

(BOUABDALLAH, 2007; BRESCIANI, 2008; ELKHOLY, 2014).  

Na Figura 1.1 é apresentado um modelo de Draganflyer. 

 

Figura 1.1 - Modelo Draganflyer X4-P launch. 

 

Fonte: Mortimer (2012). 

 

Na Figura 1.2 é apresentado um modelo de Mesicopter. 
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Figura 1.2 - Modelo do Mesicopter. 

 

Fonte: Bouabdallah (2007). 

 

1.2. ESTRUTURA BÁSICA 

 

O quadrotor possui esse nome porque é modelado com quatro rotores em uma 

configuração cruzada. Esta estrutura, em geral, é fina e leve, porém apresenta robustez nas 

regiões onde se encontram os motores. Na Figura 1.3 é apresentada uma arte conceitual da 

estrutura do quadrotor, nela são apresentadas as velocidades, os torques e as forças que cada 

rotor está submetido. Cada hélice é conectada ao motor através das engrenagens de redução. 

Todos os eixos de rotação das hélices são fixos e paralelos entre si. Essas configurações 

proporcionam uma estrutura bastante rígida fazendo com que os únicos parâmetros variantes 

sejam as velocidades da hélice (BRESCIANI, 2008). 

 

Figura 1.3 - Estrutura do quadrotor. 

 

Fonte: Luukkonen (2011). 
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Com esta configuração, a rotação vertical é obtida criando uma diferença de velocidade 

angular entre os dois pares de rotores, para isso é necessário conduzir os dois pares de hélices 

em direções opostas, eliminando a necessidade de um rotor de cauda. Para o movimento de 

subida ou descida basta aumentar ou diminuir a velocidade das quatro hélices simultaneamente. 

Já a rotação em torno do eixo longitudinal e lateral e, consequentemente, os movimentos 

horizontais são obtidos através da inclinação do veículo e isso é possível mudando a velocidade 

da hélice de um par de rotores conforme descrito na Figura 1.4 (BOUABDALLAH, 2007). 

 

Figura 1.4 - Movimentos do quadrotor, a largura das setas é proporcional à velocidade angular das hélices. 

 

Fonte: Bouabdallah (2007) Adaptado. 

 

1.3. BREVE HISTÓRICO DOS HELICÓPTEROS 

 

O fascínio da humanidade por voar foi expresso ao longo da história, tomando a forma 

de lendas, mitos ou mesmo relatos religiosos. O sonho de voar foi um dos maiores desafios para 

o homem, gerando séculos de frustração e centenas de tentativas (BOUABDALLAH, 2007). 

Os primeiros brinquedos voadores foram, provavelmente, os tops chineses. Esses 

brinquedos eram inspirados pelo formato das sementes de algumas árvores, como a Acer 

pseudoplatanus (Ver a Figura 1.5), que se assemelhavam a asas (GESSOW; MYERS JUNIOR, 

1999; BOUABDALLAH, 2007). 
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Figura 1.5 - Semente de bordo, Acer pseudoplatanus. 

  

Fonte: Allix (2019). 

 

O brinquedo consistia em uma semente dessas árvores fixa em uma haste, simulando 

um rotor de helicóptero, que voa quando a haste é girada rapidamente. Na Figura 1.6 é 

apresentado um modelo de top chinês. 

 

Figura 1.6 - Top Chinês. 

 

Fonte: Gessow e Myers Junior (1999). 

 

Em 1490, Leonardo Da Vinci criou o Helical Air Screw (em tradução livre: Parafuso de 

Ar Helicoidal) (ver Figura 1.7), que é frequentemente citado como a primeira tentativa de 

produzir um helicóptero funcional (BOUABDALLAH, 2007). 
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Figura 1.7 - Helical Air Screw. 

 

Fonte: Bouabdallah (2007). 

 

Ponton d'Amécourt foi o primeiro a usar a palavra "Helicóptero”, em 1863. A palavra 

teve origem de duas palavras gregas Helikos que significa hélice e Pteron que significa asa. 

Além disso, d'Amécourt também descreveu um helicóptero coaxial e várias maneiras de guiá-

lo. Baseado nisso, em 1877, Forlanini construiu um modelo a vapor em escala reduzida, capaz 

de voar 20 segundos a 12 metros. Em 29 de setembro de 1907, os franceses Louis e Jacques 

Breguet e o professor Charles Richet realizaram o primeiro voo tripulado com seu Gyroplane 

n:01 (ver Figura 1.8), que consistia em um quadrotor, em grande escala, com uma dupla camada 

de hélices e sem superfícies de controle. E em 13 de novembro de 1907, o primeiro voo livre 

controlado manualmente foi realizado por Paul Cornu em seu helicóptero (MCGOWEN, 2005) 

(BOUABDALLAH, 2007). 

 

Figura 1.8 - Gyroplane n:01. 

 

Fonte: Bouabdallah (2007). 
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1.3.1. A era dos VANTs 

 

Alguns anos após o primeiro voo de avião tripulado, o Dr. Cooper e o Elmer Sperry 

inventaram o estabilizador giroscópico automático, que ajudava a manter a aeronave voando 

reta e nivelada. Essa tecnologia foi usada para converter uma aeronave de treinamento US Navy 

Curtiss N-9 no primeiro veículo aéreo não tripulado controlado por rádio. Os primeiros VANTs 

foram testados nos Estados Unidos durante a Primeira Guerra Mundial, no entanto nunca foram 

utilizados em combates. Foi somente na Segunda Guerra Mundial que os VANTs foram 

utilizados, pela Alemanha, nos campos de batalha, obtendo assim uma grande vantagem 

(BOUABDALLAH, 2007). 

O primeiro helicóptero não tripulado foi o construído por Forlanini em 1877, esse não 

era estável e nem dirigível. Porém foram com os avanços tecnológicos após a Segunda Guerra 

Mundial que se tornou possível construir e controlar helicópteros não-tripulados. Evidenciando 

o mercado militar de helicópteros não tripulados (BOUABDALLAH, 2007). 

Dessa forma, os estudos com estes VANTs foram avançando ao longo dos anos, com o 

objetivo garantir o seu controle e a sua estabilidade. Nesse sentido este trabalho apresenta a 

modelagem matemática de um VANTs do tipo quadrotor apresentando a matemática básica 

envolvida para o entendimento do problema. 
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CAPÍTULO 2 O ENSINO DA MATEMÁTICA 

 

2.1. O ENSINO DA MATEMÁTICA 

 

A matemática está presente na vida de todos os membros de uma sociedade sendo um 

componente importante para a convivência nesse meio. Isso porque a matemática pode ser 

observada durante tarefas simples do cotidiano, como a realização de compras, operações 

bancárias, entre outras. Nesse contexto, é necessário preparar os alunos para a vida em 

sociedade, desenvolvendo a capacidade de pensar matematicamente, a utilização de raciocínio 

lógico e a resolução de problemas.  

Nessa perspectiva, a Secretaria de Educação Básica (2014) estabeleceu em seu Pacto 

Nacional pela Alfabetização que o ensino da matemática deve ser pautado na criação de um 

ambiente problematizador e este ambiente deve servir como um cenário de investigação e 

segundo esse pacto: 

 

Investigar é experimentar coletivamente, ler, escrever e discutir matematicamente, 

levantar hipóteses, buscar indícios, observar regularidades, registrar resultados 

provisórios, compartilhar diferentes estratégias, variar procedimentos, construir 

argumentos matemáticos, como também ouvir os argumentos matemáticos dos 

colegas, buscar generalizar, conceituar. Professor e alunos participam desse 

movimento questionando, apresentando seu ponto de vista, oferecendo 

contraexemplos, argumentando, matematizando. A comunicação acontece por meio 

da dialogicidade. (BRASIL, 2014, p.18) 

 

Ainda sobre esse aspecto, D’Ambrosio (1989) menciona que a comunidade da 

Educação Matemática vem estudando a maneira de como a matemática pode ser abordada em 

sala de aula. O modelo tradicional de aula expositiva faz com que os alunos acreditem que a 

aprendizagem de matemática é limitada a decorar fórmulas e utilizar algoritmos. Ainda segundo 

D’Ambrosio (1989): 

 

Os professores em geral mostram a matemática como um corpo de conhecimentos 

acabado e polido. Ao aluno não é dado em nenhum momento a oportunidade ou 

gerada a necessidade de criar nada, nem mesmo uma solução mais interessante. O 

aluno assim, passa a acreditar que na aula de matemática o seu papel é passivo e 

desinteressante. (D’AMBROSIO, 1989) 

 

Desta forma, surge o questionamento, as competências matemáticas desenvolvidas em 

sala de aula estão compatíveis com as exigidas no cotidiano? Sobre este questionamento, é 
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possível refletir acerca de como o ensino da matemática deve ser direcionado em sala de aula. 

Sobre isso, Lira (2016) discorre que: 

 

Em uma reflexão sobre o ensino da matemática, é fundamental que o professor 

identifique as principais características dessa ciência, de seus métodos, de suas 

ramificações e aplicações, também é preciso que tenha clareza das próprias 

concepções sobre a matemática, (LIRA, 2016) 

 

Como consequência, o professor irá contribuir para melhorar a simpatia da matemática 

perante os alunos, tornando-a mais didática e dinâmica. Concomitantemente, vai construir no 

discente a ideia de que ele está estudando uma ciência útil, necessária para conviver em 

sociedade e desenvolver relações humanas. 

 

2.2. O LÚDICO COMO FERRAMENTA NO ENSINO DA MATEMÁTICA 

 

O Lúdico é a forma de desenvolver a criatividade e o conhecimento, através da 

realização de brincadeiras, jogos, dança, esportes entre outras. Tendo como finalidade educar e 

ensinar enquanto se diverte e interage com outras pessoas (ALMEIDA, 2007). 

Para Vygotsky (1991), a aprendizagem e o desenvolvimento estão intimamente 

relacionados, sendo que o desenvolvimento do ser humano se dá por meio do aprendizado, que 

por sua vez envolve a interferência direta ou indireta de outros seres humanos. Desta forma, um 

jogo pode proporcionar desafios e estímulos, desenvolvendo o que Vygotsky (apud 

SANT’ANNA; NASCIMENTO, 2011) nomeia como zona de desenvolvimento proximal 

(ZDP). Sobre isso, Vygotsky (apud SANT’ANNA; NASCIMENTO, 2011) afirma: 

 

(…) a zona de desenvolvimento proximal (ZDP) é o percurso que o ser humano faz 

até chegar a um nível de amadurecimento real, sendo chamado por ele de zona de 

desenvolvimento real (ZDR) que é a capacidade do ser humano realizar tarefas 

independentes. (VYGOTSKY, 1998 apud SANT’ANNA; NASCIMENTO, 2011) 

 

Assim, ao utilizar o lúdico durante o ensino da matemática, de forma planejada e 

adequada aos conteúdos a serem lecionados, o professor está contribuindo para o aprendizado 

de forma efetiva. 

Em vista disso, o ensino da matemática nas séries iniciais deve ser associado à parte 

lúdica do ensino, uma vez que durante o ensino as crianças precisam dar significado aos 

conceitos matemáticos, e o lúdico irá auxiliar a associação desses conceitos com jogos, 

brincadeiras entre outras abordagens (LIRA, 2016). 
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Segundo Silva e Angelim (2017): 

 

A introdução de jogos como recurso didático nas aulas de matemática é tido como 

facilitador, como um contribuinte, uma vez que os estudantes ainda apresentam medo, 

receios com relação à disciplina e os jogos acabam diminuindo os bloqueios 

apresentados pelos estudantes, com relação à matemática, considerando assim o 

lúdico como ferramenta no aprendizado. (SILVA; ANGELIM, 2017) 

 

Nesse sentido, os jogos funcionam não só como aprendizado, mas também como forma 

de manter a atenção desses alunos. O que torna o processo de ensino-aprendizagem muito mais 

agradável e estimulante para o aluno. 

 

2.3. ETNOMATEMÁTICA 

 

A Etnomatemática teve como principal idealizador Ubiratan D’Ambrosio, importante 

matemático brasileiro, tendo como principal objetivo estudar os costumes, cultura e modo de 

vida de um povo, e a partir desses conhecimentos identificar como é utilizada a matemática 

durante a solução de problemas do cotidiano (PAIVA; PAULA; CALADO, 2017). 

Nesse sentido, a Etnomatemática pode ser sintetizada, segundo D’Ambrosio (1998) 

como “um programa que visa explicar os processos de geração, organização e transmissão de 

conhecimento em diversos sistemas culturais e as forças interativas que agem entre os três 

processos”. 

Desta forma, a etnomatemática busca compreender ao longo da humanidade o saber e o 

fazer. Podendo assim, ser desenvolvida no cotidiano, se manifestando através da relação do 

adulto com o seu conhecimento informal, que vão se aprimorando durante a experiência diária 

(VELHO; LARA, 2011). 

 

2.4. ENGENHARIA DIDÁTICA 

 

A palavra didática tem origem da palavra grega didaktikós, que significa arte ou técnica 

de dirigir e/ou orientar a aprendizagem. No caso específico da didática voltada para o ensino de 

matemática, Brousseau (apud MANGUEIRA; SILVA, 2018, idem) destaca que 

 

(…) a Didática da Matemática estuda as atividades didáticas que tem como objetivo 

o ensino naquilo que tem de específico dos saberes matemáticos, propiciando 

explicações, conceitos e teorias, assim como meios de previsão e análise, 

incorporando resultados relativos aos comportamentos cognitivos dos alunos 
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(referência a Piaget), além dos tipos de situações utilizadas e os fenômenos de 

comunicação do saber. 

 

Dentro dessa perspectiva, ressalta-se que a Engenharia Didática surgiu ao final da 

década de 1960, na França, durante discussões desenvolvidas no Instituto de Investigação do 

Ensino de Matemática (IREM) e tem como objetivo conceber, realizar, observar e analisar as 

situações didáticas. Inicialmente, o instituto proporcionava um complemento na formação de 

professores de matemática e na produção de materiais de apoio para a sala de aula, como jogos, 

brinquedos, problemas, exercícios e experimentos (MANGUEIRA; SILVA, 2018). 

Brousseau desenvolveu uma teoria para compreender as relações entre os alunos, o 

professor e o saber que acontece em sala de aula. Essa teoria ficou conhecida como Teoria das 

Situações Didáticas e apresenta docentes e discentes como seres indispensáveis na relação de 

ensino e aprendizagem, além do meio em que a situação didática ocorre (TEIXEIRA; PASSOS, 

2014). 

A Teoria das Situações Didáticas de Guy Brousseau associada a Engenharia Didática 

podem contribuir de forma significativa para a construção de conhecimentos em sala de aula e 

assim melhorar o processo de ensino e aprendizagem em matemática. 
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CAPÍTULO 3 A TEORIA POR TRÁS DO PROBLEMA 

 

Neste capítulo serão abordados os aspectos teóricos necessários para uma melhor 

compreensão do problema proposto. Para tanto, de início, será apresentada uma explanação 

sobre cinemática dos corpos rígidos. Em seguida, será realizada uma abordagem acerca da 

dinâmica dos corpos rígidos. Por último, serão apresentados os ângulos que fornecem uma 

parametrização para o problema. 

 

3.1. CINEMÁTICA DOS CORPOS RÍGIDOS 

 

Um corpo rígido é todo objeto que não pode ser descrito como um ponto, ou seja, pode 

ser considerado como um sistema de partículas, cada uma com sua respectiva massa. Quando 

todas as partículas se movem de modo a se manterem equidistantes, dizemos que o corpo está 

em movimento plano (HIBBELER, 2011).   

Esta definição de corpo rígido é um modelo idealizado, na prática, todos os corpos 

submetidos a forças externas se deformam, mesmo que seja imperceptível ao olho humano. 

Portanto, estruturas reais não podem ser consideradas absolutamente rígidas. No entanto, este 

modelo é utilizado para a realização de estudos da cinemática e dinâmica, e em muitos casos 

oferece uma boa aproximação com a realidade. Neste trabalho o quadrotor será assumido como 

um corpo rígido.  

Nesse sentido, cabe definir o conceito de cinemática, tendo em vista sua importância 

dentro da pesquisa. De modo geral, a cinemática é o estudo do movimento que relaciona 

deslocamento, velocidade, aceleração e tempo sem referências as causas do movimento (BEER; 

JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012). 

Quanto ao movimento, existem três tipos de movimentos planos que são eles: 

Translação; Rotação em torno de um eixo fixo e Movimento plano geral (BEER; JOHNSTON 

JUNIOR; CORNWELL, 2012) (HIBBELER, 2011). 

O movimento de translação se dá quando qualquer linha reta dentro do corpo mantiver 

a mesma direção durante o movimento, este movimento pode ocorrer de duas formas, quando 

todas as partículas do corpo movem-se de forma paralela, denomina-se translação retilínea 

(Figura 3.1.a), ou quando a trajetória é curva chama-se translação curvilínea (Figura 3.1.b) 

(BEER; JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012). 
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Figura 3.1 - Movimento de translação retilínea (a) e curvilínea (b). 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Um exemplo do movimento de translação é o movimento realizado por um elevador, 

quando esse se desloca de um andar para o outro. Durante esse movimento todos os 

componentes do elevador realizam o movimento de subida ou descida de forma retilínea. No 

caso do quadrotor, o movimento de translação pode ser identificado nos movimentos de subida 

e de descida, e no movimento ao longo do eixo longitudinal. 

O movimento de rotação em torno de um eixo fixo (Figura 3.2) ocorre quando todas as 

partículas do corpo se movem em planos paralelos ao longo de círculos cujos centros estão 

sobre um mesmo eixo fixo, a este eixo chamamos eixo de rotação (BEER; JOHNSTON 

JUNIOR; CORNWELL, 2012).   

 

Figura 3.2 - Movimento de rotação em torno de um eixo fixo 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Um exemplo de movimento de rotação é o movimento realizado pela hélice de um 

ventilador em torno do seu centro que é acoplado ao motor, durante esse movimento as pás do 

ventilador possuem a mesma velocidade angular. De maneira semelhante, no quadrotor, durante 

o movimento de subida e descida, as hélices dos rotores realizam um movimento de rotação e 
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durante a mudança de direção o quadrotor realiza o movimento de rotação em torno do seu 

centro de massa. 

Chama-se movimento plano geral quando um corpo está submetido a uma combinação 

dos movimentos de rotação e translação (HIBBELER, 2011). Isto é, a ocorrência simultânea 

dos movimentos supramencionados. 

Um exemplo desse movimento são as rodas de um carro em movimento, que realizam 

um movimento de rotação em torno do eixo do motor, ao mesmo tempo que realiza o 

movimento de translação, responsável pelo deslocamento do veículo. Já no quadrotor esse 

movimento pode ser observado, de forma semelhante, pelo movimento realizado pelas hélices 

durante o movimento do quadrotor ao longo do eixo longitudinal, uma vez que as hélices 

realizam o movimento de rotação em torno do eixo do rotor e realizam o movimento de 

translação durante o deslocamento ao longo do eixo longitudinal. 

 

3.1.1. Translação 

 

As partículas do corpo rígido podem ser tratadas como pontos no espaço, e a partir 

desses pontos podem-se determinar vetores relacionados ao posicionamento dessas partículas 

com relação a um sistema referencial inercial ortogonal. Esses vetores são chamados vetores 

posição ou vetores deslocamento e as equações relacionadas ao movimento de translação são 

obtidas com relação a esses vetores. 

A seguir serão obtidas essas equações considerando um sistema de referencial ortogonal 

fixo 𝑂𝑥𝑦𝑧, com origem em 𝑂 = (0, 0, 0), no qual um ponto 𝐴 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) tem como vetor 

posição o vetor r𝐴 = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), com 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) e 𝑧(𝑡) funções com relação ao tempo 

ao longo dos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧 respectivamente. Com o objetivo de deixar os cálculos mais 

simplificados será omitida a variável das funções com relação ao tempo, ou seja, um vetor 

posição r𝐴 será representado apenas como  r𝐴 = (𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Desta forma, dados dois pontos 𝐴1 e 𝐴2 quaisquer de um corpo rígido, com coordenadas 

𝐴1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) e 𝐴2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) com relação aos sistema 𝑂𝑥𝑦𝑧, pode-se definir os 

vetores posição r𝐴1
= (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) e r𝐴2

= (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) relacionados respectivamente a 𝐴1 e 

𝐴2, como mostrado na Figura 3.3. Considerando um outro sistema de referencial ortogonal 

𝐴1𝑥
′𝑦′𝑧′ cuja origem é o ponto 𝐴1 podemos escrever um vetor r𝐴2/𝐴1

, que relaciona os pontos 

𝐴1 e 𝐴2, formando um vetor posição de 𝐴2 com relação a 𝐴1, no qual o ponto final do vetor r𝐴 

(o ponto 𝐴1) coincide com o ponto inicial do vetor r𝐴2/𝐴1
. 
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Figura 3.3 - Vetores posição r𝐴1
 e r𝐴2

 em um corpo rígido. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

A soma de dois vetores v e w pode ser definida de duas maneiras. A primeira consiste 

em representar o vetor v = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ e o vetor w = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, onde o ponto final do vetor v coincide com 

o ponto inicial do vetor w, e o vetor soma v + w = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ consiste no ponto inicial de v com o 

ponto final de w, como pode ser observado na Figura 3.4a. A segunda consiste em representar 

os vetores v = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ e w = 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, com o mesmo ponto inicial, e o vetor soma v + w = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ como 

sendo a diagonal que parte de 𝐴 até 𝐹 do paralelogramo cujos lados paralelos são 𝐴𝐷 e 𝐴𝐸 (Ver 

Figura 3.4b) (LIMA, 2014). 

 

Figura 3.4 - Soma de dois vetores. 

  

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Observando a Figura 3.3 podem-se relacionar os vetores posição r𝐴1
, r𝐴2

 e r𝐴2/𝐴1
 a partir 

das somas de vetores. 
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Desta forma, tem-se 

 

r𝐴2
= r𝐴1

+ r𝐴2/𝐴1
. (3.1) 

 

Os vetores podem ser representados por matrizes colunas, matrizes que possuem apenas 

uma coluna. Essas matrizes são relacionadas as coordenadas do vetor, desta forma um vetor 

r = (𝑢, 𝑣, 𝑤) pode ser representado pela matriz [r]3×1, uma matriz com três linhas e uma 

coluna,  

 

[r]3×1 = [
𝑢
𝑣
𝑤

] 

 

Logo, a equação (3.1) pode ser rescrita em função das coordenadas dos vetores como 

matrizes da ordem 3 × 1, fazendo r𝐴2/𝐴1
= (𝑥1/2, 𝑦1/2, 𝑧1/2), tem-se 

 

[

𝑥2

𝑦2

𝑧2

] = [

𝑥1

𝑦1

𝑧1

] + [

𝑥1/2

𝑦1/2

𝑧1/2

] . (3.2) 

 

Um corpo que possui o seu movimento definido como uma função do tempo, de modo 

que o corpo percorre 𝑠(𝑡) até um instante 𝑡. No intervalo de tempo entre 𝑡 e 𝑡 + Δ𝑡, o corpo 

tem um deslocamento de Δ𝑠 = 𝑠(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑠(𝑡), e a velocidade média nesse intervalo é obtida 

pelo quociente entre o deslocamento e o intervalo de tempo,  

 

𝑣𝑚 =
Δ𝑠

Δ𝑡
=

𝑠(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑠(𝑡)

Δ𝑡
. 

 

Desta forma, para se obter a velocidade instantânea do corpo no instante 𝑡 basta fazer 

Δ𝑡 se aproximar de 0, aplicando no limite,  

 

𝑣(𝑡) = lim
Δ𝑡→0

Δ𝑠

Δ𝑡
= lim

Δ𝑡→0

𝑠(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑠(𝑡)

Δ𝑡
=

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑠̇. 
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Em particular, para um vetor posição a velocidade pode ser obtida pela derivada do 

vetor com relação ao tempo. Como cada coordenada do vetor é função do tempo, a derivada é 

obtida pela derivada de cada uma das coordenadas de forma independente, ou seja, para um 

vetor r = (𝑢, 𝑣, 𝑤), tem-se 

 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑢
𝑣
𝑤

] =

[
 
 
 
 
 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝑑𝑤

𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
 

= [
𝑢̇
𝑣̇
𝑤̇

] 

 

Desta forma, matematicamente, para encontrar o vetor velocidade basta derivar a 

equação (3.1) com relação ao tempo. Pela regra da soma das derivadas, a derivada do vetor r𝐴2
 

será a soma da derivada do vetor r𝐴1
 com a derivada do vetor do r𝐴2/𝐴1

. Pela definição de 

translação (Seção 3.1), o vetor r𝐴2/𝐴1
, que pode ser interpretado geometricamente como uma 

linha reta que liga dois pontos do corpo, se mantém constante durante todo o movimento. Uma 

vez que a derivada de uma função constante é igual a zero, tem-se que a derivada do vetor 

r𝐴2/𝐴1
 com relação ao tempo também será igual a zero, (BEER; JOHNSTON JUNIOR; 

CORNWELL, 2012). 

Desta forma, tem-se 

 

𝑑

𝑑𝑡
r𝐴2

=
𝑑

𝑑𝑡
(r𝐴1

+ r𝐴2/𝐴1
) =

𝑑

𝑑𝑡
r𝐴1

+
𝑑

𝑑𝑡
r𝐴2/𝐴1

=
𝑑

𝑑𝑡
r𝐴1

, 

 

denotando como v𝐴2
 o vetor velocidade do ponto 𝐴2 e v𝐴1

 o vetor velocidade do ponto 𝐴1, 

assim, tem-se como equação do vetor velocidade 

 

v𝐴2
= v𝐴1

. (3.3) 

 

Desta forma, o vetor velocidade tem direção tangente a curva, e o sentido é 

determinando pela regra da mão direita. Em termos das coordenadas do vetor, tem-se 
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[
𝑥̇2

𝑦̇2

𝑧̇2

] = [
𝑥̇1

𝑦̇1

𝑧̇1

] . (3.4) 

 

O conceito de aceleração é análogo ao conceito de velocidade, nesse sentido a 

aceleração média no intervalo de tempo de 𝑡 até 𝑡 + Δ𝑡 é dada por 

 

𝑎𝑚 =
Δ𝑣

Δ𝑡
=

𝑣(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑣(𝑡)

Δ𝑡
 

 

na qual  𝑣(𝑡) é a função velocidade com relação ao tempo. 

Para obtermos a aceleração instantânea no instante 𝑡 basta fazer 𝛥𝑡 se aproximar de 0, 

aplicando no limite, tem-se 

 

𝑎(𝑡) = lim
Δ𝑡→0

Δ𝑣

Δ𝑡
= lim

Δ𝑡→0

𝑣(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑣(𝑡)

Δ𝑡
=

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
= 𝑠̈(𝑡) 

 

De modo análogo, para obter o vetor aceleração basta derivar a equação (3.3) com 

relação ao tempo, assim tem-se  

 

𝑑

𝑑𝑡
v𝐴2

=
𝑑

𝑑𝑡
v𝐴1

 

 

denotando a𝐴2
 como o vetor aceleração e do ponto 𝐴2 e a𝐴1

 o vetor aceleração do ponto 𝐴1, 

assim, tem-se como equação do vetor aceleração 

 

a𝐴2
= a𝐴1

. (3.5) 

 

Em termos de coordenadas, tem-se 

 

[
𝑥̈2

𝑦̈2

𝑧̈2

] = [
𝑥̈1

𝑦̈1

𝑧̈1

] . (3.6) 
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Assim pelas equações (3.1), (3.3) e (3.5) podemos concluir que um corpo rígido em 

translação possui a mesma velocidade e aceleração em todos os seus pontos. 

 

3.1.2. Rotação em torno de um eixo fixo 

 

Para as equações relacionadas ao movimento de rotação, será considerado um sistema 

de referencial ortogonal fixo 𝑂𝑥𝑦𝑧, com origem em 𝑂 = (0, 0, 0). 

Seja 𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), com 𝑥, 𝑦 e 𝑧 funções da variável tempo, um ponto de um corpo 

rígido que realiza o movimento de rotação em torno do eixo  𝑧 (Ver Figura 3.5), tem-se que o 

vetor posição r𝑃 do ponto 𝑃 com relação ao sistema 𝑂𝑥𝑦𝑧 é o vetor que vai da origem 𝑂 até o 

ponto 𝑃 de modo que r𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑧).  

Pela própria definição do movimento de rotação, o ponto 𝑃 deve realizar uma trajetória 

circular, de modo que o centro dessa circunferência estará sobre o eixo 𝑧. Desta forma, essa 

circunferência está contida em um plano paralelo ao plano 𝑥𝑦 de tal sorte que o seguimento 

formado pelo centro da circunferência e o ponto 𝑃 será perpendicurar ao eixo 𝑧. Denotando 

esse centro pelo ponto 𝐴 e o ângulo formado entre r𝑃 e o eixo 𝑧 por 𝜙, o raio dessa 

circunferência pode ser calculado observando o triangulo retângulo 𝐴𝑂𝑃 (Ver Figura 3.5), no 

qual o seguimento 𝑂𝑃 é a hipotenusa e o seguimento 𝐴𝑃 é o raio da circunferência de centro 

em 𝐴 que passa pelo ponto 𝑃. Seja 𝑟 o comprimento do vetor r𝑃 tem-se, pelas relações 

trigonométricas, que o segmento 𝐴𝑃 será igual a 𝑟 sen𝜙. 

 

Figura 3.5 - Rotação em torno de um eixo fixo. 

  

Fonte: Autoria Própria (2019). 
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Seja a coordenada angular do corpo 𝜃 = (𝜃𝑥, 𝜃𝑦 , 𝜃𝑧), com 𝜃𝑥, 𝜃𝑦 e 𝜃𝑧 funções com 

relação ao tempo, o ângulo formado pelo plano 𝑧𝑥 com o segmento 𝐴𝑃 (Ver Figura 3.5) tem-

se que o vetor velocidade angular 𝜔 é obtida, matematicamente, a partir da derivada de 𝜃 com 

relação ao tempo, de modo que 𝜔 = (𝜃̇𝑥, 𝜃̇𝑦 , 𝜃̇𝑧), com direção ao longo do eixo de rotação e 

o sentido obtido pela regra da mão direita. 

Para obter o vetor velocidade v𝑃 do ponto 𝑃, basta obter a derivada do vetor posição r𝑃 

com relação ao tempo. De modo que o vetor velocidade será tangente a trajetória, ou seja, o 

vetor velocidade será perpendicular ao vetor posição. Além disso, o vetor velocidade será 

ortogonal ao vetor velocidade angular, uma vez que esse tem direção ao longo do eixo 𝑧. Desta 

forma, o vetor v𝑃 será ortogonal aos vetores 𝜔 e r𝑃. 

Sabendo que dado dois vetores u e w, o produto vetorial entre estes vetores, 

representado por u × w, resulta no vetor ortogonal aos vetores u e w. Pode-se se relacionar os 

𝜔 e r𝑃 ao vetor v𝑃 a partir do produto vetorial 𝜔 × r𝑃, assim tem-se  

 

v𝑃 =
𝑑r𝑃

𝑑𝑡
= 𝜔 × r𝑃. (3.7) 

 

Em termos das coordenadas 

 

[
𝑥̇
𝑦̇
𝑧̇

] = [

𝜃̇𝑦𝑧 − 𝜃̇𝑧𝑦

𝜃̇𝑧𝑥 − 𝜃̇𝑥𝑧

𝜃̇𝑥𝑦 − 𝜃̇𝑦𝑥

] . (3.8) 

 

O vetor aceleração a𝑃 da partícula 𝑃 é determinada pela derivada da Equação (3.7) com 

relação ao tempo. Assim, pela regra do produto da derivada tem-se  

 

a𝑃 =
𝑑v𝑃

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝜔 × r𝑃) =

𝑑𝜔

𝑑𝑡
× r𝑃 + 𝜔 ×

𝑑r𝑃

𝑑𝑡
=

𝑑𝜔

𝑑𝑡
× r𝑃 + 𝜔 × v𝑃 

 

denotando o vetor aceleração angular por 𝛼 e como v𝑃 = 𝜔 × r𝑃 tem-se, 

  

a𝑃 = 𝛼 × r𝑃 + 𝜔 × (𝜔 × r𝑃). (3.9) 
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Em termos das coordenadas 

 

[
𝑥̈
𝑦̈
𝑧̈

] = [

𝜃̈𝑦𝑧 − 𝜃̈𝑧𝑦

𝜃̈𝑧𝑥 − 𝜃̈𝑥𝑧

𝜃̈𝑥𝑦 − 𝜃̈𝑦𝑥

] + [

𝜃̇𝑦(𝜃̇𝑥𝑦 − 𝜃̇𝑦𝑥) − 𝜃̇𝑧(𝜃̇𝑧𝑥 − 𝜃̇𝑥𝑧)

𝜃̇𝑧(𝜃̇𝑦𝑧 − 𝜃̇𝑧𝑦) − 𝜃̇𝑥(𝜃̇𝑥𝑦 − 𝜃̇𝑦𝑥)

𝜃̇𝑥(𝜃̇𝑧𝑥 − 𝜃̇𝑥𝑧) − 𝜃̇𝑦(𝜃̇𝑦𝑧 − 𝜃̇𝑧𝑦)

] . (3.10) 

 

Desta forma, o vetor aceleração pode ser dividido em duas componentes, a𝑡 = 𝛼 × r𝑃 

e a𝑛 = 𝜔 × (𝜔 × r𝑃). A componente a𝑡 é denominada aceleração tangencial e tem direção 

paralela ao vetor velocidade e o sentido depende do movimento, se o movimento for acelerado 

o sentido é o mesmo do vetor velocidade, se o movimento for retardado o sentido é contrário 

ao do vetor velocidade. Já a componente a𝑛 é denominada aceleração normal, ou centrípeta, e 

tem direção normal a trajetória, ou seja, ortogonal ao vetor velocidade e o sentido é para o 

centro da trajetória. 

 

3.1.3. Movimento plano geral 

 

Como visto na seção 3.1, um corpo rígido pode estar submetido a uma combinação dos 

movimentos de translação e rotação. Dessa forma, qualquer movimento plano de um corpo 

rígido pode ser dividido em um movimento de translação em relação a um ponto de referência 

arbitrária 𝐴 e por uma rotação simultânea em torno desse ponto 𝐴, como pode ser observado na 

Figura 3.6. 

 

Figura 3.6 - Movimento plano geral. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 
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Pela Figura 3.6 tem-se, v𝐵 como sendo o vetor velocidade de uma partícula qualquer 𝐵 

de um corpo rígido submetido ao movimento geral do plano, v𝐴 o vetor velocidade do corpo 

rígido relacionado ao movimento de translação, e v𝐵/𝐴 como o vetor velocidade da partícula 𝐵 

no movimento de rotação em torno de um ponto 𝐴 com velocidade angular de ω. Assim, esses 

vetores podem ser relacionados segundo a soma vetorial apresentada na Figura 3.7. 

 

 Figura 3.7 - Vetores v𝐵, v𝐴 e v𝐵/𝐴 do movimento plano geral. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Desta forma, o vetor velocidade v𝐵 pode ser obtido por 

 

v𝐵 = v𝐴 + v𝐵/𝐴. (3.11) 

 

Como o vetor v𝐵/𝐴 está associado ao movimento de rotação, tem-se pela equação (3.7) 

que este vetor é obtido pelo produto vetorial do vetor aceleração angular e um vetor relativo a 

posição, assim denotando por r𝐵/𝐴 o vetor posição de 𝐵 relativo a 𝐴, tem-se 

 

v𝐵/𝐴 = 𝜔 × r𝐵/𝐴 (3.12) 

 

Substituído a equação (3.12) na equação (3.11),  

 

v𝐵 = v𝐴 + 𝜔 × r𝐵/𝐴. (3.13) 

 

Da mesma forma, para a aceleração tem-se  

 

a𝐵 = a𝐴 + a𝐵/𝐴. (3.14) 
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Na qual, a𝐵 é o vetor aceleração do movimento geral no plano, a𝐴 o vetor aceleração do 

corpo rígido com relação ao movimento de translação e a𝐵/𝐴 o vetor aceleração da partícula 𝐵 

com relação ao movimento de rotação. 

Dessa forma, pela equação (3.9), tem-se 

 

a𝐵/𝐴 = (a𝐵/𝐴)
𝑡
+ (a𝐵/𝐴)

𝑛
 

a𝐵/𝐴 = 𝛼 × r𝐵/𝐴 + 𝜔 × (𝜔 × r𝐵/𝐴). (3.15) 

 

Substituindo a equação (3.15) na equação (3.14), tem-se que a aceleração de uma 

partícula 𝐵 de um corpo rígido submetido ao movimento geral no plano é dada pela equação  

 

a𝐵 = a𝐴 + 𝛼 × r𝐵/𝐴 + 𝜔 × (𝜔 × r𝐵/𝐴). (3.16) 

 

3.2. ACELERAÇÃO DE CORIOLIS 

 

Além dos sistemas de referência inercial existem os sistemas chamados não-inerciais 

que são sistemas nos quais as leis de Newton não se aplicam, um caso particular de um sistema 

não-inercial é o sistema de referência em rotação que se encontra em rotação relativa a um 

referencial inercial. 

Para estudar um movimento em um referencial não inercial pode-se adaptar as leis de 

Newton acrescentando as chamadas forças fictícias. As forças fictícias também recebem o nome 

de força d'Alembert ou ainda força inercial e são um efeito que pode ser percebido por um 

observador em repouso, são exemplos dessas forças a força centrífuga e a força de Coriolis. A 

força centrífuga atuará na direção do raio para fora da curva enquanto a força de Coriolis tenderá 

a desviar lateralmente o movimento do corpo. 

Um exemplo da ação da força de Coriolis, pode ser observado em um carrossel.  Imagine 

três amigos, dois em cima de um carrossel e o terceiro fora do carrossel observando os outros 

dois, como apresentado na Figura 3.8. Com o carrossel parado o Amigo 1 joga uma bola em 

direção ao Amigo 2, desprezando qualquer ação do vento, a bola realiza uma trajetória retilínea 

em direção ao Amigo 2. Quando o carrossel é colocado em movimento, o Amigo 1 lança 

novamente a bola em direção ao Amigo 2. Para o Amigo 3, referencial inercial, a bola continua 

fazendo uma trajetória retilínea, no entanto para o Amigo 2, referencial em rotação, a bola passa 

a ter uma trajetória curva. Assim, a “força” responsável por esse efeito é a força de Coriolis. 
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Figura 3.8 - Exemplo da ação da força de Coriolis. 

 

 Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

No quadrotor esse efeito surge ao estudar os diversos sistemas de referência que envolve 

o quadrotor, entre os sistemas têm-se os sistemas inerciais e rotativos. Esses sistemas serão 

apresentados na seção 4.2.2. 

Considerando, dois sistemas de referência centrados em 𝑂 = (0, 0, 0) como mostrado 

na Figura 3.9, um fixo 𝑂𝑋𝑌𝑍 e um rotativo 𝑂𝑥𝑦𝑧, no qual o sistema rotativo tem velocidade 

angular Ω com relação ao sistema inercial. Dado uma partícula 𝑃 cujo vetor posição em relação 

ao referencial em rotação é r𝑟 = (𝑥𝑟(𝑡), 𝑦𝑟(𝑡), 𝑧𝑟(𝑡)), com 𝑥𝑟(𝑡), 𝑦𝑟(𝑡) e 𝑧𝑟(𝑡) funções do 

tempo e o vetor com relação ao referencial fixo é r𝑓 = (𝑥𝑓(𝑡), 𝑦𝑓(𝑡), 𝑧𝑓(𝑡)), com 𝑥𝑓(𝑡), 𝑦𝑓(𝑡) 

e 𝑧𝑓(𝑡) funções do tempo. 

 

Figura 3.9 - Sistemas de coordenadas 𝑂𝑋𝑌𝑍 e 𝑂𝑥𝑦𝑧. 

  

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Com relação aos vetores unitários 𝑖, 𝑗 e 𝑘 do sistema 𝑂𝑋𝑌𝑍, o vetor r𝑓 pode ser escrito 

como, 
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r𝑓 = 𝑥𝑓𝑖 + 𝑦𝑓𝑗 + 𝑧𝑓𝑘, 

 

na qual esses vetores unitários são constantes com relação ao tempo. De forma semelhante, o 

vetor r𝑟 pode ser escrito em relação aos vetores unitários 𝑖𝑟, 𝑗𝑟 e 𝑘𝑟, no entanto, esses vetores 

unitários variam de posição e sentido com relação ao tempo,  

 

r𝑟 = 𝑥𝑟𝑖𝑟 + 𝑦𝑟𝑗𝑟 + 𝑧𝑟𝑘𝑟, 

 

dessa forma, para se obter o vetor velocidade da partícula v𝑃 com relação ao sistema inercial 

basta obter a derivada do vetor posição r𝑓 com relação ao tempo, ou seja,  

 

v𝑃 =
𝑑r𝑓

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
[

𝑥𝑓

𝑦𝑓

𝑧𝑓
] = [

𝑥̇𝑓

𝑦̇𝑓

𝑧̇𝑓

] 

 

em termos dos vetores unitários  

 

v𝑃 =
𝑑r𝑓

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥𝑓

𝑑𝑡
𝑖 +

𝑑𝑦𝑓

𝑑𝑡
𝑗 +

𝑑𝑧𝑓

𝑑𝑡
𝑘 = 𝑥̇𝑓𝑖 + 𝑦̇𝑓𝑗 + 𝑧̇𝑓𝑘. 

 

Assumindo, o mesmo vetor posição para ambos os sistemas, r = r𝑓 = r𝑟, tem-se que a 

velocidade da partícula 𝑃 com relação ao sistema em rotação,  

 

v𝑃 =
𝑑r

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥𝑟𝑖𝑟 + 𝑦𝑟𝑗𝑟 + 𝑧𝑟𝑘𝑟) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥𝑟𝑖𝑟) +

𝑑

𝑑𝑡
(𝑦𝑟𝑗𝑟) +

𝑑

𝑑𝑡
(𝑧𝑟𝑘𝑟), 

 

como os vetores unitários 𝑖𝑟, 𝑗𝑟 e 𝑘𝑟 são função do tempo, deve se aplicar a regra da derivada 

do produto, dessa forma, tem-se 

 

v𝑃 =
𝑑𝑥𝑟

𝑑𝑡
𝑖𝑟 + 𝑥𝑟

𝑑𝑖𝑟
𝑑𝑡

+
𝑑𝑦𝑟

𝑑𝑡
𝑗𝑟 + 𝑦𝑟

𝑑𝑗𝑟
𝑑𝑡

+
𝑑𝑧𝑟

𝑑𝑡
𝑘𝑟 + 𝑧𝑟

𝑑𝑘𝑟

𝑑𝑡
 

v𝑃 = (
𝑑𝑥𝑟

𝑑𝑡
𝑖𝑟 +

𝑑𝑦𝑟

𝑑𝑡
𝑗𝑟 +

𝑑𝑧𝑟

𝑑𝑡
𝑘𝑟) + (𝑥𝑟

𝑑𝑖𝑟
𝑑𝑡

+ 𝑦𝑟

𝑑𝑗𝑟
𝑑𝑡

+ 𝑧𝑟

𝑑𝑘𝑟

𝑑𝑡
) 
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v𝑃 = v𝑟 + Ω × r (3.17) 

 

na qual o vetor v𝑟 é a velocidade da partícula com relação ao sistema de referencial rotativo e 

Ω é o vetor velocidade angular do sistema rotativo. 

Em termos, das coordenadas dos vetores na forma de matriz, assumindo o vetor 

velocidade angular do sistema rotativo como sendo Ω = (Ω𝑥, Ω𝑦, Ω𝑧), tem-se 

 

[

𝑥̇𝑓

𝑦̇𝑓

𝑧̇𝑓

] = [
𝑥̇𝑟

𝑦̇𝑟

𝑧̇𝑟

] + [

Ω𝑦𝑧𝑟 − Ω𝑧𝑦𝑟

Ω𝑧𝑥𝑟 − Ω𝑥𝑧𝑟

Ω𝑥𝑦𝑟 − Ω𝑦𝑥𝑟

] . 

 

Assim o vetor aceleração a𝑃 da partícula é definido pela derivada de v𝑃 com relação 

ao tempo. Desta forma, considerando a regra do produto, tem-se 

 

a𝑃 =
𝑑v𝑃

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(Ω × r + v𝑟) =

𝑑

𝑑𝑡
(Ω × r) +

𝑑v𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑Ω

𝑑𝑡
× r + Ω ×

𝑑r

𝑑𝑡
+

𝑑v𝑟

𝑑𝑡
 

a𝑃 = Ω̇ × r + Ω × ṙ +
𝑑v𝑟

𝑑𝑡
 

 

sendo que a derivada do vetor v𝑟 pode ser obtida de modo análogo ao do vetor r, assim a 

derivada de v𝑟 pode ser expressa como 

 

𝑑

𝑑𝑡
[v𝑟] = a𝑟 + Ω × v𝑟 (3.18) 

 

na qual a𝑟 é o vetor aceleração da partícula 𝑃 com relação ao sistema de coordenadas em 

rotação. Por fim, a aceleração absoluta da partícula 𝑃 é definida como: 

 

a𝑃 = Ω̇ × r + Ω × ṙ + a𝑟 + Ω × v𝑟 

a𝑃 = Ω̇ × r + Ω × (Ω × r + v𝑟) + a𝑟 + Ω × v𝑟 

a𝑃 = Ω̇ × r + Ω × (Ω × r) + Ω × v𝑟 + a𝑟 + Ω × v𝑟 

a𝑃 = Ω̇ × r + Ω × (Ω × r) + 2Ω × v𝑟 + a𝑟 (3.19) 
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Como visto na seção 3.1.3 na equação (3.15) os termos Ω̇ × r e Ω × (Ω × r) 

correspondem respectivamente as componentes tangenciais e normais da aceleração e o termo 

a𝑟 corresponde à aceleração com relação ao sistema de referência 𝑂𝑥𝑦. Comparando com a 

equação (3.16) a equação (3.19) apresenta um termo desconhecido, que é o termo 2Ω × v𝑟, a 

esse termo denotaremos de aceleração de Coriolis. A aceleração de Coriolis é o termo 

responsável pelo efeito da força de Coriolis. 

 

3.3. DINÂMICA DOS CORPOS RÍGIDOS 

 

A dinâmica dos corpos rígidos tem como finalidade o estudo das relações que existem 

entre as forças que atuam sobre um corpo rígido, bem como a forma e a massa desse corpo e o 

movimento resultante (BEER; JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012).  

Um corpo entra em movimento quando uma força age sobre ele, desta forma pode-se 

definir a força como uma ação capaz de alterar o estado de inércia de um corpo e modificar a 

sua velocidade.  

Em uma partida de cabo de guerra o objetivo é puxar o grupo oponente através de uma 

corda, ganhando o grupo que conseguir puxar o adversário até uma região demarcada. Dessa 

forma, a corda realiza um movimento de acordo com as forças realizadas pelos componentes 

dos grupos disputantes, assim diz-se que o movimento da corda é o resultado do somatório de 

todas as forças que agem sobre ela. 

No caso do quadrotor, o movimento é o resultado das forças internas e externas da qual 

o quadrotor está submetido. Um exemplo de forças internas é a força gerada pelos quatros 

rotores e um exemplo de força externa é a força de arrasto. Neste trabalho não serão detalhadas 

as ações dessas forças. 

 

3.3.1. Equações de movimento para um corpo rígido 

 

Um corpo rígido pode estar sob a ação de diversas forças externas como mostrado na 

Figura 3.10. Assumindo um sistema de coordenas newtoniano 𝑂𝑥𝑦𝑧, o movimento resultante 

pode ser obtido pelo somatório de todas as forças envolvidas, dessa forma tem-se  

 

∑𝐹 = 𝑚a𝐺 (3.20) 
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na qual 𝑚 é a massa total do corpo e a𝐺 é a aceleração do centro de massa 𝐺  (BEER; 

JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012). 

 

Figura 3.10 - Ação de diferentes forças sobre um corpo rígido. 

   

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Quando uma força é aplicada em um corpo de modo a gerar um movimento de rotação, 

diz-se que o corpo está submetido a um torque. Um exemplo no qual um torque é gerado, se dá 

durante a utilização de uma chave de boca para afrouxar um parafuso, ao aplicar uma força na 

haste da chave um torque é gerado de modo a colocar o parafuso em rotação. 

Assim com relação ao centro de massa 𝐺 estas forças geram diferentes torques e o 

somatório destes torques com relação ao centro de massa pode ser definido como  

 

∑𝑀𝐺 = 𝐽𝐺̅𝛼 (3.21) 

 

na qual 𝛼 é a aceleração angular e 𝐽𝐺̅  o momento de inércia, muitas vezes o momento de inércia 

é denotado por 𝐼, porém, neste trabalho será utilizado a notação 𝐽 para não confundir com o 

conceito de matriz identidade.  

 

3.3.2. Momento de Inércia 

 

Todo corpo possui tamanho e forma bem definidos, o momento de inércia é uma medida 

da resistência de um corpo ao movimento de rotação quando é submetido a uma aceleração 

angular. O momento de inércia varia conforme o tamanho, a massa e de como essa massa está 

distribuída pelo corpo (HIBBELER, 2011). 
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O efeito do momento de inércia pode ser observado durante o movimento de uma 

bailarina. Quando ela gira em torno da ponta do pé realiza um movimento de rotação, ao girar 

com o braço encostado ao corpo, a resistência a rotação diminui e sua velocidade angular 

aumenta, girando mais rápido. Quando a bailarina abre os braços, ela aumenta a resistência a 

rotação diminuindo sua velocidade angular, girando mais devagar. Esses efeitos ocorrem 

porque ao fechar os braços, a bailarina concentra sua massa em relação ao eixo de rotação, 

diminuído seu momento de inércia e ao abrir os braços a bailarina distribui a sua massa, 

aumentando o momento de inércia. 

Por definição o momento de inércia pode ser determinado por  

 

𝐽 = ∫ 𝑟2𝑑𝑚
𝑚

, (3.22) 

 

ou seja, a integral do quadrado da distância 𝑟 do elemento de massa 𝑑𝑚 em relação ao eixo 𝑧 

como mostrado na Figura 3.11, de todos os elementos de massa 𝑑𝑚 que compõem o corpo 

rígido, onde 𝑟 é a distância (HIBBELER, 2011). 

 

Figura 3.11 - Cálculo do momento de inércia. 

  

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Dessa forma, o momento de inércia varia conforme se dá a distribuição da massa em 

um corpo, um método prático de se obter de maneira aproximada o momento de inércia de um 

objeto qualquer é utilizando o princípio da conservação do momento angular, ou quantidade de 

movimento angular. Esse princípio, estabelece, para um objeto em rotação em torno de um eixo 

fixo, que o produto entre momento de inércia e a velocidade angular permanece constante 

durante o movimento de rotação em torno de um eixo fixo. Esse método consiste em utilizar 
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um disco que gira em torno do seu centro de massa sobre uma estrutura com o mínimo atrito, 

um objeto cujo momento de inercia é conhecido e outro cujo momento de inércia é 

desconhecido. 

Denotando por 𝑂 o objeto que se deseja encontrar o momento de inércia 𝐽𝑂 com relação 

ao seu centro de massa, por 𝑃 o objeto que se conhece o momento de inércia 𝐽𝑃 com relação ao 

seu centro de massa e 𝐷 o disco cujo momento de inércia com relação ao seu centro de massa 

pode ser obtido por 𝐽𝐷 =
1

2
𝑀𝑅2, na qual 𝑀 é a massa do disco e 𝑅 é o raio do disco. Os objetos 

são apresentados na Figura 3.12. De modo que o momento de inércia do conjunto com relação 

ao centro de massa será igual a 𝐽𝐶 = 𝐽𝑂 + 𝐽𝑃 + 𝐽𝐷, na qual apenas 𝐽𝑂 é desconhecido. 

 

Figura 3.12 - Objetos utilizados para a determinar o momento de inercia. 

  

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Inicialmente deve se colocar os objetos sobre disco para girar com relação ao centro de 

massa do conjunto, como apresentado na Figura 3.13, e medida a velocidade angular. De modo 

que o momento angular será H𝐺1
= 𝐽𝐶1

𝜔1, na qual 𝐽𝐶1
 é o momento de inércia do conjunto com 

relação ao centro de massa do conjunto, ou seja, 𝐽𝐶1
= 𝐽𝑂 + 𝐽𝑃 + 𝐽𝐷 e 𝜔1 é a velocidade angular 

do conjunto. 

 

Figura 3.13 - Objetos 𝑂, 𝐷 e 𝑃 em rotação com relação ao centro de massa. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Em seguida, deve-se alterar a posição do objeto 𝑃, como apresentado na Figura 3.14, e 

colocado o conjunto novamente para girar em torno do mesmo eixo de rotação, medindo a nova 

velocidade angular. Dessa forma, entre os momentos de inércia, apenas o momento de inércia 

do objeto 𝑃 será alterado e o novo momento de inércia 𝐽𝑃2
 pode ser obtido pelo teorema dos 
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eixos paralelos 𝐽𝑃2
= 𝐽𝑃 + 𝑀𝑃𝑑2, na qual 𝑀𝑃 é a massa do objeto 𝑃 e 𝑑 a distância do eixo de 

rotação ao centro de massa do objeto (Ver Figura 3.14). Por fim, o momento angular, após a 

alteração na posição do objeto 𝑃, pode ser obtido H𝐺2
= 𝐽𝐶2

𝜔2, na qual 𝐽𝐶2
 é o momento de 

inércia do conjunto com relação ao mesmo eixo de rotação anterior, ou seja, 𝐽𝐶2
= 𝐽𝑂 + 𝐽𝑃2

+

𝐽𝐷 = 𝐽𝑂 + 𝐽𝑃 + 𝑀𝑃𝑑2 + 𝐽𝐷 e 𝜔2 é a velocidade angular do conjunto após a alteração. 

 

Figura 3.14 - Objetos 𝑂, 𝐷 e 𝑃 em rotação após a alteração da posição do objeto 𝑃 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Pela conservação do momento angular tem-se H𝐺1
= H𝐺2

, pode-se determinar o 

momento de inércia 𝐽𝑂, uma vez que as demais variáveis envolvidas no processo são 

conhecidas. Para obter com relação aos demais eixos de rotação, basta rotacionar o objeto 𝑂 e 

realizar o mesmo procedimento. 

No quadrotor a massa está concentrada nas regiões dos quatro rotores e o momento de 

inércia varia com relação aos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧. 

 

3.3.2.1. Tensor de inércia 

 

O momento de inércia está relacionado ao movimento de rotação em relação a um único 

eixo de rotação, dessa forma a generalização do momento de inércia de um corpo para os três 

eixos de rotação se dá através de uma matriz de ordem 3 × 3 conhecida como tensor de inércia 

ou ainda matriz de inércia. A seguir será desenvolvida o tensor de inércia de um corpo rígido  

com centro de massa num ponto 𝐺, sendo considerado um sistema ortogonal 𝑂𝑋𝑌𝑍 com origem 

em 𝑂 = (0, 0, 0) e um sistema ortogonal 𝐺𝑥𝑦𝑧 cuja a origem é o centro de massa do corpo 

rígido. 

A equação (3.21) pode ser escrita em função do momento angular H𝐺 de um corpo em 

torno de seu centro de massa 𝐺, assim a equação (3.21) torna-se 
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∑𝑀 = Ḣ𝐺, (3.23) 

 

por sua vez, o momento angular de uma partícula é definido pelo produto vetorial do vetor 

posição da partícula pelo seu momento linear, na qual o momento linear é o produto da massa 

pelo vetor velocidade. Desse modo, tem-se que o momento angular de uma particula 𝑃 é da 

forma 

 

H𝑃 = r × p = r × 𝑚v, (3.24) 

 

já a quantidade de movimento angular de corpo rígido pode ser obtido pela soma de todos os 

momentos angulares de cada particula que compõem esse corpo, ou seja, 

 

H𝐺 = ∑(r𝑖 × v𝑖)Δ𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

 (3.25) 

 

na qual r𝑖 e v𝑖 são respectivamente o vetor posição e o vetor velocidade da partícula 𝑃𝑖 com 

relação ao sistema de coordenadas 𝐺𝑥𝑦𝑧 e tem massa igual a Δ𝑚𝑖 (ver Figura 3.15). Aqui Δ𝑚𝑖 

tem papel de um escalar e, diferente do usual apresentado na (3.24), está posicionado ao final 

do produto vetorial para aparecer a soma de Riemann, para que esse somatório seja interpretado 

como uma integral de Riemann. 

 

Figura 3.15 - Vetor posição e o vetor velocidade da partícula 𝑃𝑖. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 
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Como visto na seção 3.1.2 o vetor velocidade de uma partícula em rotação é obtido pelo 

produto vetorial da aceleração angular com o vetor posição v𝑖 = 𝜔 × r𝑖, dessa forma a equação 

(3.25) torna-se, 

 

H𝐺 = ∑(r𝑖 × (𝜔 × r𝑖))Δ𝑚𝑖.

𝑛

𝑖=1

 (3.26) 

 

Seja r𝑖 = (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) e 𝜔 = (𝜔𝑥, 𝜔𝑦, 𝜔𝑧) tem-se que o produto vetorial 𝜔 × r𝑖 é, 

termos de coordenadas, 

 

𝜔 × r𝑖 = [

𝜔𝑦𝑧 − 𝜔𝑧𝑦
𝜔𝑧𝑥 − 𝜔𝑥𝑧
𝜔𝑥𝑦 − 𝜔𝑦𝑥

] 

 

e o produto vetorial r𝑖 × (𝜔 × r𝑖) é, em termos de coordenadas, 

 

r𝑖 × (𝜔 × r𝑖) = [

𝑦𝑖(𝜔𝑥𝑦𝑖 − 𝜔𝑦𝑥𝑖) − 𝑧𝑖(𝜔𝑧𝑥𝑖 − 𝜔𝑥𝑧𝑖)

𝑧𝑖(𝜔𝑦𝑧𝑖 − 𝜔𝑧𝑦𝑖) − 𝑥𝑖(𝜔𝑥𝑦𝑖 − 𝜔𝑦𝑥𝑖)

𝑥𝑖(𝜔𝑧𝑥𝑖 − 𝜔𝑥𝑧𝑖) − 𝑦𝑖(𝜔𝑦𝑧𝑖 − 𝜔𝑧𝑦𝑖)

] 

 

logo a equação (3.26) em termos das coordenadas será,  

 

H𝐺 = ∑[

𝑦𝑖(𝜔𝑥𝑦𝑖 − 𝜔𝑦𝑥𝑖) − 𝑧𝑖(𝜔𝑧𝑥𝑖 − 𝜔𝑥𝑧𝑖)

𝑧𝑖(𝜔𝑦𝑧𝑖 − 𝜔𝑧𝑦𝑖) − 𝑥𝑖(𝜔𝑥𝑦𝑖 − 𝜔𝑦𝑥𝑖)

𝑥𝑖(𝜔𝑧𝑥𝑖 − 𝜔𝑥𝑧𝑖) − 𝑦𝑖(𝜔𝑦𝑧𝑖 − 𝜔𝑧𝑦𝑖)

] Δ𝑚𝑖.

𝑛

𝑖=1

 (3.27) 

 

Separando a equação (3.27) para a componente 𝑥, tem-se 

 

H𝑥 = ∑[𝑦𝑖(𝜔𝑥𝑦𝑖 − 𝜔𝑦𝑥𝑖) − 𝑧𝑖(𝜔𝑧𝑥𝑖 − 𝜔𝑥𝑧𝑖)]Δ𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

 

H𝑥 = 𝜔𝑥 ∑(𝑦𝑖
2 + 𝑧𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

Δ𝑚𝑖 − 𝜔𝑦 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

Δ𝑚𝑖 − 𝜔𝑧 ∑𝑥𝑖𝑧𝑖

𝑛

𝑖=1

Δ𝑚𝑖 
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de modo análogo para os eixos 𝑦 e 𝑧, e fazendo Δ𝑚𝑖 muito pequeno, ou seja Δ𝑚𝑖 → 0, temos 

que as somas de Riemann tornam-se as integrais de Riemann, dessa forma 

 

H𝑥 = 𝜔𝑥 ∫(𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑚 − 𝜔𝑦 ∫(𝑥𝑦)𝑑𝑚 − 𝜔𝑧 ∫(𝑥𝑧)𝑑𝑚 

H𝑦 = −𝜔𝑥 ∫(𝑦𝑥)𝑑𝑚 + 𝜔𝑦 ∫(𝑥2 + 𝑧2)𝑑𝑚 − 𝜔𝑧 ∫(𝑦𝑧)𝑑𝑚 

H𝑦 = −𝜔𝑥 ∫(𝑧𝑥)𝑑𝑚 − 𝜔𝑦 ∫(𝑧𝑦)𝑑𝑚 + 𝜔𝑧 ∫(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑚 . 

(3.28) 

 

Assim as integrais das equações (3.28) representam diferentes momentos de inércia do 

corpo, com relação aos diferentes referenciais. Portanto, as equações (3.28) podem ser escritas 

como  

 

H𝑥 = 𝐽𝑥̅𝜔𝑥 − 𝐽𝑥̅𝑦𝜔𝑦 − 𝐽𝑥̅𝑧𝜔𝑧 

H𝑦 = −𝐽𝑦̅𝑥𝜔𝑥 + 𝐽𝑦̅𝜔𝑦 − 𝐽𝑦̅𝑧𝜔𝑧 

H𝑧 = −𝐽𝑧̅𝑥𝜔𝑥 − 𝐽𝑧̅𝑦𝜔𝑦 + 𝐽𝑧̅𝜔𝑧 

(3.29) 

 

na qual, 𝐽𝑥̅, 𝐽𝑦̅ e 𝐽𝑧̅ são os momentos de inércia com relação aos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧 respectivamente. 

e os termos 𝐽𝑥̅𝑦, 𝐽𝑥̅𝑧 e 𝐽𝑦̅𝑧 são chamados produtos de inércia e medem a antissimétrica da 

distribuição de massa de um corpo em relação a um par de eixos, dessa forma no caso de objetos 

simétricos com relação aos eixos tem-se que 𝐽𝑥̅𝑦 = 𝐽𝑥̅𝑧 = 𝐽𝑦̅𝑧 = 0. 

Escrevendo a equação (3.29) na forma matricial tem-se 

 

[

H𝑥

H𝑦

H𝑧

] = [

𝐽𝑥̅ −𝐽𝑥̅𝑦 −𝐽𝑥̅𝑧

−𝐽𝑦̅𝑥 𝐽𝑦̅ −𝐽𝑦̅𝑧

−𝐽𝑧̅𝑥 −𝐽𝑧̅𝑦 𝐽𝑧̅

] [

𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

] 

H = 𝐽𝜔 (3.30) 

 

na qual a matriz 𝐽 define o tensor de inércia.  

No caso do quadrotor será considerada a simetria com relação aos eixos, dessa forma, 

os produtos de inércia são nulos e a matriz de inércia se resume a uma matriz diagonal de ordem 

3 × 3 cujos elementos da diagonal são os momentos de inércia com relação aos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧 

respectivamente. 
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3.4. REFERENCIAIS EM ROTAÇÃO 

 

Como visto na Secção 0, os referencias podem estar sob o movimento de rotação, os 

chamados referenciais não inerciais. Do ponto de vista matemático, podemos definir uma 

rotação como uma transformação linear envolvendo dois sistemas de referência, um inercial e 

outro rotacionado. 

Uma transformação linear é uma função que associa a cada vetor v, pertencente a um 

espaço vetorial 𝑉, um outro vetor w pertencente a um espaço vetorial 𝑊, 𝑇:𝑉 → 𝑊, e além 

disso são satisfeitas para qualquer v1, v2 ∈ 𝑉 e 𝛼 ∈ ℝ as relações 

 

𝑇(v1 + v2) = 𝑇(v1) + 𝑇(v2) 

𝑇(𝛼v1) = 𝛼𝑇(v1)  

 

na qual, 𝑇(v) é chamado de imagem de v pela transformação 𝑇 (LIMA, 2014). 

Um espaço vetorial, por sua vez, é um conjunto de elementos no qual estão definidas 

duas operações: a adição e a multiplicação por um número real. A todos os elementos deste 

conjunto dão-se o nome de vetores. A adição faz corresponder a cada dois vetores v,w ∈ 𝑉 um 

outro vetor v + w ∈ 𝑉. A multiplicação por um escalar, dado um 𝛼 ∈ ℝ, faz corresponder a 

cada vetor v ∈ 𝑉 um outro vetor 𝛼v ∈ 𝑉 (LIMA, 2014).  

Além disso, essas operações devem satisfazer as propriedades de comutatividade; 

associatividade; existência de elementos neutros das operações; existência de simétrico e 

distributividade, isto é, para quaisquer 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ e v,u,w ∈ 𝑉 vale os seguintes axiomas: 

i) u + v = v + u (comutatividade); 

ii) (u + v) + w = u + (v + w) e (𝛼𝛽)v = 𝛼(𝛽v) (associatividade); 

iii) existe um vetor 0 ∈ 𝑉, chamado vetor nulo, tal que v + 0 = 0 + v = v para todo 

v ∈ 𝑉 (vetor nulo, elemento neutro da soma de vetores); 

iv) para cada vetor v ∈ 𝑉 existe um vetor −v ∈ 𝑉, chamado de simétrico v, tal que 

−v + v = v + (−v) = 0 (inverso aditivo); 

v) (𝛼 + 𝛽)v = 𝛼v + 𝛽v e 𝛼(v + u) = 𝛼v + 𝛼u (distributividade); 

vi) 1 ⋅ v = v (multiplicação por 1, elemento neutro da multiplicação por um 

escalar). 
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Um conjunto de vetores {v1, v2, … , v𝑛} é dito linearmente independente (LI) se a 

combinação linear dos vetores v1, v2, … , v𝑛 que resulta no vetor nulo implica necessariamente 

em todos os escalares serem nulos, isto é, dada a combinação  

 

𝑎1v1 + 𝑎2v2 + ⋯+ 𝑎𝑛v𝑛 = 0 

 

implica que 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0. No caso em que exista algum 𝑎𝑖 ≠ 0 dizemos que os 

vetores {v1, v2, … , v𝑛} são linearmente dependentes (LD) (BOLDRINI et al., 1980). 

Dito isto, pode-se definir uma base de um espaço vetorial como um conjunto finito de 

vetores linearmente independentes tais que qualquer outro vetor de 𝑉 seja combinação linear 

deles, assim um conjunto {v1, v2, … , v𝑛} de vetores de 𝑉 será uma base de 𝑉 se o conjunto 

{v1, v2, … , v𝑛} gera 𝑉 e são LI (STEINBRUCH; WINTERLE, 1995). 

Uma transformação linear pode ser associada a uma matriz denominada matriz de 

transformação, uma vez que matrizes permitem representar transformações lineares arbitrárias 

de forma organizada e consistente, de fácil manipulação e implementação computacional. A 

seguir será apresentada a obtenção geral de uma matriz de transformação. 

 

3.4.1. Matriz de uma Transformação linear 

 

Considerando uma transformação linear 𝑇: 𝑉 → 𝑊 com 𝛽𝑉 = {v1, … , v𝑛} uma base de 

𝑉 e 𝛽𝑊 = {w1, … ,w𝑚} uma base de 𝑊, um vetor v ∈ 𝑉 pode ser escrito como 

 

v = 𝑥1v1 + 𝑥2v2 + ⋯+ 𝑥𝑛v𝑛 

 

e a imagem 𝑇(v) ∈ 𝑊 como 

 

𝑇(v) = 𝑦1w1 + 𝑦2w2 + ⋯+ 𝑦𝑚w𝑚 

 

por outro lado,  

 

𝑇(v) = 𝑇(𝑥1v1 + 𝑥2v2 + ⋯ + 𝑥𝑛v𝑛) = 𝑥1𝑇(v1) + 𝑥2𝑇(v2) + ⋯+ 𝑥𝑛𝑇(v𝑛). 

 

Como 𝑇(v1), 𝑇(v2), … , 𝑇(v𝑛) ∈ 𝑊, 
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𝑇(v1) = 𝑎11w1 + 𝑎21w2 + ⋯ + 𝑎𝑚1w𝑚

𝑇(v2) = 𝑎12w1 + 𝑎22w2 + ⋯ + 𝑎𝑚2w𝑚

⋮ ⋮ ⋮
𝑇(v𝑛) = 𝑎1𝑛w1 + 𝑎2𝑛w2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛w𝑚

 

 

tem-se que, 

 

𝑇(v) = 𝑥1(𝑎11w1 + 𝑎21w2 + ⋯ + 𝑎𝑚1w𝑚) + 𝑥𝑛(𝑎1𝑛w1 + 𝑎2𝑛w2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛w𝑚) 

𝑇(v) = (𝑥1𝑎11 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎1𝑛)w1 + ⋯ + (𝑥1𝑎𝑚1 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑚𝑛)w𝑚 

 

como 𝑇(v) = 𝑦1w1 + 𝑦2w2 + ⋯+ 𝑦𝑚w𝑚 e todo vetor é escrito de maneira única como 

combinação dos vetores de uma base  

 

𝑦1 = 𝑥1𝑎11 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑎1𝑛

𝑦2 = 𝑥1𝑎21 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑦𝑚 = 𝑥1𝑎𝑚1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑎𝑚𝑛

 

[

𝑦1

⋮
𝑦𝑚

] = [

𝑎11 … 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 … 𝑎𝑚𝑛

] [

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

] 

𝑌 = 𝐴𝑋 

 

na qual 𝐴 é a matriz de transformação denotada por [𝑇]
𝛽𝑊

𝛽𝑉 , e 𝑌 são as coordenadas de 𝑇(v) com 

relação a base 𝛽𝑊 e 𝑋 são as coordenadas de v com relação a base 𝛽𝑉, ou seja, 

 

[𝑇(v)]𝛽𝑤
= [𝑇]

𝛽𝑊

𝛽𝑉 ⋅ [v]𝛽𝑉
. 

 

Para a transformação inversa, assumindo que o determinante da matriz [𝑇]
𝛽𝑊

𝛽𝑉  é diferente 

de zero, tem-se 

 

([𝑇]
𝛽𝑊

𝛽𝑉 )
−1

⋅ [𝑇(v)]𝛽𝑤
= ([𝑇]

𝛽𝑊

𝛽𝑉 )
−1

⋅ [𝑇]
𝛽𝑊

𝛽𝑉 ⋅ [v]𝛽𝑉
 

([𝑇]
𝛽𝑊

𝛽𝑉 )
−1

⋅ [𝑇(v)]𝛽𝑤
= 𝐼 ⋅ [v]𝛽𝑉
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([𝑇]
𝛽𝑊

𝛽𝑉 )
−1

⋅ [𝑇(v)]𝛽𝑤
= [v]𝛽𝑉

 

[v]𝛽𝑉
= [𝑇]

𝛽𝑉

𝛽𝑊 ⋅ [𝑇(v)]𝛽𝑤
, 

 

na qual 𝐼 é a matriz identidade e [𝑇]
𝛽𝑉

𝛽𝑊  é a matriz inversa da matriz [𝑇]
𝛽𝑊

𝛽𝑉 , assim para obter a 

transformação inversa, basta obter a inversa da matriz de transformação. 

 

3.4.2. Operador Linear 

 

Quando uma transformação linear é do tipo 𝑇: 𝑉 → 𝑉, ou seja, faz uma correspondência 

de um espaço vetorial 𝑉 para o mesmo espaço vetorial 𝑉 são chamadas de operadores lineares, 

em particular as transformações envolvidas neste trabalho serão operadores lineares do tipo 

𝑇:ℝ3 → ℝ3, uma vez que os quadrotores serão estudados no espaço. 

Existem dois tipos especiais de operadores lineares os ditos auto-adjunto quando a 

matriz de transformação, com relação a uma base ortonormal, for uma matriz simétrica e os 

operadores ortogonais quando a matriz de transformação, com relação a uma base ortonormal, 

for uma matriz ortogonal, ou seja, uma matriz cuja sua inversa é igual a sua transposta. Além 

disso, uma matriz ortogonal possui outra propriedade relacionada ao seu determinante, dada 

uma matriz 𝐴 ortogonal, ou seja, 𝐴−1 = 𝐴𝑡, tem-se  

 

det(𝐴 ⋅ 𝐴−1) = det 𝐼 

det(𝐴 ⋅ 𝐴𝑡) = det 𝐼 

det(𝐴) ⋅ det(𝐴𝑡) = 1. 

 

Pelas propriedades do determinante tem-se que o determinante de uma matriz 𝐴 é igual 

ao determinante da sua matriz trasnposta 𝐴𝑡, ou seja, det(𝐴) = det(𝐴𝑡), dessa forma tem-se 

 

det(𝐴) ⋅ det(𝐴) = 1 

det(𝐴)2 = 1 

det(𝐴) = ±1 

 

logo toda matriz ortogonal possui determinante igual a ±1. 
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A seguir será apresentado um exemplo de uma matriz de rotação de um operador linear 

ortogonal do ℝ3, a matriz a ser obtida é análoga as matrizes que serão obtidas no Capítulo 4 na 

secção 4.2.1. Para esse exemplo, serão considerados dois sistemas cartesianos ortogonais com 

a mesma origem 𝑂𝑥𝑦𝑧 e 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1, esse último rotacionado 𝜃 radianos em torno do eixo 𝑧 como 

apresentado na Figura 3.16.  

 

Figura 3.16 - Rotação de 𝜃 radianos de um sistema cartesiano 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1 em relação a um sistema 𝑂𝑥𝑦𝑧. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Considerando uma transformação linear que leva um vetor v = (𝑥, 𝑦, 𝑧) a um vetor 

𝑇(v) = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), rotacionado de 𝜃, pela Figura 3.16 tem-se que, 

 

𝑥1 = 𝑥 ⋅ cos 𝜃 − 𝑦 ⋅ sen 𝜃 + 𝑧 ⋅ 0
𝑦1 = 𝑥 ⋅ sen𝜃 + 𝑦 ⋅ cos 𝜃 + 𝑧 ⋅ 0
𝑧1 = 𝑥 ⋅ 0 + 𝑦 ⋅ 0 + 𝑧 ⋅ 1

 

 

logo, pode-se associar as coordenadas do vetor 𝑇(v) na base canônica com as coordenadas do 

vetor v também na base canônica a partir da matriz de transformação 

 

𝑅 = [
cos 𝜃 − sen 𝜃 0
sen 𝜃 cos 𝜃 0

0 0 1
] . 

 

A matriz 𝑅, chamada de matriz de rotação, é uma matriz ortogonal, uma vez que a matriz 

inversa de 𝑅, denotada por 𝑅−1 é igual a matriz transposta de 𝑅, denotada por 𝑅𝑡, ou seja, 

𝑅−1 = 𝑅𝑡.  
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Dessa forma têm-se, 

 

[

𝑥1

𝑦1

𝑧1

] = [
cos 𝜃 − sen 𝜃 0
sen 𝜃 cos 𝜃 0

0 0 1
] [

𝑥
𝑦
𝑧
] 

 𝑇(𝐯) = 𝑅𝐯, 

 

na qual o vetor rotacionado pode ser obtido pelo produto da matriz de rotação com o vetor com 

relação ao sistema inercial. Durante essa transformação é preservado o comprimento dos 

vetores e a sua orientação. Dessa forma o módulo do vetor será igual independentemente do 

sistema de coordenadas. 

Para a relação inversa, ou seja, um vetor que sai do sistema rotacionado para o inercial 

basta obter a matriz inversa da matriz de rotação, dessa forma têm-se 

 

𝐯 = 𝑅−1𝑇(𝐯) 

[
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

cos 𝜃 sen𝜃 0
− sen𝜃 cos 𝜃 0

0 0 1
] [

𝑥1

𝑦1

𝑧1

] . 

 

Em geral, quando se está trabalhando com aeromodelos são utilizados sistemas 

referenciais em rotação, esses sistemas estão rotacionados de um certo ângulo em cada uma das 

três direções do espaço. Em particular, neste trabalho o quadrotor será modelado seguindo os 

chamados ângulos de Euler, que servem como uma parametrização do espaço, a seguir esses 

ângulos serão apresentados. 

 

3.5. ÂNGULOS DE EULER 

 

Em 1775, Euler desenvolveu uma parametrização de rotações finitas de um corpo rígido 

no Espaço Euclidiano a uso de três rotações sequenciais, no qual conseguiu demostrar que a 

rotação de um corpo com ponto fixo pode ser descrita em torno de um eixo de rotação, 

conhecido como Eixo de Euler, que coincide com o giro do próprio corpo (JAMBERSI; SILVA, 

2016). 

As três rotações sequenciais são parametrizadas por três diferentes ângulos, chamados 

de ângulos de Euler, estes ângulos têm como objetivo descrever a orientação de um corpo rígido 

no espaço euclidiano tridimensional (CARRERA, 2010). 
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Um tipo específico dos ângulos de Euler são os ângulos de Cardan (ou Tait-Bryan) que 

geralmente são utilizados em aplicações aeroespaciais com o objetivo de definir a orientação 

do aeromodelo. Os três ângulos de Cardan são conhecidos como ângulo de rolagem ou roll (𝜙) 

de arfagem, empinamento ou pitch (𝜃) de guinada, cabeceio ou yaw (𝜓) identificados na Figura 

3.17. 

 

Figura 3.17 - Ângulos de Cardan. 

 

Fonte: Lara (2016) Adaptado. 

 

Os ângulos de roll, pitch e yaw controlam respectivamente os movimentos nos eixos 

longitudinal, transversal e vertical. Na Figura 3.18 é apresentada a ação do ângulo de roll no 

Quadrotor.  

 

Figura 3.18 - Ângulo de Roll no quadrotor. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Na Figura 3.19 é apresentada a ação do ângulo de pitch no quadrotor. 
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Figura 3.19 - Ângulo de Pitch no quadrotor. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Na Figura 3.20 é apresentada a ação do ângulo de yaw no quadrotor. 

 

Figura 3.20 - Ângulo de Yaw no quadrotor. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Dessa forma, os ângulos de Cardan são variáveis que compõem o movimento dos 

quadrotor, o domínio desses ângulos irá garantir a controlabilidade e estabilidade do quadrotor, 

uma vez que estes ângulos estão diretamente relacionados a movimetação do quadrotor. 
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CAPÍTULO 4 ANÁLISE CINEMÁTICA E DINÂMICA DO QUADROTOR 

 

Após a abordagem teórica acerca dos principais pressupostos que norteiam o problema, 

neste capítulo será apresentada a análise dinâmica dos diferentes modos de voo do VANT. 

Deste modo, objetivando otimizar a análise, tornando mais didática sua compreensão, a 

discussão será apresentada em quatro etapas, na primeira etapa serão apresentadas as variáveis 

do problema, na etapa seguinte serão abordados os diversos sistemas de referências do 

problema, nas etapas finais serão deduzidas as equações utilizadas para o controle dessas 

aeronaves, através das análises cinemática e dinâmica. 

 

4.1. VARIÁVEIS DO PROBLEMA 

 

O veículo estudado consiste em quatro rotores montados em configuração cruzada das 

quais o par de hélices opostas giram no mesmo sentido como é apresentado na Figura 4.1 

(SHAHID et al., 2016). 

 

Figura 4.1 - Veículo Quadrotor. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

As variáveis envolvidas no sistema são:  

𝑝𝑛 = posição inicial do veículo com relação ao eixo 𝑖̇̂𝑖 em ℜ𝑖, 

𝑝𝑒 = posição inicial do veículo com relação ao eixo 𝑗̇̂𝑖 em ℜ𝑖, 

ℎ = a altura do veículo com relação ao eixo −𝑘̂𝑖 em ℜ𝑖, 

𝑢 = velocidade do veículo com relação ao eixo 𝑖̂̇𝑏 em ℜ𝑏, 
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𝑣 = velocidade do veículo com relação ao eixo 𝑗̇̂𝑏 em ℜ𝑏, 

𝑤 = velocidade do veículo com relação ao eixo 𝑘̂𝑏 em ℜ𝑏, 

𝜙 = ângulo de roll (rolagem) com relação a ℜ𝑣2,  

𝜃 = ângulo de pitch (arfagem) com relação a ℜ𝑣1, 

𝜓 = ângulo de yaw (guinada) com relação a ℜ𝑣, 

𝑝 = derivada do ângulo de roll com relação ao tempo em torno do eixo 𝑖̂̇𝑏 em ℜ𝑏, 

𝑞 = derivada do ângulo de pitch com relação ao tempo em torno do eixo 𝑗̇̂𝑏 em ℜ𝑏, 

𝑟 = derivada do ângulo de yaw com relação ao tempo em torno do eixo 𝑘̂𝑏em ℜ𝑏. 

Estas variáveis podem ser visualizadas na Figura 4.2, com exceção das variáveis 𝑝𝑛, 𝑝𝑒 

e ℎ que dizem respeito à posição com relação ao sistema de coordenadas inerciais. A velocidade 

(𝑢, 𝑣, 𝑤) e a velocidade angular (𝑝, 𝑞, 𝑟) da aeronave são relacionadas ao sistema de 

coordenadas do corpo. Já os ângulos de Euler (𝜙, 𝜃, 𝜓) dizem respeito aos sistemas do 

veículo-2, veículo-1 e veículo respectivamente (BEARD, 2008). 

 

Figura 4.2 - Definição dos Eixos. 

 

Fonte: Beard (2008). 

 

4.2. SISTEMA DE REFERÊNCIA  

 

Esta seção descreve os diferentes sistemas de referência utilizados para descrever a 

posição e orientação das aeronaves de quatro rotores. Devido a estes diferentes sistemas é 

necessário realizar a transformação de um sistema para outro, esta transformação é obtida 

através dos movimentos de rotação e translação (BEARD, 2008). 
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Na seção 4.2.1.  será apresentado o desenvolvimento das matrizes de rotação, que são 

responsáveis pela mudança de sistemas. Já na seção 4.2.2. será apresentado os diferentes 

sistemas de coordenadas que serão utilizados. 

 

4.2.1. Matrizes de Rotação 

 

Para o sistema de três coordenadas exibido na Figura 4.3, o vetor p pode ser obtido a 

partir de qualquer um dos dois sistemas de referência, o sistema ℜ0 com os vetores unitários 

(𝑖̂̇0, 𝑗̇̂0,  𝑘̂0) e o sistema ℜ1 com os vetores unitários  (𝑖̂̇1, 𝑗̇̂1, 𝑘̂1) obtido pela rotação do 

sistema ℜ0 de 𝜃 radianos com relação ao eixo 𝑧 (BEARD, 2008). 

 

Figura 4.3 - Rotação de um sistema de três coordenadas em relação ao eixo z. 

 

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

Em relação ao sistema ℜ0 tem-se: 

 

𝑝 = 𝑝𝑥
0 𝑖̂̇0 + 𝑝𝑦

0𝑗̇̂0 + 𝑝𝑧
0𝑘̂0. 

 

De modo análogo tem-se para o sistema ℜ1: 

 

𝑝 = 𝑝𝑥
1 𝑖̂̇1 + 𝑝𝑦

1𝑗̇̂1 + 𝑝𝑧
1𝑘̂1. 

 

Pode-se relacionar as coordenadas de p em ℜ0 com as coordenadas de p em ℜ1, a partir 

de uma matriz, semelhante à obtida na seção 3.4.2. A essa matriz será denotada por 𝑅0
1 e 

chamada de matriz de rotação do sistema ℜ0 para ℜ1.  
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Como visto na seção 3.4.1, para obter a matriz de transformação basta escrever a base 

(𝑖̂̇0, 𝑗̇̂0, 𝑘̂0) como combinação da base (𝑖̂̇1, 𝑗̇̂1, 𝑘̂1), dessa forma pela Figura 4.3 tem-se  

 

𝑖̂̇0 = cos 𝜃 ⋅ 𝑖̂̇1 + (−sen 𝜃) ⋅ 𝑗̇̂1 + 0 ⋅ 𝑘̂1 

𝑗̇̂0 = sen𝜃 ⋅ 𝑖̂̇1 + cos 𝜃 ⋅ 𝑗̇̂1 + 0 ⋅ 𝑘̂1 

𝑘̂0 = 0 ⋅ 𝑖̂̇1 + 0 ⋅ 𝑗̇̂1 + 1 ⋅ 𝑘̂1 

 

assim, 

 

[

𝑝𝑥
1

𝑝𝑦
1

𝑝𝑧
1

] = [
cos 𝜃 sen𝜃 0

− sen𝜃 cos 𝜃 0
0 0 1

] [

𝑝𝑥
0

𝑝𝑦
0

𝑝𝑧
0

] 

𝑝1 = 𝑅0
1𝑝0 (4.1) 

 

então, 

𝑅0
1 = [

cos 𝜃 sen 𝜃 0
− sen 𝜃 cos 𝜃 0

0 0 1
] . 

 

Da mesma forma, considerando a rotação de 𝛽 radianos sobre o eixo 𝑦 

 

𝑅0
1 = [

cos 𝛽 0 −sen 𝛽
0 1 0

sen𝛽 0 cos 𝛽
] , 

 

e para uma rotação de 𝛼 radianos sobre eixo 𝑥 

 

𝑅0
1 = [

1 0 0
0 cos 𝛼 sen 𝛼
0 − sen 𝛼 cos 𝛼

] . 

 

Essas matrizes de rotação são ortogonais e, portanto, possuem algumas propriedades 

particulares, que são elas, com 𝑎, 𝑏 e 𝑐 bases dos diferentes referencias: 

P.1. (𝑅𝑎
𝑏)−1 = (𝑅𝑎

𝑏)𝑇 = 𝑅𝑏
𝑎; 

P.2. 𝑅𝑏
𝑐𝑅𝑎

𝑏 = 𝑅𝑎
𝑐 ; 
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P.3. det 𝑅𝑎
𝑏 = 1. 

 

4.2.2. Sistemas de coordenadas do Quadrotor 

 

Nesta seção serão apresentados os diferentes sistemas referenciais que estão envolvidos 

nos quadrotores. Serão trabalhados os seguintes sistemas: referencial inercial, referencial do 

veículo, referencial do veículo-1, referencial do veículo-2, referencial do corpo. 

 

4.2.2.1. Referencial inercial ℜ𝑖. 

 

O sistema de coordenadas inerciais é um sistema de coordenadas fixas com origem em 

um local definido, neste sistema o vetor unitário 𝑖̂̇𝑖 tem sentido para o norte, o vetor unitário 𝑗̇̂𝑖 

tem sentido para o leste e o vetor unitário 𝑘̂𝑖 tem sentido para o centro da terra. Como pode ser 

visto na Figura 4.4 (BEARD, 2008). 

 

Figura 4.4 - Sistema de coordenadas inercial. 

  

Fonte: Autoria Própria (2019). 

 

4.2.2.2. Referencial do veículo ℜ𝑣. 

 

Este sistema tem como origem o centro de massa do veículo e segue o mesmo sentido 

do sistema inercial apresentado na seção 4.2.2.1. ou seja, o vetor unitário 𝑖̇̂𝑣 tem sentido para o 

norte, o vetor unitário 𝑗̇̂𝑣 tem sentido para o leste e o vetor unitário 𝑘̂𝑣 tem sentido para o centro 

da terra. 
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4.2.2.3. Referencial do veículo-1 ℜ𝑣1. 

 

A origem desse sistema de coordenadas é o centro de gravidade da aeronave, assumindo 

que o centro de gravidade coincide com o centro de massa, temos que esta origem é a mesma 

do sistema ℜ𝑣, no entanto ℜ𝑣1 é obtido pela em torno do eixo 𝑘̂𝑣 pelo ângulo de guinada 𝜓 

(GOPALAKRISHNAN, 2017). 

Dessa forma, a matriz de transformação do sistema  ℜ𝑣 para o sistema ℜ𝑣1 é 

 

𝑅𝑣
𝑣1(𝜓) = [

cos 𝜓 sen 𝜓 0
− sen𝜓 cos 𝜓 0

0 0 1

] , 

 

obtida da mesma forma que a matriz 𝑅0
1 da seção 4.2.1. 

 

4.2.2.4. Referencial do veículo-2 ℜ𝑣2. 

 

Assim como o sistema ℜ𝑣1 a origem desse sistema é o centro de gravidade e é obtido 

pela rotação sistema ℜ𝑣1 com relação ao eixo 𝑗̇̂𝑣1 pelo ângulo de arfagem 𝜃.  

A matriz de transformação do sistema ℜ𝑣1 para o sistema ℜ𝑣2 é 

 

𝑅𝑣1
𝑣2(𝜃) = [

cos 𝜃 0 − sen 𝜃
0 1 0

sen𝜃 0 cos 𝜃
] . 

 

4.2.2.5. Referencial do corpo ℜ𝑏. 

 

Este sistema é obtido a partir da rotação do sistema ℜ𝑣2 sobre o ângulo de rolagem 𝜙. 

A matriz de transformação do sistema ℜ𝑣2 para o sistema ℜ𝑏 é 

 

𝑅𝑣2
𝑏 (𝜙) = [

1 0 0
0 cos𝜙 sen𝜙
0 − sen𝜙 cos 𝜙

] . 

 

Assim a matriz da transformação do sistema do veículo ℜ𝑣 para o sistema do corpo ℜ𝑏 

pela propriedade 2 da seção 4.2.1. é, 
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𝑅𝑣
𝑏(𝜙, 𝜃, 𝜓) = 𝑅𝑣2

𝑏 (𝜙)𝑅𝑣1
𝑣2(𝜃)𝑅𝑣

𝑣1(𝜓) 

𝑅𝑣
𝑏(𝜙, 𝜃, 𝜓) = [

1 0 0
0 cos𝜙 sen𝜙
0 − sen𝜙 cos 𝜙

] [
cos 𝜃 0 −sen 𝜃

0 1 0
sen 𝜃 0 cos 𝜃

] [
cos𝜓 sen𝜓 0

− sen 𝜓 cos𝜓 0
0 0 1

] 

𝑅𝑣
𝑏(𝜙, 𝜃, 𝜓) = [

cos 𝜃 cos𝜓 cos 𝜃 sen𝜓 − sen 𝜃
sen 𝜙 sen 𝜃 cos𝜓 − cos𝜙 sen 𝜓 sen𝜙 sen𝜃 sen𝜓 + cos𝜙 cos𝜓 sen 𝜙 cos 𝜃
cos 𝜙 sen𝜃 cos𝜓 + sen𝜙 sen 𝜓 cos𝜙 sen 𝜃 sen 𝜓 − sen 𝜙 cos𝜓 cos 𝜙 cos 𝜃

] . 

 

4.3. CINEMÁTICA DO QUADROTOR 

Seja 𝑝𝑛, 𝑝𝑒 e ℎ as variáveis da posição com relação ao sistema de coordenadas inercial 

a velocidade, com relação a esse mesmo sistema, é dada pela derivada com relação ao tempo. 

As variáveis da velocidade 𝑢, 𝑣 e 𝑤 dizem respeito ao sistema do corpo, portanto a relação 

entre as variáveis de posição com as de velocidade é 

 

𝑑

𝑑𝑡
[

𝑝𝑛

𝑝𝑒

−ℎ
] = 𝑅𝑏

𝑖 [
𝑢
𝑣
𝑤

] . 

 

Como o sistema inercial é um sistema fixo, pode-se escolher a sua origem de forma a 

coincidir com o sistema do veículo, ou seja, com a origem no centro de massa da aeronave, e 

pela propriedade 1 das matrizes de rotação (Seção 4.2.1.) tem-se 

 

𝑅𝑏
𝑖 = 𝑅𝑏

𝑣 = (𝑅𝑣
𝑏)𝑇 

 

Assim a relação entre a posição e a velocidade é 

 

𝑑

𝑑𝑡
[

𝑝𝑛

𝑝𝑒

−ℎ
] = [

cos 𝜃 cos𝜓 sen 𝜙 sen 𝜃 cos 𝜓 − cos𝜙 sen 𝜓 cos𝜙 sen 𝜃 cos𝜓 + sen 𝜙 sen𝜓
cos 𝜃 sen𝜓 sen 𝜙 sen 𝜃 sen 𝜓 + cos𝜙 cos𝜓 cos𝜙 sen 𝜃 sen 𝜓 − sen 𝜙 cos 𝜓

− sen 𝜃 sen 𝜙 cos 𝜃 cos 𝜙 cos 𝜃
] [

𝑢
𝑣
𝑤

] . 

 

Para relacionar os ângulos de arfagem (𝜃), rolagem (𝜙) e guinada (𝜓) com as 

velocidades angulares 𝑝, 𝑞 e 𝑟 também devem ser considerados os diferentes sistemas dos quais 

os ângulos estão relacionados. Sejam 𝜃̇, 𝜙̇ e 𝜓̇ as derivadas dos ângulos de arfagem, rolagem e 

guinada respectivamente com relação ao tempo tem-se 
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[
𝑝
𝑞
𝑟
] = 𝑅𝑣2

𝑏 (𝜙̇) [
𝜙̇
0
0

] + 𝑅𝑣2
𝑏 (𝜙)𝑅𝑣1

𝑣2(𝜃̇) [
0
𝜃̇
0
] + 𝑅𝑣2

𝑏 (𝜙)𝑅𝑣1
𝑣2(𝜃)𝑅𝑣

𝑣1(𝜓̇) [
0
0
𝜓̇

] . (4.2) 

 

Aproximando 𝜃̇, 𝜙̇ e 𝜓̇ para ângulos pequenos tem-se 

 

𝑅𝑣2
𝑏 (𝜙̇) = 𝑅𝑣1

𝑣2(𝜃̇) = 𝑅𝑣
𝑣1(𝜓̇) = 𝐼 

 

logo, a equação (4.2) torna-se 

 

[
𝑝
𝑞
𝑟
] = 𝐼 [

𝜙̇
0
0

] + 𝑅𝑣2
𝑏 (𝜙)𝐼 [

0
𝜃̇
0
] + 𝑅𝑣2

𝑏 (𝜙)𝑅𝑣1
𝑣2(𝜃)𝐼 [

0
0
𝜓̇

] 

[
𝑝
𝑞
𝑟
] = [

𝜙̇
0
0

] + 𝑅𝑣2
𝑏 (𝜙) [

0
𝜃̇
0

] + 𝑅𝑣2
𝑏 (𝜙)𝑅𝑣1

𝑣2(𝜃) [
0
0
𝜓̇

] 

[
𝑝
𝑞
𝑟
] = [

𝜙̇
0
0

] + [
1 0 0
0 cos 𝜙 sen 𝜙
0 −sen 𝜙 cos 𝜙

] [
0
𝜃̇
0
] + [

1 0 0
0 cos𝜙 sen𝜙
0 − sen𝜙 cos𝜙

] [
cos 𝜃 0 −sen 𝜃

0 1 0
sen 𝜃 0 cos 𝜃

] [
0
0
𝜓̇

] 

[
𝑝
𝑞
𝑟
] = [

𝜙̇ − 𝜓̇ sen 𝜃

𝜃̇ cos 𝜙 + 𝜓̇ sen𝜙 cos 𝜃

−𝜃̇ sen 𝜙 + 𝜓̇ cos𝜙 cos 𝜃

] = [
1 0 − sen𝜃
0 cos 𝜙 sen 𝜙 cos 𝜃
0 −sen 𝜙 cos𝜙 cos 𝜃

] [
𝜙̇

𝜃̇
𝜓̇

] . 

 

Para a relação inversa basta obter a matriz inversa da matriz de rotação assim, 

 

[

𝜙̇

𝜃̇
𝜓̇

] = [

1 sen 𝜙 tg 𝜃 cos𝜙 tg 𝜃
0 cos𝜙 − sen𝜙
0 sen 𝜙 sec 𝜃 cos 𝜙 sec 𝜃

] [
𝑝
𝑞
𝑟
] . 

 

4.4. DINÂMICA DO QUADROTOR 

 

Nesta seção será assumindo que todos os componentes da estrutura são rígidos, assim 

sua forma não varia mesmo quando submetido a forças externas, ou seja, a distância entres as 

partículas que compõe o corpo mantém-se invariável ao longo do tempo e será possível utilizar 

as relações estudas na seção 3.3 (GOPALAKRISHNAN, 2017). 

Denotando por v𝑏 = (𝑢, 𝑣, 𝑤) o vetor velocidade da aeronave com relação ao sistema 

referencial ℜ𝑏, a lei de Newton é dada por 
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𝑚
𝑑𝐯𝑏

𝑑𝑡
= ∑𝐹 . (4.3) 

 

na qual 𝑚 é a massa do veículo e 𝐹 = (𝐹𝑥, 𝐹𝑦 , 𝐹𝑧) a força total a qual o quadrotor está 

submetido. 

Como o sistema referencial ℜ𝑏 é um referencial em rotação a derivada do vetor 

velocidade é dada pela equação (3.18), ou seja,  

 

𝑑𝐯𝑏

𝑑𝑡
= a𝑏 + 𝜔𝑏/𝑖 × 𝐯𝑏 

 

na qual a𝑏 = (𝑢̇, 𝑣̇, 𝑤̇) é a aceleração do corpo do quadrotor e 𝜔𝑏/𝑖 = (𝑝, 𝑞, 𝑟) é a velocidade 

angular da aeronave relativa ao sistema de referência inercial. Substituindo na equação (4.3) 

 

𝑚
𝑑𝐯𝑏

𝑑𝑡
= 𝑚(a𝑏 + 𝜔𝑏/𝑖 × 𝐯𝑏) = 𝐹 (4.4) 

 

em função das coordenadas dos vetores a equação (4.4) torna-se 

 

𝑚 ([
𝑢̇
𝑣̇
𝑤̇

] + [
𝑝
𝑞
𝑟
] × [

𝑢
𝑣
𝑤

]) = [

𝐹𝑥

𝐹𝑦

𝐹𝑧

] 

𝑚 ([
𝑢̇
𝑣̇
𝑤̇

] + [

𝑞𝑤 − 𝑟𝑣
𝑢𝑟 − 𝑤𝑝
𝑝𝑣 − 𝑞𝑢

]) = [

𝐹𝑥

𝐹𝑦

𝐹𝑧

] 

[
𝑢̇
𝑣̇
𝑤̇

] = [

𝑟𝑣 − 𝑞𝑤
𝑤𝑝 − 𝑢𝑟
𝑞𝑢 − 𝑝𝑣

] +
1

𝑚
[

𝐹𝑥

𝐹𝑦

𝐹𝑧

] 

 

Com relação ao momento angular resultante da ação das forças sobre o quadrotor tem-

se  

 

𝑑h𝑏

𝑑𝑡
= ∑𝑀 (4.5) 
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na qual h𝑏 é o momento angular com relação ao sistema referencial ℜ𝑏.  

Assim, seja 𝑀 o torque resultante do sistema e 𝑀′ o momento causado pelo efeito 

giroscópio da rotação de hélices (BOUABDALLAH; NOTH; SIEGWART, 2004). 

De modo análogo a aceleração, tem-se para o momento angular, devido ao sistema 

referencial em rotação, 

 

𝑑h𝑏

𝑑𝑡
= ḣ𝑏 + 𝜔𝑏/𝑖 × h𝑏. 

 

Substituindo na equação (4.5) tem-se 

 

𝑑h𝑏

𝑑𝑡
= ḣ𝑏 + 𝜔𝑏/𝑖 × h𝑏 = 𝑀 + 𝑀′. (4.6) 

 

Como visto na seção 3.3.2.1 o momento angular pode ser obtido pela equação (3.30), 

ou seja, h𝑏 = 𝐽𝜔𝑏/𝑖, na qual 𝐽 é o tensor de inércia , dado por 

 

𝐽 = [

𝐽𝑥 −𝐽𝑥𝑦 −𝐽𝑥𝑧

−𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑦 −𝐽𝑦𝑧

−𝐽𝑥𝑧 −𝐽𝑦𝑧 𝐽𝑧

] . 

 

Assumindo que a aeronave é essencialmente simétrica então 𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑥𝑧 = 𝐽𝑦𝑧 = 0, logo 

o tensor de inércia pode ser resumido a 

 

𝐽 = [

𝐽𝑥 0 0
0 𝐽𝑦 0

0 0 𝐽𝑧

] . 

 

Assim,  

 

𝐽−1 =

[
 
 
 
 
 
 
1

𝐽𝑥
 0 0

0
1

𝐽𝑦
0

0 0
1

𝐽𝑧]
 
 
 
 
 
 

. 
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Em termos das coordenadas, seja 𝑀 = (𝜏𝜙, 𝜏𝜃, 𝜏𝜓) os torques em relação aos eixos e 

𝑀′ = (−𝐽𝑝𝑞𝜔𝑝, 𝐽𝑝𝑝𝜔𝑝, 0) os torques do efeito giroscópio no qual 𝐽𝑝 é o momento de inércia 

das hélices e 𝜔𝑝 é a velocidade angular residual da hélice. 

Pode-se reescrever a equação (4.6) em função das coordenadas do corpo como sendo 

 

𝑑𝐽𝜔𝑏/𝑖

𝑑𝑡
+ 𝜔𝑏/𝑖 × 𝐽𝜔𝑏/𝑖 = 𝑀 + 𝑀′ 

𝑑𝜔𝑏/𝑖

𝑑𝑡𝑏
= 𝐽−1(𝑀 + 𝑀′ − 𝜔𝑏/𝑖 × 𝐽𝜔𝑏/𝑖) 

[
𝑝̇
𝑞̇
𝑟̇

] = [

1 𝐽𝑥⁄ 0 0

0 1 𝐽𝑦⁄ 0

0 0 1 𝐽𝑧⁄

] {[

𝜏𝜙

𝜏𝜃

𝜏𝜓

] + [

−𝐽𝑝𝑞𝜔𝑝

𝐽𝑝𝑝𝜔𝑝

0

] − [
𝑝
𝑞
𝑟
] × [

𝐽𝑥 0 0
0 𝐽𝑦 0

0 0 𝐽𝑧

] [
𝑝
𝑞
𝑟
]} 

[
𝑝̇
𝑞̇
𝑟̇

] = [

1 𝐽𝑥⁄ 0 0

0 1 𝐽𝑦⁄ 0

0 0 1 𝐽𝑧⁄

]{[

𝜏𝜙

𝜏𝜃

𝜏𝜓

] + [

−𝐽𝑝𝑞𝜔𝑝

𝐽𝑝𝑝𝜔𝑝

0

] + [

(𝐽𝑦 − 𝐽𝑧)𝑞𝑟

(𝐽𝑧 − 𝐽𝑥)𝑝𝑟

(𝐽𝑥 − 𝐽𝑦)𝑝𝑞

]} 

[
𝑝̇
𝑞̇
𝑟̇

] =

[
 
 
 
 
 
𝜏𝜙

𝐽𝑥
𝜏𝜃

𝐽𝑦
𝜏𝜓

𝐽𝑧 ]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 −

𝐽𝑝𝑞𝜔𝑝

𝐽𝑥
𝐽𝑝𝑝𝜔𝑝

𝐽𝑦
0 ]

 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
(𝐽𝑦 − 𝐽𝑧)𝑞𝑟

𝐽𝑥
(𝐽𝑧 − 𝐽𝑥)𝑝𝑟

𝐽𝑦

(𝐽𝑥 − 𝐽𝑦)𝑝𝑞

𝐽𝑧 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

Desta forma, o sistema de seis graus de liberdade pode ser resumido as seguintes 

equações: 

 

[

𝑝𝑛̇

𝑝𝑒̇

ℎ̇

] = [

cos 𝜃 cos𝜓 sen 𝜙 sen𝜃 cos𝜓 − cos𝜙 sen 𝜓 cos 𝜙 sen 𝜃 cos𝜓 + sen𝜙 sen𝜓
cos 𝜃 sen 𝜓 sen 𝜙 sen𝜃 sen 𝜓 + cos𝜙 cos 𝜓 cos 𝜙 sen 𝜃 sen 𝜓 − sen 𝜙 cos𝜓

sen 𝜃 − sen 𝜙 cos 𝜃 − cos𝜙 cos 𝜃
] [

𝑢
𝑣
𝑤

] (4.7) 

[
𝑢̇
𝑣̇
𝑤̇

] = [

𝑟𝑣 − 𝑞𝑤
𝑤𝑝 − 𝑢𝑟
𝑞𝑢 − 𝑝𝑣

] +
1

𝑚
[

𝐹𝑥

𝐹𝑦

𝐹𝑧

] (4.8) 

[
𝜙̇

𝜃̇
𝜓̇

] = [
1 sen𝜙 tg 𝜃 cos𝜙 tg 𝜃
0 cos 𝜙 − sen 𝜙
0 sen𝜙 sec 𝜃 cos 𝜙 sec 𝜃

] [
𝑝
𝑞
𝑟
] (4.9) 
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[
𝑝̇
𝑞̇
𝑟̇

] =

[
 
 
 
 
 
𝜏𝜙

𝐽𝑥
𝜏𝜃

𝐽𝑦
𝜏𝜓

𝐽𝑧 ]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 −

𝐽𝑝𝑞𝜔𝑝

𝐽𝑥
𝐽𝑝𝑝𝜔𝑝

𝐽𝑦
0 ]

 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
(𝐽𝑦 − 𝐽𝑧)

𝐽𝑥
𝑞𝑟

(𝐽𝑧 − 𝐽𝑥)

𝐽𝑦
𝑝𝑟

(𝐽𝑥 − 𝐽𝑦)

𝐽𝑧
𝑝𝑞

]
 
 
 
 
 
 

 (4.10) 

 

Dessa forma, os movimentos do quadrotor vistos na seção 1.2 na Figura 1.4, podem ser 

obtidos a partir das equações (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) com o controle das variáveis envolvidas 

no problema, uma vez que os movimentos do quadrotor estão relacionados ao controle da 

velocidade e da velocidade angular do quadrotor. 
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CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Neste trabalho foi apresentada a modelagem matemática de um veículo aéreo não 

tripulado do tipo quadrotor, com o objetivo de ilustrar a importância da matemática para a 

dedução da dinâmica e cinemática de um corpo rígido estudado na engenharia mecânica. Esse 

exemplo foi escolhido devido a sua crescente relevância no cenário científico, o que muito se 

deve a popularização dos quadrotores, em especial dos drones.  

Nesse sentido, o exemplo apresenta uma grande variedade de ferramentas matemáticas 

a serem utilizadas durante a obtenção do equacionamento responsável pelo seu controle e 

estabilidade, dentre essas se destacam as matrizes, as transformações lineares, as derivadas e as 

integrais. 

Dessa forma, esta pesquisa facilita os estudos relativos à modelagem matemática de um 

VANT, além de ilustrar a importância da matemática para o seu desenvolvimento, uma vez que 

a matemática, assim como qualquer outra área, quando trabalhada sem nenhuma motivação 

concreta, ou seja, sem ser amparado por um problema real, é visto sem significado, podendo se 

tornar desmotivante e/ou desinteressante para o aluno.  

Assim, este trabalho apresenta um problema real através de um exemplo estudado na 

engenharia mecânica, com o objetivo demonstrar ao aluno a importância do estudo da 

matemática, além de servir como auxílio para o professor de matemática que ao ensinar algumas 

ferramentas matemáticas não conhece ou tem pouco conhecimento das aplicações dessas 

ferramentas. 

Ressalta-se ainda que ao apresentar um breve histórico foi possível compreender o 

funcionamento de um VANTs, além de entender o crescente interesse nos estudos acerca deles. 

Destaca-se ainda que ao apresentar um estudo sobre o ensino da matemática pode-se 

compreender a importância do estudo ser fundamentado de forma lúdica, sendo um fator 

motivador para os alunos. Ademais, ao realizar o estudo teórico foi possível destacar toda a 

matemática envolvida durante o processo de modelagem de um quadrotor.  

Por fim, ao apresentar os cálculos de forma detalhada foi possível entender a obtenção 

do equacionamento responsável pelo controle do quadrotor. E, dessa forma, se obteve uma 

análise do quadrotor mais detalhada, facilitando o entendimento acerca da análise da aeronave. 

Assim, foi possível demonstrar a importância do estudo da matemática ao apresentar a sua 

utilização em um problema real. 
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Em suma, ao final da pesquisa pode-se observar que é possível aliar o ensino de 

matemática com outras áreas do conhecimento, ou mesmo, notar a sua aplicação em áreas 

promissoras e ainda em constante expansão dentro da ciência, como é o caso da situação aqui 

exposta. Assim, tal pesquisa desponta com uma fonte de consulta para professores poderem 

utilizar como norte para entender, apresentar e/ou exemplificar aplicações dos conteúdos 

matemáticos vistos em sala de aula.  

Concomitantemente, é importante salientar que torna-se necessário que os órgãos 

competentes ofereçam formações para os professores. Haja vista que, assim facilita o acesso 

destes, a novos conhecimentos, novas pesquisas e metodologias, que podem servir de suporte 

ou alternativas para melhorar o processo de ensino e aprendizagem deste componente 

curricular.  

No que se refere à continuidade da pesquisa, deixa-se em aberto para que novos 

exemplos, como esse, possam ser explorados. E, assim, novos materiais e pesquisas possam ser 

desenvolvidas a fim de ampliar o leque de opções e alternativas, para melhor ensinar 

matemática; partindo premissa que fora tomada nesta pesquisa, na qual ela é considerada um 

componente curricular com aplicações diretas em situações reais do cotidiano dos estudantes. 
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