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RESUMO

A matematica € vista como uma disciplina que sofre rejeicdo por grande parte dos alunos, esse
fato ocorre devido ndo ser apresentada uma utilidade para as ferramentas vistas em sala de aula.
Com o intuito de explanar um caso real para algumas ferramentas matematicas seré utilizado
um problema da engenharia mecanica, que se trata da analise de um veiculo aéreo néo tripulado
(VANT) do tipo quadrotor, que utiliza ferramentas como matrizes, transformacdes lineares,
derivadas e integrais. Esses veiculos vém ganhando bastante notoriedade nos ultimos anos
devido a sua simples manipulacdo. Dessa forma, este trabalho tem como objetivo apresentar a
utilizacdo dessas das ferramentas matematicas para o estudo das equacdes que governam 0
movimento dessas aeronaves. Para isso, foi apresentado um breve histérico acerca dos VANTS,
apresentando também a importancia do ludico no ensino da matematica como facilitador na
aprendizagem, em seguida foi apresentada a teoria por tras do problema, destacando todas as
ferramentas matematicas envolvidas, e por fim foi obtido o equacionamento que norteia o
controle de um quadrotor. Assim foi possivel apresentar o problema de forma mais
compreensiva e detalhada. Dessa forma, foi apresentado uma aplicacdo real para tais
ferramentas demonstrando assim, importancia do estudo da matematica.

Palavras-chave: Ferramentas Matematicas. Engenharia mecanica. VANT. Quadrotor.



ABSTRACT

Mathematics is seen as a subject that is rejected by most students; this fact is due to the lack of
usefulness for the tools seen in the classroom. In order to explain a real case for some
mathematical tools we will use a mechanical engineering problem that deals with the analysis
of a unmanned aerial vehicle (UAV) of the type quadrotor, which uses tools such as matrices,
linear map, derivative and integral. These vehicles have gained a lot of notoriety in recent years
due to their simple handling. Thus, this paper aims to present the use of these mathematical
tools to study the equations that guide the motion of these aircraft. For this, we presented a
brief history about the UAVS, also presenting the importance of the ludic in the teaching of
mathematics as a facilitator in learning, then presented the theory behind the problem,
highlighting all the mathematical tools involved, and finally the equations that guide the control
of a quadrotor. Thus it was possible to present the problem in a more comprehensive and
detailed way. Thus, a real application for such tools was presented thus demonstrating the
importance of the study of mathematics.

Keywords: Mathematical Tools. Mechanical Engineering. UAV. Quadrotor.
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INTRODUCAO

A matematica realmente apresenta uma grande rejeicdo entre os alunos do Ensino
Basico, Técnico ou Superior? Na maioria das vezes esta questdo parece ter uma resposta
positiva, e muito se deve ao fato das ferramentas matematicas ndo serem oferecidas dentro de
um contexto de aplica¢6es de forma significativa que evidencie sua necessidade. Nesse sentido,
muitos professores de matematica ndo possuem o conhecimento da real aplicacdo de algumas
dessas ferramentas ensinadas em sala de aula. Essa situagcdo, muitas vezes, deixa os alunos
desmotivados para o estudo da matematica, uma vez que ao estudar as ferramentas matematicas
sem um contexto real surgem questionamentos muito comuns em sala de aula. Questionamentos
como: Por que estudar tais ferramentas? Como e quando essas ferramentas serdo utilizadas?

Em termos gerais, a presente pesquisa objetiva apresentar um exemplo de uma
modelagem matematica empregada na engenharia mecanica, na qual serdo destacadas todas as
principais ferramentas matematicas envolvidas no problema. Dentre estas ferramentas,
destacam-se as matrizes, as transformacoes lineares, as derivadas e as integrais. O exemplo a
ser estudado € a modelagem matematica para o controle de um veiculo aéreo néo tripulado
(VANT) do tipo quadrotor.

Para atingir este objetivo, sera apresentado inicialmente, um breve historico acerca dos
VANTS, depois sera apresentado um estudo sobre o ensino da matematica e a importancia do
mesmo ser realizado de forma ludica e didatica. Em seguida, sera realizado o estudo teorico, no
qual sera destacado as ferramentas matematicas necessarias para a modelagem do problema.
Além disso, serdo apresentadas as varidveis envolvidas na modelagem matematica do
quadrotor, como os angulos de Euler, em especial os de Cardan, principais responsaveis pela
movimentacdo do quadrotor. E por fim, sera exibido detalhadamente os calculos para a
obtencgéo das equacdes que norteiam o estudo do controle do quadrotor.

Os estudos acerca dos veiculos aéreos ndo tripulados tém ganhado um relevante
destaqgue no cenario mundial nos ualtimos anos, sobre isso, cabe destacar que o0s
desenvolvimentos dos VANTS tém estimulado grandes avancos tecnoldgicos nos ultimos anos.
Tais avancos permitiram melhorias nas tecnologias dos sistemas de posicionamento global
(GPS, em inglés Global Positioning System), no armazenamento de energia de alta densidade
e no processamento de dados. Em particular, os veiculos Quadrotor vém se destacando em
relacdo aos demais VANTS, devido, principalmente, sua simplicidade de construcdo e

manutencdo, além da sua capacidade de planar e capacidade decolagem e aterrissagem vertical,
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em inglés Vertical Take-Off and Landing (VTOL) (BALASUBRAMANIAN;
VASANTHARAJ, 2013; BOUABDALLAH; SIEGWART, 2007).

Nesse sentido diversos trabalhos vém sendo desenvolvidos nessa area. Em comum, estes
trabalhos, trazem a complexidade do problema, ndo apresentando, por exemplo a obtencéo de
equacao, ou a teoria por traz do problema. Essa complexidade dificulta o entendimento para o
publico que ndo possui conhecimento cientifico nessa area. Dessa maneira, este trabalho surge
como alternativa para aproximar esse publico do estudo acerca dos VANTS, além de apresentar
uma aplicagdo para diversas ferramentas matematicas estudadas desde o Ensino Basico até o
Ensino Superior.

O quadrotor, também conhecido como helicoptero quadrotor ou ainda quadricoptero,
sdo veiculos aéreos que podem ser empregados para exploracdo de ambientes internos ou
externos, coleta de informac@es, seguranca, vigilancia, aplicacbes meteoroldgicas e agricolas,
gerenciamento de trafego e direcdo e gerenciamento de crises ap6s desastres naturais. Estas
aplicacOes sdo tanto de uso militar quanto para o entretenimento (BALASUBRAMANIAN;
VASANTHARAJ, 2013; ABREU, 2014).

Sob a perspectiva de controle, o quadrotor € um veiculo sob atuacdo de forgas
controladas com seis graus de liberdade, trés relacionadas as coordenadas de posicéo e trés
relacionadas aos angulos de pitch, yaw e roll, em portugués arfagem, guinada e rolagem, nesta
ordem. Essas forcas geram movimentos de rotacdo e translacdo, e o controle da estabilidade
parte da compreensao de como essas forgas atuam sobre o quadrotor (SA; CORKE, 2012).

Este trabalho estad dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 serd apresentado o
quadrotor bem como um breve historico. No Capitulo 2 serad abordado o ensino da matematica,
e a sua importancia para motivacao dos alunos. Em seguida, no Capitulo 3, sera apresentada a
teoria necessaria para o entendimento do estudo do quadrotor. Ja no Capitulo 4 é apresentada a

modelagem matemaética da aeronave. Por fim, serdo realizadas as consideraces finais.
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CAPITULO 1 O QUADROTOR

Neste capitulo serd apresentado, inicialmente, o quadrotor e a sua configuracdo que,
como o préprio nome diz, consiste em quatro rotores, nos quais possuem configuracao cruzada.
Por fim, serd exposto um breve histérico dos helicdpteros que foram o pontapé inicial para a

criacdo e evolucao dos quadrotores.

1.1. ESTADO DA ARTE

Os diversos avangos nas tecnologias atuais fizeram com que ocorresse um avango
significativo no Estado da Arte dos VANTS, que tém recebido diversas contribuicdes, sendo a
maior parte dessas, concentradas nas estruturas de quadrotores. Em relagédo a isso, deve-se
mencionar que alguns projetos se baseiam em estruturas ja disponiveis comercialmente como
o Draganflyer, outros tém como objetivo construir sua prépria estrutura como foi o caso do
Mesicopter, um projeto da universidade de Stanford que teve inicio em 1999 e terminou em
2001, e tinha como objetivo estudar a viabilidade de um quadrotor em escala centimétrica
(BOUABDALLAH, 2007; BRESCIANI, 2008; ELKHOLY, 2014).

Na Figura 1.1 é apresentado um modelo de Draganflyer.

Figura 1.1 - Modelo Draganflyer X4-P launch.

Fonte: Mortimer (2012).

Na Figura 1.2 é apresentado um modelo de Mesicopter.

16



Fonte: Bouabdallah (2007).

1.2. ESTRUTURA BASICA

O quadrotor possui esse nome porque ¢ modelado com quatro rotores em uma
configuracdo cruzada. Esta estrutura, em geral, é fina e leve, porém apresenta robustez nas
regides onde se encontram os motores. Na Figura 1.3 é apresentada uma arte conceitual da
estrutura do quadrotor, nela sdo apresentadas as velocidades, os torques e as forcas que cada
rotor estd submetido. Cada hélice é conectada ao motor através das engrenagens de reducao.
Todos os eixos de rotacdo das hélices sdo fixos e paralelos entre si. Essas configuragdes
proporcionam uma estrutura bastante rigida fazendo com que 0s Unicos parametros variantes
sejam as velocidades da hélice (BRESCIANI, 2008).

Figura 1.3 - Estrutura do quadrotor.

1 bl
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Fonte: Luukkonen (2011).
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Com esta configuragdo, a rotacdo vertical é obtida criando uma diferenca de velocidade
angular entre os dois pares de rotores, para isso é necessario conduzir os dois pares de hélices
em direcdes opostas, eliminando a necessidade de um rotor de cauda. Para 0 movimento de
subida ou descida basta aumentar ou diminuir a velocidade das quatro hélices simultaneamente.
J& a rotacdo em torno do eixo longitudinal e lateral e, consequentemente, os movimentos
horizontais sdo obtidos através da inclinacdo do veiculo e isso € possivel mudando a velocidade
da heélice de um par de rotores conforme descrito na Figura 1.4 (BOUABDALLAH, 2007).

Figura 1.4 - Movimentos do quadrotor, a largura das setas é proporcional a velocidade angular das hélices.

\

i
Y

Rotagao para Esquerda Rotagdo para Direita

S

Movimento para cima  Movimento para direita

Fonte: Bouabdallah (2007) Adaptado.

1.3. BREVE HISTORICO DOS HELICOPTEROS

O fascinio da humanidade por voar foi expresso ao longo da historia, tomando a forma
de lendas, mitos ou mesmo relatos religiosos. O sonho de voar foi um dos maiores desafios para
0 homem, gerando séculos de frustracdo e centenas de tentativas (BOUABDALLAH, 2007).

Os primeiros brinquedos voadores foram, provavelmente, os tops chineses. Esses
brinquedos eram inspirados pelo formato das sementes de algumas arvores, como a Acer
pseudoplatanus (Ver a Figura 1.5), que se assemelhavam a asas (GESSOW; MYERS JUNIOR,
1999; BOUABDALLAH, 2007).
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Figura 1.5 - Semente de bordo, Acer pseudoplatanus.

Fonte: Allix (2019).

O brinquedo consistia em uma semente dessas arvores fixa em uma haste, simulando
um rotor de helicoptero, que voa quando a haste é girada rapidamente. Na Figura 1.6 é
apresentado um modelo de top chinés.

Figura 1.6 - Top Chinés.

-

Fonte: Gessow e Myers Junior (1999).

Em 1490, Leonardo Da Vinci criou o Helical Air Screw (em traducéo livre: Parafuso de
Ar Helicoidal) (ver Figura 1.7), que é frequentemente citado como a primeira tentativa de
produzir um helicdptero funcional (BOUABDALLAH, 2007).
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Figura 1.7 - Helical Air Screw.

[{
7

Uy ” ot /
//

(]
7
’d

o

- 7,

Z7A 7R

ANV S
eV GRS Ve

i
7 f ‘
;

Ponton d'Amécourt foi o primeiro a usar a palavra "Helicoptero”, em 1863. A palavra
teve origem de duas palavras gregas Helikos que significa hélice e Pteron que significa asa.
Além disso, d’Amécourt também descreveu um helicoptero coaxial e varias maneiras de guia-
lo. Baseado nisso, em 1877, Forlanini construiu um modelo a vapor em escala reduzida, capaz
de voar 20 segundos a 12 metros. Em 29 de setembro de 1907, os franceses Louis e Jacques
Breguet e o professor Charles Richet realizaram o primeiro voo tripulado com seu Gyroplane
n:01 (ver Figura 1.8), que consistia em um quadrotor, em grande escala, com uma dupla camada
de hélices e sem superficies de controle. E em 13 de novembro de 1907, o primeiro voo livre
controlado manualmente foi realizado por Paul Cornu em seu helicéptero (MCGOWEN, 2005)
(BOUABDALLAH, 2007).

Figura 1.8 - Gyroplane n:01.

Fonte: Bouabdallah (2007).
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1.3.1. Aerados VANTS

Alguns anos ap0os o primeiro voo de avido tripulado, o Dr. Cooper e o EImer Sperry
inventaram o estabilizador giroscopico automatico, que ajudava a manter a aeronave voando
reta e nivelada. Essa tecnologia foi usada para converter uma aeronave de treinamento US Navy
Curtiss N-9 no primeiro veiculo aéreo ndo tripulado controlado por radio. Os primeiros VANTS
foram testados nos Estados Unidos durante a Primeira Guerra Mundial, no entanto nunca foram
utilizados em combates. Foi somente na Segunda Guerra Mundial que os VANTs foram
utilizados, pela Alemanha, nos campos de batalha, obtendo assim uma grande vantagem
(BOUABDALLAH, 2007).

O primeiro helicéptero ndo tripulado foi o construido por Forlanini em 1877, esse ndo
era estavel e nem dirigivel. Porém foram com os avanc¢os tecnoldgicos apés a Segunda Guerra
Mundial que se tornou possivel construir e controlar helicopteros ndo-tripulados. Evidenciando
o mercado militar de helicopteros nédo tripulados (BOUABDALLAH, 2007).

Dessa forma, os estudos com estes VANTSs foram avancando ao longo dos anos, com o
objetivo garantir o seu controle e a sua estabilidade. Nesse sentido este trabalho apresenta a
modelagem matematica de um VANTSs do tipo quadrotor apresentando a matematica basica

envolvida para o entendimento do problema.
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CAPITULO 2 O ENSINO DA MATEMATICA

2.1. O ENSINO DA MATEMATICA

A matemaética esté presente na vida de todos os membros de uma sociedade sendo um
componente importante para a convivéncia nesse meio. Isso porque a matematica pode ser
observada durante tarefas simples do cotidiano, como a realizacdo de compras, operacdes
bancérias, entre outras. Nesse contexto, é necessario preparar os alunos para a vida em
sociedade, desenvolvendo a capacidade de pensar matematicamente, a utilizagdo de raciocinio
I6gico e a resolucdo de problemas.

Nessa perspectiva, a Secretaria de Educacdo Basica (2014) estabeleceu em seu Pacto
Nacional pela Alfabetizacdo que o ensino da matematica deve ser pautado na criagdo de um
ambiente problematizador e este ambiente deve servir como um cenério de investigacédo e

segundo esse pacto:

Investigar é experimentar coletivamente, ler, escrever e discutir matematicamente,
levantar hipoteses, buscar indicios, observar regularidades, registrar resultados
provisorios, compartilhar diferentes estratégias, variar procedimentos, construir
argumentos matematicos, como também ouvir os argumentos matematicos dos
colegas, buscar generalizar, conceituar. Professor e alunos participam desse
movimento questionando, apresentando seu ponto de vista, oferecendo
contraexemplos, argumentando, matematizando. A comunicagdo acontece por meio
da dialogicidade. (BRASIL, 2014, p.18)

Ainda sobre esse aspecto, D’Ambrosio (1989) menciona que a comunidade da
Educacdo Matematica vem estudando a maneira de como a matematica pode ser abordada em
sala de aula. O modelo tradicional de aula expositiva faz com que os alunos acreditem que a
aprendizagem de matematica é limitada a decorar formulas e utilizar algoritmos. Ainda segundo
D’ Ambrosio (1989):

Os professores em geral mostram a matematica como um corpo de conhecimentos
acabado e polido. Ao aluno ndo € dado em nenhum momento a oportunidade ou
gerada a necessidade de criar nada, nem mesmo uma solucdo mais interessante. O
aluno assim, passa a acreditar que na aula de matematica o seu papel é passivo e
desinteressante. (D’AMBROSIO, 1989)

Desta forma, surge o questionamento, as competéncias matematicas desenvolvidas em

sala de aula estdo compativeis com as exigidas no cotidiano? Sobre este questionamento, é
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possivel refletir acerca de como o ensino da matematica deve ser direcionado em sala de aula.

Sobre isso, Lira (2016) discorre que:

Em uma reflexdo sobre o ensino da matematica, é fundamental que o professor
identifique as principais caracteristicas dessa ciéncia, de seus métodos, de suas
ramificacdes e aplicagbes, também € preciso que tenha clareza das préprias
concepgoes sobre a matematica, (LIRA, 2016)

Como consequéncia, o professor ira contribuir para melhorar a simpatia da matematica
perante 0s alunos, tornando-a mais didatica e dindmica. Concomitantemente, vai construir no
discente a ideia de que ele esta estudando uma ciéncia Util, necesséaria para conviver em

sociedade e desenvolver relagdes humanas.

2.2. O LUDICO COMO FERRAMENTA NO ENSINO DA MATEMATICA

O Ludico é a forma de desenvolver a criatividade e o conhecimento, através da
realizacdo de brincadeiras, jogos, danga, esportes entre outras. Tendo como finalidade educar e
ensinar enquanto se diverte e interage com outras pessoas (ALMEIDA, 2007).

Para Vygotsky (1991), a aprendizagem e o desenvolvimento estdo intimamente
relacionados, sendo que o desenvolvimento do ser humano se da por meio do aprendizado, que
por sua vez envolve a interferéncia direta ou indireta de outros seres humanos. Desta forma, um
jogo pode proporcionar desafios e estimulos, desenvolvendo o que Vygotsky (apud
SANT’ANNA; NASCIMENTO, 2011) nomeia como zona de desenvolvimento proximal
(ZDP). Sobre isso, Vygotsky (apud SANT’ANNA; NASCIMENTO, 2011) afirma:

(...) a zona de desenvolvimento proximal (ZDP) é o percurso que o ser humano faz
até chegar a um nivel de amadurecimento real, sendo chamado por ele de zona de
desenvolvimento real (ZDR) que € a capacidade do ser humano realizar tarefas
independentes. (VYGOTSKY, 1998 apud SANT’ANNA; NASCIMENTO, 2011)

Assim, ao utilizar o lddico durante o ensino da matematica, de forma planejada e
adequada aos conteudos a serem lecionados, o professor esta contribuindo para o aprendizado
de forma efetiva.

Em vista disso, 0 ensino da matematica nas séries iniciais deve ser associado a parte
Iudica do ensino, uma vez que durante 0 ensino as criangas precisam dar significado aos
conceitos matematicos, e o ladico ir4 auxiliar a associacdo desses conceitos com jogos,

brincadeiras entre outras abordagens (LIRA, 2016).
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Segundo Silva e Angelim (2017):

A introducdo de jogos como recurso didatico nas aulas de matematica é tido como
facilitador, como um contribuinte, uma vez que os estudantes ainda apresentam medo,
receios com relacdo a disciplina e os jogos acabam diminuindo os bloqueios
apresentados pelos estudantes, com relacdo a matematica, considerando assim o
ludico como ferramenta no aprendizado. (SILVA; ANGELIM, 2017)

Nesse sentido, os jogos funcionam ndo s6 como aprendizado, mas também como forma
de manter a atencéo desses alunos. O que torna o processo de ensino-aprendizagem muito mais

agradavel e estimulante para o aluno.

2.3. ETNOMATEMATICA

A Etnomatematica teve como principal idealizador Ubiratan D’ Ambrosio, importante
matematico brasileiro, tendo como principal objetivo estudar os costumes, cultura e modo de
vida de um povo, e a partir desses conhecimentos identificar como € utilizada a matematica
durante a solucéo de problemas do cotidiano (PAIVA; PAULA; CALADO, 2017).

Nesse sentido, a Etnomatematica pode ser sintetizada, segundo D’ Ambrosio (1998)
como “um programa que visa explicar os processos de geracdo, organizacao e transmissao de
conhecimento em diversos sistemas culturais e as forcas interativas que agem entre 0s trés
processos”.

Desta forma, a etnomatematica busca compreender ao longo da humanidade o saber e 0
fazer. Podendo assim, ser desenvolvida no cotidiano, se manifestando através da relacdo do
adulto com o seu conhecimento informal, que vao se aprimorando durante a experiéncia diaria
(VELHO; LARA, 2011).

2.4, ENGENHARIA DIDATICA

A palavra didatica tem origem da palavra grega didaktikds, que significa arte ou técnica
de dirigir e/ou orientar a aprendizagem. No caso especifico da didatica voltada para o ensino de
matematica, Brousseau (apud MANGUEIRA; SILVA, 2018, idem) destaca que

(...) a Didatica da Matematica estuda as atividades didaticas que tem como objetivo
0 ensino naquilo que tem de especifico dos saberes matematicos, propiciando
explicagdes, conceitos e teorias, assim como meios de previsdo e andlise,
incorporando resultados relativos aos comportamentos cognitivos dos alunos
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(referéncia a Piaget), além dos tipos de situacdes utilizadas e os fenbmenos de
comunicacéo do saber.

Dentro dessa perspectiva, ressalta-se que a Engenharia Didatica surgiu ao final da
década de 1960, na Franca, durante discussdes desenvolvidas no Instituto de Investigacdo do
Ensino de Matemética (IREM) e tem como objetivo conceber, realizar, observar e analisar as
situagdes didaticas. Inicialmente, o instituto proporcionava um complemento na formagdo de
professores de matematica e na producdo de materiais de apoio para a sala de aula, como jogos,
brinquedos, problemas, exercicios e experimentos (MANGUEIRA; SILVA, 2018).

Brousseau desenvolveu uma teoria para compreender as relagdes entre os alunos, o
professor e 0 saber que acontece em sala de aula. Essa teoria ficou conhecida como Teoria das
SituacOes Didaticas e apresenta docentes e discentes como seres indispensaveis na relacdo de
ensino e aprendizagem, além do meio em que a situacdo didatica ocorre (TEIXEIRA; PASSOS,
2014).

A Teoria das Situagdes Didaticas de Guy Brousseau associada a Engenharia Didatica
podem contribuir de forma significativa para a construcao de conhecimentos em sala de aula e

assim melhorar o processo de ensino e aprendizagem em matematica.
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CAPITULO 3 A TEORIA POR TRAS DO PROBLEMA

Neste capitulo serdo abordados os aspectos tedricos necessarios para uma melhor
compreensdo do problema proposto. Para tanto, de inicio, serd apresentada uma explanacéao
sobre cinematica dos corpos rigidos. Em seguida, sera realizada uma abordagem acerca da
dindmica dos corpos rigidos. Por ultimo, serdo apresentados os angulos que fornecem uma

parametrizacdo para o problema.

3.1. CINEMATICA DOS CORPOS RIGIDOS

Um corpo rigido é todo objeto que ndo pode ser descrito como um ponto, ou seja, pode
ser considerado como um sistema de particulas, cada uma com sua respectiva massa. Quando
todas as particulas se movem de modo a se manterem equidistantes, dizemos que 0 corpo esta
em movimento plano (HIBBELER, 2011).

Esta definicdo de corpo rigido € um modelo idealizado, na pratica, todos 0s corpos
submetidos a forcas externas se deformam, mesmo que seja imperceptivel ao olho humano.
Portanto, estruturas reais ndo podem ser consideradas absolutamente rigidas. No entanto, este
modelo é utilizado para a realizacdo de estudos da cinematica e dindmica, e em muitos casos
oferece uma boa aproximacdo com a realidade. Neste trabalho o quadrotor sera assumido como
um corpo rigido.

Nesse sentido, cabe definir o conceito de cinematica, tendo em vista sua importancia
dentro da pesquisa. De modo geral, a cinematica é o estudo do movimento que relaciona
deslocamento, velocidade, aceleracdo e tempo sem referéncias as causas do movimento (BEER;
JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012).

Quanto ao movimento, existem trés tipos de movimentos planos que sdo eles:
Translacdo; Rotacdo em torno de um eixo fixo e Movimento plano geral (BEER; JOHNSTON
JUNIOR; CORNWELL, 2012) (HIBBELER, 2011).

O movimento de translacdo se da quando qualquer linha reta dentro do corpo mantiver
a mesma direcdo durante 0 movimento, este movimento pode ocorrer de duas formas, quando
todas as particulas do corpo movem-se de forma paralela, denomina-se translacéo retilinea
(Figura 3.1.a), ou quando a trajetdria é curva chama-se translacéo curvilinea (Figura 3.1.b)
(BEER; JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012).
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Figura 3.1 - Movimento de translacéo retilinea (a) e curvilinea (b).

b)

Fonte: Autoria Propria (2019).

Um exemplo do movimento de translacdo € o movimento realizado por um elevador,
quando esse se desloca de um andar para o outro. Durante esse movimento todos 0s
componentes do elevador realizam o movimento de subida ou descida de forma retilinea. No
caso do guadrotor, 0 movimento de translacdo pode ser identificado nos movimentos de subida
e de descida, e no movimento ao longo do eixo longitudinal.

O movimento de rotagdo em torno de um eixo fixo (Figura 3.2) ocorre quando todas as
particulas do corpo se movem em planos paralelos ao longo de circulos cujos centros estdo
sobre um mesmo eixo fixo, a este eixo chamamos eixo de rotacdo (BEER; JOHNSTON
JUNIOR; CORNWELL, 2012).

Figura 3.2 - Movimento de rotagdo em torno de um eixo fixo

Fonte: Autoria Prépria (2019).

Um exemplo de movimento de rotacdo é o movimento realizado pela hélice de um
ventilador em torno do seu centro que é acoplado ao motor, durante esse movimento as pas do
ventilador possuem a mesma velocidade angular. De maneira semelhante, no quadrotor, durante

0 movimento de subida e descida, as hélices dos rotores realizam um movimento de rotacéo e
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durante a mudanca de diregdo o quadrotor realiza 0 movimento de rotacdo em torno do seu
centro de massa.

Chama-se movimento plano geral quando um corpo esta submetido a uma combinacéo
dos movimentos de rotacdo e translacdo (HIBBELER, 2011). Isto é, a ocorréncia simultanea
dos movimentos supramencionados.

Um exemplo desse movimento sdo as rodas de um carro em movimento, que realizam
um movimento de rotacdo em torno do eixo do motor, a0 mesmo tempo que realiza o
movimento de translacdo, responsavel pelo deslocamento do veiculo. J& no quadrotor esse
movimento pode ser observado, de forma semelhante, pelo movimento realizado pelas hélices
durante 0 movimento do quadrotor ao longo do eixo longitudinal, uma vez que as hélices
realizam o movimento de rotacdo em torno do eixo do rotor e realizam o movimento de

translacéo durante o deslocamento ao longo do eixo longitudinal.
3.1.1. Translacéo

As particulas do corpo rigido podem ser tratadas como pontos no espago, € a partir
desses pontos podem-se determinar vetores relacionados ao posicionamento dessas particulas
com relacdo a um sistema referencial inercial ortogonal. Esses vetores sdo chamados vetores
posicdo ou vetores deslocamento e as equaces relacionadas ao movimento de translacdo séo
obtidas com relacdo a esses vetores.

A seguir serdo obtidas essas equagdes considerando um sistema de referencial ortogonal
fixo Oxyz, com origem em 0 = (0, 0, 0), no qual um ponto A = (x, y, z) tem como vetor
posicdo o vetorr, = (x(t), y(t), z(t)), com x(t), y(t) e z(t) funcbes com relagdo ao tempo
ao longo dos eixos x, y e z respectivamente. Com o objetivo de deixar os célculos mais
simplificados sera omitida a variavel das fun¢des com relacdo ao tempo, ou seja, um vetor
posicao r, sera representado apenas como ry = (x, y, z).

Desta forma, dados dois pontos A, e A, quaisquer de um corpo rigido, com coordenadas
Ay = (xq, y1, z1) € A, = (x5, V5, Z,) com relacdo aos sistema Oxyz, pode-se definir os
vetores posicao ry, = (x1, ¥1, z1) € T4, = (X2, Y, z) relacionados respectivamente a A, e
A,, como mostrado na Figura 3.3. Considerando um outro sistema de referencial ortogonal
A;x"y'z" cuja origem € o ponto A; podemos escrever um vetor r,, 4, , que relaciona os pontos
A; e A,, formando um vetor posicao de A, com relagéo a A;, no qual o ponto final do vetor r,
(0 ponto A;) coincide com o ponto inicial do vetorry, 4. .
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Figura 3.3 - Vetores posic&o ry, € r,, em um corpo rigido.

Fonte: Autoria Propria (2019).

A soma de dois vetores v e w pode ser definida de duas maneiras. A primeira consiste
em representar o vetor v = AB e o vetor w = BC, onde 0 ponto final do vetor v coincide com
o ponto inicial do vetor w, e o vetor soma v + w = AC consiste no ponto inicial de v com o
ponto final de w, como pode ser observado na Figura 3.4a. A segunda consiste em representar
os vetores v = AD e w = AE, com 0 mesmo ponto inicial, e o vetor soma v + w = AF como

sendo a diagonal que parte de A até F do paralelogramo cujos lados paralelos sdo AD e AE (Ver
Figura 3.4b) (LIMA, 2014).

Figura 3.4 - Soma de dois vetores.

Fonte: Autoria Propria (2019).

Observando a Figura 3.3 podem-se relacionar os vetores posicaor, , T, €Ty, 4, a partir

das somas de vetores.
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Desta forma, tem-se

rAZ = rA1 + rAz/Al. (31)

Os vetores podem ser representados por matrizes colunas, matrizes que possuem apenas
uma coluna. Essas matrizes sdo relacionadas as coordenadas do vetor, desta forma um vetor

r = (u, v, w) pode ser representado pela matriz [r];y;, uma matriz com trés linhas e uma
coluna,

u
[r]3x1 = [vl

w

Logo, a equagéo (3.1) pode ser rescrita em func¢do das coordenadas dos vetores como

matrizes da ordem 3 x 1, fazendo r,, /a, = (x1/2, Y12, Z1/2), tem-se

X5 X1 X1/2
Y2| = |Y1| + |Y1/2]. (3.2)
Zy Z 212

Um corpo que possui 0 seu movimento definido como uma fungédo do tempo, de modo
que o corpo percorre s(t) até um instante t. No intervalo de tempo entre t e t + At, 0 corpo
tem um deslocamento de As = s(t + At) — s(t), e a velocidade média nesse intervalo é obtida

pelo quociente entre o deslocamento e o intervalo de tempo,

_As s(t+ At) — s(t)
Vm = T At '

Desta forma, para se obter a velocidade instantanea do corpo no instante t basta fazer
At se aproximar de 0, aplicando no limite,

© = li As I s(t+At)—s(t)_ds_ _
VAU = S50 A~ atob At “ac
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Em particular, para um vetor posi¢éo a velocidade pode ser obtida pela derivada do
vetor com relacdo ao tempo. Como cada coordenada do vetor é funcdo do tempo, a derivada é
obtida pela derivada de cada uma das coordenadas de forma independente, ou seja, para um

vetorr = (u, v, w), tem-se

_du_
dt .
d [ dv u
a1 Tl T 1Y
W dw w
L dt

Desta forma, matematicamente, para encontrar o vetor velocidade basta derivar a
equacao (3.1) com relagao ao tempo. Pela regra da soma das derivadas, a derivada do vetor r,,
sera a soma da derivada do vetor r, com a derivada do vetor do ry,,,,. Pela definicdo de
translacdo (Secdo 3.1), o vetor ry,,4,, que pode ser interpretado geometricamente como uma

linha reta que liga dois pontos do corpo, se mantém constante durante todo o movimento. Uma
vez que a derivada de uma funcdo constante é igual a zero, tem-se que a derivada do vetor
T4,/4, COM relacdo ao tempo também sera igual a zero, (BEER; JOHNSTON JUNIOR;
CORNWELL, 2012).

Desta forma, tem-se

d d d d d

dt 42 T qr (a, + Tay/a,) = 2 T gpTax/a T g Ta

denotando como v,, o vetor velocidade do ponto A, e v, 0 vetor velocidade do ponto A,

assim, tem-se como equacéo do vetor velocidade
Va, = Va,- (3.3)

Desta forma, o vetor velocidade tem direcdo tangente a curva, e o sentido é

determinando pela regra da méo direita. Em termos das coordenadas do vetor, tem-se
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X3
B

Z7

X1
= [y'_ll . (3.4)

Z1

O conceito de aceleracdo € analogo ao conceito de velocidade, nesse sentido a

aceleragdo média no intervalo de tempo de t até t + At é dada por

_Av v(t + At) —v(t)
Gm = At = At

na qual v(t) é a funcdo velocidade com relagdo ao tempo.
Para obtermos a aceleragéo instantanea no instante t basta fazer At se aproximar de 0,

aplicando no limite, tem-se

Av v+ A)—v() dv d?is
O=fma =T e Caae Y

De modo anélogo, para obter o vetor aceleracdo basta derivar a equacdo (3.3) com

relacdo ao tempo, assim tem-se

d d
FTAGIRFTAL

denotando a,, como o vetor aceleragdo e do ponto A, e a,, 0 vetor aceleragdo do ponto Ay,

assim, tem-se como equacéo do vetor aceleragdo
Ay, = ay,- (3.5)
Em termos de coordenadas, tem-se

X
B

Z3

X1
= [,yl] . (3.6)

Zq
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Assim pelas equagdes (3.1), (3.3) e (3.5) podemos concluir que um corpo rigido em

translacdo possui a mesma velocidade e aceleracdo em todos 0s seus pontos.

3.1.2. Rotagado em torno de um eixo fixo

Para as equacdes relacionadas ao movimento de rotacao, serd considerado um sistema
de referencial ortogonal fixo Oxyz, com origegmem O = (0, 0, 0).

Seja P = (x, y, z), com x, y e z funcbes da variavel tempo, um ponto de um corpo
rigido que realiza 0 movimento de rotacdo em torno do eixo z (Ver Figura 3.5), tem-se que 0
vetor posicdo rp do ponto P com relacdo ao sistema Oxyz € o vetor que vai da origem O até o
ponto P de modo querp, = (x, y, z).

Pela prépria definicdo do movimento de rotacéo, o ponto P deve realizar uma trajetéria
circular, de modo que o centro dessa circunferéncia estara sobre o eixo z. Desta forma, essa
circunferéncia esta contida em um plano paralelo ao plano xy de tal sorte que o seguimento
formado pelo centro da circunferéncia e o ponto P serad perpendicurar ao eixo z. Denotando
esse centro pelo ponto A e o angulo formado entre rp € 0 eixo z por ¢, 0 raio dessa
circunferéncia pode ser calculado observando o triangulo retangulo AOP (Ver Figura 3.5), no
qual o seguimento OP é a hipotenusa e 0 seguimento AP é o raio da circunferéncia de centro
em A que passa pelo ponto P. Seja r o comprimento do vetor rp tem-se, pelas relagdes

trigonométricas, que o segmento AP sera igual a r sen ¢.

Figura 3.5 - Rotagdo em torno de um eixo fixo.

Fonte: Autoria Prdpria (2019).
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Seja a coordenada angular do corpo 8 = (ex, 0y, HZ), com 6, 6,, e 8, fungdes com
relacdo ao tempo, o angulo formado pelo plano zx com o segmento AP (Ver Figura 3.5) tem-
se que o vetor velocidade angular w é obtida, matematicamente, a partir da derivada de 8 com
relacdo ao tempo, de modo que w = (éx, éy, 92), com direcdo ao longo do eixo de rotacdo e
o0 sentido obtido pela regra da méo direita.

Para obter o vetor velocidade v, do ponto P, basta obter a derivada do vetor posi¢édo rp
com relacdo ao tempo. De modo que o vetor velocidade sera tangente a trajetdria, ou seja, 0
vetor velocidade serd perpendicular ao vetor posigdo. Além disso, o vetor velocidade sera
ortogonal ao vetor velocidade angular, uma vez que esse tem dire¢édo ao longo do eixo z. Desta
forma, o vetor vp seré ortogonal aos vetores w e rp.

Sabendo que dado dois vetores u e w, 0 produto vetorial entre estes vetores,
representado por u X w, resulta no vetor ortogonal aos vetores u e w. Pode-se se relacionar os

w € Irp ao vetor vp a partir do produto vetorial w X rp, assim tem-se

dr
Vp = d_tP = w X rp. (37)
Em termos das coordenadas
X éyZ - sz
ly =|0,x—0,z|. (3.8)
2l |6,y —b,x

O vetor aceleracdo ap da particula P é determinada pela derivada da Equacédo (3.7) com

relacdo ao tempo. Assim, pela regra do produto da derivada tem-se

_dvp_d( y )_dwx 4 ><drp_da)>< b o x
T T A T T g TP Oy T eV

denotando o vetor aceleracdo angular por « e como vy = w X rp tem-se,

aP:aer‘l‘wX(a)er). (39)
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Em termos das coordenadas

3 6,z — 0,y 6, (0,y — 6,x) — 0,(6,x — 6,2)
y] = |b,x — b,z | +16,(6,z — 6,y) — 6,(6,y — 6,x)|. (3.10)

by — Oyx| |6.(6,x — 6.2) — 6,(8,z - 6,)

Desta forma, o vetor aceleracdo pode ser dividido em duas componentes, a; = a X rp
e a, = w X (w Xrp). A componente a, € denominada aceleracdo tangencial e tem direcdo
paralela ao vetor velocidade e o sentido depende do movimento, se 0 movimento for acelerado
o sentido é o mesmo do vetor velocidade, se 0 movimento for retardado o sentido é contrério
ao do vetor velocidade. Ja a componente a,, € denominada aceleragdo normal, ou centripeta, e
tem direcdo normal a trajetdria, ou seja, ortogonal ao vetor velocidade e o sentido é para o

centro da trajetoria.

3.1.3.  Movimento plano geral

Como visto na se¢do 3.1, um corpo rigido pode estar submetido a uma combinagéo dos
movimentos de translacdo e rotacdo. Dessa forma, qualquer movimento plano de um corpo
rigido pode ser dividido em um movimento de translacdo em relagcdo a um ponto de referéncia
arbitréaria A e por uma rotagcdo simultanea em torno desse ponto A, como pode ser observado na

Figura 3.6.

Figura 3.6 - Movimento plano geral.

Movimento plano geral Movimento de Translagdo Movimento de Rotacao

Fonte: Autoria Propria (2019).
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Pela Figura 3.6 tem-se, vy como sendo o vetor velocidade de uma particula qualquer B
de um corpo rigido submetido ao movimento geral do plano, v, o vetor velocidade do corpo

rigido relacionado ao movimento de translagao, e vg,4 como o vetor velocidade da particula B

no movimento de rotagcdo em torno de um ponto A com velocidade angular de w. Assim, esses

vetores podem ser relacionados segundo a soma vetorial apresentada na Figura 3.7.
Figura 3.7 - Vetores vg, v, € V5,4 do movimento plano geral.
Vp/A

B

Fonte: Autoria Propria (2019).

Vg

Desta forma, o vetor velocidade vz pode ser obtido por
Vg = Vy + VB/A‘ (311)
Como o vetor vg,, esta associado a0 movimento de rotagdo, tem-se pela equagao (3.7)

que este vetor é obtido pelo produto vetorial do vetor aceleragdo angular e um vetor relativo a

posicao, assim denotando por rg,4 0 vetor posicao de B relativo a A, tem-se

VB/ja = W XTp/x (3.12)

Substituido a equacdo (3.12) na equagdo (3.11),

Vg =V4+ W XTpgy. (3.13)

Da mesma forma, para a aceleragdo tem-se

dp = ady + aB/A. (314)
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Na qual, ag € o vetor aceleragdo do movimento geral no plano, a, o vetor aceleracéo do
corpo rigido com relagdo ao movimento de translagdo e a4 0 vetor aceleragéo da particula B
com relagdo ao movimento de rotagéo.

Dessa forma, pela equacgéo (3.9), tem-se

ap/a = (aB/A)t + (aB/A)n

dp/a =0{><rB/A+a)><(a)XrB/A). (315)

Substituindo a equacdo (3.15) na equacdo (3.14), tem-se que a aceleracdo de uma

particula B de um corpo rigido submetido ao movimento geral no plano é dada pela equacao
ap =a4+axry,+oX(wXrg,). (3.16)
3.2. ACELERACAO DE CORIOLIS

Além dos sistemas de referéncia inercial existem os sistemas chamados ndo-inerciais
que sdo sistemas nos quais as leis de Newton néo se aplicam, um caso particular de um sistema
ndo-inercial € o sistema de referéncia em rotacdo que se encontra em rotacdo relativa a um
referencial inercial.

Para estudar um movimento em um referencial ndo inercial pode-se adaptar as leis de
Newton acrescentando as chamadas forcas ficticias. As forcas ficticias também recebem o nome
de forga d'Alembert ou ainda forca inercial e s&o um efeito que pode ser percebido por um
observador em repouso, sdo exemplos dessas forcas a forca centrifuga e a forca de Coriolis. A
forca centrifuga atuara na direcao do raio para fora da curva enquanto a forca de Coriolis tendera
a desviar lateralmente o movimento do corpo.

Um exemplo da acéo da forca de Coriolis, pode ser observado em um carrossel. Imagine
trés amigos, dois em cima de um carrossel e o terceiro fora do carrossel observando os outros
dois, como apresentado na Figura 3.8. Com o carrossel parado o Amigo 1 joga uma bola em
direcdo ao Amigo 2, desprezando qualquer a¢ao do vento, a bola realiza uma trajetoria retilinea
em diregdo a0 Amigo 2. Quando o carrossel é colocado em movimento, 0 Amigo 1 langa
novamente a bola em direcdo ao Amigo 2. Para 0 Amigo 3, referencial inercial, a bola continua
fazendo uma trajetoria retilinea, no entanto para o Amigo 2, referencial em rotacéo, a bola passa
a ter uma trajetoria curva. Assim, a “forga” responsavel por esse efeito é a forga de Coriolis.
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Figura 3.8 - Exemplo da acéo da forca de Coriolis.

Carrossel

.Amigo 3

Fonte: Autoria Prépria (2019).

No quadrotor esse efeito surge ao estudar os diversos sistemas de referéncia que envolve
0 quadrotor, entre 0s sistemas tém-se 0s sistemas inerciais e rotativos. Esses sistemas seréo
apresentados na sec¢do 4.2.2.

Considerando, dois sistemas de referéncia centrados em 0 = (0, 0,0) como mostrado
na Figura 3.9, um fixo OXYZ e um rotativo Oxyz, no qual o sistema rotativo tem velocidade
angular Q com relacdo ao sistema inercial. Dado uma particula P cujo vetor posi¢do em relagédo

ao referencial em rotacéo é r, = (xr(t), v (t), zr(t)), com x,.(t), y,(t) e z.(t) funcdes do
tempo e o vetor com relacdo ao referencial fixo é rp = (xf(t), yr(t), zf(t)), com x¢(t), yr(t)

e z¢(t) funcdes do tempo.

Figura 3.9 - Sistemas de coordenadas OXYZ e Oxyz.
A Y

Fonte: Autoria Propria (2019).

Com relagéo aos vetores unitarios i, j e k do sistema OXYZ, o vetor ry pode ser escrito
como,
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rf = Xfl + y]“] + ka,
na qual esses vetores unitarios sdo constantes com relacdo ao tempo. De forma semelhante, o
vetor r, pode ser escrito em relacdo aos vetores unitarios i,, j, € k,, N0 entanto, esses vetores
unitarios variam de posicéo e sentido com relacdo ao tempo,

Iy = Xplp + Ypjr + Zyky,

dessa forma, para se obter o vetor velocidade da particula vy, com relacdo ao sistema inercial

basta obter a derivada do vetor posi¢do ry com relagdo ao tempo, ou seja,

X
dr, d[7] |7
Vp =——=— =
P T )| T
Zf
em termos dos vetores unitarios
dr dx d dz
vp= L = E i D T = ity + 7k

dt dt dt dt

Assumindo, o mesmo vetor posi¢do para ambos os sistemas, r = ry = r,,, tem-se que a

velocidade da particula P com relagdo ao sistema em rotacéo,

e d . d _ d.  _ d
= E = E(xrlr + VrJr + Zrkr) = E (xrlr) + E (yr]r) + % (Zrkr)a

Vp
como os vetores unitarios i,, j, € k, sdo funcdo do tempo, deve se aplicar a regra da derivada

do produto, dessa forma, tem-se

dx, di, dy,. dj, dz, dk,
dt bt %y dt + dt Jr Y dt + dt r ¥z dt

_(dx, . dy, . | dz ) ( di, dj, dkr)
VP_<dt bt gt e ) + T P Y e

Vp =

39



Vp =V, +QXr (3.17)

na qual o vetor v, é a velocidade da particula com relacédo ao sistema de referencial rotativo e
Q € o vetor velocidade angular do sistema rotativo.
Em termos, das coordenadas dos vetores na forma de matriz, assumindo o vetor

velocidade angular do sistema rotativo como sendo Q = (Qx, Q,, Qz), tem-se

J.Cf Q'Cr Qyzr - szr
Yr| = Vr |+ | Q2% — Qy 2z, |
Zf Zy Qxyr — nyr

Assim o vetor aceleragdo ap da particula é definido pela derivada de v, com relacdo

ao tempo. Desta forma, considerando a regra do produto, tem-se

_de_d(QX N )—d(Qx )_{_dvr_dQ>< +Qxdr+dvr
S dt  dt Prve = D Tae dt = dt

ap

. . dv,
ap=Q><r+Q><r+E

sendo que a derivada do vetor v, pode ser obtida de modo andlogo ao do vetor r, assim a

derivada de v, pode ser expressa como

d
7 [v,] =a, +Qxv, (3.18)
na qual a, é o vetor aceleracdo da particula P com relagdo ao sistema de coordenadas em

rotacdo. Por fim, a aceleracdo absoluta da particula P é definida como:

ap=QOXr+Qxr+a,+Qxv,
ap=0Oxr+Qx@Qxr+v,)+a,+Qxv,
ap=OXr+QOxQxr)+Qxv,+a, +Qxv,
Ap=0Xr+QOxQxr)+2Qxv,+a, (3.19)
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Como visto na secdo 3.1.3 na equacdo (3.15) os termos Qxr e QX (QXr)
correspondem respectivamente as componentes tangenciais e normais da aceleracao e o termo
a, corresponde a aceleracdo com relacdo ao sistema de referéncia Oxy. Comparando com a
equacdo (3.16) a equacdo (3.19) apresenta um termo desconhecido, que é o termo 2Q X v, a
esse termo denotaremos de aceleracdo de Coriolis. A aceleracdo de Coriolis € 0 termo
responsavel pelo efeito da forca de Coriolis.

3.3. DINAMICA DOS CORPOS RIGIDOS

A dindmica dos corpos rigidos tem como finalidade o estudo das relagdes que existem
entre as forcas que atuam sobre um corpo rigido, bem como a forma e a massa desse corpo e o
movimento resultante (BEER; JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012).

Um corpo entra em movimento quando uma forca age sobre ele, desta forma pode-se
definir a forca como uma acdo capaz de alterar o estado de inércia de um corpo e modificar a
sua velocidade.

Em uma partida de cabo de guerra o objetivo é puxar o grupo oponente através de uma
corda, ganhando o grupo que conseguir puxar o adversario até uma regido demarcada. Dessa
forma, a corda realiza um movimento de acordo com as forgas realizadas pelos componentes
dos grupos disputantes, assim diz-se que o movimento da corda € o resultado do somatério de
todas as forcas que agem sobre ela.

No caso do quadrotor, 0 movimento é o resultado das forcas internas e externas da qual
0 quadrotor estd submetido. Um exemplo de forcas internas é a forca gerada pelos quatros
rotores e um exemplo de forca externa é a forca de arrasto. Neste trabalho ndo serdo detalhadas

as acoOes dessas forcas.
3.3.1. Equagdes de movimento para um corpo rigido
Um corpo rigido pode estar sob a ac¢éo de diversas forgas externas como mostrado na

Figura 3.10. Assumindo um sistema de coordenas newtoniano Oxyz, 0 movimento resultante

pode ser obtido pelo somatério de todas as forcas envolvidas, dessa forma tem-se

Z F = may (3.20)
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na qual m é a massa total do corpo e a; é a aceleragcdo do centro de massa G (BEER,;
JOHNSTON JUNIOR; CORNWELL, 2012).

Figura 3.10 - Ac¢do de diferentes forgas sobre um corpo rigido.

Fa

Fs

Fonte: Autoria Prépria (2019).

Quando uma forca é aplicada em um corpo de modo a gerar um movimento de rotacao,
diz-se que o corpo esta submetido a um torque. Um exemplo no qual um torque € gerado, se da
durante a utilizacdo de uma chave de boca para afrouxar um parafuso, ao aplicar uma forca na
haste da chave um torque é gerado de modo a colocar o parafuso em rotacao.

Assim com relacdo ao centro de massa G estas forcas geram diferentes torques e o

somatdrio destes torques com rela¢éo ao centro de massa pode ser definido como

z M = J.a (3.21)

na qual « € a aceleracdo angular e J; 0 momento de inércia, muitas vezes o0 momento de inércia
é denotado por I, porém, neste trabalho sera utilizado a notacdo J para ndo confundir com o

conceito de matriz identidade.
3.3.2.  Momento de Inércia

Todo corpo possui tamanho e forma bem definidos, 0 momento de inércia € uma medida
da resisténcia de um corpo ao movimento de rotacdo quando é submetido a uma aceleracdo
angular. O momento de inércia varia conforme o tamanho, a massa e de como essa massa esta

distribuida pelo corpo (HIBBELER, 2011).
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O efeito do momento de inércia pode ser observado durante o movimento de uma
bailarina. Quando ela gira em torno da ponta do pé realiza um movimento de rotacéo, ao girar
com o braco encostado ao corpo, a resisténcia a rotacdo diminui e sua velocidade angular
aumenta, girando mais rapido. Quando a bailarina abre os bragos, ela aumenta a resisténcia a
rotacdo diminuindo sua velocidade angular, girando mais devagar. Esses efeitos ocorrem
porque ao fechar os bracos, a bailarina concentra sua massa em relagdo ao eixo de rotacao,
diminuido seu momento de inércia e ao abrir os bracos a bailarina distribui a sua massa,
aumentando 0 momento de inércia.

Por definicdo o momento de inércia pode ser determinado por

jzf r2dm, (3.22)

ou seja, a integral do quadrado da distancia r do elemento de massa dm em relagéo ao eixo z
como mostrado na Figura 3.11, de todos os elementos de massa dm que compdem 0 corpo
rigido, onde r é a distancia (HIBBELER, 2011).

Figura 3.11 - Célculo do momento de inércia.

Fonte: Autoria Prépria (2019).

Dessa forma, 0 momento de inércia varia conforme se da a distribuicdo da massa em
um corpo, um método préatico de se obter de maneira aproximada o momento de inércia de um
objeto qualquer € utilizando o principio da conservacdo do momento angular, ou quantidade de
movimento angular. Esse principio, estabelece, para um objeto em rotacdo em torno de um eixo
fixo, que o produto entre momento de inércia e a velocidade angular permanece constante
durante 0 movimento de rotagdo em torno de um eixo fixo. Esse método consiste em utilizar
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um disco que gira em torno do seu centro de massa sobre uma estrutura com o minimo atrito,
um objeto cujo momento de inercia é conhecido e outro cujo momento de inércia é
desconhecido.

Denotando por O o objeto que se deseja encontrar o momento de inércia J, com relacdo
ao seu centro de massa, por P 0 objeto que se conhece 0 momento de inércia /, com relacdo ao

seu centro de massa e D o disco cujo momento de inércia com relacdo ao seu centro de massa

pode ser obtido por J, = %MRZ, na qual M é a massa do disco e R é o raio do disco. Os objetos
sdo apresentados na Figura 3.12. De modo que 0 momento de inércia do conjunto com relacdo

ao centro de massa serd igual a J. = J, + Jp + Jp, na qual apenas J, é desconhecido.

Figura 3.12 - Objetos utilizados para a determinar 0 momento de inercia.

Disco D Objeto conhecido P Objeto desconhecido O

Fonte: Autoria Propria (2019).

Inicialmente deve se colocar 0s objetos sobre disco para girar com relagcdo ao centro de
massa do conjunto, como apresentado na Figura 3.13, e medida a velocidade angular. De modo
que o momento angular sera Hg, = J¢, w4, na qual /¢, € 0o momento de inércia do conjunto com
relagdo ao centro de massa do conjunto, ou seja, Jc, = Jo + Jp + Jp € w4 € a velocidade angular

do conjunto.

Figura 3.13 - Objetos O, D e P em rotacdo com relacdo ao centro de massa.

Eixo de Rotagao

Fonte: Autoria Prépria (2019).

Em seguida, deve-se alterar a posi¢do do objeto P, como apresentado na Figura 3.14, e
colocado o conjunto novamente para girar em torno do mesmo eixo de rotagcdo, medindo a nova
velocidade angular. Dessa forma, entre 0s momentos de inércia, apenas 0 momento de inércia

do objeto P sera alterado e 0 novo momento de inércia Jp, pode ser obtido pelo teorema dos
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eixos paralelos Jp, = Jp + Mpd?, na qual Mp é a massa do objeto P e d a distancia do eixo de

rotagdo ao centro de massa do objeto (Ver Figura 3.14). Por fim, o0 momento angular, apds a

alteracdo na posigdo do objeto P, pode ser obtido Hg, = J,w,, na qual /¢, € 0 momento de
inércia do conjunto com relagdo ao mesmo eixo de rotagdo anterior, ou seja, Jo, = Jo + Jp, +

Ip =Jo +Jp + Mpd? + ], € w, é a velocidade angular do conjunto apés a alteracéo.

Figura 3.14 - Objetos O, D e P em rotacdo apo6s a alteracdo da posicdo do objeto P

—»

A

‘|

Eixo de Rotagao

Fonte: Autoria Prépria (2019).

Pela conservagdo do momento angular tem-se H; = Hg,, pode-se determinar o
momento de inércia J,, uma vez que as demais variaveis envolvidas no processo sdo
conhecidas. Para obter com rela¢do aos demais eixos de rotacao, basta rotacionar o objeto O e
realizar o mesmo procedimento.

No quadrotor a massa esta concentrada nas regides dos quatro rotores e 0 momento de

inércia varia com relacdo aos €ixos x, y e z.
3.3.2.1. Tensor de inércia

O momento de inércia esta relacionado ao movimento de rotacdo em relagdo a um Gnico
eixo de rotacdo, dessa forma a generalizacdo do momento de inércia de um corpo para 0s trés
eixos de rotacdo se da atraves de uma matriz de ordem 3 x 3 conhecida como tensor de inércia
ou ainda matriz de inércia. A seguir serd desenvolvida o tensor de inércia de um corpo rigido
com centro de massa num ponto G, sendo considerado um sistema ortogonal 0XYZ com origem
em 0 = (0, 0, 0) e um sistema ortogonal Gxyz cuja a origem é o centro de massa do corpo
rigido.

A equacdo (3.21) pode ser escrita em funcdo do momento angular H; de um corpo em

torno de seu centro de massa G, assim a equacao (3.21) torna-se
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z M = H,, (3.23)

por sua vez, 0 momento angular de uma particula é definido pelo produto vetorial do vetor
posicdo da particula pelo seu momento linear, na qual o momento linear é o produto da massa
pelo vetor velocidade. Desse modo, tem-se que 0 momento angular de uma particula P ¢é da

forma
Hp =rxXp=rxmv, (3.24)

ja a quantidade de movimento angular de corpo rigido pode ser obtido pela soma de todos os

momentos angulares de cada particula que compdem esse corpo, ou seja,
n
HG = Z(ri X Vl')AmL' (325)
i=1

na qual r; e v; sdo respectivamente o vetor posi¢ao e o vetor velocidade da particula P; com
relacdo ao sistema de coordenadas Gxyz e tem massa igual a Am; (ver Figura 3.15). Aqui Am;
tem papel de um escalar e, diferente do usual apresentado na (3.24), esta posicionado ao final
do produto vetorial para aparecer a soma de Riemann, para que esse somatorio seja interpretado

como uma integral de Riemann.

Figura 3.15 - Vetor posi¢do € o vetor velocidade da particula P;.

Z

Fonte: Autoria Prépria (2019).
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Como visto na sec¢do 3.1.2 o vetor velocidade de uma particula em rotacdo é obtido pelo
produto vetorial da aceleracdo angular com o vetor posi¢do v; = w X r;, dessa forma a equacao
(3.25) torna-se,

H, = Z(ri x (@ X 11))Am. (3.26)
i=1

3

Sejar; = (x;, ¥i, z) € w = (wy, wy, w,) tem-se que o produto vetorial w X r; €,

termos de coordenadas,

WyZ — Wzy
wXr; = Wz X — WyZ
WyY — WyX

e 0 produto vetorial r; X (w X r;) é, em termos de coordenadas,

:Vi(wxyi - wyxi) — zi(wx; — (‘)xzi)
r; X (wXr;) = Zi(wyzi - wzyi) - xi(wx}’i - wyxi)

xi(W,x; — wyz;) — }’i(wyzi - wzyi)
logo a equacdo (3.26) em termos das coordenadas sera,

n yi(wxyi - wyxi) — zij(wx; — wyz;)
H; = zi(wyzi - wzyl-) — X; (wxyl- — wyxl-) Am;. (3.27)

=1 [ (w2 — wyezy) — }’i(wyZi — wY;)

Separando a equacao (3.27) para a componente x, tem-se

n
H, = Z[yi(wxyi - wyxi) — zi(w,x; — a)xzi)]Ami
i=1

n n n

H, = a)xZ(yiz + z%) Am; — a)yz x;y; Am; — a)zz x;z; Am;
i=1

i=1 i=1
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de modo analogo para os eixos y e z, e fazendo Am; muito pequeno, ou seja Am; — 0, temos

gue as somas de Riemann tornam-se as integrais de Riemann, dessa forma

H, = a)xf(y2 +z2)dm — a)yf(xy)dm - a)zf(xz)dm

H, —wxj(yx)dm + a)yf(x2 + z%)dm — wzj(yz)dm (3.28)

H,

—wxj(zx)dm - a)yj(zy)dm + wzj(xz +y?)dm.

Assim as integrais das equacdes (3.28) representam diferentes momentos de inércia do
corpo, com relagdo aos diferentes referenciais. Portanto, as equag0es (3.28) podem ser escritas

como

H, :]_xwx _]_xywy _]_xzwz
Hy = _]_yxwx +]_ywy _]_yzwz (3.29)

7z = —JzxWx _]zywy + J;w,

T

na qual, J,, ], e J, séo os momentos de inércia com relagdo aos eixos x, y e z respectivamente.
e 0s termos Jyy, Jx; € Jy, S80 chamados produtos de inércia e medem a antissimétrica da
distribuicdo de massa de um corpo em relagdo a um par de eixos, dessa forma no caso de objetos
simétricos com relac&o aos eixos tem-se que [y, = Jy, = J,, = 0.

Escrevendo a equagéo (3.29) na forma matricial tem-se

Hx ]_x _]_xy _]_xz Wy
Hy = _]_yx ]_y _]_yz [wYI
H, _]_zx _]_zy ]_z ©z
H=Jw (3.30)

na qual a matriz J define o tensor de inércia.

No caso do quadrotor sera considerada a simetria com relacdo aos eixos, dessa forma,
0s produtos de inércia sdo nulos e a matriz de inércia se resume a uma matriz diagonal de ordem
3 X 3 cujos elementos da diagonal s&o 0s momentos de inércia com relagdo aos eixos x, y e z

respectivamente.
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3.4. REFERENCIAIS EM ROTACAO

Como visto na Secgéo 0, os referencias podem estar sob 0 movimento de rotagdo, 0s
chamados referenciais ndo inerciais. Do ponto de vista matematico, podemos definir uma
rotacdo como uma transformacao linear envolvendo dois sistemas de referéncia, um inercial e
outro rotacionado.

Uma transformacéo linear € uma funcéo que associa a cada vetor v, pertencente a um
espaco vetorial ¥V, um outro vetor w pertencente a um espaco vetorial W, T:V — W, e além

disso séo satisfeitas para qualquer v, v, € V e a € R as relagdes

T(vy+vy) =T(vy) +T(vy)
T(avy) = aT(vy)

na qual, T(v) é chamado de imagem de v pela transformacdo T (LIMA, 2014).
Um espacgo vetorial, por sua vez, € um conjunto de elementos no qual estdo definidas
duas operacdes: a adicdo e a multiplicagdo por um namero real. A todos os elementos deste
conjunto ddo-se o nome de vetores. A adicdo faz corresponder a cada dois vetores v,w € IV um
outro vetor v+ w € V. A multiplicagcdo por um escalar, dado um « € R, faz corresponder a
cada vetor v € IV um outro vetor av € V (LIMA, 2014).
Além disso, essas operacdes devem satisfazer as propriedades de comutatividade;
associatividade; existéncia de elementos neutros das operagdes; existéncia de simétrico e
distributividade, isto €, para quaisquer a, 8 € R e v,uw € V vale 0s seguintes axiomas:
) u + v = v + u (comutatividade);
i) u+v)+w=u+ (v+w)e (ap)v = a(Bv) (associatividade);
iii) existe um vetor 0 € I/, chamado vetor nulo, talque v+ 0 = 0 + v = vparatodo
v € V (vetor nulo, elemento neutro da soma de vetores);

iv) para cada vetor v € IV existe um vetor —v € V, chamado de simétrico v, tal que
—v+ v =v+ (—v) = 0 (inverso aditivo);

V) (a+ B)v=av+ pve a(v+u) = av+ au (distributividade);

vi) 1-v =v (multiplicacdo por 1, elemento neutro da multiplicagdo por um

escalar).
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Um conjunto de vetores {v,,v,,...,v,} é dito linearmente independente (LI) se a
combinacéo linear dos vetores v;,v5, ..., v, que resulta no vetor nulo implica necessariamente

em todos os escalares serem nulos, isto é, dada a combinacao

avq +av, + -+ a,v, =0

implica que a; = a, = - = a,, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 dizemos que 0s
vetores {v,, V5, ..., v, } sdo linearmente dependentes (LD) (BOLDRINI et al., 1980).

Dito isto, pode-se definir uma base de um espaco vetorial como um conjunto finito de
vetores linearmente independentes tais que qualquer outro vetor de V seja combinacao linear
deles, assim um conjunto {v,,vs, ..., v,} de vetores de V serd uma base de V se o conjunto
{v, vy, ...,V geraV e sdo LI (STEINBRUCH; WINTERLE, 1995).

Uma transformacdo linear pode ser associada a uma matriz denominada matriz de
transformacédo, uma vez que matrizes permitem representar transformagdes lineares arbitrarias
de forma organizada e consistente, de facil manipulacdo e implementacdo computacional. A

seguir serd apresentada a obtencdo geral de uma matriz de transformacao.

3.4.1. Matriz de uma Transformacéo linear

Considerando uma transformacéo linear T:V - W com B, = {v4, ..., v,,} uma base de

Ve By = {wy, ..., w,,,} uma base de W, um vetor v € V pode ser escrito como

vV =X1Vq1 + X Vo + -+ ann

e aimagem T(v) € W como

T(V) = Y1W1 T Yo Wy + 0+ Y Wiy

por outro lado,

T(v) = T(x,vy + X3V, + -+ x,V,) = x5, T(vy) + x,T(v,) + -+ x,T(V,).

Como T (vy), T(vy), ..., T(v,) € W,
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T(vy) = a; Wi+ ayWy+ -+ apiWy
T(vy) = a;aWp+ AWy + -+ AWy,

T(v,) = aWi+ apWy + -+ QWi

tem-se que,

T(V) = x1(a11Wq + A Wy + -+ + QW) + X, (a1,W1 + AWy + - + A Wiy)

T(v) = (x1a11 + et xnaln)wl + -+ (xlaml + et xnamn)wm

como T(v) = y;w; + y,W, + -« + y,W,, € todo vetor é escrito de maneira Unica como

combinacéo dos vetores de uma base

Yi = X104+ XpQqp
Y2 =  X1Qp1 t -t Xplop
Ym = X1Qppt -+ XpQmp
[J’1 [an aln] r1
Ym Am1 Amnl L Xn
Y = AX
By

na qual A é a matriz de transformacao denotada por [T]’, , e Y sdo as coordenadas de T'(v) com

Bw'’
relacdo a base By, e X séo as coordenadas de v com relagéo a base Sy, ou seja,

[TW]g, = [TI5 - V],

Para a transformacédo inversa, assumindo que o determinante da matriz [T]g‘;/ é diferente

de zero, tem-se

(ir16 )" - ranlp, = (116 )™ -1 - Wy,

=1-[vls,

w

(ir16 )™ - el
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(r1fe )" - (1)l = W,

vlg, = [T15Y - [T,

na qual I é a matriz identidade e [T]gg’ é a matriz inversa da matriz [T]gl‘/’v, assim para obter a

transformacéo inversa, basta obter a inversa da matriz de transformacéo.
3.4.2. Operador Linear

Quando uma transformacéo linear é do tipo T: V — V, ou seja, faz uma correspondéncia
de um espaco vetorial IV para 0 mesmo espaco vetorial V sdo chamadas de operadores lineares,
em particular as transformagdes envolvidas neste trabalho serdo operadores lineares do tipo
T:R3 - R3, uma vez que os quadrotores serdo estudados no espaco.

Existem dois tipos especiais de operadores lineares os ditos auto-adjunto quando a
matriz de transformacdo, com relacdo a uma base ortonormal, for uma matriz simétrica e 0s
operadores ortogonais quando a matriz de transformacao, com relacdo a uma base ortonormal,
for uma matriz ortogonal, ou seja, uma matriz cuja sua inversa € igual a sua transposta. Além
disso, uma matriz ortogonal possui outra propriedade relacionada ao seu determinante, dada

uma matriz A ortogonal, ou seja, A~ = A¢, tem-se
det(4-A71) = detl
det(4 - AY) = det!

det(4) - det(4?) = 1.

Pelas propriedades do determinante tem-se que o determinante de uma matriz A é igual

ao determinante da sua matriz trasnposta A¢, ou seja, det(4) = det(4%), dessa forma tem-se
det(4) - det(4) =1
det(4)? =1
det(4) = +1

logo toda matriz ortogonal possui determinante igual a +1.
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A seguir sera apresentado um exemplo de uma matriz de rotagdo de um operador linear
ortogonal do R3, a matriz a ser obtida é analoga as matrizes que serdo obtidas no Capitulo 4 na
seccdo 4.2.1. Para esse exemplo, serdo considerados dois sistemas cartesianos ortogonais com
a mesma origem Oxyz e Ox;y, 24, €sse Ultimo rotacionado 8 radianos em torno do eixo z como
apresentado na Figura 3.16.

Figura 3.16 - Rotacdo de 6 radianos de um sistema cartesiano Ox,y,z; em relagdo a um sistema Oxyz.

y

Fonte: Autoria Propria (2019).

Considerando uma transformacdo linear que leva um vetor v = (x, y, z) a um vetor

T(v) = (x4, y1, 2,1), rotacionado de 6, pela Figura 3.16 tem-se que,

Xy = x-cosf@—y-senf+z-0
y1 = x-senf+y-cosf+z-0
zZ; = x-0+y-0+2z-1

logo, pode-se associar as coordenadas do vetor T (v) na base candnica com as coordenadas do

vetor v também na base canénica a partir da matriz de transformacéo

cosf —senf O
R =|sen® cos O 0f.
0 0 1

A matriz R, chamada de matriz de rotacdo, € uma matriz ortogonal, uma vez que a matriz
inversa de R, denotada por R~! é igual a matriz transposta de R, denotada por RY, ou seja,
R™1 =R.
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Dessa forma tém-se,

X1 cosd —senf O0]rx

Y1| = |senf® cos @ 0 [yl

Z 0 0 11tz
T(v) = Rv,

na qual o vetor rotacionado pode ser obtido pelo produto da matriz de rotagdo com o vetor com
relacdo ao sistema inercial. Durante essa transformacdo é preservado o comprimento dos
vetores e a sua orientagcdo. Dessa forma o modulo do vetor sera igual independentemente do
sistema de coordenadas.

Para a relagdo inversa, ou seja, um vetor que sai do sistema rotacionado para o inercial

basta obter a matriz inversa da matriz de rotacdo, dessa forma tém-se

X1
P4.
Z1

Em geral, quando se estd trabalhando com aeromodelos sdo utilizados sistemas

v=R1T(v)

X cos @ sen@ 0
lyl =|—senf cosf O
z 0 0 1

referenciais em rotacdo, esses sistemas estao rotacionados de um certo angulo em cada uma das
trés direcOes do espaco. Em particular, neste trabalho o quadrotor serd& modelado seguindo os
chamados angulos de Euler, que servem como uma parametrizagdo do espaco, a seguir esses

angulos serdo apresentados.

3.5. ANGULOS DE EULER

Em 1775, Euler desenvolveu uma parametrizacdo de rotagdes finitas de um corpo rigido
no Espaco Euclidiano a uso de trés rotacGes sequenciais, no qual conseguiu demostrar que a
rotacdo de um corpo com ponto fixo pode ser descrita em torno de um eixo de rotagéo,
conhecido como Eixo de Euler, que coincide com o giro do préprio corpo (JAMBERSI; SILVA,
2016).

As trés rotacdes sequenciais sdo parametrizadas por trés diferentes angulos, chamados
de angulos de Euler, estes angulos tém como objetivo descrever a orientacdo de um corpo rigido
no espago euclidiano tridimensional (CARRERA, 2010).
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Um tipo especifico dos angulos de Euler sdo os angulos de Cardan (ou Tait-Bryan) que
geralmente sdo utilizados em aplicacdes aeroespaciais com o objetivo de definir a orientacdo
do aeromodelo. Os trés angulos de Cardan séo conhecidos como angulo de rolagem ou roll (¢)
de arfagem, empinamento ou pitch (8) de guinada, cabeceio ou yaw (y) identificados na Figura
3.17.

Figura 3.17 - Angulos de Cardan.

Angulo de pitch

Sl

Angulo de roll
Angulo de yaw

Fonte: Lara (2016) Adaptado.

Os angulos de roll, pitch e yaw controlam respectivamente os movimentos nos eixos
longitudinal, transversal e vertical. Na Figura 3.18 é apresentada a acdo do angulo de roll no

Quadrotor.

Figura 3.18 - Angulo de Roll no quadrotor.

z Vista frontal do quadrotor
Angulo de Roll (¢)

Fonte: Autoria Prépria (2019).

Na Figura 3.19 é apresentada a acdo do angulo de pitch no quadrotor.
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Figura 3.19 - Angulo de Pitch no quadrotor.

Vista lateral do quadrotor z

Angulo de Pitch (8)
/)
//

Fonte: Autoria Propria (2019).

Na Figura 3.20 é apresentada a acdo do angulo de yaw no quadrotor.

Figura 3.20 - Angulo de Yaw no quadrotor.

X Vista superior do quadrotor

Angulo de Yaw (1)

Fonte: Autoria Propria (2019).

Dessa forma, os angulos de Cardan sdo variaveis que compdem o movimento dos
quadrotor, o dominio desses angulos ira garantir a controlabilidade e estabilidade do quadrotor,

uma vez que estes angulos estdo diretamente relacionados a movimetacdo do quadrotor.
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CAPITULO 4 ANALISE CINEMATICA E DINAMICA DO QUADROTOR

Ap0s a abordagem teorica acerca dos principais pressupostos que norteiam o problema,
neste capitulo sera apresentada a analise dindmica dos diferentes modos de voo do VANT.
Deste modo, objetivando otimizar a andlise, tornando mais didatica sua compreensdo, a
discussdo serd apresentada em quatro etapas, na primeira etapa serdo apresentadas as variaveis
do problema, na etapa seguinte serdo abordados os diversos sistemas de referéncias do
problema, nas etapas finais serdo deduzidas as equagdes utilizadas para o controle dessas

aeronaves, através das analises cinematica e dinamica.

4.1. VARIAVEIS DO PROBLEMA

O veiculo estudado consiste em quatro rotores montados em configuragdo cruzada das
quais o par de hélices opostas giram no mesmo sentido como é apresentado na Figura 4.1
(SHAHID et al., 2016).

Figura 4.1 - Veiculo Quadrotor.

Wy W3

5] )

Fonte: Autoria Propria (2019).

As variaveis envolvidas no sistema séo:

p,, = posicdo inicial do veiculo com relacio ao eixo it em R,
p. = POsicao inicial do veiculo com relago ao eixo j* em R,
h = a altura do veiculo com relacéo ao eixo —k‘ em R¢,

u = velocidade do veiculo com relago ao eixo i? em R?,
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v = velocidade do veiculo com relagéo ao eixo j? em R?,

w = velocidade do veiculo com relagio ao eixo k? em R?,

¢ = angulo de roll (rolagem) com relacédo a RVZ,

6 = angulo de pitch (arfagem) com relagdo a R'?,

1 = angulo de yaw (guinada) com relagdo a R,

p = derivada do angulo de roll com relac&o ao tempo em torno do eixo i? em R?,

q = derivada do angulo de pitch com relag&o ao tempo em torno do eixo j? em R?,

r = derivada do angulo de yaw com relag&o ao tempo em torno do eixo kPem R?.

Estas variaveis podem ser visualizadas na Figura 4.2, com excec¢do das variaveis p;,, p,
e h que dizem respeito a posicao com relacdo ao sistema de coordenadas inerciais. A velocidade
(u, v, w) e a velocidade angular (p, q, ) da aeronave sdo relacionadas ao sistema de
coordenadas do corpo. Ja os angulos de Euler (¢, 6, ) dizem respeito aos sistemas do

veiculo-2, veiculo-1 e veiculo respectivamente (BEARD, 2008).

Figura 4.2 - Definicdo dos Eixos.

(u, ¢, p)

—

Fixo de Roll

L[fu:, P, 1)

~J (v.0.q) . ,
Eixo de Pitch Eixo de Yaw

Fonte: Beard (2008).

4.2. SISTEMA DE REFERENCIA

Esta secdo descreve os diferentes sistemas de referéncia utilizados para descrever a
posicdo e orientacdo das aeronaves de quatro rotores. Devido a estes diferentes sistemas é
necessario realizar a transformacdo de um sistema para outro, esta transformacdo é obtida

através dos movimentos de rotacdo e translacdo (BEARD, 2008).
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Na secdo 4.2.1. serd apresentado o desenvolvimento das matrizes de rotagdo, que sdo
responsaveis pela mudanca de sistemas. Ja na secdo 4.2.2. sera apresentado os diferentes

sistemas de coordenadas que seréo utilizados.
4.2.1. Matrizes de Rotacéo

Para o sistema de trés coordenadas exibido na Figura 4.3, o vetor p pode ser obtido a
partir de qualquer um dos dois sistemas de referéncia, o sistema R® com os vetores unitarios
(i° j°, k°) e o sistema R* com os vetores unitarios (i%, ji, k') obtido pela rotagio do

sistema R° de 4 radianos com relagdo ao eixo z (BEARD, 2008).

Figura 4.3 - Rotagdo de um sistema de trés coordenadas em relag&o ao eixo z.

R0 = &1

Fonte: Autoria Prépria (2019).
Em relagdo ao sistema R° tem-se:
p = pRi® + p)j° + pPk°.
De modo analogo tem-se para o sistema R*:
p = pii' +pyj* +prkt.
Pode-se relacionar as coordenadas de p em R° com as coordenadas de p em R?, a partir
de uma matriz, semelhante a obtida na secdo 3.4.2. A essa matriz sera denotada por R} e

chamada de matriz de rotagdo do sistema R° para R*.
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Como visto na se¢édo 3.4.1, para obter a matriz de transformacao basta escrever a base

(i°, 7, k°) como combinagdo da base (i*,j*, k%), dessa forma pela Figura 4.3 tem-se

~

?

kKO=0-1"+0-j'+1- k"

assim,
Px cos® senf 0 Py
p}, =|—senf cos6 O pf,
Pz 0 0 1p?
p' = Rop°
entao,

Rl=|-senf® cos@® 0

0 0 1

cos @ sen @ 0]

Da mesma forma, considerando a rotacdo de S radianos sobre 0 eixo y

0 1 0
senff 0 cosp

cosp 0 —senf
3375

e para uma rotacdo de a radianos sobre eixo x

1 0 0
Ri=10 cosa senal.
0 —sena cosa

i®=cosf-i'+(—sen®) - jL +0- k!

j®=senB@-i'+cos@-j' +0-k?

(4.1)

Essas matrizes de rotacdo sdo ortogonais e, portanto, possuem algumas propriedades

particulares, que sdo elas, com a, b e ¢ bases dos diferentes referencias:

Pl (RO =RO" =Ry,
P.2. RLR2 =RS;
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P.3. detR:=1.

4.2.2. Sistemas de coordenadas do Quadrotor

Nesta secdo serdo apresentados os diferentes sistemas referenciais que estdo envolvidos
nos quadrotores. Serdo trabalhados os seguintes sistemas: referencial inercial, referencial do

veiculo, referencial do veiculo-1, referencial do veiculo-2, referencial do corpo.

4.2.2.1. Referencial inercial R.

O sistema de coordenadas inerciais € um sistema de coordenadas fixas com origem em
um local definido, neste sistema o vetor unitério i* tem sentido para o norte, o vetor unitério j*

tem sentido para o leste e o vetor unitario k! tem sentido para o centro da terra. Como pode ser
visto na Figura 4.4 (BEARD, 2008).

Figura 4.4 - Sistema de coordenadas inercial.

it (Norte)

0 » ji(Leste)

v i (Centro da terra)

Fonte: Autoria Propria (2019).
4.2.2.2. Referencial do veiculo R”.

Este sistema tem como origem o centro de massa do veiculo e segue 0 mesmo sentido
do sistema inercial apresentado na se¢io 4.2.2.1. ou seja, 0 vetor unitario i” tem sentido para o
norte, o vetor unitario j tem sentido para o leste e o vetor unitario k? tem sentido para o centro

da terra.
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4.2.2.3. Referencial do veiculo-1 RV,

A origem desse sistema de coordenadas é o centro de gravidade da aeronave, assumindo

que o centro de gravidade coincide com o centro de massa, temos que esta origem é a mesma

do sistema RY, no entanto R¥* é obtido pela em torno do eixo k¥ pelo angulo de guinada v
(GOPALAKRISHNAN, 2017).

Dessa forma, a matriz de transformacéo do sistema $RY para o sistema RV é

cosy seny O
R (Y) = [— seny cosy 0] ,
0 0 1

obtida da mesma forma que a matriz R} da se¢do 4.2.1.

4.2.2.4. Referencial do veiculo-2 RV2.

Assim como o sistema RV! a origem desse sistema € o centro de gravidade e é obtido
pela rotacdo sistema R”* com relacéo ao eixo j”* pelo angulo de arfagem 6.

A matriz de transformacéo do sistema RV! para o sistema R"2 é

cos8 0 —send
RE@O)=| 0 1 0
send 0 cosd

4.2.2.5. Referencial do corpo RP.

Este sistema € obtido a partir da rotacdo do sistema V2 sobre o dngulo de rolagem ¢.

A matriz de transformacao do sistema R”? para o sistema R? é

1 0 0
RE, (¢p) = [0 cos¢  sen cp] ,
0 —sen¢ cos¢

Assim a matriz da transformagcéo do sistema do veiculo R” para o sistema do corpo R?
pela propriedade 2 da secdo 4.2.1. é,
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RY (¢, 0,%) = Ry, ($IRVE(OIRY ()
1 0 0 T[cos® 0 — sen O1[ cosy seny 0
R)(¢,6,) = |0 cos¢ send|| 0 —sen 1/) cos 1/} 0
0 —sen¢ cos¢pllsend 0 cos 9 1
cos 8 cos Y cos 0 sen 1/) —senf
R2(¢,0,¢) = \sen ¢psenfcosyp —cospseny) sen¢sendseny + cos¢pcosy sen ¢ cos 9] .
cos¢psenfcosyp +sengpsenyy cos¢psenldseny —sen¢gcosy cos¢pcosb

4.3. CINEMATICA DO QUADROTOR

Seja py,, p. € h as variaveis da posicdo com relacdo ao sistema de coordenadas inercial
a velocidade, com relacdo a esse mesmo sistema, é dada pela derivada com relagdo ao tempo.
As variaveis da velocidade u, v e w dizem respeito ao sistema do corpo, portanto a relacdo

entre as variaveis de posi¢do com as de velocidade é

d pn] u
Pe R lvl

Como o sistema inercial & um sistema fixo, pode-se escolher a sua origem de forma a
coincidir com o sistema do veiculo, ou seja, com a origem no centro de massa da aeronave, €

pela propriedade 1 das matrizes de rotacdo (Secéo 4.2.1.) tem-se
R, =Ry = (RDT

Assim a relacdo entre a posicao e a velocidade é

= |cosfOseny) sen¢senfsen + cos¢pcosyy cos¢psendseny —sen ¢ cosy
—senf sen ¢ cos 6 cos ¢ cos 8

pnl [cose cosy sengsenfcosy —cos¢pseny) cos@senbcosy + sen¢senlp] u
w
Para relacionar os angulos de arfagem (8), rolagem (¢) e guinada () com as
velocidades angulares p, g e r também devem ser considerados os diferentes sistemas dos quais
0s angulos estdo relacionados. Sejam @, ¢ e 1) as derivadas dos angulos de arfagem, rolagem e

guinada respectivamente com relacdo ao tempo tem-se
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¢
0

0

+ RE, (p)RYZ(6)

[Z] = Rl,(9)

r

0
6
0

0
+ R, (IR (OIRY () [0] : (4.2)
Y

Aproximando 8, ¢ e i para angulos pequenos tem-se
Riy(¢) = RiZ(6) =Ry (¥) =1

logo, a equacéo (4.2) torna-se

p ¢ 0 0
H =1|0|+Ru2(®)I |6 +R£z(¢)R3%(e)1[Q]
r 0 0 P
1 [¢ 0 0
IQIZ 0|+ R2,(¢) 0|+ R, (pIRFZ(6) 0]
ri Lo 0 )
1 [¢] [1 0 0 1101 1 0 0 J[cos® 0 —send][0
lql: 0[+]0 cos¢p seng||g|+]|0 cos¢ sen¢] 0 1 0 ”0‘
T 0 0 —sen¢ cosollo 0 —sen¢ cos¢pllsend 0 cosf 1Y
p ¢ —sen 1 0 —senf ¢
[ql= 6 cos ¢ + 1 sen ¢ cos O =[0 cos ¢ SenqbcosH] o|.
7 [-6sen¢p +cospcosg] 0 —seng cosdcosOl|y

Para a relagdo inversa basta obter a matriz inversa da matriz de rotagédo assim,

el=10 cos ¢ —sen¢ ||q].

) [1 sen¢tgl cosd)th“pl
P 0 sen¢secl cosgsechllr

44, DINAMICA DO QUADROTOR

Nesta secdo sera assumindo que todos os componentes da estrutura séo rigidos, assim
sua forma ndo varia mesmo quando submetido a forgas externas, ou seja, a distancia entres as
particulas que compde o corpo mantém-se invariavel ao longo do tempo e sera possivel utilizar
as relagdes estudas na se¢do 3.3 (GOPALAKRISHNAN, 2017).

Denotando por v, = (u, v, w) o vetor velocidade da aeronave com relacdo ao sistema

referencial R?, a lei de Newton é dada por
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dVb
m— EF. (4.3)

na qual m é a massa do veiculo e F = (Fx, F) a forca total a qual o quadrotor esta
submetido.
Como o sistema referencial R? é um referencial em rotagdo a derivada do vetor

velocidade é dada pela equacéo (3.18), ou seja,

dVb n
— =a Wy XV
dt b b/i X Vp

naquala, = (i, v, W) éaaceleragéo do corpo do quadrotore w,,; = (p, q, r) éavelocidade

angular da aeronave relativa ao sistema de referéncia inercial. Substituindo na equacéo (4.3)

dv,
md—tb = m(ab + a)b/i X Vb) =F (44)

em funcdo das coordenadas dos vetores a equacéo (4.4) torna-se

(LD -

R

<

N

U qw — 1V F,
m( v ur — WpD E,
w pv —qu F,

TV — qW Fx

[ ] lwp —ur Fy

qu — pv T F,

Com relagdo ao momento angular resultante da agdo das forgas sobre o quadrotor tem-

Se

dh” Z M (4.5)
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na qual h,, ¢ o momento angular com relagio ao sistema referencial R?.

Assim, seja M o torgue resultante do sistema e M’ o momento causado pelo efeito
giroscépio da rotacdo de hélices (BOUABDALLAH; NOTH; SIEGWART, 2004).

De modo analogo a aceleragdo, tem-se para 0 momento angular, devido ao sistema

referencial em rotacao,

dh, .
? = hb +wb/i th.

Substituindo na equacéo (4.5) tem-se

dh, . ,
—:hb+a)b/ith=M+M.

dt

(4.6)

Como visto na se¢do 3.3.2.1 o momento angular pode ser obtido pela equagédo (3.30),

ou seja, hy, = Jwy,;, naqual J € o tensor de inércia , dado por

]x _]xy _]xz
] = _]xy ]y _]yz .
_]xz _]yz ]z

Assumindo que a aeronave é essencialmente simétrica entdo J,,, = /., = J,, = 0, logo

o tensor de inércia pode ser resumido a

J. 0 0
J=10 J, O0Of.
0o 0 J,
Assim,
R
Jx
1
110 — 0.
J 7
0 o0 !
J21
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Em termos das coordenadas, seja M = (r¢, Ty, rw) 0s torques em relacao aos eixos e
M = (—]pqa)p, Jppwp, O) os torques do efeito giroscopio no qual J, € 0 momento de inércia
das hélices e w, € a velocidade angular residual da helice.

Pode-se reescrever a equacao (4.6) em funcdo das coordenadas do corpo como sendo

d .
]Z)tb/l+a)b/i><]wb/i=M+M'
dwn
%z}"l(M+M’—wb/iX]wb/i)
b
p 1/]95 0 0 T¢ _]pqu 1 Jx 0 0 19
[q]: o 1/, © To |+ ]ppwp]— q|x|0 J, O [ql
7 o 0 1/ 0 o0 T
D 1/], O 0 Te —Jpqwy (]y _]z)qr
7 o o 1/, L% 0 Ux =Jy)ra
T h -] _]Z T
;_cp 1, (y]—)q
AR Jx Yy
o= Tof, Lpwy |+ (J, = J)pr
e A I T R
i O A IR ()
L/ ] 7, |

Desta forma, o sistema de seis graus de liberdade pode ser resumido as seguintes

equacoes:

Dn cosfcosy sen¢senbcosyp —cos¢psenyy cos¢psendcosy +sendseny]ru
[ ] = [cos Oseny sen¢senlseny + cos¢pcosy cos@sendseny — sen e cos lp] [vl 4.7
w

Pe
h sen —sen ¢ cos —cos ¢ cos B
1L TV — qwW E,
1'7] = [Wp—ur +—1|5
wl  lqu-pvl ™|E
) 1 sen¢gtgd cosptgld1p
gl=10 cos ¢ —sen ¢ “ql
Y [0 sengsecO cosgsechdllr
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T _] _]z

‘;_d) _]pqu %qr
Pl |7, Jz -
H= ]_j +| Jopwp |+ Ye — ) ]y]x)pr (4.10)
T ‘L'lp ]y

—_— ]x_]

7, | Lo | _(]—Zy)pq_

Dessa forma, os movimentos do quadrotor vistos na se¢édo 1.2 na Figura 1.4, podem ser
obtidos a partir das equac0es (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) com o controle das variaveis envolvidas

no problema, uma vez que os movimentos do quadrotor estdo relacionados ao controle da
velocidade e da velocidade angular do quadrotor.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentada a modelagem matematica de um veiculo aéreo nao
tripulado do tipo quadrotor, com o objetivo de ilustrar a importancia da matemética para a
deducdo da dindmica e cinemética de um corpo rigido estudado na engenharia mecéanica. Esse
exemplo foi escolhido devido a sua crescente relevancia no cenario cientifico, o que muito se
deve a popularizacao dos quadrotores, em especial dos drones.

Nesse sentido, o exemplo apresenta uma grande variedade de ferramentas matematicas
a serem utilizadas durante a obtengcdo do equacionamento responsavel pelo seu controle e
estabilidade, dentre essas se destacam as matrizes, as transformacdes lineares, as derivadas e as
integrais.

Dessa forma, esta pesquisa facilita os estudos relativos a modelagem matematica de um
VANT, além de ilustrar a importancia da matematica para o seu desenvolvimento, uma vez que
a matematica, assim como qualquer outra area, quando trabalhada sem nenhuma motivacao
concreta, ou seja, sem ser amparado por um problema real, € visto sem significado, podendo se
tornar desmotivante e/ou desinteressante para o aluno.

Assim, este trabalho apresenta um problema real através de um exemplo estudado na
engenharia mecéanica, com o objetivo demonstrar ao aluno a importancia do estudo da
matematica, além de servir como auxilio para o professor de matematica que ao ensinar algumas
ferramentas matematicas ndo conhece ou tem pouco conhecimento das aplicacfes dessas
ferramentas.

Ressalta-se ainda que ao apresentar um breve histérico foi possivel compreender o
funcionamento de um VANTS, além de entender o crescente interesse nos estudos acerca deles.
Destaca-se ainda que ao apresentar um estudo sobre o ensino da matematica pode-se
compreender a importancia do estudo ser fundamentado de forma ludica, sendo um fator
motivador para os alunos. Ademais, ao realizar o estudo teorico foi possivel destacar toda a
matematica envolvida durante o processo de modelagem de um quadrotor.

Por fim, ao apresentar os calculos de forma detalhada foi possivel entender a obtencéo
do equacionamento responsavel pelo controle do quadrotor. E, dessa forma, se obteve uma
analise do quadrotor mais detalhada, facilitando o entendimento acerca da analise da aeronave.
Assim, foi possivel demonstrar a importancia do estudo da matematica ao apresentar a sua

utilizagdo em um problema real.
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Em suma, ao final da pesquisa pode-se observar que é possivel aliar o ensino de
matematica com outras areas do conhecimento, ou mesmo, notar a sua aplicacdo em areas
promissoras e ainda em constante expansao dentro da ciéncia, como é o0 caso da situacdo aqui
exposta. Assim, tal pesquisa desponta com uma fonte de consulta para professores poderem
utilizar como norte para entender, apresentar e/ou exemplificar aplicacfes dos conteidos
matematicos vistos em sala de aula.

Concomitantemente, é importante salientar que torna-se necessario que 0s 0rgaos
competentes oferecam formacdes para os professores. Haja vista que, assim facilita 0 acesso
destes, a novos conhecimentos, novas pesquisas e metodologias, que podem servir de suporte
ou alternativas para melhorar o processo de ensino e aprendizagem deste componente
curricular.

No que se refere a continuidade da pesquisa, deixa-se em aberto para que novos
exemplos, como esse, possam ser explorados. E, assim, novos materiais e pesquisas possam ser
desenvolvidas a fim de ampliar o leque de opcdes e alternativas, para melhor ensinar
matematica; partindo premissa que fora tomada nesta pesquisa, na qual ela é considerada um

componente curricular com aplicacGes diretas em situacdes reais do cotidiano dos estudantes.
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