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RESUMO

Sabendo da importancia de tornar as aulas mais atrativas, reunimos neste
trabalho o contedido necessario para que o professor possa resgatar da histéria
da Matemaética para a sala de aula o Nimero Aureo. Apresentamos as principais
definicdes tedricas sobre o Nimero Aureo, onde podemos encontra-lo em nosso
cotidiano e como podemos trabalhar este nimero em sala de aula.



ABSTRACT

Knowing the importance of making more attractive lessons, we have placed
together enough content to try to bring back the history of mathematics in
classroom the ‘Numero Aureo’. In this assignment we present the main theoretical
definitions about ‘Nimero Aureo’, where we can find it in our daily lives and how
we can work this issue in classroom.
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1. INTRODUCAO

O Numero Aureo é um dos mais antigos nimeros irracionais estudados pelo
homem e, assim como o numero 1 (Pi), ele pode ser trabalhado tanto na Geometria
como na Algebra.

O Numero Aureo, também apresentado como Proporcédo Aurea, Nimero de
Ouro, Proporcdo de Ouro, Secdo Aurea, Razdo de Ouro, Razdo Aurea ou Divina

Proporgéo, entre outros nomes, é representado pela letra grega ® (Phi) e € igual a

1+-5
2

gue vale, com um valor arredondado de 10 casas decimais 1,6180339887.

Sabemos da importancia de apresentar para os alunos a parte histérica de
todo contetdo ministrado em sala de aula, pois isso traz um maior significado ao
conhecimento que sera assimilado pelos alunos. Quando trabalhamos o Numero
Aureo, conseguimos resgatar da histéria da matematica para a sala de aula esse
assunto que vem chamando a atencdo e intrigando varias pessoas ao longo do
tempo.

O objetivo deste trabalho de conclusdo de curso € registrar de maneira
organizada o conhecimento que um professor deve possuir sobre o Nimero Aureo,
para que ele possa trazé-lo da historia da matematica para dentro da sala de aula.

Para isso dividiremos o trabalho em trés capitulos: Definicbes tedricas do NUmero
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Aureo, Onde encontramos o Nuimero Aureo em nosso cotidiano e Como trabalhar o
Numero Aureo em sala de aula.

Na primeira parte iremos apresentar para o leitor as definicdes teoricas
necessarias para que o Nimero Aureo possa ser trabalhado em sala de aula. Iremos
definir razdo aurea, divisdo de um segmento na razdo &urea, tridangulos aureos e
retangulo aureo. Iremos ainda apresentar onde podemos encontrar o Nimero Aureo
em um pentagono regular, como podemos dividir uma circunferéncia em dois arcos
cuja razdo entre eles é o Numero Aureo, quando uma piramide pode ser classificada
como sendo uma piramide aurea, onde encontramos o Numero Aureo quando
analisamos a sequéncia de Fibonacci e finalizaremos este capitulo apresentando o
gue € uma espiral durea e como podemos construi-la.

ApoOs apresentar as definices tedricas do Namero Aureo, nds iremos
apresentar onde muitos dizem poder ser encontrado o Nimero Aureo em nosso
cotidiano e, analisaremos cada caso para constatarmos quando € mesmo possivel
encontrarmos 0 numero de ouro Ou apenas uma aproximagdo do mesmo.
Inicialmente iremos apresentar onde alguns autores dizem ser possivel encontrar o
Numero Aureo realizando razdées no corpo humano, iremos analisar a piramide de
Quéops, o Parthenon, trés grandes obras de Leonardo da Vinci: Homem Vitruviano,
Mona Lisa e San Girolamo. Em seguida, analisaremos alguns cartdes utilizados em
nosso dia a dia e finalizaremos este capitulo analisando onde é possivel encontrar o
Numero Aureo nos Nautilos.

Para concluir nosso objetivo iremos apresentar uma sugestdo de como
podemos trabalhar o Nimero Aureo em sala de aula. Neste trabalho de conclus&o
de curso apresentaremos como o Nimero Aureo pode ser trabalhado no 8° ano e no
9° ano do ensino fundamental, relatando como foi a experiéncia realizada nas
turmas de nono ano de dois colégios na cidade de Macaé — RJ. Sdo elas a escola
SESI e o Colégio Estadual Municipalizado Polivalente Anisio Teixeira.



13

2. DEFINICOES TEORICAS DO NUMERO AUREO

Apresentaremos inicialmente como é definida algebricamente a Razdo Aurea
e quando um ponto divide um segmento de tal maneira que a razdo entre 0S NOvVos
segmentos criados é a Razdo Aurea. Apresentaremos, usando apenas régua e
compasso, como podemos encontrar este ponto dado um segmento de qualquer
tamanho.

Apés esta introducdo, mostraremos que independente do tipo de triangulo,
quando classificado pelos seus angulos (acutangulo, retangulo e obtusangulo),
poderemos ter um triangulo aureo. Demonstraremos que um tridangulo acutangulo é
dito aureo quando este triangulo é isosceles e a razao do tamanho de um dos seus
lados congruentes pelo lado ndo congruente for o nimero de ouro. Um triangulo
retangulo é dito aureo se for semelhante a um triangulo retangulo com hipotenusa

igual a ¢ e catetos iguais a ¥ e 1. E finalmente, um triangulo obtusangulo é dito

aureo quando este triangulo € isdsceles e a divisdo do tamanho do seu lado néo
congruente por um dos seus lados congruentes for o nimero de ouro.
Na secdo seguinte, apresentaremos a definicdo do retdngulo aureo e como
podemos construir um retangulo aureo usando apenas régua e compasso.
Mostraremos na sequéncia como é possivel encontrar a razdo aurea em
diversas razdes entre segmentos em um pentagono regular, como por exemplo, a

razao entre a diagonal deste pentagono regular e o seu lado.
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A seguir, demonstraremos que dois pontos pertencentes a uma circunferéncia
dividem esta mesma circunferéncia em uma razdo aurea quando a razdo entre o
comprimento da circunferéncia esta para o arco maior assim como a razao entre o
arco maior esta para o arco menor e, ambas as razfes, serdo iguais ao numero de
ouro.

Apébs esta secdo, mostraremos que nem toda piramide pode ser classificada
como sendo uma piramide aurea. Definiremos entdo, quais piramides poderdo ser
classificadas como piramide aurea.

Definido o que é uma piramide 4urea apresentaremos que a sequéncia de
Fibonacci € uma sequéncia de numeros naturais definida recursivamente de tal

maneira que o0 1° termo e o0 2° termo sdo iguais a 1 e:

0 1° termo somado com 0 2° gera 0 3° termo;
e 0 2°termo somado com o 3° gera 0 4° termo;
e 0 3°termo somado com o 4° gera o 5° termo;
e 0 4°termo somado com o 5° gera o 6° termo.

E assim sucessivamente.

ApoGs a definicdo da sequéncia de Fibonacci, demonstraremos que a razéo
entre dois termos consecutivos (maior dividido pelo menor) tende para o nimero de
ouro quando tomamos termos cada vez maiores.

E, finalmente, serd apresentado o que é uma espiral aurea e como podemos

construir esta espiral usando apenas régua e compasso.
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2.1. RAZAO AUREA

A razéo aurea ¥ é definida algebricamente como:

g+h
D =

= E,coma>bea,be R,.

o

g+b 4

Temos entédo que & = E logo o = 4b. Substituindo o valor de a em — =

#b+b _ b

teremos ——
b b

Simplificando a igualdade por b em ambos os membros teremos que

o Multiplicando ambos os membros por <4 teremos &+ 1= &?

= &*— &— 1 = 0, ou seja, & é uma das solucdes da equacdo quadratica
x°— x—1= 0 Eassimteremosquea’'=1, b= —1lec = — 1,

Utilizando a formula de Bhaskara teremos:

& = —brtxim
b= T -a 1 (01
2.1
&= 1t~,21m
& = 1++5
2
Como =% = - 0,618033988.. e = 1618033988... , temos que a

solucdo positiva da equacao sera o valor da razdo aurea, jA que como a, b € E,,

nao poderemos ter que & = “Ej = Eseja igual a - 0,618033988... , ou seja, teremos

que &= %5 = 1 618033988...
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2.2 DIVISAO DE UM SEGMENTO NA RAZAO AUREA

Podemos encontrar o numero aureo através de um segmento de reta da

seguinte forma. Dado o segmento de reta AB.

A B

Fig.1 : Divisdo do segmento AB na Raz&o Aurea - Passo 1
Marcaremos um ponto C de tal maneira que este ponto divida o segmento AB
em uma razao aurea, se e somente se:
A+ CB . Al
AC B
Ou seja,

A C B

Divis&o do segmento AB na Raz&o Aurea - Passo 2

Sejam AC = a e CB = b teremos que:
A a c P

Divis&o do segmento AB na Raz&o Aurea - Passo 3

AB_AC:ba+b_rx
AC CB a b

é a razdo &urea que como foi visto na secdo 2.1. vale ¢ = 1+2“E =1,618033988... .

Podemos verificar que o ponto C foi marcado de tal forma que o segmento AC
€ a média geométrica entre o segmento CB e o segmento AB.

Desta forma a razédo do segmento AC com o segmento CB é a razdo aurea.
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Podemos ainda construir um segmento &aureo utilizando apenas régua e
compasso ou um software de geometria dindmica. Para isso deveremos seguir 0s

seguintes passos:

1) Tracemos um segmento AE com qualquer medida.

[ ]
[ ]

Fig.2: Construgdo do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 1

2) Construamos a circunferéncia C; de centro B e raio de medida do segmento B4 e
a circunferéncia C, de centro A e raio de medida do segmento AE. Marquemos 0s

pontos C e D onde estes pontos séo as interse¢des entre as circunferéncias C; e C,.

Tracemos o0 segmento €D e marquemos M, que sera a intersecgéo entre o segmento

D e 0o segmento AE. M é o ponto médio de AE.

Construgao do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 2

3) Tracamos uma reta perpendicular a AE passando por B que chamaremos de r.
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Construcao do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 3

4) Construamos a circunferéncia C3 de centro B e raio igual a medida do segmento

BM e marquemos o ponto E, que sera a intersecdo entre esta circunferéncia C; e a

retar.

Construgao do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 4
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5) Tracemos AE.

Construgdo do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 5

6) Construamos C4 de centro E e raio igual a medida do segmento EB e marquemos

0 ponto F que sera a interse¢cdo de C4 com 0 segmento AE.

Construcao do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 6
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7) Construamos Cs de centro A e raio igual a medida do segmento AF e marquemos

0 ponto G que serd a intersecdo de Cs com o0 segmento AE.

Construcao do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 7

m(TET _
el

8) O ponto G divide o segmento AB na razdo aurea, onde

Construgdo do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 8
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A seguir mostraremos algebricamente que o ponto G divide o segmento AB

na razao aurea.

Fig.3: Prova que o ponto G divide o segmento AB na razao aurea

Seja x unidades o tamanho do segmento AE. Por construgdo, temos que a

medida do segmento EE sera igual af unidades. Aplicando o teorema de Pitdgoras

no triangulo ABE teremos que ZE >=&E *+ EE 2. Logo, BE 2 = x* + ﬁ = E e assim
EE=2E

2

Como EF = EE por construcdo e sabemos que EE = ? e ainda &E = &F + FE
teremos que ”‘F = BF + E logo AF_“‘—F_ E: @

Como AF = AG, por construcdo e sabendo que AF = @ e ainda AE =
&G + GE teremos que X = “wi_ Y+ GE,logo GE =x - “(ﬁz— 1 - K(E;ﬁ:'.

(E- 1) (3= +5) o MED
. -— _ X - _— _ X3 _ _
Assim temos que AG = —— e B = ——— Logo —= 5% =

z2

45 -1 2 _5-1_ -1 3+4F _ 34E+5-3-4F _ 24F+2 _ AE4+1
7 " 3-+5 3-8  d-+5  a++5 st = . =1,6108033989...

P,
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2.3. TRIANGULOS AUREOS

Os triangulos podem ser classificados de acordo com os seus angulos da
seguinte forma: acutangulo, obtuséngulo e retangulo.
Iremos apresentar nas subsecbes a seguir quais triangulos acutangulo,

obtusangulo e retangulo podem ser classificados como sendo triangulos aureos.



23

2.3.1. Tridngulo Acutéangulo

Um tridngulo acutédngulo € dito aureo quando este triangulo é isésceles e a
razdo do tamanho de um dos seus lados congruentes pelo lado ndo congruente for o

numero de ouro.

Vamos mostrar que este fato s6 ocorre se, e somente se, 0os angulos deste
triangulo acutangulo medirem 36°, 72° e 72°.

Para provar esta afirmacdo, dado o triangulo is6sceles ABC, com a razéo
entre seu lado congruente pelo lado ndo congruente igual ao Numero de Ouro
iremos demonstrar que 0s seus angulos medem 36°, 72° e 72°.

De fato, seja o triangulo ABC isdsceles com a razdo entre seu lado

congruente pelo lado ndo congruente igual ao Numero de Ouro. Seja AC = BE =1,

AB =l e o angulo ACE = 8. Teremos que i—" = %ﬁ gue € o Numero de Ouro.

C

Fig.4: Demonstragéo 1 - Tridngulo Acutangulo Aureo

Pela lei dos cossenos teremos que:




=r®+ r°— 2.r.r.cosB
= 2rf— 2rfcosh

F=r?(2—2cosd)

;—[E—ECOSB]

) =(2—2cosl)

Ho =

(
(1) = 2(1— cosH)
(;

) 2(1 chEj

145

Como - = teremos:

2
(1+;f§:] - z(i—tnsm

1+245+5 _ 1
4 2(1-co=zA)

64245 1
4 2(1-coz8)

a5 _ 1
2 2[1-cozA)

3445 =

[1—coz8)

1— cosf= —

[y
w
|
E

1— cogsB= —

b
A
4

1— cosf= ——
1— cosB = 3
cosB=1—3_—

&

=3+~
F A

1++/5

cosH =

cosH =
B = arccos(%g]

8 =36°

24
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7

E como o triangulo ABC é isOsceles nds teremos que os angulos

CAE = AEC = 72° como queriamos demonstrar.

Agora seja o triangulo ABC, isésceles com seus angulos medindo 36°, 72° e
72°. Iremos demonstrar que a razdo entre seu lado congruente pelo lado nao
congruente sera igual ao Namero de Ouro.

De fato, seja o triangulo ABC isOsceles com seus angulos medindo 36°, 72° e

72°, como podemos ver na figura abaixo.
C

36°

72° 72°

A
B
Fig.5: Demonstragédo 2 - Tringulo Acutangulo Aureo - Passo 1

Tracemos a bissetriz do angulo EAC, e chamemos de D o ponto de interse¢do

da bissetriz com o lado EC.

B

Demonstragéo 2 - Triangulo Acutangulo Aureo - Passo 2
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Analisando o triangulo ADC, temos que o angulo &0C mede 108°, ja que

sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo mede 180° e temos que

DAC = ACD = 36°. E como &0C e ADE s&o angulos suplementares, teremos que &0E

medira 72°.

Demonstracéo 2 - Triangulo Acutangulo Aureo - Passo 3

Observemos agora que os triangulos ACB e BAD séo semelhantes pelo caso
AAA (angulo, angulo, angulo), ja que BAD = DEA = 72° ACE = EAD = 36° e CEA =
&0E = 720,

Chamemos a medida do lado AC de r e a medida de AE de |, por construcdo

teremos que AC = EC =r. Como o triangulo BAD ¢é isésceles teremos que AE = AD =
|, analogamente no triangulo ADC teremos que AD = T'C = |. Sabemos que EC = CD +

DE teremos quer= |+ DE,eassim DE=r-1.



Demonstracao 2 - Triangulo Acutangulo Aureo - Passo 4

Utilizando a semelhanca dos triangulos ACB e BAD teremos que:

g2l

E como foi visto na se¢ao 2.1, teremos que:
_ 1+4%
Tz

r

= 1618023988,

Como queriamos demonstrar.

27



28

2.3.2. Triangulo Obtusangulo

Um triangulo obtusangulo é dito aureo quando este triangulo € isdésceles e a
divisdo do tamanho do seu lado ndo congruente por um dos seus lados congruentes

for o nUmero de ouro.

Este fato s6 ocorre se, e somente se, 0s angulos deste triangulo obtusangulo
medirem 36°, 36° e 108°.

Para provar esta afirmacao, dado o triangulo obtusangulo ABC, com a razao
entre seu lado ndo congruente pelo lado congruente igual ao nimero de ouro iremos
demonstrar que seus angulos medem 36°, 36° e 108°.

De fato, seja o triangulo ABC isdsceles com a razdo entre seu lado néo

congruente pelo lado congruente igual ao nimero de ouro. Seja AC =EC =1, A&E =7

A = 1 5 - -
e o0 angulo &CE = A, Teremos que ;—" = %F que é o nimero de ouro.

C

r

Fig.6: Demonstracéo 1 - Triangulo Obtusangulo Aureo
Pela lei dos cossenos teremos que:
rP=1+ 17— 2.1 lcosH

r= 20— 21Fcoz8
ré = 1*(2 — 2cos &)

o
F—[E—ECOSB:I
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(;:)2 =(2—2cosl)
(;:)2 =2(1—cos8)

1 [
Como i—" = %F teremos:

(1?@)2 = 2(1— cos8)

%ﬁﬁ =2(1 —cosl)
HE _ 1 —cos8
g
3INE _ 1—cosB
4
&
cosH = 423
4
cosl = 18

)

8= arccos(
4

B8 =108°

E como o triangulo ABC é isOsceles nés teremos que o0s angulos
CAE = AEC = 36° como queriamos demonstrar.

Agora, seja o triangulo ABC, isosceles com seus angulos medindo 36°, 36° e
108° iremos demonstrar que a razdo entre seu lado ndo congruente pelo lado
congruente sera igual ao nimero de ouro.

De fato, seja o triangulo ABC isOsceles com seus angulos medindo 36°, 36° e
108°.

108°

36° 36°

Fig.7: Demonstracéio 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 1
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Marquemos um ponto D pertencente ao segmento &E de tal forma que o

angulo ACD seja igual a 36° e 0 angulo ECD seja igual a 72°.

C

36° 72°

36° 36°

D
Demonstrac&o 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 2

Analisando o triangulo ADC temos que o angulo £DC mede 108°, ja que
sabemos que a soma dos angulos internos de um tridngulo mede 180°. E como &DC

e CDE sdo angulos suplementares, teremos que CDE medira 72°.

c

D
Demonstrac&o 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 3

Chamemos a medida do lado AE de r e a medida de AC de |, por construcao

teremos que AC = EC = 1.

D

r
Demonstracéo 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 4

Ao construirmos o segmento CL, criamos o triangulo CBD que é isosceles,

logo, a medida de EC é igual a medida de ED, que vale |. Como &E = &0 + DE,
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teremos que r =AD +1, e assim AD =r — 1. E finalmente, como o triangulo ADC

também é isdsceles, teremos que a medida de AD € igual a medida de D', que vale

r—1

r-1 D I
Demonstracéo 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 5

Podemos observar que os triangulos ACB e ADC sao semelhantes pelo caso
AAA (angulo, angulo, angulo), ja que ACE = A0C = 108°, BAC = DAC = 36° e CEA =
ACD = 36°.

Utilizando a semelhanca dos triangulos ACB e ADC, teremos que:

Demonstracéo 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 6

|~ HIal

]
|
—
—

E como visto no capitulo anterior:

_ 1+4TE
2

Ll 1

r

;= 1618033988,

Como queriamos demonstrar.
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2.3.3. Triangulo Retangulo

Um triangulo retangulo é dito aureo se for semelhante a um tridngulo

retangulo com hipotenusa igual a & e catetos iguais a V& e 1.

Este fato sé ocorre se, e somente se, 0os angulos deste triangulo retangulo
medirem 38°, 52° e 90°.

Seja o triangulo ABC, retangulo em A, semelhante ao triangulo retangulo

A’B’C’, com angulo reto em A’, hipotenusa igual a & e catetos iguais a ¥& e 1.

C
[

A c 'B A -

Fig.8: Semelhanca 1 - Triangulo Retangulo Aureo

Sejam AE = c, AC = b e EC = a. Como ABC é semelhante a A’'B’C’, teremos
que a=k &, b =k v& e c = k, para algum k pertencente ao conjunto dos niimeros

reais positivos.
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A A

K B

Fig.9: Semelhanca 2 - Triangulo Retangulo Aureo

Iremos demonstrar que se um triangulo retangulo é semelhante a um triangulo
retangulo com hipotenusa igual a ¢ e catetos iguais a v& e 1, sendo assim
classificado como aureo, os angulos deste tridngulo retangulo irdo medir 38°, 52° e
90°.

De fato, sejam EAC = 90° , AEC =0 e BCA = [,

C
[

K&

90°
L AN

K B

A

Fig.10: Demonstragéo 1 - Triangulo Retangulo Aureo

Temos que:
k
cosdl = D
1
cosll = r
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cos = o

cosl = i
o = 2 1%
1++T5 1-+F
cos i = Hl_—m
1-58
cos i = Hl_—m
-4
-1 .
o = i , © sendo assim teremos que:
o =529,

E como o + [3 = 30° teremos que [ = 38°, como queriamos demonstrar.

Demonstraremos agora que, se os angulos de um triangulo retangulo medem
38°, 52° e 90°, este triangulo retangulo é semelhante a um triangulo retdngulo com
hipotenusa igual a ¢ e catetos iguais a V& e 1 e, sendo assim, classificado como
tridngulo retangulo aureo.

De fato, seja o triangulo ABC com B&C = 90°, AEC = 520, ECA = 38° e ainda

que AE =c,AC=beEC =a.

38°

90°

_‘ 52°

A c jB

Fig.11: Demonstragéo 2 - Triangulo Retangulo Aureo

Teremos que:

cos 520 =12
a

-.-"§—1_ o

2 a
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a __ 2045 +1)

o E-1

a 2 045 +1)

[ 4

a_ +5+1

C 2

a_ 1445

=4 2

a 1
-=% e -==
o a i}

2 poo _ (1Y
Logo, cos® 52° = (E) .
Como sen®52° + cos? 52° = 1, temos que:

sen® 520 + (%)2 =1
sen®520=1 — (3)2

n1]

2
Como sen®52° = G) , teremos que:

b)z FX
a E

bB_ e -1

- =

a _ +

B OWEI -1

Observe que

2
2 g (EAIN . 5424EF+1 . 6+245-4  242F 145
€ _( 2 ) 1 L

" " " S = $. Logo,

Assim, teremos que §= ¢ e 2= 4@, logo este triangulo retangulo é

a
b
semelhante a um tridngulo retangulo com hipotenusa igual a ¢ e catetos iguais a V&
e 1 e, sendo assim, classificado como triangulo retangulo aureo, como queriamos

demonstrar.
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2.4 RETANGULOS AUREOS

Para que um retangulo seja classificado como sendo um retangulo aureo ele
deve apresentar uma caracteristica particular: todo retangulo sera classificado como
aureo se dele ao extrairmos um quadrado de lado igual ao menor lado do retangulo,

o retangulo restante for semelhante ao retangulo inicial.

Observemos o retangulo ABCD abaixo para ilustrar como podemos identificar
um retangulo aureo.
Seja um retangulo de lados a, b, coma < b.

D C
® L

A b B
Fig.12: Como identificar um retangulo aureo - Passo 1

Retiremos um quadrado de lado a do retangulo acima.




37

D a F b-a c
* ® 'Y

a a
[ o ®
A E B

b

Como identificar um retangulo aureo - Passo 2

Caso o retangulo de lados b e a e o retangulo de lados a e b — a sejam
semelhantes, o retangulo inicial de lados b e a ser& classificado como sendo um

retangulo aureo.
Observamos que caso os retangulos de lados b e a e o retangulo de lados a e

b - a sejam semelhantes, teremos que:

b_ 8
a b-a
a? = b — ab

2.1
Elt'v."EsL2
b= 2
a+a+h
b= =
b — 3(1t"-'l'§:|

Como a e b representam os comprimentos dos lados do retangulo ABCD a
razdo entre estes valores nunca serd um numero negativo, por este motivo

descartaremos a solugéo negativa da equacéo.

Assim,
b 1+E
a 2

onde encontramos a razao aurea.



38

Assim concluimos que outra definicdo para retangulo aureo é: todo retangulo
sera classificado como retangulo aureo quando a razao entre 0 seu maior € menor

lado for igual ao niumero de ouro.

Podemos observar que se do retangulo restante (EBCF), extrairmos um
quadrado (GHCF) de lado igual ao menor lado do retangulo, o novo retangulo
(EBHG) sera semelhante ao retangulo EBCF e, sendo assim o retangulo EBHG

também sera classificado como um retangulo aureo.

D a F b-a C
® *
a a
Ge o H
2a-b
o ®
A E b-a B

b

Como identificar um retangulo aureo - Passo 3

Vejamos que:

a b-a
b-a 2a-b

2a® — ab= k% —2ab +a?
b — ab— a® =10

. . b 1+/5
E como visto anteriormente teremos que - = ?—F
a

Iremos provar agora que este processo pode ser repetido infinitamente

sempre nos dando um novo retangulo aureo.
a b-a

~ ~ b
Sabemos do estudo de relacdes entre propor¢oes que: ;= y—. =, ou

. b _ b- . . A .
seja, = ﬁ. Assim, podemos afirmar que se o retangulo de lados b e a for aureo,

os retangulo de ladosae b - ae lados b - a e 2a - b também seréo aureos.
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Sendo assim, dada a sequéncia: b, a, b - a, 2a - b, 2b - 3a, 5a - 3b,... cujo
termo geral sera a, = an-2 - an.1 teremos pelo raciocinio de relaces entre propor¢des
que quaisquer dois valores consecutivos desta sequéncia serdo os lados de um

~ , ~ . .. ...b 1+5
retangulo aureo se em nosso retangulo inicial = = T
a

Fecharemos este capitulo mostrando como € possivel construir um retangulo
aureo utilizando apenas régua e compasso.

Para isto, inicialmente, deveremos construir o quadrado AEFD de lado a.

D F

A E
Fig.13: Construcdo de retangulo aureo usando régua e compasso - Passo 1

Marguemos M, o ponto médio do segmento AE.

A M E

Construcdo de retdngulo aureo usando régua e compasso - Passo 2

Tracemos o segmento MF.



A y E
\ . M .
Construgéo de retangulo 4ureo usando régua e compasso - Passo 3

Desenhemos a reta AE e o circulo de centro M e raio MF. Chamemos de B a

intersec&o da reta AE com o circulo de centro M e raio TF.

D _---" --._ F
" -~
&
~ ~
- ~
7 ~
7’ ~
’ N
7 N
’ N
7 Y
Vi Ay
’ \
\
’
’ a N
\
1
f \
\
1
f \
' \
h \
1
1
| 1
_____ _-—_——_— — — *r— — — — — - — — — — — — — — -
! A E B
1 M )
! 1
\ 1
\ 1
\ 1
A I
\ ’
\ ’
A /
A ’
Al ’
N ’
N Vs
~ ’
~ s
~ e
~ Ed
-

Construcdo de retdngulo aureo usando régua e compasso - Passo 4

Tracemos uma reta perpendicular a reta AE que passe por B. Tracemos a reta

DF. Chamemos de C a intersecao entre essas duas retas.



D e T T T T~ F
-
——————— " — e— — — —
P ~
- ~
’ ~
7 ~
7 Y
7 N
y N
7 Y
’ AY
, \
\
/’ a N
; \
/
I
!
I
!
1
I
—_ g — — — = — ' e— — — — —
E

Construcgéo de retangulo aureo usando régua e compassad - Passo 5

O retangulo ABCD é um retangulo aureo.

D F c

@ ]
a

[ . ®
A B

De fato, como ME =

ra | @

. Mo E .
Fig.14: Prova que o retangulo ABCD é Aureo - Passo 1

e FE = a, por PitAgoras temos que:



W

F C
o *
a
a
2 ' 3 '
A M al2 E B
Prova que o retangulo ABCD é Aureo - Passo 2
MF? = ME® + EF°®
2
MFZ = (2] +a?
z
MFZ= 2 434°
F? = 55
MF= = ’
— £a’
F= 0
MF = V5
Como MF =HME , &M = geﬁ=m+_3teremos que:
D F
o
a
a 92 5
[ e ®
A a M E
2 a 5
2

Prova que o retangulo ABCD é Aureo - Passo 3

=

E

2 TIVs

+(5°)

5
I

Sendo assim,

_45)

a

B &

42



Portanto, ABCD é um retangulo aureo.

43



44

2.5 PENTAGONO REGULAR

Em um pentagono regular podemos encontrar diversas vezes a razao aurea.
Iremos mostrar como encontrar algumas dessas razfes utilizando o pentagono
regular ABCDE de lado .

Fig.15: Pentagono
Caso 1.

Tracemos o segmento EC e definamos que EC =r.

D

L ®

A B
Fig.16: Pentagono - Caso 1 - Passo 1
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Como ABCDE é um pentagono regular temos que EDC = 108°, Temos ainda,

que o triangulo EDC é isésceles e, com isso, DEC = DCE = 36°,
D

108°

Pentagono - Caso 1 - Passo 2

E como demonstrado na sec¢éo 2.3.2, teremos que a razao entre % sera igual

ao numero de ouro.

Caso 2:

Ainda utilizando o pentagono regular ABCDE tracemos a diagonal AD.

Como ABCDE é um pentagono regular temos que 4ED = 105°, Temos ainda,

que o triangulo EDA é isésceles e, com isso, EDA = EAD = 3&0°,
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A B
Fig.17: Pentagono - Caso 2 - Passo 1
Seja P o ponto de intersecao entre os segmentos 4D e CE. No triangulo CDP

teremos que o angulo CFD = 729, logo CF =CD = |. E como E F+ FC, teremos

que EF =r-|.

Pentagono - Caso 2 - Passo 2
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No triangulo EPD teremos que EFD = 108 ©, assim teremos um triangulo com
0s angulos iguais a 36°, 36° e 108°, e como demonstrado na sec¢ao 2.3.2., teremos

~ i z - -
que a razao entre o sera igual ao numero de ouro.

Pentagono - Caso 2 - Passo 3

Caso 3:

Vemos que o triangulo EPD é is6sceles, logo EF =DF =r-|.
~ ~ i z
E como demonstrado na sec¢do 2.3.1., teremos que a razdo entre ——; sera

igual ao numero de ouro.
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Fig.18: Pentagono - Caso 3

Caso 4:

~ i -
Como demonstrado no Caso 2 sabemos que a razao entre —— sera igual ao
—

namero de ouro logo, podemos observar que a intersecdo de duas diagonais no
pentagono regular, as divide de tal forma que podemos encontrar 0 nUmero aureo ao
fazermos a razdo entre o maior e 0 menor comprimento.

Como exemplo, ainda utilizando o pentagono regular ABCDE, podemos citar

AF_F_ 1 2 iqual Y d
que o= = 7z = ;; que sera igual ao numero de ouro.
Caso 5:

Como demonstrado no Caso 1 sabemos que a razdo entre % sera igual ao

namero de ouro logo, podemos observar que a intersecdo de duas diagonais no
pentagono regular, as divide de tal forma que podemos encontrar 0 nUmero 4ureo ao
fazermos a razao entre a diagonal de um pentagono e o maior comprimento obtido
apos realizarmos a divisao da diagonal.

Como exemplo, ainda utilizando o pentagono regular ABCDE, podemos citar

T A ¥ , . P
que — =z =7 que seraigual ao numero de ouro.



Fig.19: Pentagono - Caso 5

49
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2.6 RAZAO AUREA NA CIRCUNFERENCIA

Dizemos que dois pontos pertencentes a uma circunferéncia dividem a
circunferéncia em uma razdo aurea quando a razdo entre o comprimento da
circunferéncia esta para o arco maior assim como a razao entre 0 arco maior esta

para o arco menor e, ambas as razfes, serdo iguais ao numero de ouro.

Seja a circunferéncia de centro O e raio r.

Fig.20: Circunferéncia

Marquemos os pontos A e B de maneira que estes pontos estejam em uma

razao aurea.
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Fig.21: Circunferéncia - razéo aurea

Vamos mostrar que estes pontos dividem a circunferéncia em razdo aurea se,

somente se, o menor angulo AOB medir 137,5° (aproximado).

Para provar esta afirmacado iremos inicialmente demonstrar que se 0s pontos
A e B pertencentes a circunferéncia estdo em razdo aurea, o angulo AOB mede
137,5°.

De fato, sejam A e B dois pontos pertencentes a circunferéncia de tal maneira
que eles dividam a circunferéncia em razdo aurea.

Seja a medida do menor arco AB igual a t.
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Fig.22: Demonstracao 1 - Circunferéncia - Passo 1
Logo a medida do maior arco AB sera igual a 360° - t.

t

360° -t

Demonstracdo 1 - Circunferéncia - Passo 2
Como os pontos A e B dividem a circunferéncia na raz&o aurea teremos que:

360 360—t 1445
380 — ¢t 2

Logo,
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360—t  1++5S
t 2

720 — 2t = t + tv5
3t + V5 — 720 =0

t(3 + V5 )— 720 =0

. 720
3 +45
.- 720 3 — 45
7++45 3 — 45
t_2160—?20£
B 9 — 5

2160 — 72045
4

t = 1375077641,

[

L 1375

Como queriamos demonstrar.
Iremos demonstrar, agora, que dado dois pontos A e B pertencentes a uma
circunferéncia de centro O, onde o menor angulo AOB mede 137,5°, estes pontos

dividem a circunferéncia em razao aurea.

Fig.23: Demonstracéo 2 - Circunferéncia - Passo 1
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Sabemos que o menor arco AB medira 137,5° e o maior arco AB, por ser

replementar ao menor, medira 222,5°.

137,5°

222,50
Demonstracao 2 - Circunferéncia - Passo 1
Assim teremos que:

el ., 2225 ., 1+45
2225 1ats 2

, COmo queriamos demonstrar.

Cabe ressaltar que teremos resultados aproximados, pois o valor de 137,5° é

um valor aproximado.
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2.7. PIRAMIDE AUREA

Seja uma pirdmide de base quadrada de lado igual a “b”, altura igual a “c” e

altura de suas faces iguais a “a”. Esta piramide sera classificada como sendo uma

A A A b A .
piramide aurea quando o triangulo retangulo de lados c, ; e a for um triangulo aureo.

b

Fig.24: Defini¢cdo Piramide Aurea

Como visto na secdo 2.3.3, sabemos que um triangulo retangulo é dito aureo

se for semelhante a um triangulo retangulo com hipotenusa igual a ¢ e catetos
iguais a v e 1. Logo, para que uma piramide de base quadrada seja classificada

como aurea ela tera lado da base igual a 2x, altura igual a xy'¢ e altura de suas

faces iguais ax ¥, com x € ®'..
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2x

Fig.25: Piramide Aurea

Uma propriedade interessante encontrada nas piramides aureas € que a area
de cada face triangular é igual a area de um quadrado cujo lado € a altura da

piramide.

Iremos demonstrar que esta propriedade sO ocorre se, e somente se, a
piramide em questao for uma piramide aurea.
De fato, suponhamos que a piramide seja aurea, logo ela tera lado da base

igual a 2.x, altura igual a v'® .x e altura de suas faces iguais a @ .x.
Com isso a area da face triangular sera:

2uih
By = E2% = 92

Ja a area do quadrado cujo lado é a altura da piramide sera:
A= [ﬁsz = px=

Logo, demonstramos que a area de cada face triangular € igual a &rea de um
guadrado cujo lado é a altura da piramide.

Iremos demonstrar agora que se a area de cada face triangular é igual a area
de um quadrado cujo lado é a altura da piramide, esta piramide sera classificada
como &urea e assim terd base igual a 2x, altura igual a ¥®x e altura de suas faces
iguais a T x.

De fato, seja a piramide abaixo de base quadrada de lado igual a “b”, altura

igual a “c” e altura de suas faces iguais a “a”.
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b

Fig.26: Demonstraco 1 - Piramide Aurea

O triangulo formado pela altura da piramide, metade da base e altura do

CA . . . b b
triangulo da face possui lados iguais c, 7 e a (supondo ¢ > 7).

e I - . ,
Por Pitdgoras teremos que a° = % + — e pela suposicao feita temos que area
FA

de cada face triangular é igual a area de um quadrado cujo lado é a altura da

A . . ba 2
piramide, ou seja, — = ¢

b
Como — = ¢?, temos que:
ba =2¢7 & b="
Como por Pitdgoras temos que a* = ¢ + b? podemos substituir o valor de b

gue nos daré:

a®=c¢?+
A
4t
2
i
4
[ad
az=c2+—z
a
ad._gzcz &
£ = te
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a*t &t n ot
o ot ot
4 r

a a
—4:—2+ 1

o o

ayt __fa 2
(5 =) +1
. a 2 ~
Seja (E) = X. Entéo:
¥ =x+1 & z°—x—1=0, que, como visto em 2.1, ter& como uma de
suas raizes o numero ®. Assim:

a 2

(5 =o

[
V.

. ba
Vimos que , - = ¢?, logo:

0 que sO ocorre se o triangulo retangulo for aureo e como a piramide possui a base

quadrada se trata de uma piramide aurea.
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2.8. SEQUENCIA DE FIBONACCI

7

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia de numeros naturais definida
recursivamente de tal maneira que o 1° termo e 0 2° termo sdo iguais a 1 e:
e 0 1°termo somado com o0 2° gera o 3° termo;
e 0 2°termo somado com o 3° gera 0 4° termo;
e 0 3°termo somado com 0 4° gera o 5° termo;
e 0 4°termo somado com o 5° gera o 6° termo;
e assim sucessivamente.
Denotando a sequéncia por F = F, poderemos escrever a sequéncia da

seguinte formaFo=F; =1, e:

Fo=F1+Fo
Fs=F,+ Fy,
Fa=Fs+Fy
Fs=Fy+ Fs
Fe=Fs+Fa .

Em termos gerais teremos que:
FO: Fl = 1 e Fn+2: Fn+l + Fn

Esta sequéncia ndo é limitada superiormente.

Se tomarmos as razfGes entre cada termo pelo Seu antecessor teremos uma

~ . ;. . e F
sequéncia numeérica, cujo termo geral é dado por &, = F—“

-1

Analisando os primeiros termos da sequéncia A, observamos que:

_1_
By =7 =1
a
A1=I=2
3
S
Ay =2 = 1,668
3
g
By =z =16
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A = =1,625
8
21

A, =——=1,615384...
13
34

A, =— =1,5619047,,,
21
55

Ay =" =1,617547...
34

89
A, =—=1E18181..

EES
144
Aig = ——=1617977..
29
233
Ay=—"= 1,6180555 .,
144
Sequéncia A,
2,5
2 -
15 - — " & & & & & <& *
=
ey
1 -
0,5 -
0 T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Fig.27: Sequéncia An
Podemos perceber que esta sequéncia é limitada e tende para o niumero de
ouro, como iremos demonstrar a seguir:
De fato, pois como vimos a sequéncia de Fibonacci € definida por Fop=F; =1
e Fns2 = Fns1 + Fp, sendo assim ela é uma sequéncia de segunda ordem e possui
equacdo caracteristica igual a r> = r + 1 e, como ja visto nas secdes anteriores

. , . . 1++/5
possui raizes iguais ar = tT“F

Logo, teremos que:

o, () e, (2

Usando que Fp=F; = 1 obteremos o sistema:




Cy+C,=1

1445 1-4/5

Multiplicando a primeira linha por [—1 - \E,‘l:

(—1—=¥5) 0yt (1 —¥E) C=(—1L —VE)

. R W A5 CA
X 2 Ty 2 2

(—1—¥5) ¢y +(—1 — V5] C,=(—1 —VE)
‘ (1+v5)c+({1—v5)c, =2

Somando as duas linhas teremos:

[_2@62 = (1 _@

c, = 12V°
2 —E\E
S i
2 E\E !
E como C,+C,=1, teremos que:
-1
2y
-1
C1=1'L
245
. _ 2y5—5+1
1 E\E
. _VE+1
1 2\@'
. _ 4E+1 _ 4E-1
AssimCy = ——= eC, = o

- 5" -
Substituindo em F,=C; (%:l Gy ( 1;@

) () (=5
TN 245 S\ 2 oS /A 2

n
:] teremos:

1 —

~@EIE) RN

2

o
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=R R 5

Fp

4
F]l— 1

() -
‘% .

Temos que &, = logo

T -9)
s Z z
(555
4 4
B 1+45Y  {1—yEY
() -(=5)
(5 (555
4 ' 4 4
ENCOECS
2 4
Como 1_T£= —0,618033..., quando n tender ao infinito teremos que

n+1

15 1—Fy" . . , .
( . ) e ( . ) irdo se aproximar cada vez mais de zero. Aléem disso, como

1+ 4By . e
temos (T) no numerador e no denominador, quando n tender ao infinito A,
1++E

tendera a

2
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2.9. ESPIRAL AUREA

Uma espiral € uma linha curva que gira em torno de um ponto central se
afastando progressivamente de acordo com uma lei de formacdo. A espiral aurea
tem como lei de formacdo a composicdo de quadrados com lados de medidas

proporcionais a sequéncia de Fibonacci.

Iremos mostrar como construir uma espiral aurea utilizando apenas régua e
compasso.

Inicialmente construiremos o quadrado ABCD de lado igual a uma unidade.

Fig.28: Construcéo Espiral Aurea - Passo 1

Construiremos um novo quadrado CDEF utilizando o lado CD, com tamanho
igual a 1 unidade, pegando o primeiro quadrado como base para esta construcao.

E 1 F
1
D C
1

A 1 B

Construcio Espiral Aurea - Passo 2

Usaremos agora o lado FB como base, com tamanho igual a 2 unidades, para

construirmos um novo quadrado. Este novo quadrado sera o BFHG.
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Construgdo Espiral Aurea - Passo 3

O novo quadrado que iremos construir sera o AGJI e tera como base o lado

AG, de tamanho igual a 3 unidade.

Construco Espiral Aurea - Passo 4

Continuando com o mesmo processo construiremos o quadrado EILK, com

lado medindo 5 unidade.
K E 1 H

L 5

Construcéo Espiral Aurea - Passo 5
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O préximo passo seré construir o quadrado de lado 8, HKMN utilizando o lado
HK de base.

L 5
Construcio Espiral Aurea - Passo 6
Observamos que o0 processo pode ser repetido infinitamente, sempre

utilizando o maior lado do dltimo retangulo como base para um novo quadrado.
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Podemos observar também que os quadrados formados possuem lados
iguais a 1,1, 2, 3, 5, 8,... , ou seja, possuem medidas iguais a sequéncia de
Fibonacci.

Observe na figura a seguir que repetimos este mesmo processo até

avangarmos alguns passos e construirmos o quadrado de lado 34.

34

21

Construcao Espiral Aurea - Passo 7

Para construirmos a espiral aurea iremos tracar um quarto de circunferéncia
em cada quadrado feito anteriormente de maneira a termos uma linha curva que

estara girando em torno de um ponto central, comecando pelo ponto B.



Construcéio Espiral Aurea - Passo 8
O ponto central da espiral aurea sera a intersecdo das diagonais dos dois

maiores retangulos (que ndo sdo quadrados). Quanto maior o numero de quadrados

construidos, a intersecdo das diagonais citadas tendera para o ponto central.

Abaixo temos um desenho de uma espiral aurea.

Fig.29: Espiral Aurea

67
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3. ONDE ENCONTRAMOS O NUMERO AUREO EM NOSSO COTIDIANO

Aproximacdes do niumero aureo podem ser encontradas tanto na natureza,
em construgdes ou em obras de arte. Em todos os casos existem divergéncias sobre
se € mesmo possivel encontrar o nuimero de ouro. Iremos apresentar nos
subcapitulos seguintes algumas situa¢cfes onde isto ocorre.

Inicialmente apresentaremos onde alguns autores afirmam podermos
encontrar a razao aurea, ao realizarmos a razdo entre diversos comprimentos de
partes do corpo humano.

Apés esta secao iremos apresentar a Piramide de Quéops e mostraremos
porque alguns autores conseguem classifica-la como sendo uma piramide aurea
enguanto outros autores mostram que isso ndo é possivel.

Na secdo posterior apresentaremos uma das constru¢cbes mais citadas
quando se fala do nidmero de ouro: o Parthenon. Alguns autores afirmam que o
Parthenon foi construido tendo como base um retangulo aureo e, justamente por
isso, o numero de ouro foi denotado pela letra grega @ (PHI) em homenagem a
Phideas, que foi o arquiteto que projetou o Parthenon.

A seguir, analisaremos trés grandes obras de Leonardo da Vinci: o desenho
do Homem Vitruviano, o quadro de Mona Lisa também conhecida como A Gioconda

e, finalmente, analisaremos a pintura em 6leo San Girolamo.
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ApoGs andlise das obras de Leonardo da Vinci, veremos como podemos
encontrar o numero aureo em diversos cartfes utilizados em nosso cotidiano, como
por exemplo, o cartdo de crédito.

Finalmente, analisaremos um molusco marinho muito citado quando falamos
sobre o0 numero aureo, em especial sobre a espiral durea. Muitos autores afirmam
que os nautilos apresentam a razdo aurea em seu corpo e neste subcapitulo iremos

analisar esta informacéo.
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3.1. CORPO HUMANO

Muitos autores afirmam que conseguimos encontrar a razdo aurea ao
realizarmos a proporgédo entre diversos comprimentos de partes do corpo humano.
Citaremos como exemplos, trés possibilidades de aproximagcédo do niumero aureo, ao

realizar a divisdo entre as seguintes medidas:

Fig.30: Corpo Humano

e altura do corpo humano (C) pela distancia do umbigo até o chéo (U);
e tamanho do braco (B) pelo tamanho do cotovelo até a ponta do dedo médio

(D);

e tamanho da face (X) pela distancia entre o queixo até os olhos (Y).

Estes mesmo autores costumam afirmar que quanto mais préximo do ndmero
aureo se encontram estas razfes, a propor¢do se torna mais agradavel ao olho
humano.

J& outros autores afirmam que ndo conseguimos encontrar a razdo aurea ao
realizarmos a proporcdo entre as partes citadas. Dizem ainda que além de
conseguirmos apenas aproximagdes do numero aureo, ndo existe nenhum estudo

cientifico que mostra que a razao aurea € mais agradavel ao olho humano.
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3.2. PIRAMIDE DE QUEOPS

A construcdo mais antiga, onde muitos autores dizem encontrar o niumero
aureo, é na Piramide de Quéops.

Fig.31: Piramide de Quéops
A Piramide de Quéops € a maior das trés grandes piramides de Gizé, no

Antigo Egito (as outras duas sdo: Quéfrem e Miquerinos) e por isso também é
conhecida como “A grande Piramide”. A piramide foi construida ha
aproximadamente 4500 anos atras e muitos acreditam que ela foi construida para
ser a tumba do Fara6 de Quéops.

A Piramide de Quéops foi construida utilizando como unidade de medida a
vara egipcia que possui 0,525 metros. A PirAmide possui uma base quadrangular de
lado medindo 440 varas e a sua altura media, na época da construgéo, 280 varas.

Logo, as suas medidas em metros seriam:

Quéops

Altura 147 metros

Base 231 metros
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E como visto na secdo 2.7., temos que a piramide de Quéops pode ser
classificada como sendo uma pirdmide aurea, pois o triangulo retangulo formado
pela metade da aresta da base, altura da piramide e altura da face triangular da
piramide é um triangulo retangulo aureo como veremos a segulir.

De fato, dado o triangulo retangulo ABC, retangulo em A, formado pela
metade da aresta da base, altura da piramide e altura da face triangular da piramide.
Teremos que o segmento AB medira 115,5 metros e o segmento AC medira 147

metros.

147

115,5

Fig.32: Triangulo Retangulo Aureo na Piramide de Quéops
Aplicando Pitagoras teremos que:
a® = 1472 4+ 115,5¢

a® = 21609 + 13340,25
2% = 3494925

a = /34949525

a 2 186947185

E como:
126 947125 _ 14.7 _ 1155
e E 1

temos entdo que a Piramide de Quéops pode ser classificada como sendo uma
piramide aurea.

Ja alguns autores afirmam que ndo se trata de uma piramide aurea, pois a
piramide, pelas suas verdadeiras dimensfes nem teria uma base quadrada. A sua

base original seria um retangulo de 755,43 pés por 756,08 pés, isto &, um retangulo
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de 230,255064 metros por 230,453184 metros. Ou seja, afirmam mais uma vez que
se trata apenas de uma aproximacdo do numero aureo, sem nenhum registro

historico de que tenha sido usada esta razdo na construcdo da piramide.
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3.3. PARTHENON

Uma das construgbes mais citadas quando se fala do nimero aureo é o
Parthenon, também conhecido como o templo das virgens. O Parthenon foi
construido entre 477 e 433 a.C. em Atenas, por Phideas (Fideas), que era um
grande arquiteto e escultor que viveu na Grécia antiga entre os anos de 490 e 430
a.C..

Os autores que defendem que conseguimos encontrar 0 nimero aureo na
construcdo deste templo afirmam que o Parthenon foi construido tendo como base
um retangulo aureo e, justamente por isso, 0 numero de ouro foi denotado pela letra

grega ® (PHI) em homenagem a Phideas.

Fig.33: Parthenon

Estes autores afirmam ainda que, podemos encontrar diversos outros retangulos
aureos em outras partes da construgdo como, por exemplo, o retangulo formado

entre duas pilastras consecutivas.
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FATl

ek B

Do

Fig.34: Detalhe Parthenon
Ja outros autores dizem que tudo ndo passa de um grande equivoco, pois

afirmam que ndo seria possivel conseguirmos construir um retangulo aureo
utilizando as dimensfes do Parthenon. Estes autores dizem que as pessoas que
querem encontrar retangulos aureos utilizam dimensdes aproximadas das
dimensdes reais do Parthenon, a fim de conseguir assim encontrar os retangulos

aureos.
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3.4. OBRAS DE LEONARDO DA VINCI

Quando associamos 0 numero aureo a obras de artes um dos artistas mais
citados € o Leonardo di Ser Piero da Vinci, mais conhecido como Leonardo da Vinci.
Ele nasceu em Anchiano, Italia, em 15 de abril de 1452 e morreu em Ambroise,
Franca, em 2 de maio de 1519, com 67 anos. Leonardo da Vinci foi uma das figuras
mais importantes do Renascimento e se destacou como matematico, engenheiro,
cientista, escultor, arquiteto, botanico, poeta, musico, pintor, entre outras areas.

Muitos autores afirmam que podemos encontrar 0 numero aureo em diversas
obras de Leonardo da Vinci. Mostraremos nas secfes a seguir, trés exemplos de
trabalhos de Leonardo da Vinci, onde estes autores afirmam encontrar o nimero
aureo.

Analisaremos o desenho do Homem Vitruviano, feito aproximadamente em

1490 para ilustrar a obra “De Architectura” do autor Marcus Vitruvius Pollio.

Fig.35: Homem Vitruviano

A segunda obra a ser analisada € o quadro de Mona Lisa, também conhecida

como A Gioconda.



Fig.36: Mona Lisa
E, finalmente, analisaremos a pintura em 6leo San Girolamo.

Fig.37: San Girolamo

77
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3.4.1. Homem Vitruviano

O Homem Vitruviano é um desenho feito aproximadamente em 1490 a.C., a
pedido do arquiteto romano Marcus Vitruvius Pollio (Século | a.C.), para ilustrar suas

notas da obra “De Architectura”, um tratado de arquitetura composto por 10 livros.

e AT ] o dT T st A e s i
Ul b e ok g | e v adied Yot v Yo g b ]
J".:H"t"r i S:v"q-.r-wi', s _:: rq«)#:;
i - Lo e, Mlﬂqﬁ" &
SAT R e 1 S L R

Fig.38: Homem Vitruviano

Muitos autores afirmam que podemos encontrar a razdo aurea ao realizarmos

a propor¢cdo entre os diferentes comprimentos de partes do corpo humano, as

mesmas proporc¢des ja citadas na se¢éo 3.1..
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Fig.39: Homem Vitruviano e o Namero Aureo

J& outros autores afirmam que ndo conseguimos encontrar a razdo aurea ao

realizarmos a proporcdo entre as partes citadas e, dizem ainda, que n&o existe

nenhum registro historico de que Leonardo da Vinci tenha se utlizado desta

proporcao para a confeccdo do desenho.

Estes autores justificam sua afirmacdo baseados no que o proprio Marcus

Vitruvius Pollio escreveu no terceiro livro de sua obra, quando descreve as

proporc¢des do corpo humano masculino:

um palmo é o comprimento de quatro dedos;

um pé é o comprimento de quatro palmos;

um cbvado € comprimento de seis palmos;

um passo sao quatro covados;

a altura de um homem é quatro cévados;

o0 comprimento dos bracos abertos de um homem (envergadura dos bracos) é
igual a sua altura;

a distancia entre a linha de cabelo na testa e o fundo do queixo é um décimo
da altura de um homem;

a distancia entre o topo da cabeca e o fundo do queixo é um oitavo da altura
de um homem;
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e a distancia entre o fundo do pescoco e a linha de cabelo na testa € um sexto
da altura de um homem;

e 0 comprimento maximo dos ombros é um quarto da altura de um homem;

e adistancia entre o meio do peito e o topo da cabeca € um quarto da altura de
um homem;

e a distancia entre o cotovelo e a ponta da mdo é um quarto da altura de um
homem:;

e adistancia entre o cotovelo e a axila € um oitavo da altura de um homem;

e 0 comprimento da mao € um décimo da altura de um homem;

e a distancia entre o fundo do queixo e o0 nariz € um terco do comprimento do
rosto;

e a distancia entre a linha de cabelo na testa e as sobrancelhas é um terco do
comprimento do rosto;

e 0 comprimento da orelha é um terco da face;

e 0 comprimento do pé € um sexto da altura.
Podemos observar que em nenhum momento ele cita como propor¢ao o

numero de ouro.
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3.4.2. Mona Lisa

O quadro de Mona Lisa de Leonardo da Vinci, também conhecido como A
Gioconda, teve o inicio de sua pintura no ano de 1503 e foi finalizada no ano de
1506.

Fig.40: Mona Lisa
Alguns autores defendem que Leonardo da Vinci utilizou-se de retangulos

aureos como parametros de harmonia, como mostraremos nestes dois exemplos na

reproducao a seguir.
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Figuras 41 e 42: Mona Lisa e o Numero Aureo

Estes autores afirmam que tanto ao construirmos um retangulo em torno do

rosto ou um retangulo em torno da testa teremos exemplos de retangulos aureos.
Como na sec¢ao 3.3.1., existem alguns autores que afirmam que n&do existem
registros de que estes retangulos aureos foram utilizadas para criar harmonia na
pintura do quadro. Estes mesmos autores mostram que, diferente do que muitos
dizem as dimensfes do quadro ndo formam um retangulo aureo j& que o mesmo
mede setenta e sete centimetros por cinquenta e trés centimetros, onde teriamos a

razao entre os seus lados iguais a 1,4528...
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3.4.3. San Girolamo

N&o se tem um ano preciso de quando foi iniciada, ou finalizada, a pintura em
Oleo de Leonardo da Vinci chamada San Girolamo.

Muitos autores afirmam que ao se desenhar um retangulo ao redor do corpo
de San Girolamo iremos obter um retangulo aureo e, que este fato foi feito
propositalmente para termos uma maior harmonia na pintura.

Construimos um retangulo aureo sobre a pintura para ilustrar tal afirmacéo.

Fig.43: San Girolamo - Retangulo Aureo

Os autores que discordam de que Leonardo da Vinci utilizava retangulos

aureos para obter harmonia em seus quadros, apontam que o bragco de San
Girolamo ficaria de fora desse retangulo aureo e, se fizéssemos um retangulo que

englobasse também o braco de San Girolamo, este retangulo ndo seria aureo.
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Fig.44: San Girolamo - Retangulo que n&o é Aureo

De fato, o retangulo englobando o braco teria a razao entre seus lados igual a

1,74242...diferente do retangulo aureo que como visto na secao 2.4 tem razao entre

seus lados igual a 1,618...
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3.5. CARTOES

Outro exemplo, onde muitos autores afirmam que podemos encontrar a razao
aurea em nosso cotidiano é quando analisamos a razdo entre as dimensfes dos
cartdes que utilizamos diariamente. A grande maioria dos cartdes de crédito, cartbes
de alimentacdo, de transporte publico, entre outros, tem sua forma e tamanho
padronizados, especificado pelo padréo ISO 7810.

O I1SO 7810 especifica na ID-1 o tamanho dos cartdes como sendo um
retangulo de 85,60 mm X 53,98 mm. Ao fazermos a razdo entre seu comprimento e
sua altura obtemos como resposta 1,615704039..., que € um valor muito proximo da
razao aurea.

Estes autores afirmam que estas dimensdes foram escolhidas, pois assim o
cartdo torna-se mais harmonioso.

Porém, nem todos os autores concordam com esta afirmacédo e dizem que
novamente nao existe registro de que estas medidas foram escolhidas com esta
intencdo e que o que € encontrado é novamente uma aproximacao do numero

aureo.

r
iy‘ MultiBank

VISA GOLD

SlaNel880N 0 000

Fig.45: Cartdo de banco

P Ticket

— Restaurante’

_

Fig.46: Ticket Restaurante
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Fig.47: Bilhete Unico
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3.6. NAUTILOS

hY

Os Nautilos pertencem a mesma classe de moluscos marinhos que
pertencem os polvos e as lulas. Os Nautilos possuem olhos bem desenvolvidos e
uma concha formada por uma série de camaras que se comunicam por orificios.
Eles vivem na ultima camara, enquanto as outras ficam cheias de gas para facilitar o

processo de flutuagéo.

Fig.48: Nautilo

Muitos autores afirmam que os nautilos apresentam a razao urea em seu
corpo, pois dizem que a sua concha cresce de tal maneira a reproduzir uma espiral

aurea.
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Fig.49: Concha do Nautilo
Porém, com o uso do GeoGebra, podemos constatar que sobrepondo uma

espiral aurea na concha do Nautilo ndo teremos um encaixe perfeito, como podemos

observar nos exemplos abaixo.

Fig.50: Andlise da concha do Nautilo - 1
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Fig.51: Andlise da concha do Nautilo - 2

Pesquisamos em diversas imagens de nautilos utilizando a ferramenta de

busca do Google e, em todas elas ndo conseguimos um encaixe perfeito, somente
conchas que cresciam em um formato aproximado de uma espiral urea.

E é justamente isso que alguns autores nos apresentam: ndo é possivel
encontrar uma concha de nautilo que cresceu reproduzindo fielmente uma espiral

aurea.
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4. COMO TRABALHAR O NUMERO AUREO EM SALA DE AULA.

O tema desta monografia, apesar de ser muito interessante, ndo consta no
curriculo oficial utilizado pelos professores para lecionar Matematica. Por isso, para
trabalhar o conceito de nUmero aureo em sala de aula, devemos ter a preocupacao
de contextualiza-lo dentro do programa de curso. Podemos inserir este tema no
contexto de outros que ja possuem uma determinacdo de serem utilizados atraves
dos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica.

Outra preocupacédo que devemos ter é quanto a veracidade das informacdes
apresentadas. Ja € sabido que a internet possui diversas informacgdes em sites nédo
especializados de forma incorreta e isto poderia inviabilizar 0 sucesso de nosso
trabalho. Mesmo algumas revistas e jornais podem apresentar informacdes
incorretas, devido a falta de conhecimento especifico por parte de seus
colaboradores.

Sem duavida, ha muitos assuntos que podem ser abordados de maneira
concomitante com o Numero Aureo, assuntos estes dentro da Algebra ou da
Geometria. Geralmente os assuntos relativos a Geometria sdo mais requisitados,
devido as construgcbes geométricas, como as citadas no capitulo 2 deste trabalho de
conclusao de curso. Agora, podemos citar que 0s aspectos geomeétricos que podem

ser encontrados no capitulo 3 desta dissertagdo tornam o aprendizado mais
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significativo, visto que o aluno obtém informag¢des mais concretas sobre os conceitos
que aprende em sala.

Neste trabalho, apresento um modelo de atividade que pode ser aplicada a
alunos do oitavo e nono anos do Ensino Fundamental. Esta atividade traz como
assuntos centrais triangulo acutangulo 4ureo e retangulo aureo com suas aplicagbes
na vida cotidiana. Este modelo de atividade foi aplicado em duas escolas do
municipio de Macaé. Para buscar uma analise mais aprofundada foram escolhidas
uma escola privada e uma escola publica. A escola privada escolhida foi a Escola
SESI, do sistema FIRJAN, e a escola publica foi a Escola Estadual Municipalizada
Polivalente Anisio Teixeira.

Para realizar esta atividade foram necessarios 4 horas/aula e os pré-
requisitos de Semelhanca de poligonos, altura de triangulo iso6sceles, teorema de
Pitagoras e resolucdo de equacdes de 2° grau.

Irei reproduzir a seguir o modelo das atividades aplicadas em ambas as

escolas.
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Escola SESI

Aluno(al) ¥

Professor: Anténio Carlos Barros Data: i 12012 Turma -

Numero Aureo - @

0 que é o Namero Aureo?

O MNUmero Aureo & um ndmero iracional misterioso e enigmatico que nos surge numa infinidade

de elementos da natureza na forma de uma razdo, sendo considerada por muitos como ums

oferts de Deus ao mundo.

Jodo quer construir 8 entrada de sua casa no formato de um tridngulo
\
A\
n

acutdngulo sureo. Se esta entradas dewve ter sus base medindo 10m,

r]
Com as informagdes do texto acima, responda as questies ] & 2
1) Se os lados congruentes de um triSngulo acutdngulo dureo medem ol
Tom, quanto, aproximadamente medira & base deste tiangulo? I".IIII
quantas medirio os lados congruentes dests construgdo? Qual serd a ,If

slturs desta entrada?]

Com base no texto acima, responds as questdes J e 4.

) O cartdo de visitas de um professor de Matematica & um Aulas Particulares

reténgulo sureo. Se o menor lado deste retdngulo mede
§cm. quanto, sproximadsmente, mede o maior lado? Professor

4) A grafica onde o professor Augusto Schwager mandou I"it:igums da Silva
fazeros cartdes lhe disse que seria mais faci para ele fazer Tel: (022) 8167-7373

os cartdes com o maior lado medinds 15cm.

Se ele seguir este conselho, quanto medira o0 menor lado?

Boa Atividade!

Fig.52: Atividade aplicada na Escola SESI
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E. E. Municipalizada Polivalente Anisio TeIXeira pREFEITURA
Aluno(a): i lllm

Professor: AntdnioCarlosBarros Data: /72012 Turma - PARA TODOS

W, MaCae.r).goer.on

Numero Aureo - &

O que € o NOmero Aureo?

O Mimero Aureo & um ndmero imecional misteroso e enigmatico que nos surge numa infinidede de

elermentos da natureza na forma de uma razdo, sendo considerada por muitos como uma oferta de

Deus a0 mundo.

Com as informagies do texto acima, responda as questdes ] e 2

1) Se os lados congruentes de um tidngulo scutdngulo dureo medem
Teom, quanto, aproximedamenta medirs 8 base deste tidngulo?

2)Jodo querconstruir 8 entreds de sus cass no formato de um tidngulo
scutdngulo sureo. Se ests entrads deve ter sus base medindo 10m,
guanto medirio os lados congruentes dests construgdo? Qual serd s

ghtura dests entrada? | a

Com base no texto acima, responds as questies 3 = 4.

3 O cartdo de visitas de um professor de Matematica & um

Aulas Particulares

8gm, quanto, aproximedamente, mede o maior lado? Profeszor
4) A grafica onde o professor Augusto Schwager mandou Pitagoras da Silva

fazeros cartoes lhe disse gue serns mais facil pars ele fazer Tel.- ({]22] 2166.7373 !J

os cartdes com o meior lsdo medindo 15cm.

retdngulo dureo. Se o menor lado deste reténgulo mede

Se ele seguir este conselho, quanto medira o menor lado?

Boa Atividade!

Fig.53: Atividade aplicada na E.E.M. Polivalente Anisio Teixeira
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Primeiramente, descreverei como foi a aplicagéo da atividade na Escola SESI.
Nesta escola a atividade foi aplicada na turma 9 B, uma turma de nono ano do
Ensino Fundamental. Inicialmente, foram apresentados aos alunos 0s conceitos
iniciais sobre o numero de ouro tais como o seu valor, contexto historico, razédo
aurea, triangulo acutangulo &ureo e retangulo aureo. Durante esta introducdo os
alunos nédo tiveram nenhuma dificuldade em acompanhar o contetdo ja que os
mesmos possuem uma solida base de Algebra e Geometria.

Nas duas primeiras questdes da atividade foi trabalhada a nocéo de triangulo
acutangulo aureo. Nestas questdes os alunos procederam de forma bem parecida e
sem erros conceituais e procedimentais. Na terceira e quarta questdes, que
abordam o tema de retangulo aureo, pude notar uma caracteristica interessante.
Enquanto alguns alunos utilizaram a definicdo apresentada na propria atividade,
outros utilizaram uma das definicbes explicadas durante a apresentacao do assunto.
Irei reproduzir a seguir duas respostas para ilustrar a situagdo em que ambos 0s

alunos acertam a questéo utilizando raciocinios diferentes.

N

Fig.54: Questao numero 3 resolvida pelo aluno 1

Podemos ver que o primeiro aluno utilizou a definicdo de que para que um
retdngulo seja classificado como sendo um retangulo aureo, a propor¢ao entre sua
base e sua altura devera ser o nimero de ouro.

J& o segundo aluno resolveu a questdo utilizando a definicdo de que, para
gue um retangulo seja classificado como sendo um retangulo aureo, ao extrairmos
dele um quadrado de lado igual a largura do retangulo, o retangulo restante sera

semelhante ao retangulo inicial, como podemos ver a seguir.
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Fig.55: Questao numero 3 resolvida pelo aluno 2

Podemos concluir que os alunos da Escola SESI obtiveram pleno
entendimento do assunto abordado.

Uma semana apoés aplicar a atividade na Escola SESI, apliquei a mesma
atividade na Escola Estadual Municipalizada Polivalente Anisio Teixeira, na turma
901, também de nono ano do ensino fundamental. A abordagem inicial foi a mesma
da Escola SESI, sendo apresentados 0s mesmos conceitos introdutérios. Na escola
municipal ndo obtive 0 mesmo sucesso que ha escola particular, sendo necessario
realizar uma revisdo sobre determinados assuntos chaves, como semelhanca de
poligonos, potenciacdo e radiciagdo, para que os alunos com déficit de contetdo
pudessem entender o assunto abordado. ApoOs esta revisdo todos os alunos
comecaram a realizar a atividade proposta.

Ao recolher e corrigir as atividades foi constatado que apesar da maioria dos
alunos ter conseguido um bom aproveitamento, alguns erros conceituais com
relagdo a pré-requisitos para realizar a atividade foram encontrados. Os erros
observados foram na resolucdo de equacdes do segundo grau, potenciacdo e
teorema de Pitdgoras. Reproduzirei a seguir, como exemplo, um dos erros

mencionados.



96

7 %
1@1\8:\\2352 i
32,36= 10

52,36-10=h
22,56=h

e 22,86
h:‘mz

h= 11,18

Fig.56: Questdo numero 2 resolvida pelo aluno 3

Observamos que o0 aluno se equivocou ao realizar as potenciacbes e
radiciacdo. O aluno multiplicou a base pelo expoente ao realizar as potenciacdes e
dividiu o radicando pelo indice ao realizar a radiciagdo. O correto seria:

16,18° = h? + 57

261,7924 = h? + 25

h* = 261,7924 — 25

h? = 236,7924

h = /235,7924
h 2£ 15,388

Conclui que nas duas escolas foi obtido o resultado esperado. Apesar das
dificuldades encontradas, principalmente na Escola Estadual Municipalizada
Polivalente Anisio Teixeira, os alunos assimilaram de forma satisfatoria os

contelidos apresentados.
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5. CONCLUSAO

Foram reunidos neste trabalho de conclusdo de curso, 0s principais
conhecimentos que um professor deve possuir para poder apresentar para 0 seu
aluno o numero 4ureo.

Acredito que foi alcancado o objetivo de reunir no capitulo 2 as principais
definicbes tedricas sobre o que é o numero aureo e onde ele é encontrado em
figuras geométricas, poligonos, sélidos geométricos e sequéncias. Neste capitulo o
leitor foi apresentado, ou pode aprimorar 0s seus conhecimentos sobre o nimero
aureo e, assim torna-se possivel, ou através de aulas expositivas, ou através da
criacao de exercicios abrangendo este tema, trazer o nUmero aureo para dentro da
sala de aula.

No capitulo 3 o objetivo foi apresentar onde seria possivel encontrar o nimero
aureo em nosso cotidiano. Percebi que, diferente do que imaginei inicialmente, nem
todas as informacBes encontradas na internet e em livros sdo verdadeiras.
Constatei, por exemplo, o caso dos Nadutilos. Diversos sites e livros dizem gue todos
estes moluscos crescem no mesmo padréao, formando uma espiral aurea e, descobri
apos analises feitas sobre fotos destes moluscos, utilizando o GeoGebra, que isso
nao acontece em todos 0s casos, ja que em todas as fotos analisadas por mim, nao
consegui encontrar nenhuma que obedecesse este padrdao de crescimento. O caso

do crescimento dos Nadutilos foi um bom exemplo de fato que destaca a importancia
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de se ter uma visdo critica ao pesquisarmos sobre qualquer assunto em diferentes
meios de informacao.

Para concluir o objetivo de reunir o conhecimento que o professor deve
possuir para poder apresentar para 0 seu aluno o numero aureo, foi escrito um
capitulo expondo uma sugestdo de como trabalhar este conteido em sala de aula.
Para a exposicdo deste assunto foi necessério atencdo, para que o0s alunos
percebessem e entendessem plenamente que nem todos 0s autores concordam que
€ possivel encontrar o nimero aureo nas obras do cotidiano e na natureza, mas sim
aproximacdes grosseiras. Como visto, no capitulo 4, a atividade sugerida envolvia a
razao aurea e suas vertentes no triangulo acutangulo e no retangulo. Muitos alunos
assimilaram bem a informacdo e aplicaram os conceitos de forma satisfatéria na
atividade.

Trabalhar com esse tipo de atividade é muito importante, pois além de
motivar os alunos, foge da rotina de sala de aula. Apesar de alguns alunos nao se
mostrarem motivados no principio da atividade, principalmente na Escola Estadual
Municipalizada Anisio Teixeira, pude notar que, aos poucos, eles foram se
afeicoando ao que estava sendo passado e terminaram a experiéncia admirados
com tantas aplicacbes de um assunto amplamente debatido e com opinides tao
distintas. Foi constatado, através das atividades, que a grande maioria conseguiu
assimilar bem os conteudos discutidos, até mesmo raciocinando de forma particular.

Concluo este trabalho reafirmando a importancia de uma verificacdo da
validade de todas as informacfes obtidas em livros e na internet e de o professor se
municiar de cada vez mais informacdes relevantes aos temas propostos para suas
aulas. Estas caracteristicas tornam a aula mais empolgante e interessante. Deixo,
assim, duas sugestbes para posterior pesquisa e atividade docente: realizar um
aprofundamento na pesquisa sobre quais informac¢des de onde podemos encontrar 0
namero aureo em nosso cotidiano sao realmente verdadeiras ou ndo passam de
mito e, preparar e aplicar uma atividade interdisciplinar, envolvendo principalmente
Matematica, Histéria e Artes, para que os alunos sejam convidados a pesquisar em
obras de arte e construcfes do varios periodos histéricos onde podemos encontrar

aproximacdes do niumero aureo.
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