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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos os conceitos básicos relativos a teoria dos polinômios de uma

variável e como os mesmos podem ser utilizados para obter fatorações importantes. A necessi-

dade de fatorações é constante em todos os níveis de escolaridade da Matemática e, em muitas

situações, constituem a única saída para resolução de problemas. Nosso trabalho apresenta uma

técnica para identificar fatorações de expressões algébricas e, em consequência, descrevemos

aplicações interessantes para a Teoria dos Números.

Palavras-chave:Divisibilidade de polinômios; expressões algébricas; Teoria dos Números.



ABSTRACT

In this work we develop the basic concepts related to the theory of the polynomials of a variable

and how they can be used to obtain important factories. The need for factoring is constant at

all levels of mathematics education and, in many situations, is the only way out of problem

solving. Our work presents a technique to identify algebraic expressions and, consequently, we

describe interesting applications for Number Theory.

Keywords: Divisibility of polynomials; algebraic expressions; Theory of Numbers.
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INTRODUÇÃO

Fatorar é transformar uma soma ou diferença de duas ou mais parcelas em um produto de

dois ou mais fatores. A fatoração em expressões algébricas surge como uma técnica da Mate-

mática para facilitar os cálculos algébricos; por intermédio da qual somos capazes de solucionar

situações mais complexas. A necessidade da fatoração está presente em todos os níveis da esco-

laridade matemática e, embora seja um processo algébrico, émuitas vezes o ponto chave para a

conclusão de várias situações e problemas, mesmo da geometria.

Desde os primeiros anos do ensino fundamental, os exercícios de fixação para conteúdos

que exploram manipulações algébricas abordam a fatoração clássica dea2−b2 como produto da

soma pela diferença. E com o avançar das seriação letivas sãoexploradas fatorações paraa3−b3

e em geralan−bn para inteiron≥ 2. Estas expressões são imprescindíveis para a aprendizagem

de muitos conteúdos matemáticos e em todos os níveis. Dentreos quais mencionamos, o de-

senvolvimentos de fórmulas para a soma de uma progressão geométrica até do próprio Cálculo

Diferencial e Integral, para cálculos das derivadas de polinômios, bem como das funções que

envolvem radicais de n-ésima ordemn
√

x, além de funções racionais que envolvem expressões

da forma
1
xn .

Deve ser destacado que, não apenas fatorações envolvendo igualdades são importantes para

deduções na matemática, mas até fatorações dadas por desigualdades. Novamente citando o

Cálculo Diferencial e Integral o desenvolvimento de limites de sequencias numéricas ou de

funções reais que envolvem exponenciaisax é possível com o auxílio da conhecida identidade

de Bernoulli(1+ x)n ≥ 1+nx, válida paran natural ex número real≥ −1 (LIMA, Elon La-

ges, 2004). Esta desigualdade é de grande relevância porque, basicamente permite estabelecer

deduções sobre exponenciais a partir de uma expressão linear. Existem outras expressões que

denotam fatorações, de grande importância para o desenvolvimento da análise funcional, mas

que possibilitam aplicações até mesmo para o ensino médio, conforme descrito em (BONELLI,

R.). Destacamos, em particular, a desigualdade de Hölder

n

∑
i=1

aibi ≤
(

n

∑
i=1

ap
i

)
1
p
(

n

∑
i=1

bq
i

)
1
q

,
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válida para números reaisa1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn, n∈ N e p, q≥ 1 tais que
1
p
+

1
q
= 1.

Uma versão mais simplificada deste resultado em quep= q= 2 é chamada de desigualdade de

Cauchy-Schwarz. Este resultado possui uma demonstração elegante com técnicas matemáticas

acessíveis, através do estudo do sinal de um polinômio quadrático. A demonstração apresenta-

mos no capítulo 2.

O ponto principal deste trabalho consiste em explorar fatorações de expressões da forma

an−bn ou an+bn, vinculando este estudo com a teoria de polinômios, mais especificamente o

Teorema do resto e a existências de raízes. Por este motivo está justificado o desenvolvimento

da teoria básica de polinômios de uma variável apresentada no capítulo 1.

Como foi dito, as expressõesan−bn e an+bn surgem naturalmente em vários desenvolvi-

mentos matemáticos, desta forma dedicamos o capítulo 2 paraexplorar algumas aplicações das

mesmas. Em particular destacamos sua importância para a divisibilidade na Teoria dos Núme-

ros. Apresentamos ainda neste capitulo deduções alternativas, sem intervenção de polinômios,

para tais fatorações. Iniciamos com a fatoração paraan− 1 e, através de uma manipulação

algébrica interessante, deduzimos da mesma o formato para as fatorações dean−bn ean+bn.

As fatorações de polinômios que descrevemos ao longo do trabalho podem ser também

demonstradas por indução e foram anexadas a este trabalho noapêndice.
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1 TEORIA BÁSICA DE
POLINÔMIOS

Neste capítulo estudaremos os conceitos básicos de polinômios para as séries iniciais. Hoje

em dia, quando o aluno se depara com expressões algébricas, ele tende a ter muita dificuldades

em manuseia-las, pois nota-se que, o aluno não possuí a base necessária para lidar com tais

expressões. Por isso, trataremos esse assunto com muita cautela.

Iniciaremos esse conceito com uma breve introdução de monômios.

1.1 Monômios

Um monômio é uma expressão algébrica dada pelo produto de um número real não nulo

por um número finito de potências de expoentes inteiros e não negativos, na qual as bases são

variáveis. Por exemplo,−11t5,
2
3

r7s,
− 3
√

13
5

x11y3,
√

5m2n2t5 e 5
√

23pqst7 são monômios.

Um monômio possuí duas partes, uma literal e outra numérica.A parte literal de um monô-

mio é composta pelo produto das potências das variáveis, já aparte numérica denominada

também como coeficiente do monômio que é formada pelo número real que antecede a parte

literal, ou seja, a parte composta das potências das variáveis. Nos exemplos acima, as partes

formadas pelo produto das potências das variáveis são respectivamentet5, r7s, x11y3, m2n2t5,

pqst7, enquanto que a parte numérica ou coeficiente são,−11,
2
3

,
− 3
√

13
5

,
√

5 e 5
√

23.

Para determinarmos o grau de um monômio, basta somarmos os expoentes das potências

que compõem sua parte literal. Os graus dos exemplos citadosanteriormente são respectiva-

mente, 5, 8, 14, 9 e 10. Dois monômios são semelhantes se suas partes literais são iguais,

se acaso a parte numérica também for igual são monômios idênticos. (PARENTE, Ulisses L.;

NETO, Antônio C. M) Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.1.1.Os monômios4
√

2r3s4t e−3r3s4t são semelhantes, assim como a5b4c3,−2
7

a5b4c3

e πa5b4c3, pois possuem mesma parte literal. Já os monômios−17x7y6 e−15x6y7 não são se-
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melhantes já que suas partes literais são distintas.

1.1.1 Adição de monômios

Na Adição(Subtração) de dois ou mais monômios semelhantes,temos que somar (ou tirar)

a parte numérica, ou seja, seus coeficientes e, preserva a parte literal comum. Vejamos alguns

exemplos:

Exemplo 1.1.2.Consideremos o monômio−7p2q+13p2q−3p2q. Conservando a parte literal,

isto é, p2q, e fazendo as devidas operações com os coeficientes (parte numérica), obtemos

−7p2q+13p2q−3p2q= (−7+13−3)p2q= 3p2q.

Exemplo 1.1.3.Dado o polinômio12a2b3− 2
3

mn5 + 4a2b3 − 4
3

mn5, podemos adicionar ou

subtrair quaisquer grupos de monômios semelhantes, restringindo cada um desses grupos a

um só monômio. Nesse caso, agrupamos os monômios12a2b3 e 4a2b3 que são semelhantes e,

da mesma forma, agrupamos os monômios−2
3

mn5 e−4
3

mn5.

12a2b3− 2
3

mn5+4a2b3− 4
3

mn5 = (12+4)a2b3+

(

−2
3
− 4

3

)

mn5 = 16a2b3−2mn5.

1.1.2 Multiplicação e divisão de monômios

Para multiplicar e dividir monômios não necessitamos que eles sejam semelhantes. Na

multiplicação (ou divisão) de monômios, devemos multiplicar (ou dividir) os coeficientes (parte

numérica) e as variáveis comuns nos monômios. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.1.4.Em(19p2q3)(−2p3q2t) = −38p5q5t, multiplicamos a parte numérica da pri-

meira expressão, que no caso é o número19 com a parte numérica da segunda expressão,−2,

assim, obtendo−38, logo em seguida multiplicamos as variáveis semelhantes, obtendo p5q5t,

pois na multiplicação de variáveis semelhantes conservamos as bases semelhantes e somamos

os expoentes.

Exemplo 1.1.5.Consideremos os monômios63p4q11t e7p2q7. Na divisão
63p4q11t

7p2q7 = 9p2q4t,

dividimos a parte numérica, obtendo9, em seguida dividimos a parte das variáveis semelhantes,

adquirindo p2q4t, ao contrário da multiplicação mantemos as bases semelhantes e subtraímos

os expoentes.

Observação 1.1.Note que nem sempre podemos efetuar uma divisão de monômios.Para que

possamos executá-la, os expoentes das variáveis do numerador tem que ser maiores ou iguais

que os expoentes das variáveis equivalentes no denominador.
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Um exemplo de que não podemos executar a divisão de monômios é:

63p6q13t
p4q7t3 =

7p2q6

t2 = 7p2q6t−2.

Uma vez que, mesmo o Monômio tendo as mesmas variáveis tanto no numerador quanto

no denominador, o expoente da variável t no numerador é menorque o seu expoente no deno-

minador.

Para fazer o Cálculo da potência de um monômio, elevamos tanto a parte dos coeficientes

quanto a parte literal do monômio à potência indicada.

Exemplo 1.1.6.Seja o monômio

(

1
3

a3b4
)

elevando a quinta potência, temos que

(

1
3

a3b4
)5

=
1

243
a15b20.

Já para remover a raiz enésima de um monômio, extraímos as raízes enésimas de seu coe-

ficiente e de sua parte literal.

Exemplo 1.1.7.Dado o monômio32p10q5t15 então extraindo sua raiz quinta, obtém-se

5
√

32p10q5t15= 5
√

(2p2qt3)5 = 2p2qt3

Observação 1.2.Nem sempre a raiz enésima de um monômio será um monômio.

Exemplo 1.1.8.Se27p9q6t2 extraindo sua raiz cúbica, obtemos

3
√

27p9q6t2 = 3
√

(3p3q2)3t2 =

(

3
√

(3p3q2)3

)

3
√

t2 = 3p3q2t
2
3 .

Observe que nem todos os expoente são inteiros, logo a expressão obtida não é um monô-

mio.

1.2 Polinômios

Definição 1.1. Um polinômio é uma expressão formal algébrica que é dado por uma soma

finita de monômios do tipo:

P(T) = bnTn+bn−1Tn−1+ · · ·+b1T +b0, onde(b0,b1, · · · ,bn−1,bn)

é uma lista ordenada dos coeficientes reais dos monômios que compõem o polinômio e T é a

variável de indeterminação. O grau de um polinômio é o expoente de maior valor numérico
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entre os graus dos monômios que o compõem. Dados dois polinômios P(T) e F(T) com coefi-

cientes nos reais, eles serão idênticos se têm o mesmo grau e se os termos dos coeficientes de

mesmo grau coincidem.

Exemplo 1.2.1.Seja o polinômio, P(t) = 2t3−4t2+ 3
√

3t +5.

Sua estrutura é composta por coeficientes reais, sendo que osgraus dos monômios que os

constituem são3, 2, 1 e0. Portanto seu grau é3.

Exemplo 1.2.2.Considere o polinômio Q(t,s), com a lei de formação

Q(t,s) = 4t4s3−3t3s2+
√

5ts−7.

Temos um polinômio nas variáveis t e s, cujo os coeficientes reais são4, −3,
√

5 e 7 e, visto

que os graus dos monômios que o compõem são7, 5, 2, e0, logo seu grau é7.

Observação 1.3.Usamos a notação P(t) para caracterizar um polinômio na variável t, Q(t,s)

para representar um polinômio nas variáveis t e s, e, de modo geral, P(t1, t2, · · · , tn) para

caracterizar um polinômio nas variáveis t1, t2, · · · , tn. Neste trabalho abordaremos somente

polinômios com uma variável, ou seja, polinômios do tipo

P(t) = bnt
n+bn−1tn−1+ · · ·+b1t +b0, onde bn, bn−1, · · · , b1, b0 ∈ R.

Sejam

P(t) =−2t3+
√

7t − 5
7

e

Q(s) =−5s5+3s4−2s3,

assim definidos são exemplos de polinômios em uma variável.

Dizemos que o polinômio é Mônico, quando o coeficiente de maior grau de polinômio é

igual 1. Por exemplo,

P(t) = t4−5t3+7t2−3t +2 eQ(t) = t3−2t2+5t +1

são polinômios mônicos.

P(t) será um polinômio nulo (ou identicamente nulo), seP(t) = 0 para todot ∈ R. Em

seguida destacaremos uma proposição.

Proposição 1.1.Seja P(t) = bntn+bn−1tn−1+ · · ·+b1t +b0 um polinômio, ele será nulo se, e

somente se, todos os seus coeficientes forem nulos, ou seja, se, e somente se, bn = bn−1 = · · ·=
b1 = b0.
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Assim pode-se concluir que o único polinômio identicamentenulo é do tipo

P(t) = 0tn+0tn−1+ · · ·+0t +0.

Por definição os polinômios

P(t) = bnt
n+bn−1tn−1+ · · ·+b1t+b0 eQ(t) = cntn+cn−1tn−1+ · · ·+c1t +c0

são iguais (ou idênticos) quando temos para todot,

P(t) = Q(t) =⇒ bnt
n+bn−1tn−1+ · · ·+b1t +b0 = cntn+cn−1tn−1+ · · ·+c1t +c0

=⇒



































bn = cn

bn−1 = cn−1

· · ·
b1 = c1

b0 = c0

Observação 1.4.Denotamos o grau de um polinômio P(t) por λP.

1.2.1 Adição e subtração de polinômios

SejamP(t) e Q(t) dois polinômios de graun efetuaremos entre eles a sua soma e sua

diferença.

Vejamos:

Estes polinômios são escritos da seguinte forma generalizada, onde

P(t) = bnt
n+bn−1tn−1+bn−2tn−2+ · · ·+b2t2+b1t +b0

e

Q(t) = cntn+cn−1tn−1+cn−2tn−2+ · · ·+c2t2+c1t +c0.

A soma,

(P+Q)(t) = (bnt
n+bn−1tn−1+bn−2tn−2+ · · ·

+b2t
2+b1t +b0)+(cnt

n+cn−1tn−1+cn−2tn−2+ · · ·+c2t2+c1t +c0)

= (bn+cn)t
n+(bn−1+cn−1)t

n−1+(bn−2+cn−2)t
n−2+ · · ·

+(b2+c2)t
2+(b1+c1)t+(b0+c0).
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A diferença,

(P−Q)(t) = (bnt
n+bn−1tn−1+bn−2tn−2+ · · ·+b2t

2+b1t +b0)+

−(cntn+cn−1tn−1+cn−2tn−2+ · · ·+c2t2+c1t +c0)

= (bn−cn)t
n+(bn−1−cn−1)t

n−1+(bn−2−cn−2)t
n−2+ · · ·

+(b2−c2)t
2+(b1−c1)t +(b0−c0).

Observação 1.5.Sempre que adicionarmos (ou subtrairmos) dois ou mais polinômios e o po-

linômio resultante for não nulo, então seu grau vai ser menordo que ou igual ao maior dos

graus dos polinômios parcelas.

λ (P±Q)≤ max{λP, λQ}

De modo geral, sejamP(t) eF(t) do tipo

P(t) = pntn+ pn−1tn−1+ pn−2tn−2+ · · ·+ pn−r t
n−r + · · ·+ p2t2+ p1t + p0

deλP= n, n> r e

F(t) = fmtm+ fm−1tm−1+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0

deλF = m, com

λP> λF =⇒ n> m,

ou seja,

n= m+ r =⇒ m= n− r

(P±F)(t) = (pnt
n+ pn−1tn−1+ pn−2tn−2+ · · ·+ pn−r t

n−r · · ·+ p2t2+ p1t+ p0)

±( fmtm+ fm−1tm−1+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0).

Como,

m= n− r

(P±F)(t) = (pn±0)tn+(pn−1±0)tn−1+(pn−2±0)tn−2+ · · ·+(pm± fm)t
m

+(pm−1± fm−1)t
m−1+(pm−2± fm−2)t

m−2+ · · ·+(p2± f2)t
2

+(p1± f1)t+(p0± f0)



1.2 Polinômios 24

isto implica em

(P±F)(t) = pnt
n+ pn−1tn−1+ pn−2tn−2+ · · ·+(pm± fm)t

m+(pm−1tm−1)tm−1

+(pm−2± fm−2)t
m−2+ · · ·+(p2± f2)t

2+(p1± f1)t+(p0± f0).

Portanto, o grau do polinômio resultante é

λ (P±F)≤ n, sepn 6= 0=⇒ λ (P±F) = n.

1.2.2 Multiplicação de polinômios

Para multiplicar dois polinômios, aplicamos a propriedadedistributiva de um polinômio em

relação ao outro, ou seja, multiplicamos cada monômio de um deles por todos os monômios do

outro. Posteriormente, agrupamos os resultados, diminuindo os monômios semelhantes.

Dados dois polinômios de grausn em, onde

P(t) = pntn+ pn−1tn−1+ pn−2tn−2+ · · ·+ p3t3+ p2t2+ p1t + p0

e

F(t) = fmtm+ fm−1tm−1+ fm−2tm−2+ · · ·+ f3t3+ f2t
2+ f1t+ f0

obtemosR(t) = P(t)F(t) da seguinte forma

R(t) = (pntn+ pn−1tn−1+ pn−2tn−2+ · · ·+ p2t2+ p1t + p0)( fmtm+ fm−1tm−1+

+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0) =

= pntn( fmtm+ fm−1tm−1+ fm−2t
m−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0)+ pn−1tn−1( fmtm+

+ fm−1tm−1+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0)

+pn−2tn−2( fmtm+ fm−1t
m−1+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0)+ · · ·+ p2t2( fmtm+

+ fm−1tm−1+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0)+ p1t( fmtm+ fm−1tm−1+

+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2+ f1t + f0)+ p0( fmtm+ fm−1tm−1+ fm−2tm−2+ · · ·+ f2t2

+ f1t + f0) =

= (pn fmtn+m+ pn fm−1tn+m−1+ pn fm−2t
n+m−2+ · · ·+ pn f2tn+2+ pn f1t

n+1+ pn f0tn)

+(pn−1 fmtn+m−1+ pn−1 fm−1tn+m−2+ pn−1 fm−2t
n+m−3+ · · ·+ pn−1 f2t

n+1+

+pn−1 f1tn+ pn−1 f0tn−1)+(pn−2 fmtn+m−2+ pn−2 fm−1tn+m−3+ pn−2 fm−2t
n+m−4

+ · · ·+ pn−2 f2tn+ pn−2 f1tn−1+ pn−2 f0tn−2)+ · · ·+(p2 fmtm+2+ p2 fm−1t
m+1+

+p2 fm−2tm+ · · ·+ p2 f2t4+ p2 f1t3+ p2 f0t2)+(p1 fmtm+1+ p1 fm−1tm+
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+p1 fm−2tm−1+ · · ·+ p1 f2t3+ p1 f1t
2+ p1 f0t)+(p0 fmtm+ p0 fm−1t

m−1+

+p0 fm−2tm−2+ · · ·+ p0 f2t2+ p0 f1t + p0 f0) =

= pn fmtn+m+(pn fm−1+ pn−1 fm)t
n+m−1+(pn fm−2+ pn−1 fm−1+ pn−2 fm)t

n+m−2

+(· · ·+ pn−1 fm−2+ pn−2 fm−1+ · · ·)tn+m−3+ · · ·+(· · ·+ p2 f1+ p1 f2+ · · ·)t3+

+(p2 f0+ p1 f1+ p0 f2)t
2+(p1 f0+ p0 f1)t+ p0 f0.

O grau do polinômio resultante é

λR= n+m= λP+λF

Outro método muito útil para obter o produto de dois polinômios é aquele que utilizamos

frequentemente para multiplicar dois números naturais.

Exemplo 1.2.3.Sejam os polinômios F(t) =−2t3+7t −13e P(t) = 2t2−7t +5, calculemos:

−2t3 +7t −13

× 2t2 −7t +5

0t5 0t4 −10t3 0t2 35t −65

0t5 14t4 0t3 −49t2 91t +

−4t5 0t4 14t3 −26t2 + +

−4t5 +14t4 +4t3 −75t2 +126t −65

Observação 1.6.Na multiplicação entre dois polinômios, o grau resultante do produto entre

eles é igual à soma dos graus dos fatores, isto é,λ (FP) = λF +λP.

1.2.3 Raiz ou zero de um polinômio

A raiz de um polinômioP(t) é qualquer valor que, uma vez atribuído at, torna o valor

numérico deP igual à zero, ou seja, quandoP(a) = 0, neste caso dizemos quea é uma raiz ou

zero do polinômioP(t), sendoa∈ R.

1.2.4 Divisão de Polinômios

Nesta seção trataremos a divisão de polinômios, cuja abordagem será feita em analogia ao

que ocorre com a divisão de números naturais, em particular oalgoritmo da divisão.

Com efeito, sabemos que dadosa, b∈N comb 6= 0, existemq er unicamente determinados

tais quea= bq+ r, com 0≤ r < b.
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Na divisão de polinômios (observe a semelhança com divisão de números naturais). Subs-

tituindo a relação do resto ser menor que o divisor pela relação do resto possuir grau menor do

que divisor.

Teorema 1.1.Seja K um corpo e P(t), D(t)∈K[t] com D(t) 6=0então existem únicos Q(t), R(t)∈
K[t] com0≤ λR< λD.

A seguir apresentamos a versão do algoritmo da divisão para polinômios em analogia ao

mesmo teorema para números inteiros.

Teorema 1.2.Sejam os polinômios P(t), D(t) 6= 0, há únicos polinômios Q(t) e R(t) tais que

P(t) = D(t)Q(t)+R(t), onde R(t) = 0 ou λR< λD.

Demonstração: SeP(t) = 0, neste caso temosQ(t) = R(t) = 0, pois 0= D(t)0+0.

CasoP(t) 6= 0 eλP< λD, basta tomarQ(t) = 0 eR(t) = P(t), poisP(t) = D(t)0+P(t) e,

por hipótese,λP< λD.

CasoλP≥ λD(t).

SeλP= 0, entãoλD = 0.

Suponhamos agora queλP = k e que o teorema se verifica para todo polinômio de grau

menor quek.

Consideremos o polinômio

P1(t) = P(t)− pkd
−1
l tk−lD(t),

onde

P(t) = pkt
k+ · · ·+ p1t+ po

e

D(t) = dl t
l + · · ·+d1t +d0.

SeP1(t) = 0 ouλP1 < λD, entãoR(t) = P1(t) e Q(t) = pkd1
l tk−l . Caso contrário obtemos

λP1 ≤ k−1 eλP1 ≥ D. Pela hipótese de indução existemQ1(t) eR1(t) tais que

P1(t) = D(t)Q1(t)+R1(t), ondeR1(t) = 0 ouλR1 < λD.
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Logo,

P(t)− pkd
−1
l tk−lD(t) = D(t)Q1(t)+R1(t) =⇒ P(t) = D(t)Q1(t)+ pkd

−1
l tk−lD(t),

ou seja,

P(t) = D(t)(Q1(t)+ pkd
−1
l tk−l D(t))+R1(t), ondeR1(t) = 0 ouλR1 < λD.

Portanto, isto prova o teorema.

Baseado em (DOMINGUES e YEZZI, 2003).

Em seguida, apresentaremos algumas consequências do teorema do resto que chamaremos

de Corolários.

Corolário 1.1. Seµ for raiz de P(t) = antn+ · · ·+a1t +a0, isto é, P(µ) = 0, então P(t) =

(t−µ)Q(t), ∀t ∈ R.

Demonstração: µ é uma raiz deP(t) se, e somente se,(t − µ) divide P(t), ou seja, como

P(µ) = 0, temos

P(t) = P(t)−P(µ)

= (ant
n+ · · ·+a1t +a0)− (anµn+ · · ·+a1µ +a0)

= an(t
n−µn)+an−1(t

n−1−µn−1)+ · · ·+(t −µ),

cada uma das expressões acima é divisível port −µ, logo do teorema do resto tem-se

P(t) = (t−µ)Q(t),

ondeR(t) = 0 (polinômio identicamente nulo).

Suponhamos queµ1, seja outra raiz paraP(t), então

Q(t) = (t−µ1)Q1(t),

ou seja,
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P(t) = (t −µ)(t −µ1)Q1(t).

Portanto, de modo mais geralµ, µ1, µ2, µ3, µ4,· · · , µm, m∈ N são raízes deP(t) se, e

somente se,

P(t) = an((t−µ)(t −µ1)(t−µ2)(t −µ3) · · ·(t−µm))Q(t),

ondeQ(t) é um polinômio de graun−m, sendoP(t) de graun e an é o coeficiente de maior

grau.

Corolário 1.2. Do teorema do resto, temos queλP= λQ+λD.

Demonstração: Segue do teorema do resto queP(t) = D(t)Q(t)+R(t), logo

λ (P) = λ (DQ+D)

comoλ (R)< λ (D)≤ λ (DQ) entãoλ (QD+R) = λ (QD), mas pelo que já sabemos

λ (QD) = λQ+λD.

Corolário 1.3. Demonstre que o resto da divisão de um polinômio P(t) por (t−a)(t−b), onde

a 6= b, é R(t) = P(b)(b−a)(t−a)+P(a)(a−b)(t−b).

Demonstração: Do teorema do resto, temos que

P(t) = D(t)Q(t)+R(t)=⇒ P(t) = (t −a)(t−b)Q(t)+R(t),(∗)

ondeD(t) = (t −a)(t−b) comoλD = 2, logo, o resto terá no máximo grau 1, isto é,λR= 1.

Então, existemm, n∈ R, tais que o resto pode ser escrito da seguinte forma,

R(t) = mt+n.

Uma vez quea eb são raízes do polinômioD, pois

D(a) = (a−a)(a−b) = 0

e

D(b) = (b−a)(b−b) = 0
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Parat = a, segue de(∗) que

P(a) = D(a)Q(a)+R(a) =⇒ P(a) = R(a)

=⇒ P(a) = ma+n.

Em seguida parat = b, temos

P(b) = D(b)Q(b)+R(b) =⇒ P(b) = mb+n.

Desta forma adquirimos o seguinte sistema,

{

P(a) = ma+n

P(b) = mb+n

.

Resolvendo o sistema, tem-se

{

P(a) = ma+n

−P(b) =−mb−n

P(a)−P(b) = (a−b)m=⇒ m=
P(a)−P(b)

a−b

Substituindom na equação

P(a) = ma+n,

temos

P(a) =

(

P(a)−P(b)
a−b

)

a−ba+n =⇒ (a−b)P(a) = aP(a)−aP(b)+n(a−b)

=⇒ P(a)−bP(a) = aP(a)−aP(b)+n(a−b)

=⇒ −bP(a) =−aP(b)+n(a−b)

=⇒ aP(b)−bP(a) = n(a−b)

=⇒ n=
aP(b)−bP(a)

a−b
.

Logo, obtemos
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m=
P(a)−P(b)

a−b

e

n=
aP(b)−bP(a)

a−b
.

Sendo o resto da divisão deP(t) porD(t) da forma,

R(t) = mt+n,

assim

R(t) =

(

P(a)−P(b)
a−b

)

t+
aP(b)−bP(a)

(a−b)
=

tP(a)− tP(b)+aP(b)−bP(a)
(a−b)

=
P(a)(t−b)+P(b)(a− t)

(a−b)
=

P(a)(t−b)
(a−b)

+
P(b)(a− t)
(a−b)

=
P(a)(t−b)
(a−b)

+
P(b)(t−a)
(b−a)

.

Portanto,

R(t) =
P(b)(t−a)
(b−a)

+
P(a)(t−b)
(a−b)

,

como queríamos mostrar.

Observação 1.7.Na divisão de um polinômio P(t) por (t −a), o resto é igual a P(a), ou seja,

R(a) = P(a), isto é, R(a) é um polinômio constante.

Corolário 1.4. O teorema do resto também permite que possamos separar o polinômio em

fatores, isto é, em um produto de duas parcelas mais o resto.

Exemplo 1.2.4.Sejam P(t) = t3−2t2+1 e D(t) = t2− t −1, então para dividirmos P(t) por

D(t) utilizamos o processo análogo ao descrito na divisão por números, ou seja,

t3−2t2+1 t2− t −1

−t3+ t2+ t t −1

−t2+ t +1

t2− t −1

0

logo, Q(t) = t−1 e R(t) = 0.
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De uma maneira mais simplificada, temos

1 −2 0 1 1 −1 −1

−1 1 1 0 1 −1

0 −1 1 1

0 1 −1 −1

0 0 0 0

Note que nesse exemplo a divisão deP(t) porD(t) é exata, ondeP(t) é o dividendo,D(t) é

o divisor,t −1 é o quociente e 0 o resto, sendo 0 o polinômio identicamente nulo. Assim como

no exemplo em queA(t)=−3t4+2t2+7 é o dividendo,B(t)= t−3 é o divisor, encontraremos

Q(t) (polinômio quociente) eR(t) (polinômio resto).

Logo,

−3 0 2 0 7 1 -3

3 −9 −3 −9 −25 −75

−9 2 0 7

9 −27

−25 7

25 −75

−75 7

75 −225

−218

portanto,Q(t) = (−3t3−9t2−25t −75) eR(t) =−218

1.2.5 Dispositivo de Briot-Ruffini

Paolo Ruffini, nasceu em Valentano, Estado Papais na Itália,em 22 de Setembro de 1765,

faleceu em Modena no dia 10 de Maio de 1822. Graduou-se em Matemática e Medicina, pela

Universidade de Modena, onde recebeu o grau de doutor.

Como matemático, seu nome está associado com a prova da impossibilidade de resolver al-

gebricamente a equação de grau 5 ou superior sobre a qual escreveu vários tratados, ou seja, não

existem formulas para o calculo de raízes que envolvam seus coeficientes e radicais. Também

contribuiu com soluções práticas para o estudo dos polinômios. (COSTA, Keilla R.)
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Na divisão de polinômios, quando o divisor for um polinômio mônico de grau 1, ou seja,

da format −a, há um algoritmo criado por Paolo Ruffini, que permite calcular o quociente e o

resto de modo bem mais prático e rápido.

Vejamos como funciona, à divisãoP(t) por D(t) = t −a através desse método de Ruffini,

com alguns exemplos.

Exemplo 1.2.5.Efetue a divisão de P(t) = 7t3−5t2+3t + 11 por D(t) = t −5 utilizando o

dispositivo de Briot-Ruffini.

Solução:Objetivo principal desse exercício e encontrar Q(t) = at2+bt+c e R(t) = k, k∈ R.

Do teorema do resto, temos que

P(t) = D(t)Q(t)+R(t) =⇒ 7t3−5t2+3t +11= (t−5)(at2+bt+c)+k

=⇒ 7t3−5t2+3t +11= t(at2+bt+c)−5(at2+bt+c)+k

=⇒ 7t3−5t2+3t +11= at3+bt2+ct−5at2−5bt−5c+k

=⇒ 7t3−5t2+3t +11= at3+(b−5a)t2+(c−5b)t−5c+k.

Logo, igualando os coeficientes de mesmo grau, obtém-se um sistema, isto é,



























a= 7

b−5a=−5

c−5b= 3

−5c+k= 11,

resolvendo o sistema, obtemos que

b−35=−5 =⇒ b= 30

c−150= 3 =⇒ c= 150

−765+k= 11 =⇒ k= 776.

A Resolução acima pode ser esquematizada da seguinte forma,

5 7 −5 3 11

7 5×7−5= 30 5×30+3= 153 5×153+11= 776

ou seja, primeiro colocamos a raiz do divisor separadamentedos coeficientes do dividendo (os

termos) que estão ocultos completamos com zero e arrumamos os coeficientes de maior grau

para os de menor grau, nessa ordem.
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Segundo passo, descemos o coeficiente de maior grau, no caso acima o número7.

Já na terceira etapa, pegamos a raiz do divisor e multiplicamos pelo resultado, que está

abaixo do coeficiente de maior grau e subtraímos pelo coeficiente de grau dois, obtendo30.

No quarto passo, multiplicamos a raiz do divisor pelo resultado abaixo do termo de segundo

grau e somamos com o coeficiente de grau um, e assim sucessivamente.

Portanto,

Q(t) = 7t2+30t+153

e

R(t) = 776.

Assim como no exemplo, ondeA(t)= 3t5−5t3+17 eB(t)= t+2, utilizaremos o algoritmo

de Briot-Ruffini, para dividirA(t) porB(t), temos que

−2 3 0 −5 0 0 17

3 (−2)(−6)−5= 7 (−2)(7)+0= 14 (−2)(−14)+0= 28 −39

Logo, obtemos

Q(t) = 3t4−6t3+7t2−14t +28

e

R(t) =−39.

Exemplo 1.2.6.Encontre o quociente e o resto da divisão de P(t) = −2t3+3t2−3t +1 por

D(t) = 3t−1.

Para que possamos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini, ocoeficiente det deve ser mônico,

ou seja, tem que ser 1, assim devemos fazer algumas mudanças algebricamente de tal maneira

que tenhamos o seguinte,

P(t) = D(t)Q(t)+R(t) (Teorema do Resto)

então,

P(t) = (3t−1)Q(t)+R(t) =⇒ P(t) = 3

(

t − 1
3

)

Q(t)+R(t)

=⇒ P(t) =

(

t − 1
3

)

3Q(t)+R(t).
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Fazendo,q(t) = 3Q(t), temos que

P(t) =

(

t − 1
3

)

q(t)+R(t) =⇒−2t3+3t2−3t+1=

(

t − 1
3

)

q(t)+R(t).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, obtém-se

1
3 −2 3 −3 1

−2 −2
3 +3= 7

3
7
9 −3=−20

9 −20
27+1= 7

27

Logo,q(t) =−2t2+
7
3

t − 20
9

eR(t) =
7
27

, sendoq(t) = 3Q(t), obtemos

−2t2+
7
3

t − 20
9

= 3Q(t) =⇒ Q(t) =−2
3

t2+
7
9

t − 20
27

.

Portanto,

Q(t) =−2
3

t2+
7
9

t − 20
27

e

R(t) = 7.

Exemplo 1.2.7.Para finalizar, efetuaremos a divisão de P(t) = 3t4−2t3− t2+1 por D(t) =

(t+1)(t−3).

Solução: Empregando o algoritmo de Briot-Ruffini, dividindo sucessivamente por(t + 1) e

(t−3), obtém-se

3 −2 −1 0 1

−1 3 3(−1)−2=−5 (−1)(−5)−1= 4 (−1)4+0=−4 (−1)(−4)+1= 5

3 3 3×3−5= 4 3×4+4= 16 3×16−4= 44

Concluímos que,

P(t) = (3t3−5t2+4t−4)(t +1)+5 (1)

e

(3t3−5t2+4t −4) = (3t2+4t +16)(t−3)+44. (2)
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Realizando o processo de substituição de(2) em(1), obtemos

P(t) = (3t3−5t2+4t −4)(t+1)+5

= ((3t2+4t+16)(t−3)+44)(t+1)+5

= (3t2+4t +16)(t−3)(t+1)+44(t+1)+5

= (3t2+4t +16)(t−3)(t+1)+44t+44+5

e finalmente,

P(t) = (3t2+4t +16)(t−3)(t+1)+44t +49.

Logo, o quociente é

Q(t) = 3t2+4t +16,

obtido logo após a segunda etapa da divisão e o resto é,

R(t) = 44t +49.

Generalizando toda essa discussão anterior para um polinômio de graum∈ N, temos que

P(t) = amtm+am−1tm−1+am−2tm−2+ · · ·+a1t +a0.

Sejam,

Q(t) = bm−1t
m−1+bm−2t

m−2+ · · ·+b1t +b0

e

R(t) = r0,

ondeQ(t) é o quociente eR(t) é o resto da divisão deP(t) por (t−a).

Segue do Teorema do Resto que,

P(t) = (t −a)Q(t)+R(t) =⇒

amtm+am−1tm−1+am−2tm−2+ · · ·+a1t +a0 = (t−a)(bm−1t
m−1+bm−2tm−2+ · · ·

+b1t +b0)+ r0 =⇒

amtm+am−1tm−1+am−2tm−2+ · · ·+a1t +a0 = bm−1t
m+bm−2t

m−1+ · · ·+b1t
2
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+b0t − (abm−1tm−1+abm−2tm−2+ · · ·+ab1t+ab0)+ r0 =⇒

amtm+am−1tm−1+am−2tm−2+ · · ·+a1t +a0 = bm−1t
m+bm−2t

m−1+ · · ·+b1t
2

+b0t −abm−1t
m−1−abm−2t

m−2−·· ·−ab1t−ab0+ r0 =⇒

amtm+am−1tm−1+am−2tm−2+ · · ·+a1t +a0 = bm−1t
m+(bm−2−abm−1)t

m−1+ · · ·

+(b1−ab2)t
2+(b0−ab1)t +(r0−ab0).

Logo, igualando os coeficientes aos respectivos termos deP(t), obtemos



























































am = bm−1

am−1 = bm−2−abm−1 =⇒ bm−2 = am−1+abm−1

am−2 = bm−3−abm−2 =⇒ bm−3 = am−2+abm−2
...

...
...

...
...

...

a2 = b1−ab2 =⇒ b1 = a2+ab2

a1 = b0−ab1 =⇒ b0 = a1+ab1

a0 = r0−ab0 =⇒ r0 = a0+ab0,

ondeb0 é o último coeficiente deQ(t) e r0 é o resto da divisão.

Portanto,

Q(t) = amtm−1+(am−1+abm−1)t
m−2+(am−2+abm−2)t

m−3+ · · ·+(a2+ab2)t +(a1+ab1)

e

R(t) = a0+ab0.

Os cálculos anteriores também podem ser descritos na forma genérica, pelo algoritmo de

Briot-Ruffini, que tornam os cálculos bem mais práticos e fáceis, isto é,

a am am−1 am−2 · · · a2 a1 a0

bm−1 bm−2 bm−3 · · · b1 b0 r0,

onde
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bm−1 = am

bm−2 = am−1+abm−1

bm−3 = am−2+abm−2
...

...
...

b1 = a2+ab2

b0 = a1+ab1

r0 = a0+ab0.

Na Divisão deP(t) por (t −a), sendoP(t) de ordemm teremosλQ = m−1 eR(t) = r0,

onder0 é um polinômio constante.

1.2.6 Relações entre raízes e os coeficientes de um polinômio

Iniciaremos essa seção relembrando como deduzir as expressões para as raízes de um po-

linômio P(t) de grau 2, digamos

P(t) = at2+bt+c, ondea 6= 0.

Desejamos obter, portanto, as raízes da equação polinomial

at2+bt+c= 0

Resolvendo, temos que

1o passo:Dividimos a equação inteira pora, uma vez quea 6= 0, temos

0= t2+
b
a

t +
c
a
=⇒ t2+

b
a

t =−c
a

2o passo: Aqui completamos quadrados, ou seja, somamos
b2

4a2 de ambos os membros da

equação, assim, temos que

t2+
b
a

t +
b2

4a2 =−c
a
+

b2

4a2 =⇒
(

t +
b
2a

)2

=
b2−4ac

4a2

3o passo:Apliquemos a operação de radiciação, de ambos os membros da equação, logo
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(

t +
b
2a

)2

=
b2−4ac

4a2 ⇐⇒

√

(

t +
b
2a

)2

=
b2−4ac

4a2

⇐⇒
∣

∣

∣

∣

t +
b
2a

∣

∣

∣

∣

=±

√

b2−4ac
4a2

⇐⇒ t +
b
2a

=±
√

(

b2−4ac
4a2

)

⇐⇒ t =− b
2a

±
√

b2−4ac
2a

⇐⇒ t =
−b±

√
b2−4ac

2a
.

Portanto, obtemos

t1 =
−b−

√
b2−4ac

2a

ou

t2 =
−b+

√
b2−4ac

2a

Deduzidos tais expressões para encontrar as raízes de uma equação do segundo grau, pode-

mos obter as seguintes relações com os coeficientes deP(t).

Corolário 1.5. Se t1 e t2 são raízes do polinômio P(t) = at2+ bt+ c, então são válidas as

seguintes relações entre coeficientes e raízes

t1+ t2 =−b
a

e t1t2 =
c
a

Demonstração: Sabemos das deduções feitas que

t1 =
−b−

√
b2−4ac

2a

e

t2 =
−b+

√
b2−4ac

2a
.

Logo realizando as operações necessárias, obtemos que

t1+ t2 =
−b−

√
b2−4ac

2a
+

−b+
√

b2−4ac
2a
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=
−b−

√
b2−4ac−b+

√
b2−4ac

2a

= −2b
2a

=−b
a

e

t1t2 =

(

−b−
√

b2−4ac
2a

)(

−b+
√

b2−4ac
2a

)

=
b2−b

√
b2−4ac+b

√
b2−4ac− (

√
b2−4ac)2

4a

=
b2− (b2−4ac)

4a2 =
b2−b2+4ac

4a
=

4ac
4a2 =

ac
a2 =

c
a
,

como desejado.

Nosso objetivo a partir de agora é avaliar a possibilidade deestender as relações acima para

polinômios de grau três e quatro. Assim como o polinômio do segundo grau, os polinômios de

terceiro e quarto graus também possuem fórmulas envolvendoapenas cálculos algébricos com

os coeficientes e que indicam com precisão suas raízes. Apesar de existirem, tais expressões são

bem complicadas e, na maioria das vezes, fornecem como resultado fórmulas muito complexas

para as raízes, que impossibilita seu uso.

Évaristo Galois como matemático, em seus cinco anos de estudos e pesquisas, descobriu

que é impossível formular uma expressão algébrica, para polinômios de grau maior ou igual a

cinco que seja útil para determinar as raízes, utilizando somente os coeficientes.

Um matemático belga conhecido como Albert Girard, nascido no ano de 1595, em suas

pesquisas descobriu que as relações entre coeficientes e raízes de um polinômio apresentadas

acima podem ser generalizadas para polinômios de grau superior.

Analisaremos inicialmente os casos dos polinômio de terceiro e quarto graus, vamos aceitar

o fato de conhecidas suas raízes e determinaremos as relações entre coeficientes e raízes.

Considere a expressão algébrica,

P(t) = at3+bt2+ct+d, coma 6= 0 et ∈ C,

assim definida caracteriza um polinômio do terceiro grau et1, t2, t3 ∈ C são suas raízes.

Sendot1, t2 e t3 raízes do polinômioP(t) podemos reescrever o polinômioP(t) na forma

fatorada, de maneira que,



1.2 Polinômios 40

P(t) = a(t − t1)(t− t2)(t− t3)⇐⇒ at3+bt2+ct+d = a(t− t1)(t− t2)(t− t3).

Desenvolvendo o segundo membro da equação polinomial, obtemos

a(t − t1)(t− t2)(t− t3) = a(t2− t2t − t1t + t1t2)(t− t3)

= a(t2− (t1+ t2)t + t1t2)(t− t3)

= a[t3− t3t
2− (t1+ t2)t

2+ t3(t1+ t2)t + t1t2t− t1t2t3]

= a[t3− (t1+ t2+ t3)t
2+(t1t3+ t2t3+ t1t2)t − t1t2t3].

Logo, equiparando os coeficientes com seus respectivos termos, temos que

at3+bt2+ct+d = a[t3− (t1+ t2+ t3)t2+(t1t2+ t1t3+ t2t3)t− (t1t2t3)]⇐⇒

t3+
b
a
+

c
a

t +
d
a

= [t3− (t1+ t2+ t3)t
2+(t1t2+ t1t3+ t2t3)t− (t1t2t3)].

Nessa última passagem dividimos a equação polinomial de ambos lados pelo coeficiente

de maior grau, ou seja, pelo número reala, podemos fazer tal manipulação algébrica devido

coeficientea ser diferente de zero.

Utilizando a identidade polinomial entre os polinômios acima, tem-se























−(t1+ t2+ t3) =
b
a

=⇒ t1+ t2+ t3 =−b
a

t1t2+ t1t3+ t2t3 =
c
a

−(t1t2t3) =
d
a

=⇒ t1t2t3 =−d
a
.

Portanto, as relações entre coeficientes e raízes para polinômios de grau três são,



















t1+ t2+ t3 = −b
a

t1t2+ t1t3+ t2t3 = c
a

t1t2t3 = −d
a

Considere a expressão algébrica,
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P(t) = at4+bt3+ct2+dt+e, coma 6= 0 et ∈ C,

assim definida caracteriza um polinômio do quarto grau et1, t2, t3 e t4 ∈ C são suas raízes.

Assim como descrito no caso anterior, pode se mostrar que as relações de Girard são as

seguintes para polinômio de quarto grau



































−(t1+ t2+ t3+ t4) =
b
a

=⇒ t1+ t2+ t3+ t4 =−b
a

(t1t2+ t1t3+ t1t4+ t2t3+ t2t4+ t3t4) =
c
a

−(t1t2t3+ t1t2t4+ t1t3t4+ t2t3t4) =
d
a

=⇒ t1t2t3+ t1t2t4+ t1t3t4+ t2t3t4 =−d
a

t1t2t3t4 =
e
a
.

Como queríamos demonstrar.

Depois de ter feito todas essas considerações para polinômios de graus 2, 3 e 4, podemos

generalizar as relações de Girard para um polinômio de graun∈ N, arbitrário.

Considere um polinômio

P(t) = sntn+sn−1tn−1+ · · ·+s1t +s0, comsn 6= 0

e suas raízest1, t2, · · · , tn ∈C e nem todas distintas, escrevendoP(t) na forma fatorada, obtém-se

P(t) = sn(t− t1)(t− t2) · · ·(t − tn−1)(t− tn) ⇐⇒ sntn+ · · ·+s1t+s0 = sn(t− tn) · · ·(t− t1)

⇐⇒ sntn+ · · ·+s1t+s0 =

= sn(t
n+ · · ·+(t1t2 · · · tn)).

Logo,

tn+
sn−1

sn
tn−1+ · · ·+ s1

sn
t +

s0

sn
= tn− (t1+ · · ·+ tn)t

n−1+

+(t1t2+ · · ·+ tn−1tn)t
n−2+ · · ·+(t1t2 · · · tn)

Portanto,

−(t1+ t2+ · · ·+ tn−1+ tn) =
sn−1

sn
⇐⇒ t1+ t2+ · · ·+ tn−1+ tn =−sn−1

sn
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⇐⇒ S1 =−sn−1

sn
,

ondeS1 é a soma dasn raízes deP.

t1t2+ t2t3+ · · ·+ tn−1tn =
sn−2

sn
⇐⇒ S2 =

sn−2

sn
,

comS2 sendo a soma dos produtos dasn raízes deP(t), tomadas duas a duas.

Em geral, para o termotn−l , ondel < n, tem-se o desenvolvimento del fatores da forma

(−t1)(−t2) · · ·(−tl) que é igual asn((−1)l). Setn−l , ondeSl é a soma dos produtos dasn raízes

deP, tomadasl a l , logo

Sk = (−1)k
(

sn−k

sn

)

.

E por fim, o termos0 é dado por:

t1t2 · · · tn =
s0

sn
⇐⇒ Sn = (−1)ns0

sn
,

ondeSn é o produto de todas raízes deP.

As relações de Girard proporcionam muitas aplicações aos polinômios, em particular se

utilizadas com informações adicionais, possibilitam o cálculo das raízes.

Exemplo 1.2.8.Determinemos as raízes do polinômio P(t) = t3− 7
2

t2+
7
2

t −1, sabendo que

uma das raízes é o produto das outras duas.

Solução:Se r1, r2 e r3 são raízes do polinômio P(t), tem-se das relações entre raízes e coefici-

entes que

S3 = (−1)3(−1)
1

⇐⇒ r1r2r3 = 1,

o exercício nos da que r1 = r2r3.

Logo, obtemos

r1r2r3 = 1=⇒ r1r1 = 1=⇒ r2
1 = 1=⇒ r1 =±1=⇒ r1 = 1 ou r1 =−1.

Para r1 =−1, tem-se

P(−1) = (−1)3− 7
2
(−1)2− 7

2
−1=−1− 7

2
− 7

2
−1=−9 6= 0,



1.3 Teorema das raízes racionais 43

logo,−1 não é raiz.

Conhecida uma raiz, vamos dividir os polinômios P(t) por t− 1, através do método de

Briot-Ruffini, isto é

1 1 −7
2

7
2 −1

1 1− 7
2 =−5

2 −5
2 +

7
2 = 1 1−1= 0

Assim, adquirimos o seguinte polinômio quociente

Q(t) = t2− 5
2

t +1,

resolvendo a equação polinomial , Q(t) = 0, obtém-se

Q(t) = 0 ⇐⇒ t2− 5
2

t +1= 0⇐⇒ t2− 5
2

t +
25
16

+1=
25
16

⇐⇒ t2− 5
2

t +
25
16

=
25
16

−1

⇐⇒ t2− 5
2

t +
25
16

=
9
16

⇐⇒
(

t − 5
4

)2

=
9
16

⇐⇒
(

t − 5
4

)

=±
(

√

9
16

)

⇐⇒ t − 5
4
=±3

4
⇐⇒ s2 =−3

4
+

5
4
=

2
4
=

1
2

ou s3 =
3
4
+

5
4
=

8
4
= 2.

Portanto, o conjunto solução é

S=

{

1,
1
2
, 2

}

.

1.3 Teorema das raízes racionais

O teorema das raízes racionais fornece uma condição para um polinômio de coeficientes

inteirosP(t) = rntn+ rn−1tn−1+ · · ·+ r1t + r0, possuir uma raiz racionala|b (irredutível). Este

importante resultado aliado aos outros métodos aqui apresentados auxilia na busca de todas as

raízes racionais de um polinômio.

Teorema 1.3.Se
a
b

com a, b 6= 0 e (a,b) = 1 for uma raiz do polinômio

P(t) = rntn+ rn−1tn−1+ · · ·+ r1t + r0,

onde rn, rn−1, · · · , r1, r0 ∈ Z, então b|rn e a|r0.
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Notação:(a,b)=1 significa quea, bsão primos entre si ou seja,
a
b

é uma fração irredutível,

já as notaçõesb|rn e a|r0 significam, respectivamente queb divide rn e quea divide r0.

Demonstração: Suponhamos que um número racional
a
b

, ondea, b∈ Z∗ e (a,b) = 1, é uma

raiz irredutível do polinômio

P(t) = rntn+ rn−1tn−1+ · · ·+ r1t + r0,

então,

P
(a

b

)

= 0 ⇐⇒ rn

(a
b

)n
+ rn−1

(a
b

)n−1
+ · · ·+ r1

(a
b

)

+ r0 = 0.

Multiplicando os membros da igualdade porbn, obtém-se

rn

(a
b

)n
bn+ · · ·+ r1

(a
b

)

bn+ r0bn = 0⇐⇒ rnan+ rn−1an−1b+ · · ·+ r1abn−1+ r0bn = 0.

Logo,

rnan = −rn−1an−1b−·· ·− r1abn−1− r0bn

⇐⇒ rnan =−(rn−1an−1b+ · · ·+ r1abn−1+ r0bn)

⇐⇒ rnan =−b(rn−1an−1+ · · ·+ r1abn−2+ r0bn−1)

⇐⇒ rnan =−bs,

onde

s= (rn−1an−1+ · · ·+ r2a2bn−3+ r1abn−2+ r0bn−1) ∈ Z,

como(a,b) = 1 segue queb|rn.

A igualdade acima também da

r0bn = −rnan−·· ·− r2a2bn−2− r1abn−1

⇐⇒ r0bn =−(rnan+ rn−1an−1b+ · · ·+ r2a2bn−1+ r1abn−1)

⇐⇒ r0bn =−a(rnan−1+ rn−1an−2b+ · · ·+ r2abn−2+ r1bn−1)

⇐⇒ r0bn =−as′,
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onde

s′ = (rnan−1+ rn−1an−2b+ · · ·+ r2abn−2+ r1bn−1) ∈ Z,

uma vez que(a,b) = 1 a igualdade acima daa/r0.

Portanto,b|rn ea|r0 como queríamos mostrar.

Observação 1.8.O teorema das raízes racionais serve também quando os coeficientes são

racionais.

Demonstração: Seja,

Q(t) =
an

bn
tn+

an−1

bn−1
tn−1+ · · ·+ a0

b0
,

onde

an

bn
,

an−1

bn−1
, · · · , a0

b0
∈Q

e

an, an−1, · · · , a0, bn, bn−1, · · · , b0 ∈ Z

com

bn, bn−1, · · · , b0 6= 0.

Basta multiplicarQ(t) pelo produto de todos os coeficientes do denominador, para gerar

um polinômioP(t) com coeficientes inteiros, logo

P(t) =
n

∏
k=0

bk

(

an

bn
tn+

an−1

bn−1
tn−1+ · · ·+ a0

b0

)

= bQ(t) =⇒ P(t) = bQ(t),

onde

b=
n

∏
k=0

bk

eb 6= 0.



1.3 Teorema das raízes racionais 46

Portanto, teremosP(t) = 0 se, e somente seQ(t) = 0, poisQ(t) =
1
b

P(t).
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2 APLICAÇÕES

Neste cápitulo veremos como a teoria de divisibilidade de polinômios pode ser útil na obten-

ção de fatorações. As fatorações constituem uma ferramentaimprescindível para a Matemática

em se tratando de cálculos algébricos. As aplicações envolvem desde o ensino básico até o

superior com fatorações importantes para o Cálculo Diferencial e Integral e para a Teoria dos

Números.

As aplicações que trataremos neste capítulo seguem basicamente do Teorema do Resto.

Se a é raiz de um polinômioP(x), entãoP(x) é fatorado como produto de dois polinômios

P(x) = (x−a)D(x).

O fato da incógnita (ou indeterminada)x assumir um valor arbitrário, possibilita aplicações

interessantes, desde problemas elementares do ensino médio até cálculos limites de funções e

situações da teoria dos números.

No cálculo diferencial e integral, alguns dos limites interessantes são os da forma lim
x→a

f (x)
g(x)

onde f (x) e g(x) são polinômios, ondeg(a) = 0. No caso em que temos tambémf (a) =

0, ou sejaa é raiz simultânea def (x) e g(x) então, aplicações do Teorema do Resto podem

encaminhar a uma solução, como nos exemplos seguintes

Exemplo 2.0.1.Calcule o limite da função racional P(x) =
f (x)
g(x)

=
x2−x

x2+x−2
para x tendendo

a 1.

Demonstração: A funçãoP(x) pode ser fatorada da seguinte forma,

P(x) =
x2−x

x2+x−2
=

x(x−1)
(x−1)(x+2)

=
x

x+2
. comx 6= 1

Portanto,

lim
x→1

x2−x
x2+x−2

= lim
x→1

x
x+2

=
1
3
.
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Assim como no exemplo anterior podemos utilizar o método de fatoração para calcular,

lim
x→−3

x2+2x−3
x2+7x+12

.

De fato, temos que

lim
x→−3

x2+2x−3
x2+7x+12

= lim
x→−3

(x+3)(x−1)
(x+4)(x+3)

= lim
x→−3

(x−1)
(x+4)

=−4.

A Teoria dos Números é construída sob o conceito de divisibilidade no conjunto dos núme-

ros inteiros:

Dadosa, b inteiros comb 6= 0, dizemos queb|a se existek∈ Z tal quea= kb.

Não é propósito deste trabalho apresentar resultados de divisibilidade, mas desenvolver al-

guns casos que o Teorema do resto pode ser aplicado para a obtenção de resultados importantes

para este tema.

As fatoraçõesx2−1= (x−1)(x+1), x3−1= (x−1)(1+x+x2) e, em geral, dos polinô-

miosxn−1 (n≥ 2) são utilizadas frequentemente no ensino básico. No Cálculo, permitem a de-

terminação de limites da forma lim
x→a

√
x−√

a
x−a

, lim
x→a

3
√

x− 3
√

a
x−a

e de modo geral para lim
x→a

n
√

x− n
√

a
x−a

e em consequência conseguimos calcular as derivadas das funções f (x) = xn. Apresentaremos

a seguir uma sequência de aplicações para a divisibilidade em Z.

Proposição 2.1.Dados a e n números inteiros com a6= 1 e n≥ 1, então a−1 divide an−1.

Demonstração: De fato, considerando o polinômioP(x) = xn−1, temos queP(1) = 0, o que

mostra termos 1 como raiz deP(x). PortantoP(x) é fatorável porx−1, obtemos

P(x) = (x−1)Q(x) = (x−1)(xn−1+xn−2+ · · ·+x2+x+1).

Observemos que se grau deλP≥ 2 entãoλQ≥ 1, ou seja a fatoração acima é não trivial. O

fatorQ(x) segue um padrão conforme ainda veremos neste trabalho. O resultado segue trocando

o elemento numéricoa∈ Z pela variávelx, ou seja, atribuindox= a, na igualdade acima.

Observemos quea = −1 no resultado anterior nos dá que−2 divide (−1)n− 1 o que é

verdadeiro, pois a expressão(−1)n−1 assume os valores−2 ou 0, conforme a paridade den.

Proposição 2.2.Sejam a e n números inteiros com n número natural ímpar. Tem-se que a+1 é
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um divisor de an+1.

Demonstração: O resultado segue, considerando o polinômioP(x) = xn + 1. Temos que

P(−1) = 0, o que mostra termos−1 como sendo raiz deP(x). PortantoP(x) é fatorável por

x− (−1) = x+1, o que resulta na existência de um polinômioQ(x) de graun−1 tal que

P(x) = (x+1)Q(x) = (x+1)(xn−1−xn−2+xn−3−·· ·+x2−x+1).

Tomandox= a, na igualdade acima, segue o resultado.

Corolário 2.1. Observe que o resultado anterior também pode ser provado como consequência

da primeira proposição.

Demonstração: De fato, foi verificado queb−1 dividebn−1 , comb e n números inteiros,

b 6= 1. Tomandob= −a segue que−a−1 divide(−a)n−1. Mas comon é impar segue que

−an−1= d(−a−1) para algumd ∈Z. Multiplicando esta igualdade por−1 segue o resultado

desejado.

A extensão natural das análises que fizemos é obter as fatorações das expressõesan−bn e

an+bn, coma, b∈ N, que trataremos a seguir.

Proposição 2.3.Sejam a6= b∈ Z e n∈ N então an−bn é fatorável por a−b.

Demonstração: Seja o polinômioP na variávelx tal queP(x) = xn−bn, comb∈ Z en∈ N.

Parax = b, tem-se queP(x) = bn − bn = 0, ou seja,b é raiz do polinômioP(x), logo

P(x) é fatorável por(x−b), do teorema do restotemos que,P(x) = (x−b)Q(x), para algum

polinômio Q(x) não nulo, isto implica quexn− bn = (x− b)Q(x), em particular parax = a,

obtemos que(a−b)|an−bn.

Corolário 2.2. Mostre que9n−2n é divisível por7 para todo n∈ N.

Demonstração: Pela proposição 2.3 temos que, para o caso particular em quea= 9 eb= 2,

obtemosan−bn = 9n−2n é divisível pora−b= 9−2= 7.

Proposição 2.4.Sejam a6= b∈ Z e n∈ N então an+bn é fatorável por a+b, para todo n∈N,

n ímpar.

Demonstração: Seja o polinômioP na variávelx tal queP(x) = xn+bn, ondeb∈ Z en∈ N.



2 APLICAÇÕES 50

Parax= −b, obtém-seP(−b) = (−b)n+bn = −bn+bn = 0, poisn é ímpar, isto é,−b é

raiz do polinômioP(x).

Logo P(x) é fatorável por(x− (−b)) = (x+b), do teorema do restotemos que,P(x) =

(x+b)Q(x), para algum polinômioQ(x) não nulo, isto implica quexn+bn = (x+b)Q(x), em

particular parax= a, obtemos que(a+b)|an+bn.

Corolário 2.3. A proposição anterior pode ser demonstrada a partir daproposição 2.3.

Demonstração: De fato sabemos quea−c|an−cn para todoa e c coma 6= c. Em particular

comc= −b temos que,a− (−b) = a+b e quean− (−b)n = an+bn, essa segunda igualdade

se da pelo fato den ser impar, portanto assim como demonstrado na proposição anterior temos

a+b|an+bn.

Corolário 2.4. Verifique que7n+4n é divisível por11para todo n∈ N, n ímpar.

Demonstração: Trata-se de uma aplicação direta da proposição anterior, com a= 7 eb= 4,

obtemos quean+bn = 7n+4n é divisível pora+b= 7+4= 11.

Proposição 2.5.Sejam a6= b∈ Z e n∈ N então a2n−b2n é fatorável por a+b.

Demonstração: Seja o polinômioP na variávelx tal queP(x) = x2n−b2n, comb∈ Z en∈N.

Parax = −b, tem-se queP(−b) = (−b)2n− b2n = b2n − b2n = 0, ou seja,−b é raiz do

polinômioP(x), logo P(x) é fatorável por(x− (−b)) = (x+b), do teorema do restotemos

que,P(x) = (x+ b)Q(x), para algum polinômioQ(x) não nulo, isto implica quex2n−b2n =

(x+b)Q(x), em particular parax= a, obtemos que(a+b)|a2n−b2n.

Observação 2.1.Observemos que a= −1 e b= −1 no resultado das proposições anterio-

res nos dá que(−1)n+(−1)n é divisível por(−1)+ (−1) = −2 o que é verdadeiro, pois a

expressão(−1)2n+(−1)2n assume os valores de−2 ou 0, conforme a paridade de n.

Corolário 2.5 (Identidade de Sophie-Germain).

a4+4b4 = a4+4a2b2+4b2− (2ab)2

= (a2+2b2)2− (2ab)2

= (a2+2b2+2ab)(a2+2b2−2ab).

Nas proposições anteriores exibimos aplicações sem considerar o fator quociente das fa-

torações. Vamos obter as fatorações completas utilizando indução finita e método alternativos

algébricos acessível aos alunos do ensino médio.
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Proposição 2.6.Para todos a∈ R e n∈ N, vale

an−1= (a−1)(1+a+a2+ · · ·+an−1).

Demonstração: Existem diversas formas de verificarmos a identidade acima.

1. Primeiro método:

1+a+ · · ·+an−1 pode ser visto como a somaSa dosa primeiros termos de uma progres-

são geométrica de primeiro termo 1 e razãoa 6= 1.

TemosS= 1+a+ · · ·+an−1 e entãoaS= a+a2+ · · ·+an.

Efetuando a subtração das duas expressões acima, temos

S−aS= (1+a+ · · ·+an−1)− (x+x2+ · · ·+an) = 1−an.

Logo,S(1−a) = 1−an e entãoS=
1−an

1−a
=

an−1
a−1

, ou seja,

(1+a+ · · ·+an−1)(a−1) = an−1.

2. Segundo método:

Desenvolvendo diretamente o lado esquerdo temos

(a−1)(1+a+a2+ · · ·+an−1) = a(1+a+a2+ · · ·+an−3+an−2+an−1)+

−(1+a+a2+a3+ · · ·+an−2+an−1) = a+a2+a3+ · · ·+an−2+an−1+an+

−1−a−a2−a3−·· ·−an−2−an−1 = an−1.

Logo,

an−1= (a−1)(1+a+a2+ · · ·+an−1)

3. Terceiro método usando indução sobren:

Para o caso inicialn= 1, temos que

n= 1=⇒ (a−1)(a1−1) = (a−1)a0 = a−1=⇒ (a1−1) = (a−1).
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Suponhamos que a igualdade seja verdadeira paran= k, isto é,

(ak−1) = (a−1)(1+a+a2+ · · ·+ak−1)

e vamos mostrar a validade paran= k+1, ou seja,

(ak+1−1) = (a−1)(1+a+a2+ · · ·+ak−1+ak).

De fato, partindo do lado esquerdo da igualdade, obtemos que

(ak+1−1) =1 aka−a+a−1

=2 a(ak−1)+a−1

=3 a[(a−1)(1+a+a2+ · · ·+ak−1)]+(a−1)

= (a−1)(a+a2+a3+ · · ·+ak−1+ak)+(a−1)

= (a−1)(1+a2+a3+ · · ·+ak−1+ak).

Portanto,(ak+1−1) = (a−1)(1+a+a2+a3+ · · ·+ak−1+ak).

Observação 2.2.Na igualdade1 somamos e subtraímos o valor de a, já na igualdade3 usamos

a hipótese de indução.

Corolário 2.6. Fazendo a= 2 na proposição anterior, segue de imediato o seguinte

2n−1= 2n−1n = (2−1)×
(

n−1

∑
k=0

2k×1(n−1)−k

)

=
n−1

∑
k=0

2k.

.

Vimos no capitulo anterior que paraa, b∈ R coma 6= b, (a−b)|(an−bn), ∀n∈ N.

Vamos obter agora o fator quocienteQ(a) =
an−bn

a−b
da fatoração. Utilizaremos a proposi-

ção 2.6 provado acima.

Proposição 2.7.Para todos a, b∈ R e n∈ N,

an−bn = (a−b)(bn−1+bn−2a+ · · ·+ban−2+an−1).

Demonstração: Parab= 0, tem-se
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an−0n = (a−0)(0n−1+0n−2a+ · · ·+0an−2+an−1) =⇒ an = a(an−1) = an.

Agora suponhamosb 6= 0, temos que

an−bn = bn
[

an

bn −1

]

= bn
[(a

b

)n
−1
]

,

segue da proposição2.6, que
(a

b

)n
−1=

(a
b
−1
)

(

1+
a
b
+

a2

b2 + · · ·+ an−1

bn−1

)

.

Logo, obtemos

an−bn = bn
[

an

bn −1

]

= bn
[(a

b

)n
−1
]

= bn
(a

b
−1
)

(

1+
a
b
+

a2

b2 + · · ·+ an−1

bn−1

)

=
(a

b
−1
)

(bn+bn−1a+bn−2a2+ · · ·+ban−1)

=

(

a−b
b

)

(bn+bn−1a+bn−2x2+ · · ·+b2an−2+ban−1)

=
1
b
(a−b)(bn+bn−1a+bn−2a2+ · · ·+b2an−2+ban−1

= (a−b)(bn−1+bn−2a+bn−3a2+ · · ·+ban−2+an−1),

como o polinômioP(x) = an− bn pode ser fatorado em um produto do tipo(a− b)(bn−1+

bn−2a+ · · ·+ban−2+an−1), então(a−b) é um divisor deP(a).

Para obtermos a fatoração completa de expressõesan+bn, enunciamos a seguinte

Proposição 2.8.Para todos a, b∈ R e n∈ N ímpar,

an+bn = (a+b)(bn−1−bn−2a+ · · ·−ban−2+an−1).

Demonstração: Paraa, c∈R, temos pela proposição 2.7 quean−cn = (a−c)(cn−1+cn−2a+

· · ·+can−2+an−1). Em particular comc=−b temos que,

an− (−b)n = an+bn

e como segue que
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((−b)n−1+(−b)n−2a+ · · ·+(−b)an−2+an−1) = (bn−1−bn−2a+ · · ·−ban−2+an−1),

poisn é ímpar. Portanto,(an+bn) = (a+b)(bn−1−bn−2a+ · · ·−ban−2+an−1).

Exemplo 2.0.2.Para todos a, b∈ Z e n∈ N, com n ímpar,(a+b) divide an+bn.

Demonstração: Em particular sea= 10 eb= 1, segue que todos os números 102n+1+1 são

divisíveis por 11, para todon∈ N.

Na sequência apresentamos uma desigualdade que estabeleceuma comparação entre uma

soma e uma expressão fatorada por um produto. Possui utilização diversas na análise funcional

e também utilizada na resolução de problemas de olimpíadas de Matemática

Exemplo 2.0.3.Para quaisquer a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn ∈ R, tem-se

(a1b1+a2b2+ · · ·+anbn)
2 ≤ (a2

1+a2
2+ · · ·+a2

n)(b
2
1+b2

2+ · · ·+b2
n),

ou seja,

(

n

∑
k=1

akbk

)2

≤
(

n

∑
k=1

a2
k

)(

n

∑
k=1

b2
k

)

.

É válida a igualdade se, e somente se, as sequências(a1, a2, · · · ,an) e (b1, b2, · · · , bn)

forem proporcionais, isto é,
a1

b1
=

a2

b2
= · · ·= an

bn
.

Demonstração: Consideremos o trinômio quadrado

n

∑
k=1

(ak−xbk)
2 =

n

∑
k=1

a2
k −2x

n

∑
k=1

akbk+x2
n

∑
k=1

b2
k.

Como,

n

∑
k=1

(ak−xbk)
2 ≥ 0,

então o discriminante da equação acima deve ser não-positivo, isto é

∆ =

(

−2
n

∑
k=1

akbk

)2

−4

(

n

∑
k=1

b2
k

)(

n

∑
k=1

a2
k

)

≤ 0=⇒
(

n

∑
k=1

akbk

)2

≤
(

n

∑
k=1

b2
k

)(

n

∑
k=1

a2
k

)
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ou

(a1b1+a2b2+ · · ·+anbn)
2 ≤ (a2

1+a2
2+ · · ·+a2

n)(b
2
1+b2

2+ · · ·+b2
n).

A igualdade ocorre se, e somente se,ak−xbk = 0, para todok= 1, 2, · · · , n, ou seja, se, e

somente se,x=
ak

bk
, quaisquer que sejak= 1, 2, 3, · · · , n, isto é equivalente a

x=
a1

b1
=

a2

b2
= · · ·= an

bn
.
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3 CONCLUSÃO

Ao longo do trabalho desenvolvemos os conceitos básicos relativos a teoria dos polinômios

de uma variável e como os mesmos podem ser utilizados para obter fatorações importantes. A

utilização de fatorações é muito frequente em todos os níveis de escolaridade da Matemática

e, em muitas situações, constituem a saída mais curta e viável para resolução de problemas.

Muitos problemas de geometria, por exemplo, são equacionados e as conclusões podem ser

estabelecidas a partir de uma expressão fatorada. A partir da teoria básica de polinômios, apre-

sentamos uma técnica para identificar fatorações de expressões algébricas e, em consequência,

descrevemos aplicações interessantes para a Teoria dos Números. Destacamos que, não apenas

fatorações envolvendo igualdades são importantes para deduções na matemática, mas, inclusive,

fatorações dadas por desigualdades, como ilustrado ao longo do trabalho.
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APÊNDICE A - ALGUMAS

FATORAÇÕES ESPECIAIS DE

POLINÔMIOS

No capitulo anterior vimos algumas aplicações envolvendo divisibilidade de números intei-

ros na qual podemos utilizar o conceito de fatoração de polinômios para demonstrar algumas

proposições. Nessa seção mostraremos essas mesma proposições citadas anteriormente utili-

zando o método de indução finita, ou seja, o quarto axioma dePeano.

Vejamos alguns teoremas e suas demonstrações baseado em (HEFEZ.):

Teorema 3.1.Sejamβ ∈ Z e n∈ N. O polinômio

P(t) = tn−β n

é divisível pelo polinômio mônico

D(t) = t −β .

Demonstração: Mostraremos tal fato por indução sobren, a afirmação é verdadeira paran= 1,

pois

t1−β 1 = t −β

que é divisível por(t −β ).

Suponhamos, que a afirmação seja verdadeira para um certon= k, ou seja,

t−β |tn−β n =⇒ t −β |tk−β k =⇒ tk−β k = (t −β )L(t),

para algum polinômioL(t) não nulo.

Provaremos que o argumento é válido paran= k+1.

Temos
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tk+1−β k+1 = tkt −β kβ = ((t−β )L(t)+β k)t+β kβ = (t−β )L(t)t+β kt −β kβ

= (t −β )L(t)t+(t −β )β k = (t −β )(L(t)t+β k) = (t −β )P′(t),

ondeP′(t) = (L(t)t+β k).

Portanto, obtemos que o polinômio mônicot −β divide o polinômioP(t) = tn−β n, para

todon∈ N.

Teorema 3.2.Sejamα ∈ Z e n∈ N∪{0}. Polinômio Mônico

D(t) = t +α

divide o polinômio

P(t) = t2n+1+α2n+1.

Demonstração: Mostraremos tal fato por indução sobren, a afirmação é verdadeira paran= 0,

pois o polinômio mônicot +α divide o polinômio

t2.0+1+α2.0+1 = t1+α1 = t +α.

Suponhamos, que a afirmação seja verdadeira para um certon= k, ou seja,

t +α|t2n+1+α2n+1 =⇒ t +α|t2k+1+α2k+1 =⇒ t2k+1+α2k+1 = (t +α)M(t),

para algum polinômioM(t) 6= 0.

Provaremos que o argumento é válido paran= k+1.

Temos

t2k+3+α2k+3 = t2k+1t2+α2k+1α2 = ((t+α)M(t)−α2k+1)t2+α2k+1α2

= (t +α)M(t)t2−α2k+1t2+α2k+1α2 = (t +α)M(t)t2+α2k+1(α2− t2)

= (t +α)M(t)t2−α2k+1(t2−α2) = (t +α)M(t)t2−α2k+1(t −α)(t+α)

= (t +α)(M(t)t2−α2k+1(t−α)) = (t+α)L(t),

ondeL(t) = (M(t)t2−α2k+1(t−α)).

Portanto, obtemos que o polinômioP(t) = t2n+1+α2n+1 é divisível porD(t) = t +α, para

todon∈ N∪{0}.
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Observação 3.1.Uma raiz para o polinômio

P(t) = t2n+1+α2n+1,

será t=−α, pois substituindo no polinômio P(t), obtemos

P(−α) = (−α)2n+1+α2n+1 =−α2n+1+α2n+1 = 0,

já que, o expoente2n+1 é um número sempre ímpar, não importando qual valor se atribua

para n, qualquer que seja n∈ N∪{0}. Isto é, do Teorema do Resto, existem únicos polinômios

Q(t) e R(t) tais que

P(t) = D(t)Q(t)+R(t)=⇒ P(t) = D(t)Q(t),

com

Q(t) = t2n−αt2n−1−α2t2n−2−·· ·−α2n−2t2−α2n−1t+α2n e R(t) = 0,

onde0 é o polinômio identificamento nulo.

Logo,

P(t) = D(t)Q(t)+R(t)=⇒

t2n+1+α2n+1 = (t +α)(t2n−αt2n−1−α2t2n−2−·· ·−α2n−2t2−α2n−1t +α2n) =⇒

t2n+1+α2n+1 = (t +α)(t2n−αt2n−1−α2t2n−2−·· ·−α2n−2t2−α2n−1t +α2n) =⇒

D(t)|P(t).

Teorema 3.3.Sejamρ ∈ Z e n∈ N. Temos que o polinômio

D(t) = t +ρ

divide

P(t) = t2n−ρ2n.

Demonstração: Usaremos indução sobren, a afirmação é verdadeira paran = 1, pois o po-

linômio

P(t) = t2.1−ρ2.1= t2−ρ2

é divisível por
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D(t) = t +ρ .

De fato,

−ρ 1 0 −ρ2

1 −ρ+0=−ρ ρ2−ρ2=0

Do Teorema do resto existemQ(t) eR(t) únicos tais que

P(t) = D(t)Q(t)+R(t)=⇒ t2−ρ2 = (t +ρ)(t−ρ)+0,

onde

Q(t) = t −ρ

e

R(t) = 0 (polinômio identicamente nulo).

Suponhamos, que a afirmação seja verdadeira para um certon= k, ou seja,

t +ρ |t2n−ρ2n =⇒ t +ρ |t2k−ρ2k =⇒ t2k−ρ2k = (t +ρ)N(t),

para algum polinômioN(t) 6= 0.

Provaremos que o argumento é válido paran= k+1.

Temos

t2kt2−ρ2kρ2 = ((t+ρ)N(t)+ρ2k)t2−ρ2kρ2 = (t +ρ)N(t)t2+ρ2kt2−ρ2kρ2

= (t +ρ)N(t)t2+ρ2k(t2−ρ2) = (t+ρ)N(t)t2+ρ2k(t −ρ)(t+ρ)

= (t +ρ)(N(t)t2+ρ2k(t −ρ)) = (t +ρ)S(t),

ondeS(t) = N(t)t2+ρ2k(t−ρ).

Portanto, obtemos que o polinômiot + ρ divide o polinômioP(t) = t2n− ρ2n, para todo

n∈ N.

Exemplo 3.0.1.Vamos determinar para quais valores de a∈ N∪{0} o número a+2 divide o

número a4+2, vamos resolver este problema usando a teoria dos polinômios.
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Demonstração: Consideramos os polinômiosP(x) = x4+2 eD(x) = x+2, usando oTeorema

A.3, obtém-se que

x+2|x4−24 = x4−16.

Dividindo o polinômioP(x) porD(x), obtemos que

-2 1 0 0 0 2

1 -2.1+0=-2 (-2).(-2)+0=4 (-2)4+0=-8 (-2)(-8)+2=18

Q(x) = x3−2x2+4x−8 eR(x) = 18.

Do Teorema do Resto, temos que

P(x) = D(x)Q(x)+R(x) =⇒ x4+2= (x+2)(x3−2x2+4x−8)+18

=⇒ x4+2= (x4−2x3+4x2−8x+2x3−4x2+8x−16)+18

=⇒ x4+2= (x4−16)+18.

Logo, x+2|x4+ 2, se e somente se,x+2|18, poisR(x) = 18, em particular parax = a,

temos quea+2|a4+2, se e somente se,a+2|18.

Assim,±1,±2,±3,±6,±9,±18= a+2, coma∈ N∪{0}.

Portanto, obtemos o conjunto soluçãoS= {0, 1, 4, 16}.
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