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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos os conceitos basicos oaativeoria dos polindmios de uma
variavel e como 0os mesmos podem ser utilizados para obteafdies importantes. A necessi-
dade de fatoracdes € constante em todos os niveis de edadéada Matematica e, em muitas
situacdes, constituem a Unica saida para resolugcédo deprabl Nosso trabalho apresenta uma
técnica para identificar fatoracbes de expressdes algébeicem consequéncia, descrevemos
aplicacdes interessantes para a Teoria dos NUmeros.

Palavras-chave:Divisibilidade de polinbmios; expressdes algébricasyibeos NUmeros.



ABSTRACT

In this work we develop the basic concepts related to theyhafdhe polynomials of a variable
and how they can be used to obtain important factories. Thkd far factoring is constant at
all levels of mathematics education and, in many situatishe only way out of problem
solving. Our work presents a technique to identify algabeaipressions and, consequently, we
describe interesting applications for Number Theory.

Keywords: Divisibility of polynomials; algebraic expressions; Thg@f Numbers.
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INTRODUCAO

Fatorar é transformar uma soma ou diferenca de duas ou mraggsmem um produto de
dois ou mais fatores. A fatoragdo em expressdes algébrcgs somo uma técnica da Mate-
mética para facilitar os calculos algébricos; por interiméd qual somos capazes de solucionar
situacOes mais complexas. A necessidade da fatoracaaesthfe em todos os niveis da esco-
laridade matematica e, embora seja um processo algébruaif@s vezes o ponto chave para a
conclusao de vérias situacdes e problemas, mesmo da geometr

Desde os primeiros anos do ensino fundamental, os exesaeidixacdo para conteudos
que exploram manipulacées algébricas abordam a fatoréigsiaa de? — b? como produto da
soma pela diferenca. E com o avancar das seriacio letivagsioadas fatoracées pas— b3
e em geral” — b" para inteiran > 2. Estas expressdes sdo imprescindiveis para a aprentizage
de muitos conteidos matematicos e em todos os niveis. Dentfgais mencionamos, o de-
senvolvimentos de formulas para a soma de uma progressaetyama até do proprio Calculo
Diferencial e Integral, para calculos das derivadas denfoiios, bem como das fun¢bes que
envolvem radicais de n-ésima ordejftx, além de fungdes racionais que envolvem expressdes
da formax—ln.

Deve ser destacado que, ndo apenas fatoracdes envolveatitaides sdo importantes para
deducbes na matematica, mas até fatoracdes dadas poralidsips. Novamente citando o
Célculo Diferencial e Integral o desenvolvimento de limitle sequencias numéricas ou de
funcdes reais que envolvem exponenci&ig possivel com o auxilio da conhecida identidade
de Bernoulli(1+x)" > 1+ nx, valida paran natural ex nimero real> —1 (LIMA, Elon La-
ges, 2004). Esta desigualdade € de grande relevancia pbagieamente permite estabelecer
deducgdes sobre exponenciais a partir de uma expressao lkhaestem outras expressdes que
denotam fatoracdes, de grande importancia para o deseneoito da analise funcional, mas
gue possibilitam aplicacdes até mesmo para o ensino méxtifmrene descrito em (BONELLI,
R.). Destacamos, em particular, a desigualdade de Holder

1
q

n n % n
220 (2%) &)
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valida para numeros reads, as,---, an, by, bp,---, by, NneNep, q> 1 tais que1 +} =1.
Uma versao mais simplificada deste resultado empsa = 2 € chamada de desigugldade de
Cauchy-Schwarz. Este resultado possui uma demonstraegenét com técnicas matematicas
acessiveis, atraves do estudo do sinal de um polindbmio §tiealr A demonstracao apresenta-
mos no capitulo 2.

O ponto principal deste trabalho consiste em explorar dgfigs de expressdes da forma
a"—b" oua" + b", vinculando este estudo com a teoria de polinbmios, maecgg@mente o
Teorema do resto e a existéncias de raizes. Por este mdthjustificado o desenvolvimento
da teoria basica de polinémios de uma variavel apresentadapitulo 1.

Como foi dito, as express6a8— b" e a" + b" surgem naturalmente em varios desenvolvi-
mentos matematicos, desta forma dedicamos o capitulo Zpplarar algumas aplicacdes das
mesmas. Em particular destacamos sua importancia parsés#ilidade na Teoria dos Nume-
ros. Apresentamos ainda neste capitulo deducdes aliesasem intervencéo de polindmios,
para tais fatoracGes. Iniciamos com a fatoracdo paral e, através de uma manipulagéo
algébrica interessante, deduzimos da mesma o formato péatoeacoes da” —b" ea" + b".

As fatoracbes de polindbmios que descrevemos ao longo dalli@ipodem ser também
demonstradas por inducao e foram anexadas a este trabadipé@ndice.



18

1 TEORIA BASICA DE
POLINOMIOS

Neste capitulo estudaremos os conceitos basicos de padisara as series iniciais. Hoje
em dia, quando o aluno se depara com expressdes algéblécts)de a ter muita dificuldades
em manuseia-las, pois nota-se que, 0 aluno ndo possui a éesEsaria para lidar com tais
expressdes. Por isso, trataremos esse assunto com mugkcau

Iniciaremos esse conceito com uma breve introdug&o de mosom

1.1 Monbdmios

Um mondmio € uma expressédo algébrica dada pelo produto deiomara real ndo nulo
por um namero finito de poténcias de expoentes inteiros e egatimos, na qual as bases sao

2 ., —V/13 :
§r7s, ?\/_xllye’, VBmPn?t® e v/23pgst’ sdo monémios.

Um mondmio possui duas partes, uma literal e outra numékiparte literal de um mono-

variaveis. Por exemplo; 11t°,

mio € composta pelo produto das poténcias das varidveispgrta numeérica denominada
também como coeficiente do monémio que é formada pelo nureal@ue antecede a parte
literal, ou seja, a parte composta das poténcias das variades exemplos acima, as partes
formadas pelo produto das poténcias das variaveis séocmmne\s/ria? r's, xty3, mPnt®,

. . 2 13
pgst’, enquanto que a parte numérica ou coeficiente-sé, 3 5 V5 ev/23.

Para determinarmos o grau de um monémio, basta somarmoposntes das poténcias
que compdem sua parte literal. Os graus dos exemplos citadesormente séo respectiva-
mente, 5, 8, 14, 9 e 10. Dois mondmios sdo semelhantes se @&es lterais sao iguais,
se acaso a parte numeérica também for igual sdo mondmioscio€n{PARENTE, Ulisses L.;
NETO, Anténio C. M) Vejamos alguns exemplos:

: ~ . 2
Exemplo 1.1.1.0s mondémios/2r3s*t e —3r3s*t sdo semelhantes, assim comb’a®, —?a5b4c3

e rma°b*c3, pois possuem mesma parte literal. J& os mondmibax’y® e —15x8y’ ndo séo se-
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melhantes ja que suas partes literais s&o distintas.

1.1.1 Adicao de mondémios

Na Adicdo(Subtrag&o) de dois ou mais mondémios semelhdatees que somar (ou tirar)
a parte numerica, ou seja, seus coeficientes e, preserveeditgaal comum. Vejamos alguns

exemplos:

Exemplo 1.1.2.Consideremos o mondmie7 p?q+ 13p?q— 3p?g. Conservando a parte literal,
isto é, g, e fazendo as devidas operacdes com os coeficientes (pantioa), obtemos

~7p%q+ 13p*q - 3p%q = (- 7+ 13- 3)p’q = 3p°a.

A 2 4 -
Exemplo 1.1.3.Dado o polindmiol2a?b® — émrf’+ 43k — :—)’mnr’, podemos adicionar ou
subtrair quaisquer grupos de mondémios semelhantes, ngstilo cada um desses grupos a
um s6 mondémio. Nesse caso, agrupamos os mondr2edk® e 4a°b® que sdo semelhantes e,

A .2 4
da mesma forma, agrupamos os monom+%snr? e —:—)’mn5.

12223 — %mr?+4a2b3 - gmn5 = (12+4)ab® + (-% - g) mrP = 16a%b® — 2mrr.

1.1.2 Multiplicacao e divisdo de mondémios

Para multiplicar e dividir monémios ndo necessitamos ges séjam semelhantes. Na
multiplicagéo (ou divisédo) de mondmios, devemos multgliou dividir) os coeficientes (parte

numerica) e as variaveis comuns nos mondémios. Vejamosakxemplos:

Exemplo 1.1.4.Em(19p°g®) (—2p3g?t) = —38p°g°t, multiplicamos a parte numérica da pri-
meira expressao, que no caso é o numgeom a parte numérica da segunda expressa,
assim, obtende-38, logo em seguida multiplicamos as variaveis semelhantgsndo pg°t,
pois na multiplicacéo de variaveis semelhantes consergaamdases semelhantes e somamos
0S expoentes.

4411

. a . .. . 63 t
Exemplo 1.1.5.Consideremos os mondmig3p*qlit e 7p’q’. Na d|V|sao% = 9p?qt,

dividimos a parte numeérica, obten8pem seguida dividimos a parte das variaveis semelhantes,
adquirindo Fq’t, ao contrario da multiplicacdo mantemos as bases semasansubtraimos
0S expoentes.

Observacédo 1.1.Note que nem sempre podemos efetuar uma divisdo de mon&aragque
possamos executa-la, os expoentes das variaveis do nuonéead que ser maiores ou iguais
gue os expoentes das variaveis equivalentes no denominador



1.2 Polindmios 20

Um exemplo de que ndo podemos executar a divisdo de monémios é

63p6q13t B 7p2q6

2 6,2
gt 2 =7p7Qt =

Uma vez que, mesmo o Mondmio tendo as mesmas variaveis tamtomerador quanto
no denominador, o expoente da variavel t no numerador é ngereoo seu expoente no deno-

minador.

Para fazer o Célculo da poténcia de um mondmio, elevamas égpdirte dos coeficientes
quanto a parte literal do mondémio a poténcia indicada.

. ~ (1 . A
Exemplo 1.1.6.Seja o monom|0<§a3b4) elevando a quinta poténcia, temos que

1 34 5_ 1 1520
<3ab) _243a b<®.

Ja para remover a raiz enésima de um mondmio, extraimosas miésimas de seu coe-

ficiente e de sua parte literal.

Exemplo 1.1.7.Dado o mondmi®@2p'%g°t1® entdo extraindo sua raiz quinta, obtém-se

V/32p0Pt15 = {/ (2p2qt®)® = 2p?qt’
Observacédo 1.2.Nem sempre a raiz enésima de um mondmio sera um mondmio.

Exemplo 1.1.8.Se27p%Pt? extraindo sua raiz cubica, obtemos
V27p%ft2 = §/ (3p32)%2 = <€/ (3p3q2)3) Vi2 = 3p°¢fts.

Observe que nem todos 0s expoente sdo inteiros, logo a sdprebtida ndo € um mono-

mio.
1.2 Polinbmios

Definicdo 1.1.Um polinbmio é uma expressao formal algébrica que é dado pma soma
finita de mondmios do tipo:

P(T) = by T"+bn_1T" 14+ by T +bg, onde(bg,by,- -, bn_1,bn)

€ uma lista ordenada dos coeficientes reais dos mondémiosaqupdem o polinbmioe T é a
variavel de indeterminacdo. O grau de um polindmio € o exfgoda maior valor numérico



1.2 Polindmios 21

entre os graus dos mondmios que o compdem. Dados dois p@s &) e F(T) com coefi-
cientes nos reais, eles serao idénticos se tém o mesmo geasetermos dos coeficientes de
mesmo grau coincidem.

Exemplo 1.2.1.Seja o polindmio, R) = 2t3 — 4t> 4+ /3t +5.

Sua estrutura € composta por coeficientes reais, sendo ggeaos dos monémios que 0s
constituem s&@, 2, 1 e 0. Portanto seu grau 8.

Exemplo 1.2.2.Considere o polinbmio Q,s), com a lei de formacéo
Q(t,s) = 4t*s* — 3t3% + /Bts— 7.
Temos um polindmio nas variaveis t e s, cujo os coeficientgs séo4, —3, v/5 e 7 e, visto

que os graus dos mondmios que o compdenysaa?, e0, logo seu grau §.

Observacéo 1.3.Usamos a notagdo(P) para caracterizar um polindmio na variavel t,(Qs)
para representar um polinbmio nas variaveis t e s, e, de madalgP(t, t,---, t,) para
caracterizar um polinbmio nas variaveis tto, ---, t,. Neste trabalho abordaremos somente
polinbmios com uma variavel, ou seja, polinbmios do tipo

P(t) = bntn-l- bnfltn_l-i- -+ +byt+bg, onde b, by_1, ---, by, bp € R.

Sejam
P(t) = —23+ V7t — g

Q(s) = —55° +3s*—25°,
assim definidos sdo exemplos de polindmios em uma variavel.
Dizemos que o polinbmio é Monico, quando o coeficiente de ngaau de polinbmio &
igual 1. Por exemplo,

Pit) =t*—5t3+ 71> —3t+2 eQ(t) =t3— 22+ 5t +1

sao polinbmios monicos.

P(t) serd um polindmio nulo (ou identicamente nulo),”$€) = 0 para toda € R. Em
seguida destacaremos uma proposicao.

Proposicéo 1.1.Seja Rt) = bpt"+ bn_1t""1+- .- 4+ byt + by um polinémio, ele sera nulo se, e
somente se, todos 0s seus coeficientes forem nulos, oussegamnente se,b=b, 1 =--- =
by = bo.
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Assim pode-se concluir que o unico polindmio identicamewie é do tipo

P(t)=0t"+0t"" 1 4... 40t 4 0.

Por definigdo os polindbmios
P(t) = bnt"+bp_1t" 1+ bt +bp e Q(t) = cht" + it 14 4 it +co
sao iguais (ou idénticos) quando temos para todo

P(t)=Q(t) == bnt"+bn_stn_1+ - +bit+bo=ct"+Cpot" 4+t + 0o

;

bh, = c;
bh1==¢Cn 1
—
bi=c¢
| bo=¢o

Observacgéo 1.4.Denotamos o grau de um polinémidtPpor AP.

1.2.1 Adicao e subtracao de polindbmios

SejamP(t) e Q(t) dois polindmios de gram efetuaremos entre eles a sua soma e sua
diferenca.

Vejamos:

Estes polinbmios séo escritos da seguinte forma genetaliade

P(t) = bnt" + by_1t" 1+ bn_ot" 24+ bot? + byt + by

Q(t) = cnt" + o1t ey ot 2 - et gt + Co.
A soma,

(P+Q)(t) = (bnt"+bn gt" 1 4bp ot" 24
+bt? + byt + bo) + (Cnt" + Gt 4 Cnoot" -+ Cot? + Cat + Co)
= (bn+Cn)t"+ (bn1 + Co )" 1+ (Bn_z + Cro)t" 2 -
+ (b + ¢)t? + (b1 +¢1)t + (bg + Co).
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A diferenca,

(P—Q)(t) = (bnt"+bn at" by ot" 24+ byt?+ byt -+ bo) +
—(Cnt"+ Crat" T ey ot 2 Cot? 4t + Co)
= (bn—cn)t"+ (bn-1—Cn-)t" 4 (bn2 — Cr )t P
+(bp — c2)t?+ (by — ¢1)t + (bp — Co).

Observacédo 1.5.Sempre que adicionarmos (ou subtrairmos) dois ou mais @alias e 0 po-
lindbmio resultante for ndo nulo, entdo seu grau vai ser maimique ou igual ao maior dos

graus dos polinébmios parcelas.

A(P£Q) <max{AP, AQ}

De modo geral, sejafA(t) e F(t) do tipo
P(t) = pnt"+ pn1t™ T+ pnoat™ 2+ -+ pnpt™ T pot® 4 pat + po
deAP=nn>re
F(t) = ftM+ o at™ 24 fot™ 2o fot2 4+ it + fg

deAF =m, com
AP>AF = n>m,

ou seja,
Nn=m+r=m=n-—r

(PEF)(t) = (pnt"+ pnott™ 4+ pnot" 2+ 4 pnt"" - pat? 4 pit + po)
+(ft M+ froat™ T f ot 2o ft2 4 fit 4 o).

Como,
m=n-—r

(PEF)t) = (PnEOt"+ (pro1 0t L+ (P2 £ Ot 2o 4 (P £ F)t™
+(pmfli fmfl)tm_l‘i‘ (pmijZ fmfz)tm_z-l‘ st (pzi f2>t2
+(p1=£ f1)t+ (po = fo)
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isto implica em

(PEF)(t) = pnt"+ pnfltml + pnfztm2 +-+ (pm=E f)tM+ (pmfltmil)tmil
+(Pm_27 fmn 2 t™ 24 4 (p2 & F2)t2 4 (p1 £ f1)t + (Po =+ fo).

Portanto, o grau do polinémio resultante

APEF)<n seph#0=A(P£F)=n.

1.2.2 Multiplicagdo de polinémios

Para multiplicar dois polinbmios, aplicamos a proprieddid&ibutiva de um polinbmio em
relacdo ao outro, ou seja, multiplicamos cada mondmio dealesgor todos os mondmios do
outro. Posteriormente, agrupamos os resultados, dindows mondmios semelhantes.

Dados dois polindbmios de grange m, onde

P(t) = pnt"+ pr_1t" 1+ pnot" 2+ - - 4 pat® + pat? 4 pat + po

F(t) = fnt™+ fmat™ 1+ fnot™ 2+ fot3+ ft2 + it + fo

obtemosR(t) = P(t)F(t) da seguinte forma

Rt) = (Pot"+Pnat™ 4 pnot™ -+ pot? 4 pat + po) (frt ™+ fn-at™ * o+

ot M2 Bt 4 fit 4 o) =

= Pt (Ft™+ Frat™ L fnot™ 2 ft? 4 fit+ o) + prott"H(Fnt ™+
A Feat™ L fn oM 2 fot? 4 it + fo)
P2t 2 (Ft ™ gt f ot™ 2 e ot ot fo) - Pt (ft™
gt fot™ 2 fot2 4 fat o+ fo) + prt(Ft™+ fat™
 Fnot M2 o Bt 4 fit 4 fo) + po( Fnt™+ freat™ L fot™ 24 4 fot?
+fit+fo) =

= (Pnfrt™ ™+ pr e 1t™ ™ 4 fn ot 2 4 p Fot™2 o p fit ™ 4 p fot)
(Pt ™™™ 4 P e at™ ™2 P ot p g Bt
+Pn-1 fat"+ o1 fot™ ) + (P2 it ™™ 2 + P fnit™ ™ 3+ ppp ot ™
o Proa Fot™ + pr2 fat" o oo fot™ ) 4+ (P2 frt ™ 2+ P fnnt™
+pafmat™+ -+ pafat*+ pafat®+ pafot?) + (pa frnt ™ + pofn-at™ +
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+prfnot™ - prfat®+ py fat? + pafot) + (poft™+ pofm-at™ *+
+Pofm-at™ 2+ + pofat?+ pofit + pofo) =

= Pofut™™™+ (Pnfmo1 + Prt f)t™™™ 1+ (Pnfm_2 + Pn1 fm—1 -+ Pz fm)t™ ™2
(- + Prcafnz+ Proafmor 4+ M B (o pof pr e )4
+(p2fo+ p1f1+ pof2)t* + (prfo+ pofi)t + pofo.

O grau do polinémio resultante

AR=n+m=AP+AF

Outro método muito util para obter o produto de dois polin@sré aquele que utilizamos

frequentemente para multiplicar dois nUmeros naturais.

Exemplo 1.2.3.Sejam os polindmios () = —2t3+ 7t — 13 e P(t) = 2t° — 7t + 5, calculemos:

—22 47t —13
X 2t2 Tt +5
o> ot -1 ot? 3% —65
o 144 o3 —4%%2 91t -
—45 ot 148 262+ +
—45 4144 442 752 4128 —65

Observacédo 1.6.Na multiplicagcédo entre dois polindbmios, o grau resultanteploduto entre
eles é igual & soma dos graus dos fatores, iStb(&P) =AF +AP.

1.2.3 Raiz ou zero de um polinémio

A raiz de um polinémioP(t) é qualquer valor que, uma vez atribuids, dorna o valor
numérico deP igual a zero, ou seja, quanéa) = 0, neste caso dizemos ga& uma raiz ou
zero do polinémid®(t), sendaa € R.

1.2.4 Diviséo de Polinbmios
Nesta secao trataremos a divisdo de polinbmios, cuja afpemtaera feita em analogia ao
gue ocorre com a divisao de numeros naturais, em particakyooitmo da divisao.

Com efeito, sabemos que dadpd € N comb #£ 0, existeng er unicamente determinados
tais quea=bqg-+r,com0<r < b.
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Na divisdo de polindémios (observe a semelhanca com divisdmicheros naturais). Subs-
tituindo a relagcéo do resto ser menor que o divisor peladeldo resto possuir grau menor do
que divisor.

Teorema 1.1.SejaK um corpo e ®), D(t) € K[t] com DO(t) # Oentdo existem Unicos(Q, R(t) €
K[t} comO<AR< AD.

A seguir apresentamos a versao do algoritmo da divisdo dirsdmios em analogia ao
mesmo teorema para nimeros inteiros.
Teorema 1.2. Sejam os polindmios(P), D(t) # 0, ha unicos polinémios @) e Rt) tais que
P(t)=D(t)Q(t) + R(t),onde Rt) =00uAR < AD.
Demonstracdo: SeP(t) =0, neste caso tem@t) = R(t) = 0, pois 0= D(t)0+0.

CasoP(t) #0 eAP < AD, basta tomaQ(t) = 0 eR(t) = P(t), poisP(t) = D(t)0+ P(t) e,
por hipéteseAP < AD.

CasoAP > AD(t).
SeAP =0, entacAD = 0.

Suponhamos agora gud® = k e que o teorema se verifica para todo polindbmio de grau
menor quek.

Consideremos o polinémio

Py(t) = P(t) — p«d t*'D(1),

onde

P(t) = pt*+ -+ pat + po

D(t) = dit' +--- + dat +dp.

SePi(t) = 0 0uAPy < AD, entdoR(t) = Py(t) e Q(t) = pkditc—'. Caso contrario obtemos
AP <k—-1eAP; > D. Pela hipétese de inducao exist@nt) e Ry(t) tais que

P(t) = D(t)Qx(t) + Ry(t), ondeRy(t) =0 0UAR; < AD.
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Logo,

P(t) — ped; 1t“'D(t) = D(1)Qu(t) + Ru(t) == P(t) = D(t)Qu(t) + pd t*'D(1),

ou seja,

P(t) = D(t)(Qu(t) + pkd 5 'D(t)) + Ru(t), ondeRy(t) = 0 ouARy < AD.

Portanto, isto prova o teorema.
Baseado em (DOMINGUES e YEZZI, 2003).

Em seguida, apresentaremos algumas consequéncias dodetweesto que chamaremos
de Corolarios.

Corolario 1.1. Sey for raiz de Rt) = ant"+--- +ayt + ao, isto €, Ru) = 0, entéo Rt) =
(t—)Q(t), vt e R.

Demonstracdo: p é uma raiz deP(t) se, e somente s¢ — ) divide P(t), ou seja, como
P(u) =0, temos

P(t) = P(t)—P(u)
= (ant"+ - +at+ag) — (anu"+ -+ +ap)
= an(t"—p") +an (" ") e (T p),

cada uma das expressdes acima e divisivel pqu, logo do teorema do resto tem-se

P(t) = (t—)Q(V),
ondeR(t) = 0 (polindbmio identicamente nulo).

Suponhamos que,, seja outra raiz pam(t), entdo

Qt) = (t— p1)Qu(t),

ou seja,
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P(t) = (t— p)(t — p1)Qu(t).

Portanto, de modo mais geral u1, H2, Us, Ua, -+ , Um, M€ N s8o raizes de(t) se, e

somente se,

P(t) = an((t — p) (t — ) (t — p2) (t = p3) -+~ (t = km))Q(1),
ondeQ(t) é um polindmio de gran —m, sendoP(t) de graun e a, € o coeficiente de maior
grau.

Corolario 1.2. Do teorema do resto, temos ga® = AQ+ AD.

Demonstracdo: Segue do teorema do resto ¢ie@) = D(t)Q(t) + R(t), logo

A(P)=A(DQ+D)

comoA(R) < A(D) < A(DQ) entdoA (QD+ R) = A (QD), mas pelo que ja sabemos

A(QD) = AQ+AD.

Coroléario 1.3. Demonstre que o resto da divisédo de um polindniig Por (t —a)(t —b), onde
a#b,éRt)=P(b)(b—a)(t—a)+P(a)(a—b)(t—Db).

Demonstragdo: Do teorema do resto, temos que
P(t) =D()Q(t) +R(t) = P(t) = (t —a)(t—0b)Q(t) + R(t), (+)

ondeD(t) = (t —a)(t —b) comoAD = 2, logo, o resto tera no maximo grau 1, istd& = 1.

Entao, existenm, n € R, tais que o resto pode ser escrito da seguinte forma,

R(t) = mt+n.

Uma vez quea e b sdo raizes do polinbmio, pois

D(a)=(a—a)(a—b)=0

0

D(b) = (b—a)(b—b)
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Parat = a, segue déx) que

Em seguida para= b, temos

P(b) = D(b)Q(b) +R(b) = P(b) =mb+n.

Desta forma adquirimos o seguinte sistema,

P(a) =ma+n
P(b) = mb+n
Resolvendo o sistema, tem-se
P(a) =ma+n
—P(b) = —mb—n
P(a) — P(b)

Substituindam na equagao

P(a) = ma+n,

9
&
|
s

7@) a—ba+n = (a—b)P(a)=aP(a)—aP(b)+n(a—b)
P(a) —bP(a) = aP(a) —aP(b) + n(a—b)
—bP(a) = —aP(b) + n(a—b)

aP(b) —bP(a) = n(a—b)
_aP(b) —bP(a)
- a-b

T
(e

I

Logo, obtemos
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Sendo o resto da diviséo &¢t) por D(t) da forma,

R(t) = mt+n,

assim

Rt) = <M§<b)> 4 aP(b) —bP(a) - tP(a) —tP(b) +aP(b) — bP(a)
P

a— (a—b) (a—b)
_ P@(t—-b)+P(b)(a-t) P(a)(t—b) P(b)(a—t)
= (a—b) ~T@-b | (a-b)
_ P(@)(t—b) N P(b)(t—a)
(a—b) (b—a) -

Portanto,

P(b)(t—a) P(a)(t—b)

RO="b—2a) (a_b)

como g ueriamos mostrar.

Observagéo 1.7.Na divisdo de um polindmio(P) por (t — a), o resto € igual a Pa), ou seja,
R(a) = P(a), isto é, Ra) € um polinbmio constante.
Corolario 1.4. O teorema do resto também permite que possamos separar rOpoud em

fatores, isto €, em um produto de duas parcelas mais o resto.

Exemplo 1.2.4.Sejam Rt) = t3—2t? + 1 e D(t) = t> —t — 1, ent&o para dividirmos R) por
D(t) utilizamos o processo analogo ao descrito na divisdo porergs) ou seja,

32241 | t2—t—1

34124t | t—1

—t?24t+1

t2—t—1
0

logo, Qt)=t—1eRt)=0.
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De uma maneira mais simplificada, temos

1 -2 0 1|1 -1 -1

Note que nesse exemplo a divisdoR{e) porD(t) € exata, ond@(t) é o dividendoD(t) é
o divisor,t — 1 € o quociente e 0 o resto, sendo 0 o polindmio identicamerde Assim como
no exemplo em quA(t) = —3t*4-2t24-7 é o dividendoB(t) =t — 3 é o divisor, encontraremos

Q(t) (polinémio quociente) &(t) (polindmio resto).

Logo,
-3 0 2 0 7 1 -3
3 -9 -3 -9 -25 -75
-9 2 0 7
9 27
-25 7
25 75
—75 7
75 =225
—218

portanto,Q(t) = (—3t® — 9t? — 25t — 75) e R(t) = —218

1.2.5 Dispositivo de Briot-Ruffini

Paolo Ruffini, nasceu em Valentano, Estado Papais na &2 de Setembro de 1765,
faleceu em Modena no dia 10 de Maio de 1822. Graduou-se enmdtta e Medicina, pela

Universidade de Modena, onde recebeu o grau de doutor.

Como matemaético, seu nome esta associado com a prova dasibifidade de resolver al-
gebricamente a equacao de grau 5 ou superior sobre a qualasearios tratados, ou seja, ndo
existem formulas para o calculo de raizes que envolvam saiigientes e radicais. Também

contribuiu com solugdes praticas para o estudo dos polo&®niCOSTA, Keilla R.)
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Na divisdo de polindémios, quando o divisor for um polindmiémto de grau 1, ou seja,
da format — a, ha um algoritmo criado por Paolo Ruffini, que permite calcol quociente e 0
resto de modo bem mais préatico e rapido.

Vejamos como funciona, a divis&it) por D(t) =t — a através desse método de Rulffini,
com alguns exemplos.

Exemplo 1.2.5.Efetue a divisdo de (@) = 7t3 — 5t 4- 3t + 11 por D(t) =t — 5 utilizando o
dispositivo de Briot-Ruffini.
Solug&o: Objetivo principal desse exercicio e encontra(tQ= at’ + bt +c e Rt) =k, ke R.

Do teorema do resto, temos que

P(t)=D(t)Q(t) +R(t) = 7t3—5t>+3t+11= (t—5)(at>+bt+c)+k
— 7t3—5t24+3t+11=t(at’+bt+c) —5(at?+bt+c) +k
—  7t3-5t2+ 3t 4 11 = at® + bt? 4 ct — 5at® — 5bt — 5¢c+ k
— 735243t 4 11=at®+ (b—5a)t?> + (c— 5b)t — 5c 4 k.

Logo, igualando os coeficientes de mesmo grau, obtém-sesteamsi, isto &,

(

a=7
b—5a=-5
c—5b=3
\—5c+k: 11,

resolvendo o sistema, obtemos que

b—35=-5 — b=30
c—150=3 = c¢=150
—765+k=11 — k=776

A Resolugao acima pode ser esquematizada da seguinte forma,

5| 7] 5 | 3 | 11
| 7|5x7-5=30] 5x30+3=153| 5x 153+ 11="776

ou seja, primeiro colocamos a raiz do divisor separadamdntecoeficientes do dividendo (os
termos) que estao ocultos completamos com zero e arrumasnoEeficientes de maior grau
para os de menor grau, nessa ordem.
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Segundo passo, descemos o coeficiente de maior grau, no@das@numerd.

J& na terceira etapa, pegamos a raiz do divisor e multiplioarpelo resultado, que esta
abaixo do coeficiente de maior grau e subtraimos pelo coefede grau dois, obtendz.

No quarto passo, multiplicamos a raiz do divisor pelo remtdt abaixo do termo de segundo

grau e somamos com o coeficiente de grau um, e assim sucessteam

Portanto,
Q(t) = 7t>+ 30t + 153

R(t) = 776

Assim como no exemplo, ondét) = 3t°>—5t3+17 eB(t) =t +2, utilizaremos o algoritmo
de Briot-Rulffini, para dividitA(t) por B(t), temos que
2| 3] 0 | 5 | 0 o |17
13| (-2)(—6)-5=7| (-2)(7) +0=14| (-2)(~14)+0=28| —39 |

Logo, obtemos
Q(t) = 3t*— 613+ 712 — 14t + 28

R(t) = —39.

Exemplo 1.2.6.Encontre o quociente e o resto da divisdo de)P- —2t3 + 3t — 3t + 1 por
D(t)=3t—1.

Para que possamos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffimioeficiente dé deve ser monico,
ou seja, tem que ser 1, assim devemos fazer algumas mudégelascamente de tal maneira
gue tenhamos o seguinte,

P(t) = D(t)Q(t) + R(t) (Teorema do Resto)
entéo,
1
P = (- 1QU RO — PO =3(t-3) A +RD)

— P(t)= (t - %) 3Q(t) +R(t).
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Fazendog(t) = 3Q(t), temos que

3

P(t) = (t— %) qt)+R(t) — —23 4323t 4+1— (t— 3) q(t) +R(1).

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, obtém-se

1
2| s | 8 | 1
7. 20 7
Logo,q(t) = —2t>+ §t -9 R(t) = 57 senday(t) = 3Q(t), obtemos
7. 20 7. 20
—2t% 4 —t— — =3Q(t )= —=t?+—t——.
T3t g =R = Q=3+ gt-5
Portanto,
2, 7. 20
Q(t)_—ét +§t—2—7
e
Rit)=7

Exemplo 1.2.7.Para finalizar, efetuaremos a divis&o détP= 3t* — 2t3 —t? 4 1 por D(t) =
(t+1)(t—3).

Solucdo: Empregando o algoritmo de Briot-Ruffini, dividindo suceasiente port+ 1) e
(t—3), obtém-se

—2 ~1 0 1
~1]3|3(-1)—2=-5| (-1)(-5)—1=4| (-1)4+0=—4 | (-1)(-4) +1=5
3 |3| 3x3-5=4 | 3x4+4=16 | 3x16-4=44

Concluimos que,

P(t) = (33— 5t*+4t—4)(t+1)+5

(3t3 — 5t2 4 4t — 4) = (3% + 4t + 16)(t — 3) + 44.

(1)

(2)
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Realizando o processo de substituicAq2eem (1), obtemos

P(t) = (3t3-5t2+4t—4)(t+1)+5

(3t +4t+16)(t —3) +44)(t+1) +5
244t +16)(t—3)(t+1) +44(t+1)+5

(
(
(
(3t2+4t+16)(t— 3)(t+1) + 44t +44+5

3t
3t
e finalmente,

P(t) = (32 + 4t +16)(t — 3)(t + 1) + 44 + 49.

Logo, o quociente é

Q(t) = 3t>+ 4t + 16,

obtido logo apds a segunda etapa da divisao e o resto €,

R(t) = 44t +49.

Generalizando toda essa discusséo anterior para um padinigngraum € N, temos que

P(t) = amt™ + am-_1t™ T+ am_ot™ 2+ - +at +a.

Sejam,
Q(t) = bm_1t™ 4+ by_ot™ 24 .. + byt + by

R(t) =ro,
ondeQ(t) é o quociente &(t) é o resto da divisdo d&(t) por (t —a).
Segue do Teorema do Resto que,
Pt) = (t—a)Qt)+R(t) =
amtM+am_1t™ 1+ an otM 2+ at+ag = (t—a)(bm_ot™ L+ byt 2 -

+bst +bg) +ro =
amt™+ am_1t™ 1+ am ot 24+ fagt +ag = by 1t™+ by _ot™ L4 4 byt?
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+bot — (abm-1tm-1+ abm_ot™ 2+ - - + abit + akp) +ro =

ant™+am 1t™  Fan ot™ 2 tat+ag = by gt"+ by ot™ I byt?
+bot —aby_t™t —aby ot™ % — ... —abit —abp+rg =

amt™ + am_1t™ 1+ am_ot™ 2+ - + &gt + ag = bm_1t™ + (B2 — @bm_ 1™ 1+ -+
+(by — abp)t? + (bo — aby )t + (ro — aby).

Logo, igualando os coeficientes aos respectivos term&gtdeobtemos

dm = Pm-—1
am-1 = bmo—abn1 = bm2 = am_1+abm_1
am-2 = bmsz—abno = bmi3 = am2+abmo

o = b1 —abp =4 b1 = ap +abyp
a = bg — aby =4 bp = a; +ab
a = ro—akp = ro = a+ab,

ondebg é o ultimo coeficiente d@(t) erg é o resto da diviso.

Portanto,

Q(t) = amt™ * + (am-1 -+ abm_1)t™ 2+ (am_2 +abm )t™ 3+ -+ (a2 +abp)t + (ag +aby)

e
R(t) = ao + ahy.

Os célculos anteriores também podem ser descritos na feen&xiga, pelo algoritmo de
Briot-Ruffini, que tornam os céalculos bem mais préticos eifdsto €,

onde
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bm-1 = dm
bm—2 = am-1+abm_1
bm-3 = am2+abm>

by = ar+aby
bo = a;+aby
ro = a+ab.

\

Na Diviséo deP(t) por (t —a), sendoP(t) de ordemm teremosAQ = m—1 eR(t) = ro,

onderg € um polindmio constante.

1.2.6 Relagbes entre raizes e os coeficientes de um polinémio
Iniciaremos essa secao relembrando como deduzir as edipsgsara as raizes de um po-
lindmio P(t) de grau 2, digamos
P(t) = at?+ bt+ ¢, ondea # 0.

Desejamos obter, portanto, as raizes da equacéo polinomial

at?+bt+c=0

Resolvendo, temos que
1° passo:Dividimos a equacao inteira par uma vez que # 0, temos

b ¢ b c
O=t?+t4-—1t24t=—-=
a a a

. . b?
2° passo: Aqui completamos quadrados, ou seja, somalzq? de ambos os membros da

equagéao, assim, temos que

t2_|_t_)t_|_b_2__9+b_2:> t—l—B Z_M
a 4a2 a 4a? 2a)  4a?

3° passo:Apliguemos a operacao de radiciacédo, de ambos os membrosidgé®, logo
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( b)2 b? — 4ac ( b)z b? — 4ac
t+ = t+— ) =

2a 432 2a 432
— |y b . b? — 4ac
2a| 432
— t—|—£—i 7b2—4ac
2a 482
b b2 — 4ac
t=—— &
A 2a 2a
(— —b+ vb?%—4ac
- 2a '
Portanto, obtemos
. —b—+v/b?—4ac
1= 2a
ou
—b+vb?—4ac
to =
2a

Deduzidos tais expressdes para encontrar as raizes de uag@eqlo segundo grau, pode-
mos obter as seguintes rela¢cdes com os coeficiente& de

Corolério 1.5. Se § e t séo raizes do polinémio(P) = at? + bt + ¢, entdo sdo validas as
seguintes relacdes entre coeficientes e raizes

b c
t1+t2 — —a et1t2 - a

Demonstracdo: Sabemos das deducdes feitas que

= —b—vb?—4ac
2a
e
by — —b+ b2—4ac.
2a

Logo realizando as operacdes necessarias, obtemos que

—b-— b2—4acjL —b+vb?%—4ac

R 2a 2a
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—b—vb%2—4ac—b++vb?—4ac

2a
_ __ b
22 a
e
v —b—+vb?—-4ac) { —b++vb?—4ac
vz = 2a 2a
_ b?—bvb?—4ac+bvb? —4ac— (Vb2 —4ac)?
B 4a
_ b?—(b’—4ac) b’—b*+4ac 4ac ac ¢
B 42 B 4a C4a? 22 A

como desejado.

Nosso objetivo a partir de agora € avaliar a possibilidadestender as relagfes acima para
polindbmios de grau trés e quatro. Assim como o polindémio @misdo grau, os polindmios de
terceiro e quarto graus também possuem formulas envohagmeltas calculos algébricos com
os coeficientes e que indicam com precisao suas raizes. rAfgesaistirem, tais expressdes sdo
bem complicadas e, na maioria das vezes, fornecem comtagsfibrmulas muito complexas
para as raizes, que impossibilita seu uso.

Evaristo Galois como matematico, em seus cinco anos deosstugesquisas, descobriu
que é impossivel formular uma expresséo algébrica, panagpoios de grau maior ou igual a
cinco que seja util para determinar as raizes, utilizandeeste os coeficientes.

Um matematico belga conhecido como Albert Girard, nascm@amo de 1595, em suas
pesquisas descobriu que as relagdes entre coeficientees dai um polindbmio apresentadas
acima podem ser generalizadas para polin6mios de grau@uper

Analisaremos inicialmente os casos dos polinémio de teresjjuarto graus, vamos aceitar
o fato de conhecidas suas raizes e determinaremos as seéatfe coeficientes e raizes.

Considere a expressao algébrica,

P(t) = at®+bt>+ ct+d, coma#0et € C,

assim definida caracteriza um polinémio do terceiro graute, t3 € C sdo suas raizes.

Sendoaty, t; e t3 raizes do polindmid(t) podemos reescrever o polindnfgt) na forma
fatorada, de maneira que,
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P(t)=at—t1)(t—t2)(t—t3) < atz3+ bty +ct+d =a(t —t)(t —t2) (t — t3).

Desenvolvendo o segundo membro da equagéo polinomiamokte

at—t)(t—to)(t—t3) = a(t®—tot —tot +1t1tp)(t —t3)
= a(t?— (tp +t2)t +t1t) (t —t3)

= alt3 —tat? — (t1+to)t? +ta(ty +t)t + totot — tytot]
= alt3— (t1+tr+t3)t% + (tatz + tota + tato)t — tatota).

Logo, equiparando os coeficientes com seus respectivoesetemos que

at3+btr+ct+d = aftz— (tg +ta +t3)ta + (tata +tatz + totz)t — (tatotz)] <=
"+ a + 5t + 5. = [t — (t]_ +1t +t3)t + (t]_tz +ti13 +t2t3)t — (tﬂztg)] .

Nessa ultima passagem dividimos a equacgéo polinomial desilaldos pelo coeficiente
de maior grau, ou seja, pelo nimero ragpodemos fazer tal manipulacdo algébrica devido
coeficientea ser diferente de zero.

Utilizando a identidade polinomial entre os polinbmiosaaj tem-se

b b
—(t1+ta+t3) ==— = ti+bh+tz=——
a c a

t1to +ttz 4+ totg = a

(ttt)—d — btz =
123—a 11283 = a

Portanto, as relacdes entre coeficientes e raizes par@padis de grau trés sao,

1+t +t = b

1 2 3 - a
tito+titz3+totz = £

d

t1tots = ——

Considere a expressao algébrica,



1.2 Polindmios 41

P(t) = at*+ bt +ct?+ dt+e, coma#0Oet e C,

assim definida caracteriza um polinémio do quarto graute, t3 et, € C séo suas raizes.

Assim como descrito no caso anterior, pode se mostrar quelages de Girard sdo as
seguintes para polindbmio de quarto grau

( b b
—(t]_-i-tz-i—tg,-i—t4):gl - t;|_-i-t2-|-t3-|—t4:—gl
C
(titp +tta +tatg +tota + totg +tats) = 3
d d
—(tatots 4 tatotg +tatats +totaty) = a = otz 4-t1totg +-t1taly +totaly = — a
e
t1totat = =
\ 11234 a

Como queriamos demonstrar.

Depois de ter feito todas essas consideragdes para potis@maigraus 2, 3 e 4, podemos
generalizar as relagfes de Girard para um polinémio dergeal, arbitrério.

Considere um polindmio

P(t) = sit"+ s 1t" 14 -+ 5t + 5, coms, #0
e suas raizds, tp, - - -, tn € C e nem todas distintas, escrevemib) na forma fatorada, obtém-se
Plt)=s(t—t)(t—t2) - (t—th 1)(t—tn) <= st"+- +sit+s9=s(t—tn) - (t—t1)

— st'+-fst+s=
=S|q(tn+~-~+(t1t2~-~tn)).

Logo,
— S
tn+mtn—l+_,,+_1t+§ — tn—(t1+"-+tn)tn_1—|—
S S
+(tto 4ttt 2 (1)
Portanto,

—(t1Hta+ oty 1+ty) = % = Uttty = —%



1.2 Polindmios 42

ondeS; é a soma dasraizes deP.

Sh-2 Sh-2
titr+totz+ - +th th=— <= S =—,
n—1ln S S

com$S, sendo a soma dos produtos dasizes dd°(t), tomadas duas a duas.

Em geral, para o termtd—', ondel < n, tem-se o desenvolvimento diéatores da forma
(—t1)(—t2)--- (=) que é igual @, ((—1)"). Set,_, ondeS é a soma dos produtos dagaizes
deP, tomadag al, logo

E por fim, o termasy € dado por:

S0 n$0
tt~-~t = — <—> e —1 —,
12 n 81 ( )

ondeS, é o produto de todas raizes e

As relagcbes de Girard proporcionam muitas aplicacdes aasdpaos, em particular se
utilizadas com informacgdes adicionais, possibilitam cwi@ das raizes.

: ] A 7 7
Exemplo 1.2.8.Determinemos as raizes do polindmit P=t3 — étz—i— §t —1, sabendo que
uma das raizes é o produto das outras duas.
Solugéo:Se g, r; e r3 sdo raizes do polindmio(P), tem-se das rela¢des entre raizes e coefici-

entes que

S = (—1)3(_—1l> = rirar3=1,

0 exercicio nos da que E rors.

Logo, obtemos

Mrofs=1l=nrn=1=—=ri=1—nr=+l—r=1oun=—1

Parar = —1, tem-se
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logo, —1 néo é raiz.

Conhecida uma raiz, vamos dividir os polinémio& )Ppor t — 1, através do meétodo de
Briot-Ruffini, isto &

Assim, adquirimos o seguinte polindmio quociente

Q(t):tz—gt—l—l,

resolvendo a equacéo polinomial ()= 0, obtém-se

Qt)=0 «— tz—gt+1:0<:>t2—gt+%53+1:%:»tz—gt %:i—g—l
= t2—§t+2—5—3<:><—§)2—g (t—§):i< 3)
2 16 16 4 16 4 16
= t—-= —<:>52:—§+§:g:—0u53:§+§:§:2
4~ 74 474 4 2 474 4

1.3 Teorema das raizes racionais

O teorema das raizes racionais fornece uma condic&o paralimdrpio de coeficientes
inteirosP(t) = rpt" +r,_1t""1 ... 411t +rq, possuir uma raiz racionalb (irredutivel). Este
importante resultado aliado aos outros métodos aqui apeetes auxilia na busca de todas as

raizes racionais de um polinémio.

Teorema 1.3.Se%1 com a b# 0e(a,b)=1for umaraiz do polinémio

P(t) =rpt"+rn_1t" 14+ 4 rit + 1o,

onde g, rp—1,--+,r1,ro € Z, entdo bry e dro.
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N . . a, . .
Notacao: (a,b) = 1 significa quea, b séo primos entre si ou se}g;e uma fracao irredutivel,

ja as notacdel|ry e alrg significam, respectivamente goelivider, e quea dividery.

, . a .
Demonstra¢ao: Suponhamos que um numero ramoBabndea, beZ"e(ab)=1,éuma

raiz irredutivel do polinbmio

P(t) =rat"+rp_at" 4 it 41,
entao,

P(g) —0 rn(%)n+rn1(g)n_1+"'+r1(g) +10=0.

Multiplicando os membros da igualdade 3y obtém-se

n
M (g) o (g) b" 4+ rob" =0 <= rpa"+rp_1a" b+ -4 riab" 4 rgb" = 0.

Logo,
rma’ = —rpqa - —rjab™t—rgb"
— rpa'=—(rp_1a" b+ riab 1 4rgb")
— rpa' = —b(rp_1@" 1+ +rab" 2 4rgh"
— ryd" = —bs
onde

s= (rp_1a" 14 +r8?b" 2 4 ria 2 4 rb" 1) € Z,
como(a,b) =1 segue qué|ry,.
A igualdade acima também da

rob" —rpa"— .- —ra%b"2 —rjab"?
rob" = —(rpa"+rn_1a" b+ - +roa’b" 14 riab,_1)

rob" = —a(rpa” t4ry_1a" %b+- - - +roab’ 2 4 ryb" 1)

[

rob” = —a§,
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onde

g =(rna" t+rp_1a" %b+-- +rab" 2 4rb" 1) e Z,
uma vez quéa,b) = 1 a igualdade acima dg'ro.
Portantop|r, e alro como queriamos mostrar.
Observagéo 1.8.0 teorema das raizes racionais serve também quando os eoedisisédo

racionais.

Demonstracdo: Seja,

dn n an-1 n—1 ag
t) = oy gty
Q( ) bn bn—l bO
onde
an an-1 ao
) 9 N €
bn bnfl 0 Q
e
dn, dn-1, *-- , 4o, bl'h bn*lv"'7b0€Z
com

bn7 bn—17 Ty bO?’éo

Basta multiplicarQ(t) pelo produto de todos os coeficientes do denominador, paaa ge

um polinémioP(t) com coeficientes inteiros, logo

_ Fybe( Py Bty 80) _
P(t)_ﬂ)bk(bnt Toa T bo)_bQ<t):>P(t)—bQ(t),

onde

n

eb#0.
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. 1
Portanto, teremoB(t) = 0 se, e somente $g(t) = 0, poisQ(t) = t—)P(t).
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2  APLICACOES

Neste capitulo veremos como a teoria de divisibilidade die@mios pode ser util na obten-
céo de fatoracdes. As fatoracdes constituem uma ferrarmeptascindivel para a Matematica
em se tratando de célculos algébricos. As aplicagfes esmotlesde o ensino béasico até o
superior com fatora¢des importantes para o Célculo Ditéake Integral e para a Teoria dos

NUmeros.

As aplicacdes que trataremos neste capitulo seguem basitamio Teorema do Resto.
Se a é raiz de um polindmiB(x), entdoP(x) é fatorado como produto de dois polinémios
P(x) = (x—a)D(x).

O fato da incognita (ou indeterminadeassumir um valor arbitrario, possibilita aplicaces
interessantes, desde problemas elementares do ensino atédialculos limites de funcdes e
situacdes da teoria dos numeros.

, , . . o ~ f (X
No célculo diferencial e integral, alguns dos limites ietmantes séo os da forr)p_ga 4 xi

onde f(X) e g(x) sdo polinémios, ondg(a) = 0. No caso em que temos tambéita) =

0, ou sejaa é raiz simultanea dé(x) e g(x) entéo, aplicacbes do Teorema do Resto podem
encaminhar a uma solugéo, como nos exemplos seguintes

f(x) x2—x
g(x) X24+x—2

Exemplo 2.0.1.Calcule o limite da fung&o racional(R) =
al

para X tendendo

Demonstracao: A fungdoP(x) pode ser fatorada da seguinte forma,

2
X —X X(Xx—1 X
( ) = .comx=#1

PO = rx—2 (x—1)(x+2) x+2

Portanto,

S St NN S
Xx—1X2 - X—2 xs1X+2 3
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Assim como no exemplo anterior podemos utilizar o métodatedcao para calcular,

. X2+2x—3
lim ————.
Xx——3X2 +7X+12
De fato, temos que
X2 +2x—3 im =D L (x=1)

im ———=|lim —F——=~ lim
X—-3X2+TX+12 x—-3 (X+4)(X—|—3) X——3 (X—i—4)

A Teoria dos Nameros é construida sob o conceito de divid#tnle no conjunto dos name-
ros inteiros:

Dadosa, b inteiros comb # 0, dizemos qué|a se exist&k € Z tal quea = kb.

N&o é proposito deste trabalho apresentar resultados idédistade, mas desenvolver al-
guns casos que o Teorema do resto pode ser aplicado paranedbtke resultados importantes
para este tema.

As fatoragdes® — 1 = (x—1)(x+1), x* — 1= (x—1)(14+x+x?) e, em geral, dos polind-
miosx" —1 (n > 2) séo utilizadas frequentemente no ensino basico. No Calpetmitem a de-

. . A/X—ya . IX—a J/X—4/a
terminacao de limites da forma Ilr‘A; ;/_,Ilm\/_ \/_edemodogeral parahM

X—a x—a X—a x—a X—a
e em consequéncia conseguimos calcular as derivadas dée&diix) = x". Apresentaremos

a seguir uma sequéncia de aplicacbes para a divisibilidade e

Proposicao 2.1.Dados a e n nimeros inteiros com#al e n> 1, entdo a— 1 divide d' — 1.

Demonstracao: De fato, considerando o polindmRix) = x" — 1, temos qué(1) =0, o que
mostra termos 1 como raiz &&x). PortantdP(x) é fatoravel pox — 1, obtemos

P(X) = (x—1)Q(X) = (x— 1) (X" 1 +x"2 ... 4 X2+ x+1).

Observemos que se graudle > 2 entdoA Q > 1, ou seja a fatoracdo acima é nao trivial. O
fatorQ(x) segue um padrdo conforme ainda veremos neste trabalhoul@dessegue trocando
o elemento numeérica € Z pela variavek, ou seja, atribuinda = a, na igualdade acima.

Observemos qua = —1 no resultado anterior nos da qu® divide (—1)" —1 o que €
verdadeiro, pois a expressg@el)” — 1 assume os valores2 ou 0, conforme a paridade de

Proposicdo 2.2.Sejam a e n nUmeros inteiros com n numero natural impar. Eequs a1 é
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um divisor de 8+ 1.

Demonstracdo: O resultado segue, considerando o polindfig) = X"+ 1. Temos que
P(—1) = 0, o que mostra termos1 como sendo raiz dé(x). PortantoP(x) é fatoravel por
X—(—1) = x+ 1, o que resulta na existéncia de um polind@(®) de graun — 1 tal que

P(x) = (x+1)Q(X) = (x-+ 1) (x" 1 —x"2 4 X" 3 — .. 45 —x+1).
Tomandax = a, na igualdade acima, segue o resultado.

Coroléario 2.1. Observe que o resultado anterior também pode ser provado comsequéncia
da primeira proposicao.

Demonstracao: De fato, foi verificado qué — 1 divideb" — 1 , comb e n niUmeros inteiros,
b+ 1. Tomandd = —a segue que-a— 1 divide (—a)" — 1. Mas comm € impar segue que
—a"—1=d(—a—1) para algumd € Z. Multiplicando esta igualdade perl segue o resultado
desejado.

A extensdo natural das andlises que fizemos é obter as fasrdas expressoas—b" e
a"+b", coma, b € N, que trataremos a seguir.

Proposicéo 2.3.Sejam a£ b € Z e ne N entédo & — b" é fatoravel por a- b.

Demonstracdo: Seja o polindmid® na variavek tal queP(x) = x"—b", combe Z en e N.

Parax = b, tem-se queP(x) = b"—b" = 0, ou seja,b é raiz do polindmioP(x), logo
P(x) é fatoravel por(x—b), doteorema do restotemos queP(x) = (x—b)Q(x), para algum
polindmio Q(x) ndo nulo, isto implica qua™ — b" = (x— b)Q(x), em particular parx = a,
obtemos quéa—b)|a" — b".

Corolario 2.2. Mostre qued" — 2" é divisivel por7 para todo ne N.

Demonstracdo: Pela proposicao 2.3 temos que, para o caso particular era gigeeb = 2,
obtemosa" — b" = 9" — 2" é divisivel pora—b=9-2=7.

Proposicdo 2.4.Sejam a# b € Z e nc N entdo & + b" é fatoravel por a+ b, para todo ne N,
n impar.

Demonstracdo: Seja o polindmid® na variavek tal queP(x) =x"+b", ondebe Z ene N.
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Parax = —b, obtém-sé?(—b) = (—b)"+b" = —b"+b" = 0, poisn é impar, isto é-b é
raiz do polindmiaP(x).

Logo P(x) é fatoravel porx — (—b)) = (x+ b), doteorema do restotemos queP(x) =
(x4+b)Q(x), para algum polindmi®(x) ndo nulo, isto implica que” + b" = (x+b)Q(x), em
particular par = a, obtemos quéa+ b)|a" + b".

Coroléario 2.3. A proposicéo anterior pode ser demonstrada a partimudaposicéo 2.3

Demonstracdo: De fato sabemos que— c|a” — c" para todoa e c coma # ¢. Em particular
comc = —btemos quea— (—b) =a+be quea”— (—b)" = a"+b", essa segunda igualdade
se da pelo fato de ser impar, portanto assim como demonstrado na proposi¢énariemos
a+bla"+b".

Corolario 2.4. Verifique quer” + 4" é divisivel porl1 para todo ne N, n impar.

Demonstracdo: Trata-se de uma aplicagcao direta da proposi¢céo anteriorace 7 eb =4,
obtemos qua" +b" = 7"+ 4" é divisivel pora+b=7+4=11.

Proposicdo 2.5.Sejam a# b € Z e ne N entfo & — b?" é fatoravel por ar b.

Demonstracgéo: Seja o polindmid® na variavek tal queP(x) = x" —b?", comb € Z ene N.

Parax = —b, tem-se qué®(—b) = (—b)?" — b®" = b* — b = 0, ou seja,—b é raiz do
polinémio P(x), logo P(x) é fatoravel porx — (—b)) = (x+b), do teorema do restotemos
que,P(x) = (x4 b)Q(x), para algum polindmi®@(x) ndo nulo, isto implica que?” — b?" =
(x+b)Q(x), em particular para = a, obtemos quéa+ b)|a®" — b*".

Observacédo 2.1.0bservemos que & —1 e b= —1 no resultado das proposi¢cdes anterio-
res nos da qué—1)"+ (—1)" é divisivel por(—1) + (—1) = —2 o que é verdadeiro, pois a
expressag—1)2" 4 (—1)?" assume os valores de2 ou 0, conforme a paridade de n.

Corolario 2.5 (Identidade de Sophie-Germain)

a*+4b* = a*+4a%h?+4b? — (2ab)?
= (a®+2b%)2—(2ab)?
= (a®+2b?+ 2ab)(a®+ 2b® — 2ab).

Nas proposi¢cOes anteriores exibimos aplicagbes sem @vasid fator quociente das fa-
toracdes. Vamos obter as fatoracdes completas utilizardlgc@o finita e método alternativos
algébricos acessivel aos alunos do ensino médio.
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Proposicao 2.6.Para todos & R e ne N, vale

a'—1=(@-1)(1l+rata+.--+ah.
Demonstracao: Existem diversas formas de verificarmos a identidade acima.

1. Primeiro método:

1+a+---+a" ! pode ser visto como a soradosa primeiros termos de uma progres-
sdo geométrica de primeiro termo 1 e raag6 1.

TemosS=1+a+---+a"teentimS=a+a’+---+a"

Efetuando a subtracdo das duas expressdes acima, temos

S—aS=(14+a+---+a" ) — (x+x°+---+a") =1-a".

1-a" a'-1
Logo,S(1—a)=1—a" e entadS= = , OU seja,
go,S(1-a) T a- a1 J

(1+a+---+a" Ha-1)=a"-1.

2. Segundo método:

Desenvolvendo diretamente o lado esquerdo temos

(a—1)(1+a+a’+---+a") = a(l+a+al+---+a 3+a"?+a" )+
—(1+a+a2+a3+-~-+a”*2+a”*1) — a_i_az_i_a?»_i__.__i_anfz_i_anfl_i_an_i_

l1-a-a?-a—...—a 21 = F_1

Logo,

a'-1=(a-1)(1+a+a’+---+ah

3. Terceiro método usando inducéo sofure

Para o caso inicial = 1, temos que

n=1— (a-1@H=(a-1na=a-1= (a-1)=(a—1).



2 APLICACOES 52

Suponhamos que a igualdade seja verdadeirarpark, isto €,

(@-1)=(a-(1+a+a’+---+a?

e vamos mostrar a validade para k+ 1, ou seja,

(@1 -1)=(a-1)(1+a+a’+---+at+a").

De fato, partindo do lado esquerdo da igualdade, obtemos que

(@*1-1) =! da-a+a-1
=2 g@-1)+a-1
=3 al(la—1)(1+a+a%+---+a 1)+ (a—1)
= (a-l(@a+a+a+---+at+ad)+(a-1)
(a—1)(1+a2+a+---+a14+a.

Portanto a1 —1) = (a—1)(1+a+a?+a+---+ a1+ av).

Observacgédo 2.2 Na igualdadel somamos e subtraimos o valor de a, ja na igualdadsamos
a hipotese de indugéo.

Corolario 2.6. Fazendo a= 2 na proposi¢ao anterior, segue de imediato o seguinte
n—1 n—1
N —1=2"—1"=(2—1) x Z)z" x 1D = 50k
K= k=0

Vimos no capitulo anterior que paaab € R coma# b, (a—b)|(a"—b"), Vvne N.
a'—b"
a—b

Vamos obter agora o fator quocierida) = da fatoracdo. Utilizaremos a proposi-

céo 2.6 provado acima.

Proposicéo 2.7.Paratodos a, ke R e ne N,

a'"—b"= (a—b)(b" 1 +b"2a+...+ba" 2 +a" .

Demonstracdo: Parab = 0, tem-se
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a"— 0" = (a_ O) (O”*1+O”*2a+ . _|_Oan72_|_anfl) — g = a(anfl) —a"

Agora suponhamads# 0, temos que

- ] (3o

_ ayn a a a? a1
segue da proposi¢aht, que(E)) —-1= (5 — 1) <1+ b + 02 + 1t W) -

Logo, obtemos

an a\n a a al a1
n_p — p | 1l —pn (2 ] —pn (2 a4 e
2 b = b [bn 1} o [(2)" 1] = (2-1) (1+b+b2+ +b,,_1)
- (g _ 1) (0" + b lat b"2a2 1 ... + ba' Y
_ (a;b) (B4 b Lt "B 4 -+ b2a™2 4 b1
_ }(a—b)(b”-i-b”_la-i- bn—2a2+‘_‘+b2an—2+ban—l

b
_ (a_b)(bn—l+bn—2a+ b”_3a2+---+ba”_2+a”_1),

como o polindmioP(x) = a" — b" pode ser fatorado em um produto do tig@— b)(b"* +
b"2a+---+ba?+a" 1), entdo(a—b) é€ um divisor deP(a).

Para obtermos a fatoracéo completa de express6eb", enunciamos a seguinte

Proposicao 2.8.Para todos a, ke R e ne N impatr,

a’+b"= (a+b)(b"1-b"2%a+...—ba"2+a" 1.

Demonstragdo: Paraa, ¢c € R, temos pela proposi¢éo 2.7 qale—c" = (a—c)(c" 1+ c"2a+
... +ca'2+a"1). Em particular cont = —b temos que,

a'— (—b)"=a"+b"

€ COmo segue que
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((=b)" 4 (=b)"Pa+ -+ (—b)ja" 2 +a" ) = (Bt —b"Pat .- —bd P 4a" ),
poisn & impar. Portantqa” +b") = (a+b)(b" ! —b"2a+... —ba2 a1,
Exemplo 2.0.2.Para todos a, ke Z e ne N, com n impar(a+ b) divide &'+ b".
Demonstracdo: Em particular s& = 10 eb = 1, segue que todos os nimero$" + 1 séo
divisiveis por 11, para todoc N.

Na sequéncia apresentamos uma desigualdade que estababecemparacgéo entre uma
soma e uma expressao fatorada por um produto. Possuicéidiziversas na analise funcional
e também utilizada na resolucdo de problemas de olimpiadskatematica

Exemplo 2.0.3.Para quaisquer @ a, ---, an, b1, bp, -+, by € R, tem-se

(aghy+ahy+---+anbn)? < (a3 +a5+---+a2) (b3 +b3+---+b?),

ou seja,
n 2 n 5 n 5
Yad] <(Yak)(>eR]
K=1 K=1 K=1
E vélida a igualdade se, e somente se, as sequéf@iasy,---,ay) e (by, bp,---, by)

a
forem proporcionais, isto %i R _ ... %
n

Demonstracdo: Consideremos o trlnﬁmio quadrado

n

Z ay — xb,< Z ZXZakkarx sz
K=1 &1

Como,

i(ak—XbK)ZZO

K=1
entdo o discriminante da equacgao acima deve ser nao-po sty €

o (ogon) (3 (3o (5 (299
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ou
(ajbi+ashy+---+anhn)? < (a2 + a5 +--- +a2) (b2 +b3+--- +b?).
A igualdade ocorre se, e somenteae,- xby =0, paratodk=1, 2,---, n, ou seja, se, e
somente sex = % quaisquer que sefa=1, 2, 3,---, n, isto € equivalente a
k
_ar  a an

bbby
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3 CONCLUSAO

Ao longo do trabalho desenvolvemos os conceitos basicatbves a teoria dos polindbmios
de uma variavel e como os mesmos podem ser utilizados paafaturacdes importantes. A
utilizacéo de fatoracbes € muito frequente em todos ossdeeiescolaridade da Matemética
e, em muitas situacdes, constituem a saida mais curta d p@ngeresolucao de problemas.
Muitos problemas de geometria, por exemplo, sdo equacienadis conclusdes podem ser
estabelecidas a partir de uma expressao fatorada. A paittoda basica de polindbmios, apre-
sentamos uma técnica para identificar fatoragdes de egpseakyébricas e, em consequéncia,
descrevemos aplicacdes interessantes para a Teoria daydiirdestacamos que, ndo apenas
fatoracOes envolvendo igualdades sdo importantes pavgdlesina matematica, mas, inclusive,
fatoracOes dadas por desigualdades, como ilustrado ao timtgabalho.
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APENDICE A - ALGUMAS
FATORACOES ESPECIAIS DE
POLINOMIOS

No capitulo anterior vimos algumas aplicacdes envolvendsitdilidade de niUmeros intei-
ros na qual podemos utilizar o conceito de fatoracéo de @oiios para demonstrar algumas
proposicdes. Nessa se¢d0 mostraremos essas mesma [frepasigdas anteriormente utili-
zando o método de inducdo finita, ou seja, o quarto axioniRedao

Vejamos alguns teoremas e suas demonstracdes baseado EEZ(HE
Teorema 3.1.SejampB € Z e ne N. O polindmio
P(t) =t" - p"

é divisivel pelo polinbmio ménico

Demonstracao: Mostraremos tal fato por inducao solme afirmacgéo é verdadeira para: 1,
pois
que é divisivel poft — 3).

Suponhamos, que a afirmacao seja verdadeira para unmcerkpou seja,
t—pBt"— " =t — Bt~ = t"— X = (t—B)L(1),

para algum polinémid.(t) n&o nulo.
Provaremos que o argumento é valido patak + 1.

Temos
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gl =t — BRB = ((t—B)L(t) + BM)t+B¥B = (t— B)L(t)t+ Xt — B*B
= (t—B)Lt)t+(t-B)B*=(t—B)(LM)t+BX) = (t—P)P (1),
ondeP'(t) = (L(t)t+ ).

Portanto, obtemos que o polinémio ménice 8 divide o polindmioP(t) =t"— 8", para
todone N.

Teorema 3.2.Sejama € Z e ne NU {0}. Polinbmio Ménico
D(t)=t+a

divide o polinébmio

Demonstracao: Mostraremos tal fato por inducao solmrea afirmacao € verdadeira para: 0,
pois o polinémio moénicd+ a divide o polinbmio

{2041 | q2041 _ 1y 01y o

Suponhamos, que a afirmacao seja verdadeira para unmcerkpou seja,

para algum polindmid/(t) # 0.
Provaremos que o argumento é valido patak+ 1.

Temos

12+3 | qdkt3 24142 | q2k+1g2 ((t+a)M(t) — azk+1>t2+azk+1az
= (t+ a)M(t)tz— a2t12 L qadlg2 (t+ a)M(t)t2+ 02k+1(012 —t2)
= (t+a)M)t*—a®H(t?—a®) = (t+ )M — ot —a)(t+ a)
= (t+a)(MOP—aZ* L t—a)) = (t+a)L(t),

ondeL (t) = (M(t)t?2— a?*1(t—a)).

Portanto, obtemos que o polindnigt) = t>"+1 + a?™1 é divisivel porD(t) =t + a, para
todon € NuU{0}.
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Observagéo 3.1.Uma raiz para o polinbmio
serat= —a, pois substituindo no polindmio(B, obtemos

P(—a) = (_a)2n+1+azn+1 — gl gl _

Y

ja que, o expoent@n+ 1 € um numero sempre impar, ndo importando qual valor se aribu
paran, qualquer que sejad@NU {0}. Isto é, do Teorema do Resto, existem Unicos polindmios

Q(t) e Rt) tais que

com
Q(t) — t2n _ ath—l _ aZth—Z L aZn—ZtZ _ aZn—lt + aZn e Rt) =0,
onde0 é o polinémio identificamento nulo.
Logo,

P(t) = D()Q(t)+R(t)=

(
t2n+l + 02n+1 — (t _|_ a)<t2n _ athfl _ aZt2n72 . aanZtZ _ aanlt + aZn) _—

D(t)|P(t).
Teorema 3.3.Sejamp € Z e ne N. Temos que o polinémio
D(t)=t+p
divide

P(t) =t*"— p™".

Demonstracdo: Usaremos inducdo sobre a afirmacao é verdadeira para= 1, pois o po-
linbmio

P(t) =t21-p21=t>—p?

é divisivel por
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D(t) =t+p.

De fato,

lifo |-
| 1| —p+0=—p | p?—p?=0

Do Teorema do resto existe@{(t) e R(t) Unicos tais que
P(t) = D()Q(t) +R(t) =t~ p? = (t+p)(t —p) +0,

onde

R(t) = 0 (polinémio identicamente nulo)

Suponhamos, que a afirmacéo seja verdadeira para unmcerkQou seja,

t+p[t?— p?" = t+ pt* — p* = t* — p® = (t+ p)N(t),

para algum polindmidl(t) # 0.
Provaremos que o argumento é valido patak+ 1.

Temos

4% - p™p? = ((t+p)N(t) +p?)t*— p™p? = (t+ p)N(D)t* + p™t* — p*p?
= (t+p)NP+p™(t*— p?) = (t+ p)N()t*+ p*(t— p)(t +p)
= (t+p) (N> +p*(t—p)) = (t+p)S(t),
ondeS(t) = N(t)t2+ p%(t —p).
Portanto, obtemos que o polindntig- p divide o polindmioP(t) = t>" — p", para todo

neN.

Exemplo 3.0.1.Vamos determinar para quais valores de & U {0} o numero at 2 divide o
namero & + 2, vamos resolver este problema usando a teoria dos polir@mio
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Demonstracéo: Consideramos os polindmi@$x) = x* 42 eD(x) = x+ 2, usando deorema
A.3, obtém-se que
x+2x*—2*=x*-16.

Dividindo o polinémioP(x) por D(x), obtemos que

2|10 K o 2
| 1] -2.140=-2| (-2).(-2)+0=4| (-2)4+0=-8| (-2)(-8)+2=18

Q(x) = — 2+ 4x— 8 eR(x) = 18.
Do Teorema do Restptemos que

PX) =D(X)Q(X) +R(X) = x*+2=(x+2)(x>—2x*+4x—8)+18
— xX*+2=(x"—23+4x% —8x+ 23— 4x* + 8x—16) + 18
— x*+2=(x*-16)+18

Logo, x+ 2|x* + 2, se e somente s&+ 2|18, poisR(x) = 18, em particular para = a,
temos que -+ 2|a* + 2, se e somente sa;-2|18.

Assim,+1, +2,+3, +6,+9,+18=a+ 2, coma e NU{0}.

Portanto, obtemos o conjunto solu¢@e {0, 1, 4, 16}.
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