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“Uma grande descoberta envolve a solucao de um grande problema, mas hd uma semente
de descoberta na solugao de qualquer problema. Seu problema pode ser modesto; porém,
se ele desafiar a sua curiosidade e fizer funcionar a sua capacidade inventiva, e caso
vocé o resolva sozinho, entdo poderd experimentar a tensao e o prazer do triunfo da

”

descoberta.

George Polya

“A unidade organica da matemdtica € inerente d sua natureza, uma vez que a
matemdtica se constitui no fundamento de todo conhecimento exato dos fenomenos
naturais.”

David Hilbert



Resumo

Nos primeiros cursos de Algebra Linear, sdo apresentados aos estudantes exemplos de
matrizes complexas que nao sao diagonalizaveis. Nesse contexto, é razoavel indagar se a
maioria das matrizes complexas sao diagonalizaveis. A presente dissertacao se debruca
nessa questao. Por meio da Topologia, faz-se uma prova da densidade do conjunto das
matrizes complexas diagonalizaveis, utilizando o Teorema da Decomposicao de Schur.
No contexto da medida e da integral de Lebesgue, prova-se que o conjunto das matrizes
complexas nao diagonalizdveis tem medida nula. Na perspectiva da Algebra, por meio
da topologia de Zariski, da-se uma demonstragao da densidade do conjunto das matrizes
complexas diagonalizaveis, usando somente polinomios. Discutem-se as interdependéncias

entre os resultados obtidos por meio da Topologia, da Medida e da Algebra.

Palavras-chaves: Matrizes diagonalizaveis. Densidade. Conjunto de medida-nula.

Topologia de Zariski.



Abstract

In the first courses of Linear Algebra, examples of complex matrices that are not
diagonalizable are presented to students. In this context, it is reasonable to ask whether
most of the complex matrices are diagonalizable. The present dissertation deals with
this issue. By means of the topology, the density of the set of the diagonalizable complex
matrices is proved using the Schur Decomposition Theorem. In the context of the
Lebesgue measure and integral, it is proved that the set of non-diagonalizable complex
matrices has null measure. In the Algebra perspective, through the Zariski topology, we
demonstrate the density of the set of complex diagonalizable matrices using only
polynomials. We discuss the interdependencies among the results obtained through

Topology, Measure and Algebra.

Key-words: Diagonalizable matrices. Density. Null measure set. Topology of Zariski.
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Introducao

“Muitas das atuais teorias matemdticas surgiram da Ciéncia Aplicada, e so
depois adquiriram aquele aspecto azxiomdtico e abstrato que tanto dificulta o

seu aprendizado”.

V.I. Arnold.

Pensemos, inicialmente, no seguinte problema:

Dentre as matrizes quadradas reais de ordem n, hd “mais” matrizes invertiveis ou

nao invertiveis?

Consideremos, por simplicidade e didatica, uma matriz quadrada de ordem 2

Ty X2

T3 T4
em que T, To, T3 € Ty SA0 NUMeros reais.

Em Algebra Linear, ensina-se que uma matriz quadrada serd invertivel se, e
somente se, o seu determinante for diferente de zero. Assim, existe uma bijecao entre o
conjunto das matrizes de ordem 2, que nao possuem inversa, e o conjunto das solucoes
da equacao polinomial

T1Ty4 — X223 = 0.

Mas, desde do ensino fundamental, sabe-se que as equagoes polinomiais em uma
variavel, com coeficientes reais, tém pouquissimas solu¢des no conjunto universo dos
numeros reais. Cada equacao do 1° grau possui apenas uma solucao; a do 2° grau, ora

uma, ora duas, as vezes nenhuma; e a de n-ésimo grau, no maximo n solugoes.

Nada muito diferente acontece com as equagoes polinomiais de mais de uma
varidvel. Por exemplo, o conjunto das solucdes reais da equagdo % + 23 — 4 = 0
representa, em termos geométricos, uma circunferéncia de centro na origem (0,0) e de
raio 2, no plano cartesiano. Ou seja, o conjunto-solucao dessa equacao é uma curva no
plano. Ora, o que é uma curva em face do plano bidimensional, sendo um conjunto

“pequeno”.

Se a equagao fosse x1+x9+1x3 = 0, 0 seu conjunto de solugoes reais seria um plano

em R3. Novamente indagariamos, o que seria um plano ante o espaco tridimensional?

Do exposto, podemos inferir que o conjunto-solucao da equagao x1x4 — 923 =0 €

também “pequenissimo”, comparado ao seu conjunto universo, neste caso R*.
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Percebemos que a ocorréncia de matrizes nao invertiveis de ordem 2 ¢é tao rara
quanto os zeros de polinémios. Para matrizes de ordem superior a 2, o raciocinio € idéntico.
Logo, nao somente ha “mais” matrizes invertiveis que nao invertiveis, mas também “quase

todas” sao invertiveis.

Na literatura, o sentido assumido pela expressao “quase todas” é determinado
pela teoria desenvolvida e pelos seus propositos. Nesta dissertacao, nao é diferente. Na
Topologia, a expressao “quase todas” refere-se ao conceito de “densidade” e, na Teoria da
Medida, as propriedades que valem em quase todo ponto de um conjunto X, i.e., existe
um conjunto de medida nula A C X tal que a propriedade vale para todo ponto = do

complementar de A.

Por exemplo, consideram-se o conjunto dos ntimeros reais e o subconjunto dos
numeros irracionais. O conjunto dos niimeros irracionais é “denso” no dos niimeros reais,
pois todo intervalo aberto I = (a,b) de nimeros reais, com a < b, contém sempre um
numero irracional. Intuitivamente, a nocao de densidade de um subconjunto A de um
conjunto X remete a ideia de que aquele esta suficientemente “pulverizado” a ponto de
qualquer “amostra” de X, por menor que esta seja, contera algum elemento de A. Ou

seja, do ponto de vista da Topologia, o subconjunto A nao é “muito pequeno”.

Por outro lado, do ponto de vista da Teoria da Medida, o conjunto dos ntimeros
racionais é um “conjunto de medida nula”. Isso significa que, para qualquer niimero real
£ > 0, existe uma correspondente colecao enumeravel n = 1,2, 3, - - -, de intervalos abertos
I, = (an,b,) de nimeros reais tais que a unido desses intervalos cobrem o conjunto dos

nimeros racionais (i.e., Q C U I,,) e a soma dos comprimentos desses intervalos é menor
n>1

que um niamero real ¢ > 0 dado (i.e.,» (b, — a,) < €). Intuitivamente, o conjunto dos
n>1
racionais ¢ “pequeno” na perspectiva da Teoria da Medida e, por conseguinte, o dos

irracionais nao é “pequeno”.

Outra terminologia também empregada neste trabalho, é a de matriz
diagonalizavel. Uma matriz quadrada A é dita diagonalizavel se existir uma matriz
quadrada C' invertivel, cuja inversa é C~!, tal que o produto C~'AC é uma matriz

diagonal.
Agora, passemos a considerar o problema desta pesquisa:

“Quase todas” as matrizes quadradas complexas sao diagonalizdveis? Nota-se que
o problema das matrizes invertiveis foi reformulado em termos de polinémios e essa
abordagem foi promissora. Assim, é natural indagar-se: seria possivel reformularmos o
problema das matrizes diagonalizaveis, também, em termos de polindmios? Esta
dissertagao nao s6 responde positivamente a essa pergunta, como mostra como isso pode

ser feito.
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As dissertacoes relacionadas ao tema matrizes diagonalizaveis, produzidas no
ambito do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional-PROFMAT, investigaram o emprego da diagonalizacdo de matrizes no ensino
de formas quadraticas e de reconhecimento de conicas, com o uso de aplicativos
educacionais, nas mais variadas sequéncias didaticas, vide (NETO, 2013) e (SILVA et
al., 2016). O publico-alvo destes trabalhos foram os estudantes do ensino médio e a

diagonalizacao de matrizes foi estudada, num contexto predominantemente pragmatico.

Diferentemente das abordagens predecessoras, porém as complementa, esta
dissertacao tem como publico-alvo os professores do ensino basico e os estudantes dos
cursos de graduacao em matematica, que buscam entender por que quase todas as
matrizes complexas sao diagonalizaveis, num texto de linguagem clara e simples. O
contexto desta exposicdo é sobretudo tedrico e transdisciplinar, permeando a Algebra
Linear, a Topologia, a Teoria da Medida e a Algebra. As demonstracoes dos Teoremas

2.2.4,2.2.6, 3.2.5 e 4.2.4 nao sao dificeis e podem ser encontradas na literatura.

Para conveniéncia do leitor, introduzimos referéncias em lingua portuguesa para
Algebra Linear, Topologia, Teoria da Medida e Algebra: (LIMA, 2014), (LIMA, 2009),
(ISNARD, 2013) e (GARCIA; LEQUAIN, 2013).

A presente dissertacao estd organizada em quatro capitulos.

O Capitulo 1, Polinémios e Matrizes, tem o objetivo de apresentar as definicoes,
as notagoes e os teoremas que serao utilizados nos capitulos seguintes. Este esta dividido
nas Segoes 1.1 e 1.2. Na Secao 1.1, sao definidos os polinémios, a resultante e o
discriminante. Ademais, o Teorema Fundamental da Algebra (Teorema 1.1.4) e a
Proposicao 1.1.3 sao mencionados para conveniéncia do leitor. O Lema 1.1.8 e o
Corolario 1.1.9 sdo os resultados mais importantes desta secao. Na Secao 1.2, sao
introduzidas as matrizes, o seu polindmio caracteristico, os autovalores e autovetores. A
diagonalizagdo de matrizes também ¢é tratada. O Lema 1.2.3 e o Teorema da

Decomposicao de Schur (Teorema 1.2.5) sao os fatos principais desta secao.

O Capitulo 2 é o de Topologia. As defini¢bes de topologia, espaco topoldgico,
funcao continua e de densidade sdao expostas na Secao 2.1. Na Secao 2.2, sao dadas duas

demonstragoes da densidade das matrizes diagonalizaveis (Teoremas 2.2.4 e 2.2.6).

O Capitulo 3 de Medida possui também duas se¢oes. Na Se¢ao 3.1, faz-se uma breve
apresentacao da medida e da integral de Lebesgue. O Terorema 3.2.2 afirma que o conjunto
dos zeros de polinomios tem medida nula e o Teorema 3.2.5 assegura que o conjunto das
matrizes diagonalizaveis possui medida de Lebesgue total, o seu complementar tem medida

nula, esses sao objetos da Sec¢ao 3.2.

O Capitulo 4 de Algebra foi organizado nas Secoes 4.1 e 4.2. A primeira trata

dos conceitos de corpos, anéis, ideais e da topologia de Zariski. O Teorema da Base
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de Hilbert (Teorema 4.1.2) é demonstrado nessa secao. A segunda apresenta o Lema
4.2.3, o qual afirma que todo aberto nao-vazio de Zariski é denso na topologia usual de
R™. Encerra-se a presente secao com o Teorema 4.2.4 — que prova que o conjunto das
matrizes diagonalizaveis ¢ denso, relativamente tanto a topologia de Zariski quanto a
topologia usual em R"™ — e a Proposicao 4.2.5 — que demonstra as principais propriedades

da topologia de Zariski.

Por fim, elaboram-se os Apéndices A e B. No primeiro, sao apresentados, com
um pouco mais de detalhes, os principais resultados para a construcao da medida e da
integral de Lebesgue em R™. H&, ainda, no Apéndice A, um diagrama que ilustra a
interdependéncia logica desses resultados. No segundo, faz-se uma exposicao de
exemplos concretos de polindmios em duas e trés indeterminadas, que ilustram o uso do

Teorema de Fubini, na demonstracao do Lema 3.2.4.



1.1

ap,ai,as, -+ ,a, Sa0 0s coeficientes; as parcelas ag, a1 X, as X2, - - -

nimero complexo a,, seu coeficiente lider e, se o polinomio P(X) nao for identicamente

Polinomios e Matrizes

“Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram separadas, seus progressos foram
lentos e suas aplicagoes limitadas. No entanto, quando estas duas ciéncias
foram unidas, deram uma a outra renovada vitalidade e sequiram rapidamente

rumo a perfeicao”.

Lagrange

O objetivo deste capitulo é apresentar as defini¢oes, as notagoes e os
teoremas que serao utilizados nos capitulos seguintes. Alguns teoremas e
proposicoes deste capitulo sao enunciados sem demonstracao, por serem
resultados secundarios desta dissertacdo e amplamente estudados na
literatura. Adotamos, como referéncia para este capitulo, as obras
(KOSTRIKIN; MANIN, 1989), (HIRSCH; SMALE, 1974) e (ATIYAH,
1969).

Polinomios

Nesta se¢ao, sdo definidos polindmios, resultante e discriminante. Ademais, o
Teorema Fundamental da Algebra (Teorema 1.1.4) e a Proposigao 1.1.3 sao
apresentados. O Lema 1.1.8 e Corolario 1.1.9 sao os resultados mais

importantes desta secao.

Chama-se de polinémio sobre C em uma indeterminada X a uma expressao
formal P(X) = a, X" + a, 1 X" ' +... + a1 X + ag, em que a; € C e n € N. Os niimeros

nulo, o nimero natural n serd o grau do polinémio P(X).

Denotamos por C[X] o conjunto de todos os polindmios sobre C em uma

indeterminada X.

As operagoes de adi¢ao + e multiplicagao - em C[X] sdo definidas de forma usual,
a saber: dados P(X) = a, X"+ a, 1 X" 1 +.. .+ a1 X +age Q(X) =0, X"+b, | X" 1+

...+ 01 X + by elementos de C[X], definimos

(2

P(X) - Q(X) =) qa", emquec,= > aby.
k

itj=k

16

,a, X", os termos; o
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Se P e @ sao polindémios nao-nulos, entao grau(PQ) = grau(P) + grau(Q).

Proposicao 1.1.1 (Divisao Euclidiana) Sejam P(X) e S(X) polinomios na
indeterminada X, com coeficientes complexos, e S(X) # 0. Entao, existe um tunico
polinomio Q(X) tal que P(X) — Q(X)S(X) € 0 ou de grau menor do que o grau do

polinémio S(X).

Demonstragao: Se P(X) for identicamente nulo, a proposigao é evidentemente valida.

Caso contrario, procedemos por indugao sobre o grau de P(X). O que conclui a prova. m

Da Divisao Euclidiana, resultam as Proposi¢oes 1.1.2 e 1.1.3. Para uma
demonstracao dessas proposigoes, o leitor podera consultar (GARCIA; LEQUAIN, 2013,
Secao 1.3) e (ZAPATA, 2019, p. 26).

Proposicao 1.1.2 Seja Z wm conjunto nao-vazio de polinomios sobre C, em uma
indeterminada. Se I ¢é fechado com respeito a subtracao e satisfaz a condigio “ se um
polinomio P pertence a I, entao todos os maultiplos de P pertencem a Z7, entao T
consiste de todos os multiplos de algum polinomio @, unicamente determinado salvo de

uma multiplicacdo por uma constante.

Sejam  P(X) e Q(X) polinomios na indeterminada X, com coeficientes
complexos. Diz-se que Q(X) divide P(X) se, e somente se, existe um polindémio S(X)
tal que P(X)=Q(X)-S(X). Os polindmios P(X) e Q(X) serdao denominados
coprimos, se nao existir um polindmio nao constante R(X) que os divida

simultaneamente.

O Lema 1.1.8 fornece uma condicao suficiente e necessaria para que dois polindmios

sejam coprimos. A proxima Proposicao 1.1.3 sera 1util para demonstrar esse Lema.

Proposigao 1.1.3 Sejam P(X) e Q(X) em C[X] dois polindmios coprimos. Entao,
existem polinomios U(X) e V(X)) € C[X] tais que

P(X)-U(X)+Q(X) V(X) = 1.

Seja P(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ap um polindémio com coeficientes
complexos. Definimos a derivada P'(X) de P(X) por P'(X) = 0, quando n = 0 e, em
geral, por

P(X)=na, X"+ (n—1Da, 1 X" >+ ... +2a:X +a.

Um ntimero complexo r é dito raiz de um polindomio P(X) € C[X] se, somente

se, P(r) = 0. Diz-se que r é uma raiz de multiplicidade m > 1 do polinémio P € C[X]
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se P(X)=(X —r)"-Q(X) e Q(r) # 0, em que Q(X) € C[X]. Uma raiz serd simples

quando sua multiplicidade for igual a 1.

Em matematica, a existéncia de certos objetos é garantida por alguns teoremas,
chamados teoremas de existéncia, que nao necessariamente exibem ou mostram como se
constroem tais objetos matematicos. Esse é o caso do Teorema Fundamental da Algebra
que assegura a existéncia de raiz complexa de polindmios em uma indeterminada cujos

coeficientes sdo niimeros complexos.

Teorema 1.1.4 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio de graun > 1

em uma indeterminada, com coeficientes complexos, possui pelo menos uma raiz complexa.

Uma consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra, no contexto das matrizes
diagonalizaveis, ¢ que toda matriz quadrada com entradas complexas possui ao menos um

autovalor.

Sejam P(X) e Q(X) em C[X] dois polinémios nao-nulos. A resultante res(P, Q)
¢é dada pelo produto

rau de raude P
P8 Q. ¢ . H

z,y € C, P(x)=Q(y)=0

(z —v)

em que p e ¢q sdo os coeficientes lideres, respectivamente, dos polindmios P(X) e Q(X).

Havendo raizes multiplas, os fatores serao repetidos de acordo com suas multiplicidades.

Exemplo 1.1.5 Consideremos os polinomios P(X) = aX?+bX +c e Q(X) = 2aX +b.

—b+Vb%2—4ac e —b—+/b%2—4ac
2a 2a :

O coeficiente lider de P(X) € a, seu grau € 2 e as suas raizes sao

Ja o polinomio Q(X) tem coeficiente lider 2a, grau 1 e raiz 2—5 Dai, a resultante

b VI B\ [—b— VP b
res(P,Q) = a'-(2a)- ( - > dac 2@) < 4ac )

2a 24
= —a-(b* — 4ac).

Defini¢ao 1.1.6 O discriminante A(P) de um polinémio nao-nulo P(X) = a, X" +
A X"V 4+ X +ag é dado por

1)
A(P) = (Gl -res(P, P'),
em que res(P, P') € a resultante do polinomio P e da sua derivada P’.

Considere, por exemplo, o polinémio P(X) = X™ — 1, com coeficiente lider 1 e de

grau n > 1. As suas raizes sdo as n-ésimas raizes da unidade
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e = cos <W> + 7 sen <W>, em que k=0,1,...,n—1 e i é a unidade imaginaria.
n n

A sua derivada P'(X) = nX""! é um polindémio de grau n — 1, com coeficiente lider n.

A raiz de P'(X) =nX""! é 0. Assim, o discriminante do polindmio é

n(n—1)
2

n—1 )

A(P) — (_1) . 1n—1 . nn . H 621:1771
k=0

n", se n —1 ou n — 2 é divisivel por 4;

—n'", caso contrario.

Observacgao 1.1.7 Note que o discriminante A(P) é um polinomio cujas indeterminadas
sao os coeficientes do polinomio P. De fato, o discriminante A(P) é dado por somas e
produtos das raizes do polinomio P e de sua derivada P'. Por sua vez, tanto as raizes
do polinémio P quanto as de sua derivada P’ estao relacionadas com os coeficientes de
P, também por meio de somas e produtos. O Exemplo 1.1.5 nos mostra claramente que o
discriminante do polinomio P(X) = aX? 4+ bX + ¢ é o polinémio

2(2—1)

A(P) = Q(A, B,C) = (_1)142 C(“A)(B? — 4AC) = B? — 4AC,

cujas indeterminadas A, B e C' sao os coeficientes do polinomio P.

Lema 1.1.8 Sejam P(X) e Q(X) em C[X] dois polinémios nao constantes. Entao, a

resultante res(P, Q) € diferente de 0 se, e somente se, P(X) e Q(X) sao coprimos.

Demonstragao: Se os polinémios P(X) e Q(X) tiverem um divisor comum; entao, eles
possuiriam uma raiz comum em C e, por conseguinte, res(P, ) = 0. Reciprocamente,
suponha que os polinémios P(X) e Q(X) sejam coprimos. Da Proposicao 1.1.3, ha dois
polinémios U(X) e V(X) € C[X] de modo que P(X)-U(X)+ Q(X) - V(X) = 1. Dessa
identidade, infere-se que os polindémios P(X),Q(X) € C[X] ndo apresentam nenhuma

raiz em comum e, portanto, res(P, Q) # 0. O que conclui a demonstragao do lema. [

Uma consequéncia natural do Lema 1.1.8 é o seguinte corolario.

Corolario 1.1.9 Um polinomio P(X) € C[X] possui sé raizes simples se, somente se,

A(P) £ 0.

Demonstracao: O polinémio P(X) terd somente raizes simples se, e somente se, for
coprimo com a sua derivada P'(X). Aplicando o Lema 1.1.8, chega-se ao resultado

desejado. [
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Chamamos de polinomio sobre C em n indeterminadas X4,...,X, a uma
expressao formal
_ i1 i
P(Xl,...,Xn) = Z ail._,inXl Xnn,
0<i1<r
0<in<rn
em que a;. ; € C e osry,...r, sdo inteiros nao negativos. Cada termo X' ... X5" é
denominado monémio e o seu grau é dado por i; + ... + i,. Define-se o grau de um
polindomio em n indeterminadas como o maior dos graus de seus monomios nao-nulos. Um

polinémio ¢é dito homogéneo de grau m se todos os seus monémios tém grau m.

Dado um polinémio P(Xy,...,X,) sobre C nas n indeterminadas Xi,...,X,, a
soma dos seus monomios de grau m ¢ um polinébmio homogéneo de grau m nomeado
componente homogénea de grau m do polindémio. Logo, todo polindmio é a soma
de polinomios homogéneos de graus dois a dois distintos, porque ele é a soma das suas

componentes homogéneas.

Por exemplo, consideremos o polinémio
P(X1, X5, X3) =6 —5X; — 2Xo 4+ X3 — 3X5 +5X5 X5 + 8X7 Xy — TX3 X, X

Esse polindémio é de grau 4 e suas componentes homogéneas sao: de grau zero, 6; de grau
1, =5X; — 2X, + X3; de grau 3, 5X, X2 e de grau 4, 8X7 Xy, — TX7 X, X3.

Denotamos por C[X7,..., X,] o conjunto de todos os polindmios sobre C nas n

indeterminadas Xy,...,X,,.

Seja P(Xi,...,X,) um polinémio sobre C nas n indeterminadas Xi,...,X,. O

conjunto dos zeros do polinémio P é definido por

Z(P)=A{(ay,...,a,) €C": P(a,...,a,) =0}.

1.2 Matrizes

Nesta secao, sao introduzidas as matrizes, o seu polinomio caracteristico, os
autovalores e autovetores. A diagonalizacao de matrizes também é tratada. O
Lema 1.2.3 e o Teorema da Decomposicao de Schur (Teorema 1.2.5) sdo os

fatos principais desta secao.

Consideram-se os subconjuntos de nimeros naturais I = {1,2,...,m} e J =
{1,2,...,n}. Uma matriz complexa m-por-n é uma funcao f : I x J — C. As imagens
de f sao chamadas de entradas da matriz e sdo dispostas em um arranjo retangular de

m linhas e n colunas, de modo que a imagem f(4,j) = a;; se localize na intersecao da
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1-ésima linha com a j-ésima coluna

ay;p a2 ... Qin
921 929 ... Qop
Am1 Am2 ... Omn
O vetor (a1, a,...,a;,) € C" é o i-ésimo wetor-linha da matriz e o vetor
(a1, asj, ..., am;) € C™ é o j-ésimo vetor-coluna da matriz.
Uma matriz
ayr a1 ... QAip
21 Q929 ... Q9pn
A=
Ap1 Ap2 ... QApp

com n linhas e n colunas é chamada matriz quadrada de ordem n e as entradas
a1, ao, . .., 0y, constituem a sua diagonal principal. As matrizes quadradas, cujas

entradas fora da diagonal principal sao todas zero, sao chamadas de matrizes diagonais.

Outro tipo especial de matrizes de ordem n sdo as matrizes triangulares. Uma
matriz quadrada é matriz triangular superior se todas as suas entradas abaixo da
diagonal principal sdo zero e, matriz triangular inferior, quando todas as suas

entradas acima da diagonal principal sao zero.

Nosso estudo se focard nas matrizes quadradas. Denotamos por M,,(C) o conjunto

das matrizes quadradas de ordem n, cujas entradas sao nimeros complexos.

Com o intuito de tornar o texto autocontido, apresentaremos, a partir desse ponto,

defini¢des de matrizes invertivel, inversa, transposta, diagonalizavel e conjugada.

Uma matriz A € M,(C) é invertivel se existir uma matriz A~!, chamada a
inversa de A, tal que A- A™' = I, em que I representa a matriz identidade (matriz
diagonal em que todas as entradas da diagonal principal sdo iguais a 1). E bem
conhecido que uma matriz serda invertivel se, somente se, o seu determinante for
nao-nulo ou, equivalentemente, os seus vetores colunas formam um conjunto linearmente

independente.
Denotaremos por GL,(C) o conjunto das matrizes invertiveis de ordem n, cujas

entradas sao nimeros complexos. O determinante de uma matriz A serd indicado por

a;y a2 ... QAip

21 Q929 ... QA9pn

Ap1 Ap2 ... QApp
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ou, abreviadamente, por det(A).

Uma matriz A € M, (C) é dita diagonalizdvel se existe uma matriz invertivel
C € GL,(C) tal que D = C~'AC, em que D é uma matriz diagonal. Dizemos, nesse caso,

que C' diagonaliza A.

Seja A = [aij]mxn uma matriz. Chamamos de matriz transposta de A a matriz
A" = [aji]nxm, na qual as linhas dessa sdo as colunas daquela e vice-versa. O conjugado
de um ntimero complexo z = z +yi é Z = x — yi, e seu valor absoluto é |z| = /22 + 12,
em que 7,y € R e i é a unidade imagindria. A matriz conjugada A = [ai;]mxn de
A é obtida pela substituicdo dos niimeros complexos, das entradas da matriz A, pelos

respectivos conjugados.

Uma matriz quadrada A € M, (C) que verifica A~' = A? é intitulada unitdria. No
final desta segdo, demonstraremos o Teorema da Decomposigao de Schur (Teorema 1.2.5).
Esse teorema afirma que toda matriz M € M, (C) pode ser escrita como M = QT'Q™,

em que () é uma matriz unitaria e 7' é uma matriz triangular superior.

Exporemos, agora, alguns conceitos bésicos de Algebra Linear, pois esses

permitirao um melhor entendimento dos resultados desta secao.

Um espacgo vetorial V sobre o corpo K = R ou C é um conjunto em que seus
elementos (vetores) podem ser somados e multiplicados por elementos do corpo K
(escalares). Essas operacoes devem gozar das propriedades, para adigdo +, a saber,
fechamento (4 + v € V), associatividade ((¢ + v) + @ = @ + (U + @)), comutatividade
(i + ¥ = ¥ + 1), elemento neutro (existe 0 € V tal que @ + 0 = 1), inverso aditivo (existe
—ii € V tal que @ + (=) = 0); para multiplicacio -, fechamento (a;i € V),
associatividade (aj(agtl) = (ajag)u), distributividade (ay(d + ¥) = @i + a0 e

(a1 + az)t = a1t + agtl), em que @, U, W € V e aj e ay € K.

Seja W um subconjunto nao-vazio de um espago vetorial V. Dizemos que W é um
subespaco vetorial de V quando W, com as operagoes de adi¢ao em V' e de multiplicacao

de vetores de V' por escalares, é um espaco vetorial.

Um subconjunto {uy, v, ...,0,} de um espago vetorial V' é dito linearmente
independente, se a equagao a1v; + asvs +. ..+ a,v, = 0, em que aq,...,a, Sao escalares,

é verificada somente quando a; = as =--- = a, = 0.

Denomina-se de base um subconjunto linearmente independente {3, vs,...,v,}
de um espaco vetorial V' tal que todo vetor @ € V pode ser escrito como @ = a v +
asUs + ... + a,v,. Nesse contexto, diz-se que n é a dimensao de V', ja que cada base de

V' possui o mesmo nuimero cardinal de elementos.

Seja A € M, (C) uma matriz. Dizemos que um vetor nao-nulo ¥ em C" é autovetor

de A se Av = A\, para algum escalar \. O escalar A é chamado de autovalor e o vetor v,
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de autovetor associado a \. Uma condicao necesséaria e suficiente para que A seja um
autovalor de A ¢é \ satisfazer a equagdo caracteristica det(\] — A) = 0. Nomeia-se de

autoespaco de A associado a A o espago-solugao do sistema homogéneo (A — A)v' = 0.

Ao desenvolver o determinante det(A — A), obtemos um polindémio da forma:
PaA) = A"+ et N F e oA 2 A o

denominado polinémio caracteristico de A. Prova-se que o polindmio caracteristico
¢ monico (seu coeficiente lider é igual a 1), com grau numericamente igual & ordem da

matriz A.
Por exemplo, o polinémio caracteristico da matriz
ai; @2 Q13

A= Q21 A22 (23

31 Aaz2 ass

a1l a2 ais
3 2
Pa(X) = X —(a11 +a+ass)\° + (ageass —ag3ase+a11a33 — 13031 +a11022 —A12021)A— | a1 asze  as3

azi1 asz ass

Mais geralmente:

Proposicao 1.2.1 Seja A € M,,(C). Entao, seu polindmio caracteristico é
Py= A" =S\ SN2 — L (—1)"S,,

em que Sy sao polinomios nas entradas da matriz.

Proposicao 1.2.2 Uma matriz A € M,,(C) é diagonalizdvel se, e somente se, possui n

autovetores linearmente independentes.

Demonstragao: Suponhamos que A é diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz
invertivel C € GL,(C) tal que D = C'AC e D é uma matriz diagonal,
equivalentemente,

AC = CD. (1.1)

Denotando os vetores colunas de C por ¢, Gs, . . ., G, € supondo que as entradas da diagonal

de D sejam A1, Mg, ..., A,, 0s membros da equacao (1.1) podem ser expressos por

AC = A& & ... & |=]4a Aa ... AG |=
= CD=| NG X ... M|
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A partir dessas ultimas igualdades, temos
Acy = MG, Acy = MGy ..., AC, = \pCo. (1.2)

Como a matriz C' é invertivel, temos que os seus vetores colunas ¢, ¢cs,...,C, Sao

linearmente independentes, logo nao-nulos. Das igualdades de (1.2), conclui-se que os n

vetores colunas ¢, Gs, . . ., ¢, de C' sdao os autovetores de A.
Reciprocamente, suponha que A possua n autovetores ¢, co,. .., G, linearmente
independentes, com os autovalores associados Ay, A, ..., \,. Fazendo
(j:[gl g - 571}
e denotando a matriz diagonal D, cujas entradas da sua diagonal sao Ai, Ao, ..., Ay,
obtemos
AC = Ala & - & |=|A4a AG - Ag, | =
= [ \@ @ o NG| =CD.

Como os vetores colunas de C' sdo linearmente independentes, concluimos que a matriz

C' ¢é invertivel e, por essa tltima equacao, que D = C~1AC.
Logo, a matriz A é diagonalizavel. n

A demonstracao desse teorema nos ensina como diagonalizar uma matriz
A = [aij]nxn- Os escalares que formam a diagonal principal da matriz diagonal
D = [d;j]nxn sa0 os autovalores da matriz a ser diagonalizada A = [a;j],xn; as colunas da
matriz C' = [¢;]nxn que diagonaliza A (i.e., D = C~'AC) sao os autovetores das bases
dos autoespagos de A = [a;j]nxn. Mais do que isso, ela diz que uma matriz é
diagonalizavel se, e somente se, a multiplicidade de cada um de seus autovalores como
raiz do polinomio caracteristico coincide com a dimensao do autoespaco correspondente

(i.e., as multiplicidades algébrica e geométrica de cada autovalor coincidem).

Por exemplo, considera-se a matriz

00 -2
A=11 2 1
1 0 3
Apbs calcular o determinante
A0 -2
1 A—2 1 =0,
1 0 A—3

fatorar o polindmio caracteristico e iguala-lo a zero, tem-se a equagao caracteristica

(A—=2)’(A—1) =0.
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Portanto, obtém-se os autovalores A = 2 e A = 1 da matriz A. Logo, a matriz A possui

dois autoespacos.

Por definicao,

8
I
8
(Y]

é um autovetor de A se, e somente se, £ é um solugao nao trivial de (\I — A)Z = 0 ou,

em termos de matrizes,

A 0 -2 T
1 A=2 1 ||z |=0. (1.3)
1 0 A—3 T3
Resolvendo o sistema (1.3) para o caso A = 2, resulta 1 = —a, 1o = b e 3 = a.
Os autovetores associados a A = 2 sao da forma
—a —a 0 —1 0
b |=] 0 [|+|b|=a| 0O |+D]|1
a a 0 1 0
Observa-se que os autovetores
-1 0
0 e 1
1 0

sao linearmente independentes e, entao, formam uma base para o autoespaco associado a

A=2.

Resolvendo o sistema (1.3) para o caso A = 1, chega-se a x; = —2a, 2 = a e

r3 = a. O autovetor associado a A = 1 é da forma

—2q | [ 2
a =a 1
a 1
Donde, o autovetor ) )
—2
1
1

¢é a base do autoespaco associado a A = 1.

Assim, as colunas da matriz C', que diagonaliza a matriz A, sdo os autovetores das
bases dos autoespacos da matriz A
-1 0 =2
C= 0 1 1
1 0 1
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Verifica-se que

1 0 2 00 —2 -1 0 =2 2.0 0
cltAac=|1 1 1 1 2 1 01 1 |=]020|=D
-1 0 -1 1 0 3 1 0 1 00 1

A diagonal da matriz diagonal D é formada pelos autovalores da matriz A. Nao
importa a ordem das colunas da matriz C', essa afeta somente a ordem dos autovalores

da matriz diagonal D.

Os procedimentos realizados acima foram descritos, em detalhes, com o intuito de
que o leitor pudesse compreender o procedimento de diagonalizacao de uma matriz. O

Lema 1.2.3 a seguir exibe uma condicao suficiente para uma matriz ser diagonalizavel.

Lema 1.2.3 Seja M € M, (C) uma matriz. Se o seu polinomio caracteristico Py possui

somente raizes simples, entdo M ¢é diagonalizdvel.

Demonstracao: Pela hipotese, pelo Teorema Fundamental da Algebra (Teorema 1.1.4) e
pela Divisao Euclidiana (Proposigao 1.1.1), o polindmio caracteristico Py, possui n raizes
distintas A1, ..., \,.

A luz da Proposicao 1.2.2, basta mostrar que se M v, = \vy,..., Mv, = \,U, com
U1, ..., U, ndo-nulos e Ay, ..., \, distintos, entdo {1, ...,7,} é linearmente independente.
Provamos isso por inducao sobre n. Se n = 1, o resultado é evidente. Reordenando os
vetores, se necessario, podemos supor que {1, ..., %, 1 } sdo linearmente independentes e

consideremos o caso de n vetores.

Multiplicando por M ambos os membros da equagao
a0y + asty + -+ - + ant, = 0, (1.4)
obtemos a; M@, + ay My + ... + a, M¥, = 0. Ora, Mv; = \;U;. Assim,
A\ 01 + Aoy + . .. + ap A, 0, = 0.
Por outro lado, multiplicando por A, os membros de (1.4), resulta
ATt + AT + ...+ ap\, T, = 0.
Subtraindo essas duas ultimas equacoes, concluimos que

a1<)\1 — )\n>’l71 + 0/2()\2 — >\n)772 4+ ...+ anfl()\nfl — )\n)ﬁnfl = 6

Do fato de A\; — A\, # 0 para todo 1 < i < n — 1, a hipétese de inducao assegura
que a; = 0 para 1 < i < n — 1. Substituindo em (1.4), obtém-se a, %, = 0. Logo, a, = 0,

porque v, # 0. Portanto, os autovetores v71,. . .,v, sao linearmente independentes. [
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Neste momento, serao introduzidos os conceitos de produto interno e
ortonormalidade em C". Esses conceitos serdo empregados em apenas na Proposicao
1.2.4 e no Teorema da Decomposicao de Schur a seguir.

Sejam os vetores 4 = (uy,us,...,u,) € U = (v1,v9,...,v,) de C". Definimos o
n

produto interno (canénico) em C" por (d,0) = > u;v;, em que 0s U; = x; — iy,
=1
sao os conjugados dos numeros complexos v; = x; + iy; ¢ ¢ ¢ a unidade imaginaria. Um

conjunto de vetores {¥, U, - - - , U} € dito ortonormal quando o produto interno (%, ¥;)

de dois quaisquer de seus vetores for igual a 1, caso i = j, ou a 0, se ¢ # j.

Proposicao 1.2.4 (Processo de Ortonormalizacdo de Gram-Schmidt) Dada
uma base {Wy, W, ..., W} de um subespaco W de C". Entao, existe uma base

{V}, Vo, ..., Vk} de W que é ortonormal e tal que o subespaco gerado por {‘71, Vg, « - ,Vk}

¢ igual ao subespago gerado por {W, Wy, . .., w}.

Demonstracao: Procederemos por induc¢dao. Tomando inicialmente o, = w; e
— 171 pd . . - —

Vi = ———. E imediato que w; e V; geram um mesmo subespago. Suponha que os

</l717 271>
subespagos gerados por {wi, ..., W1} e por {‘71, Vo, ... Vk_l} coincidem e (\7“ V]) =0,

para cada i e 1 <17 < j < k. Definimos

k—1 <'Ll7k,'l7>
— — J/ -
Vi = W — E - 5. V5.
= (T, ) !

.

Dai, (vg, V) =0, paral < j < k — 1. Além disso, v, # 0, porque o vetor ¥, nao pertence

ao subespaco gerado por {\71, Va, ... ,Vk_l}. Fazendo V, = — % __ ¢ observando que
V(U T)

U}, pertence ao subespaco gerado por {171, ‘72, e ,Vk_l, Wy}, 0 qual é o mesmo gerado por

{\71, Vo, ..., Veiy, Vk}, concluimos que {171, Vo, ..., Vk} ¢ uma base ortonormal de W e gera

o mesmo subespago que {wy, W, . .., W}. [

Teorema 1.2.5 (Teorema da Decomposi¢iao de Schur) Toda matriz M € M,(C)
pode ser escrita como M = QTQ™", em que Q é uma matriz unitiria e T é uma matriz

triangular superior.

Demonstracao: O resultado é evidente se n = 1. Suporemos que o resultado seja
verdadeiro para matrizes (n — 1)-por-(n — 1) e provaremos que ele é verdadeiro para

matrizes n por n.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra (Teorema 1.1.4) a matriz M possui um
autovalor \; € C. Isto significa que existem autovetores associados a A;. Seja ‘71 um

autovetor de norma igual a 1 associado a A;. Sejam V5, --- V,, vetores tais que
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{XZ,...,Vn} ¢ uma base ortonormal de C™ (isto pode ser conseguido aplicando-se o

processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt a uma base de C" que contenha ‘71,

conforme a Proposi¢ao 1.2.4). Considere @)1 = { 171 Vn } Como MVl = )\1171 e
M Vg, e, M Vn sao combinagoes lineares de \71, cee Vn, obtemos
em que

A Py

0

P =
| N
0

Em virtude de estarmos supondo o resultado verdadeiro para matrizes (n — 1) por
n — 1), existe matriz unitaria ()2 e uma matriz triangular superior 75, ambas (n — 1) por
(n — 1), tais que N = QQTQQ_Qt.

—

Considere-se

@2

Seja @ = Q1Q3. A matriz ) é unitaria e pela equagao (1.5), temos:

A | PaQs
MQ = (MQ,)Qs = Q1 PQ3 =Q .
( 1) 3 1 3 1 : NQ2
0
Oraa NQQ = Q2T2 €, pOiS7
110 -0 A1 | Py@Qo A | Qo
Mo=q | " " 00| " —QT,  (16)
] @ CINQe | T Ny | T
0 0 0
em que
A | PQs
0
T: .
| NQ2
0

Multiplicando-se os membros das igualdades (1.6) por Q!, concluimos que M = QTQ". m



2.1

Topologia

“A Topologia surgiu no século vinte como um tema que unifica quase toda a
matemdtica, um tanto como a filosofia procura coordenar todo o conhecimento.
Por causa de seu primitivismo, a topologia estd na base de uma parte muito

grande da matemdtica, conferindo-lhe uma inesperada coesdo”.

Carl B. Boyer

Neste capitulo, o problema das matrizes diagonalizdveis é estudado sob o
enfoque da Topologia. Para atingir esse proposito, sao desenvolvidas
inicialmente as nogoes de espago topologico, fungoes continuas e densidade,
na Secao 2.1. Posteriormente, na Se¢ao 2.2, sdo expostas duas demonstragoes

para a densidade das matrizes diagonalizaveis, Teoremas 2.2.4 e 2.2.6.

Espacos Topolégicos e Funcées Continuas

Nesta secao, sao introduzidos os conceitos de espago topoldgico, de fungao
continua e de densidade. A topologia usual e a métrica do xadrez em R" sao
também estudadas. Essa métrica foi escolhida; em virtude de as “bolas”,
normalmente estudadas nos cursos de Calculo, possuirem a forma de blocos
retangulares. Utilizou-se, como referéncia para essa secdo, a obra
(MUNKRES, 2000).

29

Uma topologia num conjunto X ¢é uma familia 7 de subconjuntos de X,

denominados de abertos (concernente a topologia 7), que satisfaz as condigbes:

1.

a uniao de uma familia arbitraria de abertos é um aberto;

2. a intersecao de uma familia finita de abertos é um aberto.

Em particular, os conjuntos () e X sdo membros de 7. O par (X, 7) é chamado de espaco

topologico.

cartesiano HSi como o conjunto de todas énuplas ordenadas (x,...

Definiremos agora a topologia usual no espago euclidiano R™.

Sejam Si,...,S, conjuntos e n um numero natural. Definimos o produto
n

i=1

,Tp) tais que



Capitulo 2. Topologia 30

T; € SZ', ’[.6,,
HSZZS:[ X oo, XSn:{(l'l,,iEn) 1'165’7,}
i=1

Um bloco retangular n-dimensional é um subconjunto B de R™ (n > 1) que

é ou vazio, ou da forma:

n

B = H]ai,bi[ = Jay,b1[X ... X]ay,, by,

i=1
em que a;, b; € R, a; < b; parai=1,2,...,n.

Consideremos X = R". Definimos a seguinte topologia 7: um subconjunto A de R”
serd um aberto se for vazio ou se, para todo ponto x = (x1, ..., z,) de A, existir um bloco
retangular B n-dimensional que possua o ponto x e esteja contido em A. Essa topologia

7 ¢ denominada topologia usual ou euclidiana em R".
Verifiquemos que a familia 7 satisfaz as condi¢des de topologia.
E imediato que o conjunto vazio e o préoprio R™ pertencem a familia 7.

1. Com efeito, tomando um ponto a € Ay e Aj € 7, para algum indice j' de

um conjunto de indices arbitrario J, existe um bloco retangular n-dimensional Bj/, com
a€ By CAy C A Assim, [ J Aj e
jeJ jeJ

2. Dado um ponto a € (A; N...N A), em que k é um inteiro positivo. Como
Aq,..., Ay € 7, existem blocos retangulares n-dimensional Bi,..., B, tais que
a€ By CA, ...,a € B, C A,. Tomemos o bloco n-dimensional B = By N ... N By,
porque a intersecao finita de blocos nao disjuntos é sempre um bloco. Assim, temos
a€BC(AN...NA). Logo, (AiN...NA) €.

Acontece que a topologia usual em R"™ pode ser descrita em termos da norma do

méximo. De fato, seja x = (z1,...,2,) um ponto de R"”, chamamos norma do mdximo
a funcao || - || : R — R dada por

llz|| = max{|z1|, ..., |z.|}
O bloco n-dimensional B =]y, — ry1 + r[x...X|ys, — 1y, — 7[, em que
y=(y1,...,yn) €ER™ e r é um numero real positivo, pode ser expresso por

B={zxeR":|y—z| <r}.
O proximo exemplo sera utilizado na demonstragao do Lema 3.2.2.

Exemplo 2.1.1 Seja x um ponto de R"™. O conjunto R™ — {x} € um aberto com respeito

a topologia usual em R™. Em particular, R™ — {0} é um aberto.

Provaremos por indugao sobre n. Para n = 1, dado um ponto y € R — {x}, toma-se o
intervalo |a,b[ C R tal que y € Ja,b[ e a < b < x (da mesma forma para x < a < b). Logo,
por construcao, y € Ja,b[ C R — {x} e, portanto, R — {z} é aberto.



Capitulo 2. Topologia 31

Supanhamos, por hipdtese de indugao, que seja valido para n — 1 e demonstremos
que o conjunto R” — {z} é um aberto, em que x = (zy,...,2,) € R". Dado um ponto
y= (Y1, ,Yn-1,yn) € R" — {x}. Pela hipdtese de inducao, existe um bloco retangular
n — l-dimensional B’ =]ay, bi[X ... X]a,_1,b,_1[ que contém o ponto ¢ = (Y1, .., Yn_1)
exy ¢ la,bif,..., 201 ¢]an_1,b,_1[. Por um argumento andlogo ao caso n = 1, existe
um intervalo |a,, b,| tal que vy, € Ja,,b,[C R — {z,}. Portanto, o bloco n-dimensional
B =lay, bi[x ... x]a,b,| contém o ponto y = (y1,...,Yn_1,Yn) €, POr construcio, esta
contido em R" — {z}. Logo, pelo Principio da Inducao Finita, o conjunto R™ — {z} é

aberto com respeito a topologia usual em R", para todo inteiro positivo n.

Considera-se uma funcao f : X — Y. A imagem inversa de um subconjunto
S de Y é definida por
1S ={recX: f(x)cS}

Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) espagos topolégicos. Uma funcao f : (X, 7x) — (Y, 7y)
¢ denominada continua, quando a imagem inversa de todo aberto de Y, com respeito
a topologia 7y, for um aberto de X, concernente a topologia 7x. Essa definicao abstrai
a ideia intuitiva de que para cada ponto xy em X fixado: a funcao f(z) pode assumir
valores tao proximos de f(zg) quanto se queira, desde que o valor de z seja escolhido
suficientemente préximo de zy. No caso em que X = R" e Y = R, isso se traduz em: para
cada numero real € > 0, existe um correspondente § > 0 tal que, para qualquer x em X
satisfazendo 0 < ||x — zo|| < d vale que |f(x) — f(xg)| < e. Para mais detalhes, o leitor
podera consultar (LANG, 2012, p. 25) e (ZAPATA, 2014, aula 5).

Proposicao 2.1.2 Toda fung¢io polinomial f : R" — R € continua, com respeito a

topologia usual de R™ e, respectivamente, de R.

Demonstracao: A ideia principal da demonstracdo é mostrar que a funcao polinomial
f:R* — R, digamos

f(xl,... 7:1:'”) — Z ail.”inxil...xiln7

0<iy<ry
0<in<rn

em que a;, ;, € R e os ry,...,r, sdo inteiros nao negativos, é continua em quatro

passos. O primeiro passo é demonstrar que as fungoes polinomiais mais simples da forma

flxy,...,x,) = b (fungdes constantes), com b € R, sdo continuas. O segundo passo é
provar a Proposi¢do 2.1.2 para fungoes polinomiais da forma f;(zy,...,z,) = x;, para
1 =1,---,n. O terceiro passo é demonstrar que, se f : R” — R e g : R — R sao

fungoes continuas, entdao a soma f(z) + g(z) é uma fungdo continua. O quarto passo é
mostrar que, se f : R — R e g : R — R sao fungdes continuas, entdao o produto

f(x)g(x) é também uma funcdo continua. Dos passos de numeros dois e quatro,
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terfamos que as fungoes da forma 7' - - - z’» seriam continuas, para iy, ..., %, inteiros nao

negativos. Dos passos de numeros um, trés e quatro, concluiriamos que a funcao

polinomial f : R®™ — R é continua, porque é uma soma de fun¢oes continuas da forma

Qjyori, TT -xi{l, em que a;, ;, € Reiq,..., 1, sdo inteiros nao negativos.
Primeiro Passo: A fungio constante f : R" — R dada por f(xy,...,x,) =D,
com b € R, é continua em cada ponto a = (ay,...,a,) € R™.

A fungao constante é continua, porque a desigualdade | f(z)—f(a)| = [b—b| =0 < ¢

¢ valida, para dois pontos quaisquer x e a de R" e cada niimero real € > 0.

Segundo Passo: As funcgoes f; : R" — R dadas por fi(xi,...,x,) = x; sao
continuas em cada ponto a = (ay,...,a,) € R, parai=1,... n.
Com efeito, notemos que |fi(z) — fi(a)| < ||x; — a;|, para i = 1,...,n. Dai, para

cada numero real £ > 0, existe um correspondente 0 < 0 < ¢ tal que, para todo x em R"
satisfazendo 0 < ||z — al| < § vale que |fi(z) — fi(a)| < ||z — ai]| < e.

Terceiro Passo: Provemos que, se f : R" — R e g : R — R sdo fungoes
continuas, entio a fungio f + g : R® — R definida por (f + g)(z) = f(x) + g(x) €

continua em todo ponto a = (ai,...,a,) € R".

De fato, como f e g s@o fungdes continuas, existem d; > 0 e dy > 0 tais que
|f(z) — f(a)] < §, para cada x em R" satisfazendo 0 < ||z — al| < 4y, e |g(z) — g(a)| < 5,
para cada z em R" satisfazendo 0 < ||z — a|| < d5. Portanto, se § = min{d;,d2}, entdo

d > 0 e a concomitancia das condigoes x em R" e 0 < ||z — al| < 0 implica

((f +9) (@) = (f +9)(a)] = [(f(x) = f(a)) + (9(z) — g(a))]

< 1f@) = f@] +19(x) — gla)] < 5+ 5 ==

Quarto Passo: Demonstremos que, se f : R" — R e g : R — R sdo funcoes
continuas, entio a fungio fg: R™ — R definida por fg(x) = f(x)g(x), € continua em
todo ponto a = (ay,...,a,) € R™,

Realmente, da desigualdade triangular, tém-se
[f(2)g(x) — f(a)g(a)| = [(f(x) — f(a) - (9(z) —g(a)) + f(a) - (9(x) — g(a)) + g(a) - (f(x) — f(a))]
< |[f(@) = fla)l - |g(x) — g(a)| + [f(a)] - [9(z) — g(a)[ +|g(a)| - |f(z) = f(a)].

Logo, para cada nimero real ¢ > 0, a fim de que seja |f(z)g(x) — f(a)g(a)| < € para todo
x em R"™ préximo ao ponto a = (ai,---a,) € R", é suficiente que tenhamos cada uma das
parcelas | f(x) = f(a)| - lg(x) — g(a)l, |f(a)]-|g(x) —g(a)], [g(a)[-|f(z) — f(a)| menor que §. Para
tanto, basta que tenhamos |f(z) — f(a)| < \/5, l9(z) — g(a)l < \/5, 1f(z) = f(a)| < gciyrrr @
lg(x)—g(a)] < W. Em sintese, é suficiente que se tenha | f(z)— f(a)| < mm{\/g, W} e
lg(x) —g(a)| < mm{\/g, W} Fazendo 1 = mm{\/g, W} eeg = mm{\/g, W},
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temos €1 > 0 e €2 > 0, e, pela continuidade das fungoes f e g provada no primeiro paragrafo,
existem 0; > 0 e d2 > 0 tais que |f(xz) — f(a)| < e1, para cada x em R" satisfazendo 0 <
|z —al| < d1, e |g(x) —g(a)| < e2, para cada z em R™ satisfazendo 0 < ||z — a|| < d2. Portanto,
se 0 = min{dy,d2}, entdo 6 > 0 e a concomitancia das condigdes x em R" e 0 < ||z —al < §

implica, a0 mesmo tempo, |f(z) — f(a)| < e1 e |g(z) — g(a)| < €2, como necessério. ]

Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que um conjunto D é denso em X se
todo conjunto aberto tiver algum elemento de D. Em particular, na topologia usual em
R", um conjunto D serd denso se todo bloco retangular n-dimensional possuir algum

elemento de D.

O conjunto Q dos ntimeros racionais ¢ denso em R, com a topologia usual. Ora,
todo intervalo aberto da reta contém um ntmero racional e os blocos retangulares 1-

dimensional em R sdo exatamente os intervalos abertos.

2.2 O Conjunto das Matrizes Diagonalizaveis é Denso

Nesta se¢ao, apresentaremos duas demonstracoes da densidade do conjunto
das matrizes diagonalizaveis. A primeira se assenta numa perspectiva
matricial, na qual sdo empregados o Lema 2.2.2 ¢ o Teorema 1.2.5 (Teorema
da Decomposi¢ao de Schur). A segunda se fundamenta numa perspectiva
algébrica, mais especificamente, no estudo de polindmios. Essas diferentes
abordagens ilustram que a densidade das matrizes diagonalizdveis nao

depende das métricas adotadas, mas tao somente da topologia.

Podemos facilmente introduzir uma topologia 71 no conjunto das matrizes M, (C),
de modo que o espaco topolégico (M, (C), ) terd a mesma estrutura de R*"* com a

topologia usual.

Observacgao 2.2.1 Consideremos a bije¢cio ¢ : M,(C) — R2"* que associa a cada

matriz

T11 Wi .. Tin T Win

Tor +1iY21 ... Ton + Y2,

xnl—i_iynl Inn—i_lynn X
o elemento
(:L’H,...,xln,xm,...,xgn,...,:L‘nl,...,xnn,yn,...,yln,yzl,...,ygn,...,ynl,...,ym).

Um subconjunto de matrizes serd aberto se, e somente se, a sua imagem pela funcao
¢1 o for. Em simbolos,
n ={AC M,(C): ¢(A) €T}
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Analogamente, insere-se em C™ a topologia o = {A C C" : ¢o(A) € T}, em que a
funcao
¢2 C"— RZn

¢ dada por

(1 4 1y1, o + Y2, -« o, T + 1Yn) — (T1,Y1, T2, Y2, - -+, Ty Yn ),
em que i € a unidade imagindria. Um subconjunto de C" serd aberto se, e somente se, a
sua imagem pela funcao ¢o o for.

Nesta segao, serdo usadas as topologias T € Ty, respectivamente, em M, (C)e C".

Considere o espaco vetorial M, (C) das matrizes de ordem n sobre o corpo C, com
as operagoes usuais de adi¢do de matrizes e produto por escalar. Seja || - || : M,(C) —

[0, +00) a funcao definida por

||AH = maXl§i§n|aij|7
1<j<n

para cada matriz A = [a;;] € M,,(C). Essa fungao ¢ denominada norma do mdzimo e

possui a seguinte propriedade.

Lema 2.2.2 Para quaisquer matrizes A, B € M,(C), vale:
|AB|| < n- || Al - [|B]].

Em particular, ||P~'AP — P7'AoP|| < n? - ||P||* - ||[A — Ao||, em que P é uma matriz
unitdria (P~ = P') e A, Ay € M,(C).

Demonstracgao: Pelas defini¢des de multiplicacao de matrizes e da norma do maximo, e

da desigualdade triangular do médulo de um ntimero complexo, temos

|AB|| = maX1§i§n|ai1 by + aig - boj + -+ Qg - byl
1<j<n
< maxycio,|ain - byl +maxg oo, (@i - baj| + - A maxy i @i - by
1Zj<n 1Zj<n 1<j<n
< n-|lA]l- B,

em que na ultima desigualdade usamos que ||A| > Jai;| e ||B|| > |bij| para todo
1<i, j<n.

Passemos a provar o caso particular da propriedade da norma do méaximo. Da

propriedade distributiva a direita e a esquerda das matrizes, temos que

|P7'AP — P71 AgP|| = |[P7 (A — Ao)P||.
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Aplicando duas vezes a propriedade da norma do maximo, no segundo membro dessa

ultima igualdade, obtém-se
|PIAP — PUAGP| < - [P [Pl 4 - Ayl
Como ||P!|| = ||P|| e a matriz P é unitaria, ou seja, P~' = P*, concluimos que
[PLAP — P AP < - [|PI - A~ Al

O que termina a demonstracao do lema. n

Observacgao 2.2.3 Dados quaisquer matriz M = [m;;] € M,(C) e nimero real ¢ > 0,
desejamos exibir, na demonstragio do Teorema 2.2.4, uma matriz N = [n;;] € M,(C)
diagonalizdavel tal que max,<;<, |mi; — nij| < €. Para esse proposito, serd introduzida a
1<j<n

topologia induzida pela norma do mdzimo em M,(C).

Sejam (M, (C),||-1]) o espago das matrizes, munido com a norma do mdximo, uma
matriz M e um numero real r > 0. Define-se uma bola aberta de centro em M e raio r
como o conjunto B(M,r) de todas as matrizes N de M, (C) tais que ||[N — M| < r. Ou

seja,

B(M,r)={N € M,(C) : ||[N — M| <r}.

Diz-se que um subconjunto S de M,(C) é aberto se, para toda matriz M € S,

existir uma bola B(M,r) contida em S. A topologia assim definida em M,(C) é

denominada de topologia induzida pela norma do mdximo.

Nesse contexto, demonstremos que essa topologia induzida pela norma do mdrimo
em M, (C) coincide com a topologia usual de R** em M, (C), (Observagio 2.2.1).

Sejam m; = a; + ib; as entradas da matriz M € M,(C) e n; = ¢; +id; as
entradas da matriz N € M, (C), em que a;, b;, ¢; e d; sdo nimeros reais, i a unidade

imagindria e 1,2,...,n>% Das desigualdades

] =
21| = \/;% < W24 42k < \/Emax{|x1|,...,|xk|}, valida para todo x1,...,xy

numeros reais e para todo inteiro positivo k, temos

d(M,N) =maz{|a; — c1],...,|an2 — cp2|, [b1 — dal, ..., |buz — dp2|} <

< mam{\/(al —c1)?+ (b — d1)2,...,\/(an2 —cp2)? + (b2 — dn2)2} =||M — N||=d(M,N)
<nmazx{|lay —ci],...,|apz — cp2|, |b1 — dil, ..., |by2 — d,2|} =n d(M, N),

em que d (com um abuso de notagio, que € irrelevante neste contexto) é a métrica de R2n’
induzida em M, (C) (por meio da bijegio da Observagio 2.2.1) e d(M,N)=|M — N| € a

métrica induzida pela norma do mdzimo em M, (C). Assim, valem as sequintes desigualdades

d(M,N) < d'(M,N) < n d(M,N). (2.1)
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Das desigualdades (2.1), concluimos que toda bola aberta B(M,r1) sequndo a métrica

d(M,N) contém uma bola aberta de mesmo centro B'(M,%) segundo a métrica d'(M,N).

Reciprocamente, cada bola aberta B'(M,rs) sequndo a métrica d'(M,N) contém uma bola
aberta de mesmo centro B(M,"?) segqundo a métrica d(M,N). Portanto, essas topologias

coincidem.

Frisa-se que, para efeitos somente da demonstracio do Teorema 2.2.4 a sequir, serd

adotada a topologia induzida pela norma do mdzimo em My (C).

Teorema 2.2.4 Seja (M,(C), | -||) o espago vetorial das matrizes, munido com a norma

do mdzximo. Entao, o conjunto das matrizes diagonalizdveis D é denso em (M, (C),| - ]).

Demonstragao: Dados ¢ > 0 e M € M,(C), vamos encontrar uma matriz M. com n

autovalores distintos (e portanto diagonalizavel) tal que ||M — M.|| < .

Pelo Teorema da Decomposicao de Schur (Teorema 1.2.5), existe uma matriz
unitaria @ (isto é, Q7' = Q) tal que

ln tiz -+ lin
0 tog -+ to,
QMQ~' = . S - (2.2)
0 0 0 tuw
Sem perda de generalidade, podemos supor que dentre ¢11,--- ,,, ndo hajam n

numeros distintos. Pois, caso contrario, a matriz triangular superior 1" e, portanto, M

seriam diagonalizaveis, conforme a Proposi¢ao 1.2.3.

€
Sejam Ap,..., A, € C, distintos dois a dois, de modo que |\; — t;| < W,
n .
parai=1,2,...,n. Considera-se a seguinte matriz 7.
A1 tig e g
- 0 Ny - tg
QM.Q' = _ =T, (2.3)
0 X\
obtida de T, substituindo os termos da diagonal principal por \;, com ¢ = 1,2,...,n.
Observa-se que as matrizes triangulares 7. e T' se distinguem somente pelas suas entradas
€
da diagonal principal e as diferencas dessas entradas nao superam o niimero real W
n .
Dai, temos que
€
T -T.| < ——=. (2.4)
on QI



Capitulo 2. Topologia 37

A partir das igualdades (2.2) e (2.3), temos que M = Q7 'TQ e M. = Q'T.Q. Pelo Lema
2.2.2, obtem-se que

[[M — M| 1Q™'TQ — Q7' < n*- QI - |IT — Tt||

< 2 Q|2 |IT-T. 2 102, —&
< n - [Q | | <n”-Q SENTAIE
€.

Notemos que a matriz triangular 7., por construgao, tem somente autovalores
simples. Logo, pela Proposicao 1.2.3, a matriz T. e, por semelhanca, a matriz M, é

diagonalizavel. n

Apresentaremos, no Teorema 2.2.6, uma segunda prova da densidade do conjunto
D das matrizes diagonalizaveis. A demonstracao desse teorema nos permitird constatar
as analogias entre os argumentos que serdao empregados nos Capitulos 3 e 4, e os deste

capitulo.

Lema 2.2.5 Seja P € R[X;,...,X,] um polindmio nao identicamente nulo. Entdo, o

complementar do conjunto dos seus zeros Z(P) é um subconjunto denso em R".

Demonstragao: Sejam a = (ai,...,a,) um ponto de R" e r > 0 um ntmero real.

Desejamos mostrar que existe algum ponto x do bloco n-dimensional
B=lag—r,a1+7r] X Jag—r,a9+71] X...X |a, —r,a,+7r|

tal que P(z) # 0. Demonstraremos por contraposi¢do. Suponhamos que P(x) = 0 para
todo ponto x do bloco n-dimensional B. Para cada vetor unitario @ de R", a funcao
polinomial em uma variavel de ¢ € R definida por fz(t) = P(a + t@) é 0 para todo
t €] —r,r[. Entao, cada fz(t) é constante igual a 0. Isso é o mesmo que dizer que P(x) =0
em cada reta passando pelo ponto a. Isso implica que o polinémio P se anula em todo R" e,
portanto, o polinémio P ¢ identicamente nulo. Logo, existe algum ponto do complementar

Z(P) que pertence ao bloco B. ]
Teorema 2.2.6 O conjunto D C M, (C) de matrizes diagonalizaveis é denso em M, (C).

Demonstraciao: Seja B um bloco 2n2-dimensional ndo-vazio arbitrdrio. Queremos

mostrar que existe uma matriz diagonalizavel pertencente a tal bloco.

Considere a fungao ¢ : M, (C) — C que associa a cada matriz o discriminante de
seu polinomio caracteristico. Como o discriminante do polinomio caracteristico de uma
matriz também é um polinémio nas entradas dessa matriz, a fungao ¢ : M, (C) — C é

polinomial (Observagao 1.1.7 e Proposicao 1.2.1).
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Pelo Corolério 1.1.9, o conjunto ¢~ '({0}) consiste de matrizes cujos autovalores
nio sdo todos simples. Além disso, conforme o Lema 2.2.5, o conjunto ¢ '({0}) ndo
contém nenhum bloco 2n%-dimensional B. Logo, existe uma matriz M cujos autovalores
sao simples — raizes simples do polindomio caracteristico — que pertence ao bloco 2n?-
dimensional B e, de acordo com o Lema 1.2.3, diagonalizavel. Portanto, o conjunto D das

matrizes diagonalizaveis é denso em M, (C). ]
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3 Medida

“E a Andlise Matemdtica ... apenas um jogo da mente? Ao fisico ela sé pode
dar uma linguagem conveniente; ndo ¢ este um auxilio mediocre, e,
estritamente falando, dispensdvel? E ndo é de se temer que essa linguagem
artificial seja um véu interposto entre a realidade e a visio do fisico? Longe
disso; sem essa linguagem, a maior parte das analogias intimas das coisas
teria ficado para sempre desconhecidas por nds; e teriamos ignorado
eternamente a harmonia interna do mundo, que é... a unica realidade

objetiva verdadeira”

Henri Poincaré

O presente capitulo foi organizado em duas secoes. Na Secao 3.1, sao
apresentados conceitos e resultados da medida e integral de Lebesgue em R".
Na secao 3.2, esses conceitos e resultados sdo empregados para demonstrar
que o conjunto das matrizes nao diagonalizaveis tem medida nula. A partir
da obra (LANG, 2012), foi elaborado o Apéndice A, o qual exibe os

resultados centrais da medida e da integral de Lebesgue em R™.

3.1 Medida de Lebesgue e Integral de Lebesgue

Nesta secao, faz-se uma brevissima exposicao dos conceitos de medida,
sigma-algebra, fungoes mensuraveis e conjunto de medida nula.
Apresentam-se, ainda, o Teorema de Fubini e a medida de Lebesgue. Maiores
detalhes poderao ser obtidos no Apéndice A e na referéncia (LANG, 2012).

Um conjunto ¢ dito contdvel se for finito ou estiver em correspondéncia biunivoca
(i.e., bije¢ao) com o conjunto dos niimeros naturais. Uma familia .# de subconjuntos de
um conjunto X ¢é chamada de sigma-dlgebra se contiver qualquer diferenca de dois
conjuntos da familia e a intersecdo e a uniao de qualquer colecao contavel da familia. Em

particular, os conjuntos () ¢ X sao membros de .# .

Uma funcao pu(A), a valores > 0 e < 400, definida sobre uma sigma-dlgebra .#
de subconjuntos A de um conjunto X, é dita contavelmente aditiva se, sempre que
um conjunto A em .# é uma unido de uma familia contavel de conjuntos A,, de .#, dois
a dois sem ponto em comum, temos p(A) =3, u(A4,). Uma tal fungao serd chamada de

medida, e os conjuntos de .Z serao ditos mensurdveis. A medida p é completa se
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cada subconjunto de cada conjunto mensuravel de medida nula é mensuravel; caso ela nao
seja assim, podemos estendé-la de uma tinica maneira a menor sigma-algebra que contém

M e todos os subconjuntos de conjuntos de .# de medida nula.

Uma funcao f definida sobre X, tomando valores reais > 0, é mensurdvel se,
qualquer que seja o numero real a, o conjunto de pontos onde f(x) > a é mensuravel.
Entao, as somas de Lebesgue tornam possivel atribuir a f uma integral, finita ou nao:
se esta for finita, f(z) serda dita éntegrdvel e a integral serd denotada por [y f(z)du
(onde z designa um ponto genérico de X). Qualquer fungao formada a partir de fungoes
mensuraveis, pelos procedimentos usuais de operacoes algébricas e limite de uma sequéncia

contavel é mensuravel.

Ademais, sejam X e Y dois espagos mensuraveis (que podem coincidir), A(A) uma
medida definida em uma sigma-algebra de subconjuntos A de X, e pu(B) uma medida
definida em uma sigma-algebra de subconjuntos B de Y. Vamos denotar por x um ponto
genérico de X, por y um ponto genérico de Y, e por A X B o conjunto de pontos (z,y)
de X x Y que satisfazem z € A e y € B. E possivel definir, em X x Y, uma medida
v, chamada produto das medidas de X e pu, tal que v(A x B) = A\(A)u(B) para todo
conjunto A mensuravel, relativamente a A, e todo conjunto B mensuravel, relativamente
a f; a integral formada por meio de v possui entdo todas as propriedades classicas da

integral dupla, e principalmente aquilo que é expresso pelo Teorema de Fubini:

Jeng T = [ ([ ) ) ax
— [ ([, s ar)dn

sempre que f(x,y) é integravel em relagao a v.

Para encerrar esta se¢ao, vamos apresentar a construcao da medida de Lebesgue

e o conceito de conjunto de medida Lebesgue nula em R".

Considere a menor sigma-algebra % que contém os subconjuntos abertos de R",
com respeito a topologia usual. Essa sigma-algebra é denominada a sigma-dlgebra de
Borel em R" e os conjuntos de # sao chamados borelianos. Sao portanto borelianos

todos os subconjuntos abertos e também todos os fechados de R". Se

B = T[laib[ = lai,bi[x ... x]a,,b,[ é um bloco n-dimensional de R", em que

i=1
n

a, b; € R, a; < b; para i = 1,2,...,n, definimos u(B) = [](bi — a;). Como todo
i=1
subconjunto A de R™ pode ser coberto por uma familia enumeravel de blocos

n-dimensional By, By, Bs, -+, dois a dois disjuntos (i.e., A C U B;), define-se a medida

j=1
B;».
1

'C8

w: B — [0, 00| por p(A mf{z

J



Capitulo 3. Medida 41

Em R, a sigma-dlgebra de Borel %’ é a menor sigma-algebra que contém os
intervalos abertos. Seja £’ a sigma-dlgebra de Lebesgue em R, ou seja, o
completamento da sigma-algebra de Borel em R. Temos que a sigma-dlgebra de
Lebesgue em R™ é o completamento da sigma-algebra produto &' ® --- ® %' de n
fatores iguais a sigma-algebra de Borel; ou equivalentemente, o completamento da
sigma-algebra produto .’ ® --- ® £’ de n fatores iguais a sigma-algebra de Lebesgue
em R. O completamento da medida p :  — [0, 0] é a medida de Lebesgue em R".

Em consequéncia, todo boreliano de R™ é mensuravel a Lebesgue.

Por fim, um subconjunto Z de R™ ¢ dito conjunto de medida de Lebesgue
nula se, somente se, dado ¢ > 0, existir uma familia contavel By, By, B3, --- de blocos
n-dimensional tais que Z C U B;e Z w(B;) < e. Conjuntos finitos e a uniao contavel de

‘€N iEN
conjuntos de medida nula sao exemplos de conjuntos de medida de Lebesgue nula em R".

3.2 O Conjunto das Matrizes Diagonalizaveis Tem Medida Total

Na teoria da medida e integracao, os conjuntos de medida nula sao, para certos
propositos, “negligiveis”. Por exemplo, quando uma func¢ao é continua, a menos
de um conjunto de medida nula, diz-se que essa funcao é continua em quase
todo ponto. Nesta secao, serd demonstrado que o conjunto das matrizes nao

diagonalizaveis ¢ um conjunto de medida nula.
Antes de expor os resultados centrais deste capitulo, vejamos como munir o
conjunto das matrizes com uma estrutura de espaco de medida. A ideia é a mesma da

Observagao 2.2.1.

Observagao 3.2.1 Consideremos a bijecio ¢y @ M,(C) — R27* que associa a cada

matriz

T+ ... Tig +Win

Tor + Y21 ... Top + 1Yon
o elemento
(xll)"'7$1n7x21a"'7x2na"'7xn1a"'7xnn7y117"‘ay1n7y217"'ay2n7"‘ayn17"‘aynn)'

Um subconjunto de matrizes serd mensurdvel se, e somente se, sua imagem pela

funcao ¢y o for. A sua medida serd igual a medida de Lebesque da sua imagem pela fungdo

¢ em R2"*.

Neste capitulo, a medida de Lebesgue em R™ serd representada por p,.
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Lema 3.2.2 Seja P € R[ X1, ..., X,] um polinémio nao-nulo. Entdo, o conjunto dos seus

zeros Z(P) é mensurdvel a Lebesque em R™.

Demonstragdo: Como o polinémio P é continuo na topologia usual de R" e {0} ¢é
fechado, de acordo com Exemplo 2.1.1, temos que Z(P) é fechado. Logo, Z(P) pertence
a sigma-algebra de Borel, a sigma-algebra gerada pelos abertos da topologia usual de
R™, pois uma sigma-algebra contém o complementar de cada um de seus conjuntos e o
complementar de um conjunto aberto é fechado. Finalmente, a sigma-algebra de Lebesgue
contém a sigma-algebra de Borel, isto é, os borelianos sao mensuraveis a Lebesgue. Em
particular, Z(P) é mensuravel a Lebesgue. O que conclui a demonstragdo do presente

lema. n

Para ilustrar o uso do Teorema de Fubini na demonstracao do Lema 3.2.4 a seguir,

elaborou-se o Apéndice B.

Observacao 3.2.3 Uma funcgio f : R™ — R ¢é dita simples quando assume um nimero
finito de valores. Ou seja, essa fungio pode ser representada f(x) = f(A;)xa,(z), em
i=1

que f(A;) sdo nimeros reais, x 4, : R" — R é uma fungio que assume valor 1 nos pontos
de A; e 0 nos demais pontos e cada A; € um subconjunto de R™ mensurdvel a Lebesgue.

A integral de Lebesque de uma funcdo simples é definida por
L din = 3 (A (4).
i=1
Em particular, a medida de um subconjunto mensurdvel Z(P) de R™ é dada por

[, Xzw) din = na(Z(P))

Lema 3.2.4 Seja P € R[ X, ..., X,]| um polinomio nao-nulo. Entdo, Z(P) é um conjunto

de medida de Lebesque nula em R™.

Demonstracgao: Provaremos esse lema por indugao sobre n. Para n = 1, o polindmio
P € R[X,] possui apenas uma indeterminada. Como P ¢é nao-nulo, tem-se que Z(P) é
finito e, portanto, u(Z(P)) = 0.

Suponhamos, por hipdtese de inducao, que o lema é valido para todo polinémio

nao-nulo em n — 1 indeterminadas. O polinémio P pode ser escrito como
P(Xh s aXn) = QO(Xh s 7Xn71) _'_Ql(Xl: s 7Xn71)Xn +... +Qm(X17 s 7Xn71>X7Ta

em que Qo(X1,..., X0 1), -, Qm(X1,...,X,1) sdo polindmios em n — 1
indeterminadas e m um nimero natural. Como o polindémio P é nao-nulo, vamos supor

que Qn(Xi1,...,X,_1) nao é identicamente nulo.
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Conforme a Observacao 3.2.3, tem-se

1n(Z(P)) = /]R Xz (@1, wa)day . da,

em que xzp) : R" — R é a funcao caracteristica de Z(P), que associa o valor 1 aos
pontos do conjunto Z(P) e o valor 0 aos demais pontos de R", e y, denota a medida de

Lebesgue em R”.

A funcdo xz(p) : R® — R é mensuravel, porque o conjunto Z(P) é mensurével a

Lebesgue, conforme o Lema 3.2.2. Entao, pelo Teorema de Fubini, obtemos

/]R” XZ(P)(xla"'vmn)dxl"'dl‘n :/ </RXZ(P)('I17a:L‘n)d'In> dml"'dxn—l-

Rn—l
A funcao secao f(x1,...,2n-1) = Jp Xz(p)(Z1,- -+, T,)dx, estd definida em quase
todo ponto de Rr-L, De fato, 0 conjunto
A = {(zy,...,2,1) € R . P(zy,...2,) = 0, para todo nimero real z,,} possui

medida nula. Um ponto de R™! serd elemento de A se for zero dos polindmios
Qo( X1, ., Xpn1)y o, Qum( Xy, .o, X)), em particular, do polindmio
Qm(X1,...,X,_1). Por hip6tese de indugao, o conjunto dos zeros de Q,,(X1,..., X, 1)

tem medida nula e, consequentemente, o conjunto A tem medida nula.

Ademais, temos que f(z1,...,2Zn-1) = Jg Xz(p)(21, ..., Zn)dx, = 0 em quase todo
ponto de R""!. Realmente, para cada ponto fixado (zy,-- , 2, 1) do complementar de
A, o polinémio P(xy,...,7,1,X,) em uma indeterminada X, nao é identicamente

nulo. Donde, o conjunto de suas raizes é finito e, consequentemente, a funcao
Xzp) (@1, ..., Tp1,-) 1 R — R assume valor 1, num conjunto de medida nula, e 0 nos

demais pontos de R.

Logo,
1 (Z(P)) = /R Xz (@, - x)dey -,

_ / (/ Xzp) (1, ... ,xn)dxn> dxy . ..dx, 4
Rn—1 R
- /Rnf1 flzy...,xp_1)dxy ... dx,—q = 0.

Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita, p,(Z(P)) = 0 para todo nimero

natural n. O que conclui a demonstracao do lema. |

Teorema 3.2.5 O conjunto D C M, (C) das matrizes diagonalizdveis é um conjunto de

medida de Lebesgue total (isto €, o seu complementar é um conjunto de medida nula).

Demonstracao: Seja ¢ : M, (C) — C a fungdo que faz corresponder a cada matriz

o discriminante do seu polindmio caracteristico. Do fato do discriminante do polinémio
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caracteristico de uma matriz ser um polindmio nas entradas dessa matriz (Observacao

1.1.7 e Proposicao 1.2.1), temos que a fungao ¢ : M, (C) — C é polinomial.

Pelo Lema 3.2.4, o conjunto ¢ '({0}) tem medida de Lebesgue nula e, pelo
Corolédrio 1.1.9, ¢~ 1({0}) consiste de matrizes cujos autovalores nao sio todos simples.
Entao, o seu complementar ¢ um subconjunto das matrizes diagonalizaveis, conforme o
Lema 1.2.3, e possui medida total. Entao, o conjunto D das matrizes diagonalizaveis tem

medida de Lebesgue total. [
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4 Algebra

“A Algebra é generosa: frequentemente ela dd mais do que se lhe pediu”

D’Alembert

Os resultados obtidos, nos capitulos de topologia e de medida, se
fundamentaram na andlise do conjunto dos zeros de polindémios. Assim,
torna-se razoavel estudar abstratamente conjuntos dos zeros de polinémios
em espagos K", desprovidos de estruturas especiais (topologias, medidas e

espago vetorial). Esse capitulo se assenta nessas ideias.

4.1 Topologia de Zariski

Nesta secao, sao introduzidos os conceitos de anel, ideal e corpo. Ademais, a
topologia de Zariski é definida e demonstra-se o Teorema da Base de Hilbert
(Teorema 4.1.2), por meio do qual, conclui-se que o estudo de subconjuntos
do anel de polindbmios pode ser resumido aqueles que sao constituidos por

um numero finito de polindmios. Adotou-se como referéncia para esta secao

(ATTYAH, 1969).

Chamamos de operag¢do bindria sobre um conjunto A uma funcao
x: Ax A — A que toma um par (a,b) de elementos de A e o faz corresponder a um
elemento a * b também de A. Um conjunto nao-vazio A em que estao definidas duas
operagoes + (adi¢ao) e - (multiplicacao) é dito anel se essas operagoes possuem as
propriedades a seguir, para quaisquer a,b e ¢ € A:
1. associatividade da adigao: (a +b) + c=a+ (b+ ¢);

2. existéncia de elemento neutro para adicao: existe 0 € A tal que a + 0 = a;

3. existéncia de inverso aditivo: para todo a € A existe um tnico —a € A tal que
a+ (—a)=0.

4. comutatividade da adicao: a +b =0+ a;

5. distributividade a esquerda e a direita: a-(b+c¢) = a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c.

O conjunto dos niimeros inteiros Z e o conjunto dos niimeros reais R, munidos com

as operagoes de adicao e multiplicacdo usuais, sao exemplos de anéis.
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Denominamos ¢deal de um anel A um subconjunto nao-vazio Z de A que goza

das propriedades:

1. se z,y € Z, entao =z + (—y) € Z;

2.seaceAex e, entdaoar €L e xa € L.

Por exemplo, o subconjunto {0} e o préprio R sao ideais do anel (R, +, ). Fixado
um nimero inteiro m, o subconjunto mZ = {mx : x € Z} é um ideal no anel dos inteiros

(Z,+,-). Nesses exemplos de ideais, as operagoes de adigdo e multiplica¢do sao as usuais.

Seja S um subconjunto nao-vazio de um anel A. Dizemos que um ideal é gerado
por S, representado por (S), se ele é o conjunto de todas as somas finitas da forma
a181b1+ ...+ a,s,b,, coma;, b; € Aes; € .S paratodol <i<n. E possivel demonstrar

que o ideal gerado por S é o menor ideal do anel A que contém S.

Por exemplo, o conjunto de todos os polindmios em uma indeterminada, com
coeficientes complexos, multiplos de X + ¢ (em que ¢ é a unidade imaginéria) é um ideal
finitamente gerado em C[X]. De fato, o conjunto gerador desse ideal é finito,

especificamente, o conjunto unitario {X + i}. Os elementos desse ideal sdo da forma
> Pi(X)(X +4)Q;(X), em que n é um natural, cada P;(X) e cada Q;(X) pertence ao
J

anel dos polinémios C[X].

Um corpo K é um anel com as operacoes adicao + e multiplicacao -, que dispoem

das propriedades:

1. associatividade da multiplica¢ao: (a-b)-c=a- (b-c);

2. existéncia de elemento neutro para multiplicacao: existe 1 € Ktal quea-1 =1-a =a
3. comutatividade da multiplicacao: a-b=1"b- a;

4. existéncia de inverso multiplicativo: para todo a € K nao-nulo, existe um tnico

aleKtalquea-at!=1,

para quaisquer a,b e ¢ em K.

O conjunto dos ntmeros reais R e o conjunto dos nuimeros complexos C sao

exemplos de corpos. O anel Z dos niimeros inteiros nao é um corpo.

Sejam K um corpo e S um subconjunto do anel K[X7,..., X,,] dos polinémios

sobre K nas indeterminadas X, --- , X,,. Definimos o seguinte conjunto

Z(S)={reK": P(z) =0,VP € S}.
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Assim, Z(.S) é o conjunto dos pontos x € K™ que sao zeros de todos os polinémios P € S.
Quando um subconjunto S possui somente o polinémio P € K[X7, ..., X,], denotaremos

simplesmente por Z(P) o conjunto dos pontos x € K" que sao zeros de P.

Proposicao 4.1.1 Seja K um corpo. Valem as propriedades em K" :

1 Z(K[Xy,..., X)) =0, Z(0) = K";

2. se S e S sio subconjuntos de K[X1,...,X,], entdo Z(S)U Z(S') = Z(SS"), onde
SS" ¢ o conjunto formado pelos produtos P, Ps, com P, € S e P, € S';

3. se S; sao subconjuntos de K[ X1, ..., X,], para algum conjunto J (finito ou infinito)
de indices, entio (| Z(S;) = Z(|J Ss).
ieJ ieJ

Demonstracao: 1. Nao existe ponto de K" que é zero de todos os polinémios do anel

K[Xy, ..., X,]. De fato, o polinémio constante P(Xy, ..., X,) = a, em que a é um ponto
nao-nulo de K", ndo possui zeros. Logo, Z(K[X1, ..., X,]) = (. Por vacuidade, temos que
Z(0) = K",

2. Observemos que P Po(z) = 0 se, somente se, Py(z) = 0 ou Py(z) = 0, em que
x é um ponto de K”. Assim, os zeros comuns dos polinémios P, P, de SS’ sdo também
comuns aos polindmios P, de S ou aos polinémios P, de S', e reciprocamente. Portanto,
Z(SYu Z(S')=2Z(SS").

3. Seja S; uma familia de subconjuntos de K[Xq,...,X,], em que i pertence a

algum conjunto indice J (finito ou infinito). Como S; C USm tem-se que
ieJ
Z (U S;)) C Z(S;), para todo i € J; porque, ao aumentar a quantidade de polindmios,
icJ
diminue a quantidade de zeros comuns aos polindmios. Dai, obtém-se que

Z(U S) € (N Z(S)).

i€ iceJ

Por outro lado, a validade de (") Z(S;) C Z(J Si)) decorre de (1) Z(S;) € Z(S;),

para todo ¢ € J. Portanto, (1] Z(S;) ZEJZ(U S;). - v J
icJ ieJ

As propriedades 1), 2) e 3) da Proposicao 4.1.1 mostram que os conjuntos Z(.5)

satisfazem os axiomas para conjuntos fechados em um espaco topoldgico, ou seja, os

conjuntos abertos em K" sdo complementares dos conjuntos Z(S). A topologia assim

definida em K" é chamada de topologia de Zarisksi.

Em Algebra, muitos problemas consistem em estudar os ideias de um anel. No
contexto do anel de polindmios K[ X7, ..., X,], esse estudo é simplificado, pois cada ideal
é gerado por um nimero finito de polinémios. Esse é o contetido do Teorema da Base de

Hilbert que serda demonstrado a seguir.
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Teorema 4.1.2 (Teorema da Base de Hilbert) Seja K um corpo. Entao, todo ideal
Z do anel de polinomios K[Xy,...,X,| pode ser gerado por um conjunto finito de

polinomios.

Demonstracgao: Provaremos por inducao sobre n. Se n = 1, entao cada ideal Z do anel

de polinoémios K[X;] é gerado por um tinico polinémio, de acordo com a Proposi¢ao 1.1.2.

Suponhamos, por hipétese de inducao, que todo ideal do anel de polindmios
K[Xy,...,X,—1] pode ser gerado por um conjunto finito de polinémios. Se Z = (0),
entdo o ideal Z é gerado pelo unico polindomio P(Xy,...,X,,) = 0. Se Z # (0), existe P
em Z, nao-nulo e de grau d; minimo. Seja @1 € K[Xq,..., X, 1] o coeficiente lider de

Py, isto é, P, = Qlefle termos de grau menor e termos nulos.

Se T = (Py), a prova termina. Se Z # (P;), existe P, em Z, distinto de P, e de
grau do minimo com essa propriedade; temos dy > dy, caso contrario teriamos escolhido
incorretamente P;. Seja Qs € K[Xj,...,X,,_1] o coeficiente lider de P,. Continua-se
enquanto Z # (Py, P, ..., P,), produzindo d; < dy < --+ < d,,,41 e coeficientes lideres
Q1,Q2,...,Qms1. Seja m tal que (Q1,Q2,...,Qm) = (Q1,Q2,...,Qms1), pois, por
hip6tese de inducao, todo ideal do anel de polinémios K[X7, ..., X, 1] pode ser gerado

por um conjunto finito de polindomios. Donde, resulta a relacao

Qmi1 = R1Q1+ RoQo+ -+ + RnQm, Ri € K[ Xy,..., X,1].

Efetuamos agora o seguinte calculo, fazendo u = d,,, 41 (grau de P, 11),

S = Puyi — (RiIX P+ RoX) Pyt -+ Ry X Py).

O termo lider de P, cancela com o da expressao entre parénteses. Notemos que
S # 0 do contrério P, pertenceria ao ideal dos anteriores, contrariando o procedimento.
Por construgao, S é um elemento de Z. Mas o grau de S é estritamente menor que d,, 1,

contradizendo a escolha de P, ;. Entao, o processo encerra com Z = (P, P5, ..., P,). =
Corolario 4.1.3 Seja (S) o ideal em K[ X1, ..., X,] gerado por S, entao Z(S) = Z((S)).

Demonstragao: Do fato de S C (S), resulta que Z((S)) C Z(S). Pelo Teorema da Base
de Hilbert, tem-se que todo elemento P de (S) é da forma PQ; + ... + P,Q,, para
Q; € K[Xy,...,X,] e P, € S apropriados. Decorre que, se x € Z(S), entdao P;(z) = 0 para
todo P; € S e, assim, P(x) = 0. Logo, x € Z((S)) e, como x é arbitrario, concluimos que
Z(S) C Z((S)). Portanto, Z(S) = Z({S)). Como queriamos demonstrar. ]
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4.2 O Conjunto das Matrizes Diagonalizaveis é Aberto e Denso

Nesta secao, provaremos que todo aberto nao-vazio é denso na topologia de
Zariski (Lema 4.2.5) e os abertos nao-vazios de Zariski também sao densos
na topologia usual de R™ (Lema 4.2.3). Por meio dos Lemas 4.2.5 e 4.2.3,
demonstraremos que conjunto das matrizes diagonalizaveis ¢é denso

relativamente a essas topologias (Teorema 4.2.4).

Lema 4.2.1 Seja K um corpo infinito. Se P € K[Xy,...,X,]| € um polinomio tal que
P(ay,...,a,) = 0 para todo ponto a = (ay,...,a,) € K", entdo o polinomio P é

identicamente nulo.

Demonstracao: Demonstraremos esse lema por inducao sobre o numero n de
indeterminadas do polinémio P. Se n =1 e P € K[X;] é um polindémio tal que P(a) =0
para todo ponto a € K, entao o polindmio P numa indeterminada tem infinitas raizes,
porque K é um corpo infinito. Porém, todo polindmio nao-nulo sobre K numa

indeterminada tem um numero finito de raizes em K. Logo, P é identicamente nulo.

Suponhamos, por hipotese de indugao, que o lema seja valido para todo polinémio

sobre K nas indeterminadas Xi,...,X,, em que 1 < r < n. Consideremos, agora, o
polinémio P sobre K nas indeterminadas X1,..., X, (ou seja, em n indeterminadas) tal
que P(ay,as,...,a,) = 0 para todo a = (a,as,...,a,) € K". Podemos escrevé-lo como

m

P = Z Pi(Xy,..., X)X, em que cada P, é um polinémio sobre K nas indeterminadas
i=1

Xi,...,X,,emquel <r <n.

Fixemos um ponto b = (by,bs,...,b,_1) € K" 1 Assim, o polindmio

Q= Z Pi(by, by, ..., by_1) X! tem infinitas raizes em K.
i=1

Por outro lado, o polinébmio () possui uma tunica indeterminada, a saber, X,,.
Como um polindmio nao identicamente nulo numa indeterminada sobre um corpo K
tem um numero finito de raizes, o polindomio () ¢é identicamente nulo e, portanto,
Py(by, b, ...,b,_1) =0, para todo 1 <4 < m. Como o ponto b = (by, by, ..., b, 1) € K*!
foi tomado arbitrariamente, resulta da hipdtese de inducao que 0s polinémios P; sao

identicamente nulos. Dai, conclufmos que o polinémio P = Y P(Xi,...,X,)X, é
i—1

identicamente nulo. Pelo Principio da Inducao Finita, o presente lema ¢é valido para todo

polindbmio P sobre K nas indeterminadas X4, ..., X, e todo natural n. [

Observacgao 4.2.2 Notemos que o complementar de um conjunto Z(S) pode ser escrito
como a unido finita dos complementares dos conjuntos Z(F;), em que cada P; pertence ao
ideal gerado por S C K[X1,...,X,], isso seque do Teorema da Base de Hilbert (Teorema
4.1.2) e da Proposigao 4.1.1.
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Lema 4.2.3 Todo aberto nao-vazio da topologia de Zariski em R™ é um subconjunto

aberto e denso da topologia usual em R™.

Demonstragao: Seja P € R[Xy, -, X,] um polinémio tal que o complementar do
conjunto Z(P) é nao-vazio. Observemos que, de acordo com a Observacao 4.2.2, basta

mostrarmos que o complementar de Z(P) é aberto e denso da topologia usual em R™.

Provamos, primeiro, que ele é aberto. De acordo com a Proposicao 2.1.2, todo
polinémio é continuo segundo a topologia usual em R" e, em particular, P. Por definicao,
Z(P) = P~7'({0}) é o conjunto dos zeros de P. Como o conjunto {0} é fechado da topologia
usual em R™ — consequéncia do Exemplo 2.1.1 — e P é continuo, concluimos que Z(P) é

fechado e, portanto, seu complementar é aberto.

Agora, passemos a provar a densidade do complementar de Z(P). Seja B um bloco
n-dimensional nao-vazio de R". Com fundamento no Lema 2.2.5, Z(P) nao contém B, dai
a intersegdo do complementar de Z(P) e o bloco n-dimensional B é nao-vazia. Portanto,
todo aberto nao-vazio da topologia de Zariski é aberto e denso da topologia usual em R"™.

Como queriamos demonstrar. [

Teorema 4.2.4 O conjunto D C M, (C) de matrizes diagonalizdveis é denso com respeito

a topologia usual em M, (C).

Demonstragao: Consideremos a fungao ¢ : M, (C) — C que associa a cada matriz o
discriminante do seu polindmio caracteristico. Essa funcao ¢ é polinomial, em virtude do
discriminante do polinémio caracteristico de uma matriz ser um polinémio nas entradas

dessa matriz (Observacao 1.1.7 e Proposicao 1.2.1).

O complementar do conjunto ¢ ~!({0}), conforme o Coroldrio 1.1.9, consiste de
matrizes que s6 tem autovalores simples e, consequentemente, diagonalizaveis nos termos
do Lema 1.2.3. Nota-se que o complementar do conjunto ¢~ ({0}) é ndo-vazio, por causa
do Lema 4.2.1 e do fato de o polinémio ¢ nao ser identicamente nulo. Entao, pelo Lema
4.2.3, o complementar do conjunto ¢ ' ({0}) ¢ denso, relativamente a topologia usual em

M, (C). Portanto, o conjunto D de matrizes diagonalizaveis é denso em M, (C). ]

Constata-se que foram usados apenas polinémios, na demonstracao do Teorema
4.2.4. Essencialmente, a prova de que o conjunto D de matrizes diagonalizaveis ¢ denso

ou possui medida total se reduziu a apenas estudar zeros de polinémios.

Ao encerrar essa se¢ao, colecionamos algumas propriedades da topologia de Zariski,

na Proposicao 4.2.5, a seguir.

Proposicao 4.2.5 Seja K um corpo. Considerando K™ com a topologia de Zariski, temos:

1. se K ¢ infinito, entdo todo aberto nao-vazio de K" é denso;
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2. se K € finito, entao cada subconjunto de K™ é um fechado.

3. toda fungao ¢ : K" — K" que é polinomial em cada coordenada é continua.

Demonstragao: 1. Dado um polinémio P € K[X}, ..., X,,], é suficiente mostrar que se
o complementar de Z(P) for nao-vazio, entéo ele serd denso na topologia de Zariski em

K", conforme a Observacao 4.2.2.

Tomemos um ponto a de K™ que pertenga ao conjunto Z(P). Suponhamos que o
complementar do conjunto Z(Q), com @ € K[Xy,...,X,], é ndo-vazio e possui também
o ponto a. Desejamos provar que existe um outro ponto de K" que pertence tanto ao

complementar de Z(P) quanto ao de Z(Q).

Com efeito, pela Proposigao 4.1.1, resulta que Z(PQ) = Z(P) U Z(Q). Como os
polinémios P e () ndo sao identicamente nulos, temos que P também é um polinémio
nao identicamente nulo. Entao, pelo Lema 4.2.1, existe um ponto b de K" que pertence
ao complementar de Z(P(Q). Logo, aplicando as Leis de De Morgan em Z(PQ) = Z(P)U
Z(Q), tem-se que b pertence tanto ao complementar de Z(P) quanto ao de Z(Q). Portanto,

o complementar de Z(P) é denso na topologia de Zariski em K".

2. Se K ¢ finito, entdo cada ponto (ay,as,...,a,) de K" é um fechado, porque
Z({X1 — a1, Xy —ag,..., X, —an}) = {(a1,a9,...,a,)}. Portanto, todo subconjunto de
pontos de K" é um fechado, concernente a topologia de Zariski, pois sdo unioes finitas de

fechados. Logo, a topologia de Zariski é a discreta em K”.

3. Basta verificarmos a continuidade da fungao ¢ : K» — K" para o complementar
de Z(P), com P € K[Xjy,...,X,], de acordo com a Observacao 4.2.2. Como a fungao

¢ : K" — K" ¢é polinomial em cada coordenada, temos que

ola) = (Pi(ar,...,an),..., Pylar, ... a,)),

em que, para cada 1 < ¢ < n, P, é um polindomio nas indeterminadas Xi,...,X,, e
a = (ay,...,a,) é um ponto de K". Denotando P;(a) = P;(ay,...,a,) € o complementar
de Z(P) por Z(P)¢, temos

¢ {(Z(P)) ={a € K" : P(p(a)) = P(Pi(a), ..., Pu(a)) # 0}.

Observando que ¢ ' (Z(P)) = Z(Q)%, em que Q(X1,...,X,) = P(Pi(a),..., P.(a)),
concluimos que ¢~!'(Z(P)¢) é um aberto e, consequentemente, ¢ : K* — K" é uma

funcao continua, relativamente a topologia de Zariski. [
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5 Consideracoes Finais

“A historia ensina a continuidade do desenvolvimento da ciéncia. Sabemos que
toda era tem seus proprios problemas, que a idade sequinte resolve ou deixa

de lado como sem proveito e substitui por novos.”

David Hilbert

Nesta dissertacao, foi demonstrado que quase todas as matrizes complexas sao
diagonalizaveis, por meio de diferentes abordagens, a saber: da Topologia, da Medida e
da Algebra. Nesse contexto, o leitor poderia questionar-se se o problema — quase todas
as matrizes complexas sao diagonalizaveis — poderia ser abordado por meio da
Probabilidade. Para uma demonstracao destes resultados probabilisticos acerca de
matrizes diagonalizaveis, o leitor pode consultar o artigo (HETZEL; LIEW,
MORRISON, 2007).

Nos capitulos de Topologia e Medida, foi demonstrado que o conjunto das matrizes
diagonalizaveis, visto como subconjunto de RQ”Z, ¢ denso na topologia usual (Teoremas
2.2.4 € 2.2.6) e possui medida de Lebesgue total (Teorema 3.2.5). O Teorema 3.2.5 é mais
forte que os Teoremas 2.2.4 e 2.2.6, ou seja, a medida total implica a densidade. De fato, o
complementar do conjunto dos zeros de um polinémio, nao identicamente nulo, ser denso
em R" (Lema 2.2.5) decorre do fato de o conjunto dos zeros de um polinémio ter medida
de Lebesgue nula (Lema 3.2.4) e os Teoremas 2.2.4 e 2.2.6, do Teorema 3.2.5.

A densidade do conjunto das matrizes complexas diagonalizaveis foi demonstrado
nas topologias da norma do méximo em M, (C), da usual e de Zariski em R2" . As
topologias induzida pela norma do méaximo em M, (C) e a usual de R2"* sdo equivalentes
em M, (C). Ser denso em norma implica a densidade em Zariski, ou seja, aquela é mais

fina do que esta; vale a reciproca parcial no contexto do R", conforme o Lema 4.2.3.

Do ponto de vista heuristico, ha uma analogia entre as abordagens da Topologia,
da Medida e da Algebra, ao se provar que quase todas as matrizes complexas sdo
diagonalizaveis: todas se fundamentaram no estudo de zeros do discriminante do

polinémio caracteristico de cada matriz. Esse é o nticleo do problema desta pesquisa.

O conjunto das matrizes reais invertiveis é aberto em M, (R), com respeito a
topologia usual de R™ (Observagao 2.2.1). Realmente, consideremos a fungao
Y M,(R) — R que associa a cada matriz o seu determinante. Como a fungao
determinante de uma matriz é polinomial nas entradas da matriz, a funcao
¥ M,(R) — R é continua com respeito a topologia usual de ]R”Q, de acordo com a

Proposicao 2.1.2. Do Exemplo 2.1.1, temos que o conjunto R — {0} é aberto e,
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consequentemente, a imagem inversa ¢~ '(R — {0}) ¢ um subconjunto aberto de M, (R).
Do resultado bastante conhecido de Algebra Linear — uma matriz serd invertivel se,
somente se, o seu determinante for diferente de zero — concluimos que ¥ ~'(R — {0}) é
conjunto das matrizes invertiveis e, portanto, aberto. Notemos que, aplicando o Lema
2.2.5 do Capitulo de Topologia a funcao ¢ : M, (R) — R, concluimos também que o
conjunto das matrizes invertiveis de M, (C) é denso, com respeito a topologia usual de
R" (Observacao 2.2.1).

Sobre o corpo dos ntimeros reais, nao ha resultados analogos aos Teoremas 2.2.4
e 3.2.5. Por exemplo, considere a fun¢ao ¢ : My(R) — C que associa a cada matriz o
discriminante do seu polindmio caracteristico e adotemos a topolologia usual de R* em
Ms(R) (Observagao 2.2.1). Essa fungao ¢ é polinomial (Observagao 1.1.7 e Proposicao
1.2.1). Logo, a fungao ¢ : My(R) — C é continua, de acordo com a Proposi¢ao 2.1.2.
Consideremos o intervalo I =] — oo, 0[. Dai, o conjunto ¢~!(I) é aberto em M, (R), porque
I =]—00, 0] ¢ aberto em R. Ora, o conjunto ¢~ *(I) consiste de matrizes nao diagonalizaveis
em R, pois o discriminante do polinémio caracteristico das matrizes de ¢ (1) é negativo.
Como o conjunto ¢~ '(I) é aberto, temos que, para cada matriz M € p~'(I), existe um
bloco 4-dimensional B tal que M € B C ¢ '(I). Donde, o bloco B consiste de somente
matrizes nao diagonalizaveis. Portanto, o conjunto das matrizes diagonalizaveis de Ms(R)

nao é denso, com respeito a topologia usual de R*.

Ha, todavia, o seguinte resultado: o fecho do conjunto das matrizes reais
diagonalizaveis é o conjunto das matrizes reais triangularizaveis. Em outras palavras,
para cada numero real ¢ > 0 e cada matriz triangularizdvel M € M, (R), existe uma
matriz diagonalizavel M. tal que ||[M — M| < &, com respeito a topolologia usual de
R?* em M,(R) (Observacio 2.2.1). De fato, como M ¢ triangularizavel, existe uma
matriz invertivel Q € GL,(R) tal que M = Q7'TQ, em que T é uma matriz triangular.
Seja m = min|A\; — A\;| o minimo sobre todos os autovalores distintos A\; e \; de M.
Tomemos s < min{<, ™} e definimos a matriz diagonal D = diag(s,2s,...,ns). Note
que a matriz M, = QYT + D)Q ¢é diagonalizdvel, porque tem autovalores distintos
para todo ntmero real ¢ (Lema 1.2.3), e ||M — M.|| < e. Portanto, a matriz
triangularizavel M pertence ao fecho das matrizes reais diagonalizaveis. No contexto das
matrizes complexas, o Teorema da Decomposi¢ao de Schur (Teorema 1.2.5) assegura que

toda matriz complexa é triangularizavel, o que nao ocorre com as matrizes reais.

O interior do conjunto das matrizes complexas diagonalizaveis é formado por
matrizes complexas cujos autovalores sao todos simples. O conjunto das matrizes nao
diagonalizaveis é fechado com interior vazio, portanto magro. Logo, “pequeno”, do ponto
de vista da Topologia. Os espacos estudados nessa dissertacdo, com a da norma do
méaximo em M, (C) e a topologia usual de RQ”Q, sao completos e, portanto, sao espacos

topologicos de Baire. Todo espago de Banach é de Baire. Em espagos de Baire, os
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complementares de conjuntos magros sao abertos e densos. Portanto, o conjunto das

matrizes complexas diagonalizaveis, além de denso, é aberto (cf. Lema 4.2.3).

As nogoes de conjunto magro (segundo a Topologia) e de conjunto de medida
nula (segundo a Teoria da Medida) remetem a ideia de “pequeno”. Entretanto, essas
nogoes podem nao coincidir. Por exemplo, seja Q N ]0,1][ = {x1,29,...}, em que Q é o

conjunto dos numeros racionais. Consideremos 0s conjuntos
o 1 1

i = ij_ g T T g
1=

e G= ﬂ Gj. O conjunto G tem medida nula; pois,
j=1

. , . . 1
para cada j, G C G, e, para cada nimero real ¢ > 0, existe um natural j tal que > <e.

s 1 1 1
Além disso, Z,u ( }xz — 2i+j+1’mi + e ) =5 em que p ¢ medida de Lebesgue
i=1

em R. Os conjuntos G; sao abertos e densos, pois sao unioes de intervalos abertos que

contém os numeros racionais i, s, .... Logo, os complementares de G sao fechados

com interior vazio, ou seja, Gg? sao conjuntos magros. Portanto, temos que
oo

0,1] = FUGepu([0,1]) =1, em que F = |JGU{0,1} é um conjunto magro e

=1
oo

G = ﬂ G ¢ um conjunto de medida nula. Para um estudo dessas analogias entre
j=1
espagos topoldgicos e de medida, o leitor pode consultar (OXTOBY, 2013).

O surgimento da topologia de Zariski permitiu uma interessante ligacdo entre a
Algebra, a Geometria e a Topologia, causando forte impacto sobre a Geometria Algébrica,
sendo provedora de avangos significativos nesta corrente de pesquisa. A caracterizacao
de conjuntos fechados por meio de equagoes algébricas é a brilhante contribuicao dessa
topologia. A topologia de Zariski possui algumas propriedades nao muito usuais, porém
interessantes: o espaco topologico C™ é compacto, ele nao é Hausdorff se n > 0, e nao é

homeomorfo ao espaco C™ x C"™™ com a topologia produto das topologias de Zariski.

Como aplicagao da topologia de Zariski, demonstraremos a seguir o classico

Teorema de Cayley-Hamilton da Algebra Linear.

Teorema 5.0.1 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja M € M,(C) uma matriz, e
seja Py o polinomio caracteristico de M. Entao, Py (M) =0, em que 0 é a matriz nula
de M, (C).

Demonstracao: O teorema ¢é imediatamente valido se M for uma matriz diagonal. De
fato, se mq,---,m, sao as entradas da diagonal da matriz M, logo
Py(A) = (A—=my)...(A—m,) e esse polindmio é anulado por M, pois my, - ,m, sdo

suas ralzes.

Se M ¢ uma matriz diagonalizdvel, entdo podemos escrever M = CDC™! para
uma matriz invertivel C' € GL,(C) e uma matriz diagonal D € M, (C). Como M e
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D sao matrizes semelhantes, temos que Py; = Pp. E necessario, também, verificar que

Pp(M) = 0. Com efeito,
Pp(M) = Py(CDC™) = CPy(D)C™! = 0.

A tltima igualdade decorre do primeiro pardgrafo e Py (CDC™') = CPy(D)C™! é
consequéncia da linearidade e da igualdade (CDC~1)* = CD*C~1, véilida para todo

numero inteiro k > 1.

Para provar o Teorema de Cayley-Hamilton, no caso de M ser uma matriz nao

diagonalizavel, utilizaremos a topologia de Zariski.

Podemos interpretar cada matriz M € M,(C) como um ponto de C” e o
discriminante de seu polindmio caracteristico A(Py) como um polindmio em n?
indeterminadas, porque os coeficientes do polindmio caracteristico Py, sao polindmios
nas entradas da matriz M e o discriminante A(Py;) é um polindémio nos coeficientes de
Py Entao, o complementar de Z(A(Py)) é aberto e denso na topologia de Zariski de

C"*, de acordo com o item 1 da Proposicao 4.2.5.

Considera-se a funcao ¢ : C"™ —s C™ que associa a cada matriz M a matriz
Py (M). Essa fungao ¢ é polinomial em cada componente do contradominio. Logo, a
funcao ¢ : C™ — C™ é continua, com respeito a Topologia de Zariski, conforme o item
3 da Proposigao 4.2.5. Como {0} é fechado na topologia de Zariski, de acordo com o
item 2 da Proposicao 4.2.5, e, pela continuidade da funcao ¢ : c — (C”Q, temos que
0~ 1({0}) é fechado.

Por outro lado, o complementar de Z(A(Py)) é formado somente por matrizes
diagonalizaveis, segundo o Corolario 1.1.9 e o Lema 1.2.3. Ora, demonstramos que
M € ¢ '({0}) para toda matriz M diagonalizdvel. Logo, ¢ '({0}) contém o
complementar de Z(A(Py)) que é um denso em C". Portanto, ¢~ ({0}) é fechado e

’ — 2 ’
denso, o que s6 pode ocorrer se p~({0}) = C"". Como querfamos demonstrar. ]
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APENDICE A - Medida e Integral de

Lebesgue em R"

Neste apéndice sao enunciados os principais resultados para uma construgao
da medida e da integral de Lebesgue em R". O diagrama abaixo, que exibe
as interdependéncias légicas dos resultados deste apéndice, foi elaborado pelo
autor, com uso do pacote TikZ do Latex. O leitor podera consultar a obra

(LANG, 2012), para uma demonstracao destes resultados.

A12 A.13
\ /
A1l
A.10 Al
. /
A7T—AS8
-
A14 A9
A.15

A5 A3
~_ -
™~

A6
A4

O propdsito deste Apéndice é atender os anseios de leitores por uma leitura clara
e sucinta da Medida e Integral de Lebesgue. Com esse propoésito, apresentamos defini¢oes
e fixamos notagoes minimas para o entendimento dos Teoremas, Lemas, Corolarios e
Proposic¢oes expostos. Elaboramos, ainda, o diagrama acima para auxiliar o leitor no

entendimento da sequéncia légica e da interdependéncia desses resultados.

O Diagrama de Ishikawa, também conhecido como Diagrama de Causa e Efeito,
serviu-nos de inspiragao para a producao do diagrama deste Apéndice. Neste diagrama, os
resultados sao identificados de A.1 a A.15. Os resultados A.6, A.2, A.7, A.11, A 12 e A.13,
que estao no centro e nas extremidades superiores do diagrama, sao os fundamentais. Os
A.6,A.2 e A.7 nos dao a medida e a integral de Lebesgue; os A.11, A.12 e A.13, a medida
produto e a integral de Lebesgue em espaco produto. As relagoes entre os resultados sao
sinalizadas por tragos, por exemplo, A.7 — A.10 significa que, na demonstracao de A.10,
faz-se uso de A.7. Os fatos que se encontram nas extremidades sdo demonstrados com o

emprego dos que estao no centro.
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Seja X um conjunto nao-vazio. Uma familia .# de subconjuntos de X ¢é chamada

stgma-dlgebra se possui as seguintes propriedades:

1. 0 e A;

2. se A€ M, entao A° € A, em que A° é o complementar de A em X;

3. se cada A, € 4, entao UAnGJ//.

n=1

Chamamos de dlgebra uma familia de subconjuntos de X que contém o conjunto

vazio, a uniao, a intersecao e a diferenga de dois quaisquer conjuntos da familia.

Uma medida positiva sobre uma sigma-algebra .# ¢é uma funcao p : A —
[0,00] tal que u(f) = 0 e, se {A,}>2, é uma colegdo enumerdvel de conjuntos de .,
disjuntos dois a dois, entdo p | | A, | =D pu(An).
n=1 n=1
Um terno ordenado (X, .#, i), em que X é um conjunto, .# é uma sigma-algebra

e p € uma medida sobre .#, é denominado espaco de medida.

A.1 (La 93, Exercise 7(a), p.173-174) Sejam (X, ., p) um espaco de medida e M
constituido por todos os subconjuntos Y de X tais que, para algum conjunto A em M , o

subconjunto (Y — A)U (A —Y) estd contido em um conjunto de medida nula. Entao:

1. M é uma Sigma-Algebra;

2. Nessas condigoes, define-se i(Y) = u(A). Assim, i esta bem definida e é uma
medida em A .

Dizemos que (X, 4 , i) é o espaco de medida completo determinado por (X, /1)

e it € o completamento de p.

Seja (F, ||+]|) um espago vetorial normado (sobre o corpo dos niimeros reais ou dos
nimeros complexos). Uma sequéncia (z,) de F é chamada sequéncia de Cauchy se,
para todo nimero real € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng implica ||z, —z,,|| < e.
Se toda sequéncia de Cauchy de elementos de E converge para algum elemento de F,

entao, I/ é dito completo, também chamado de espag¢o de Banach.

Seja A um conjunto mensuravel. Chama-se particgio de A uma sequéncia
T

{A;} (i=1,2,--- ,r) finita de conjuntos mensurdveis disjuntos tais que A = | J A;. Uma
i=1
funcao f : X — F ¢é chamada de fungdo escada com relagcdao a tal particdo se f

for igual a 0 fora de A e f(A;) tiver um elemento para cada i (ou seja, f é constante em
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A;). Definimos a integral de uma fungdo escada por
[ Fdn= 3" u(A) (4.
i=1

Denotamos por Es(u, E) o espaco vetorial das fungdes escadas. Definimos a L'-

seminorma, no espaco vetorial das fungdes escadas, por

171l = [ 1fldn

Uma sequéncia de funcoes escadas é designada L'-Cauchy se for Cauchy
relativamente a L!'-seminorma. Denominamos de L'-nula toda sequéncia de funcoes
(fn) tais que, para todo nimero real € > 0, existe um nimero natural ngy tal que n > ng

implica || f,|[1 < e.

Diz-se que uma sequéncia de funcoes f, : X — E converge pontualmente
para uma funcao f : X — FE se, para cada ponto x € X e cada nimero real ¢ > 0, existe
um numero natural ng = ng(z, ) (que depende do € dado e do ponto z considerado) tal

que n > ng(z,e) implica || f, — f|]1 <e.

Diremos que uma sequéncia de funcgoes f,, : X — [E, nao necessariamente fungoes
escadas, converge uniformemente para uma funcao f : X — E se, para cada niimero
real € > 0, for possivel obter um ntmero natural ng = ng(¢) (dependendo somente do &

dado) tal que n > ng implica ||f, — f||1 < e.

Uma sequéncia de fungoes (f,,) converge absoluta e uniformemente para uma

fungao f se, e somente se, a sequéncia dos valores absolutos (| f,,|) converge uniformemente
para f.
Quando uma sequéncia de fungoes escadas (f,,(x)) converge para uma funcao f(x),

salvo nos pontos x de um conjunto de medida nula, dizemos que essa sequéncia converge

em quase todo ponto.

A.2 (La 93, Lemmas 3.1 e 3.2) Sejam (f,), (gn) € (hn) sequéncias de Cauchy de

funcoes escadas de um espago de medida X em um espago de Banach E.

1. eziste uma subsequéncia de (f,) que converge ponto a ponto em quase toda parte, e
satisfaz a propriedade adicional: dado € > 0 existe um conjunto Z de medida < €

tal que esta subsequéncia converge absoluta e uniformemente fora de Z;

2. Se (gn) e (h,) convergem em quase todo ponto para uwma mesma fung¢io. Entdo, os

sequintes limites existem e sao iquais:

lim/ Jn = lim/ hy,.
X X

Além disso, (g,) e (h,) sdo equivalentes, isto €, (¢, — hy) é uma sequéncia L*-nula.
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Denotamos por £ (u, E), ou simplesmente por £ () ou £, 0 espago das fungoes
f:+ X — FE tal que existe uma sequéncia de Cauchy de fun¢oes escadas (f,) convergindo
em quase todo ponto para f : X — FE. Nessas condi¢oes, diz-se que a funcao f : X — F

é aproximada pela sequéncia {f,} e a sua integral é definida por

/deuzlim/xfndu;

além disso, como | f| é aproximada por (| f,]), estendemos a seminorma || - ||; a £ (u, E)

£l = [ 11 =1im [ |£a].

A.3 (La 93, Thm 3.4) Para cada sequéncia de Cauchy (f,) de elementos em £ (p, E),

existe alguma fungao f em £ (u, E) tal que dado um nimero reale > 0, temos || f,— f|l1 <

por

€ para n suficientemente grande.

A.4 (La 93, Thm 4.2) Sejam E e F espacos de Banach. Entao, temos uma bije¢ao

linear continua cuja inversa também € linear e continua
L, E X F) — LN, E) x L, F).

Se f: X — E X F é uma fungdo, com fungoes coordenadas f = (g,h) em E e F,

respectivamente, entio f € L' se, e somente se, g e h estdo em L1, e

fer = (o f2)

Seja o/ uma subdlgebra de ., consistindo de conjuntos de medida finita. Um
conjunto X é dito sigma-finito com relacdo a subdlgebra <of se X pode ser escrito
como uma uniao contavel de elementos de /. Uma fung¢do escada f com relacao a of
¢ uma fungao que assume valor 0 fora de algum elemento A de o7, e existe uma particao
{Ay,--- A} de A, consistindo de elementos de <7, tal que f é uma fungao escada com

relacdo a essa parti¢ao. Denotemos por Es() o espago das fungbes escadas com relagao
a o .

Seja <74 a algebra de todos os elementos de &/ contidos em A. Denotamos por

Es(474) o espago das fungoes escadas com relagao a algebra o7y.

A.5 (La 93, Lemma 6.1) Seja A um elemento da subdlgebra <7, consistindo de
conjuntos de medida finita. Seja Ny a colegio de subconjuntos mensurdveis Y de <of
cuja funcao caracteristica xy possui a propriedade de dado € > 0, existe uma funcao

escada ¢ € Es(efy,R) satisfazendo

Ixy —¢lh <e.

Entao, Ay é uma sigma-algebra em A.
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A.6 (La 93, Thm 6.3 (Teorema da Aproximagao)) Sejam </ uma subdlgebra de
A, consistindo de conjuntos de medidas finitas, e M4 a menor sigma-dlgebra que contém
o . Supondo que X € sigma-finito em relagio a <. Entdo, o espago Es(<f) de fungoes
escadas em relagio a </ é denso em L (u, E). Além disso, se {A,} é uma familia
contdvel de &7 cuja uniao € X, entdo, para todo Y € . e todo n, vale o sequinte: para

cada numero real € > 0, existe uma fungao escada ¢ € Fs(s,,R) satisfazendo
Ixvna, — ol <e,
em que Xyna, € a fungao caracteristica de' Y N A,.

Seja .4 uma sigma-algebra num conjunto X. Uma medida exterior pem .4 é

uma fungao p : A — [0, 00] que satisfaz as seguintes condigoes:

2.se A,Be N e AC B, entao u(A) < u(B);

3. se {A,} é uma sequéncia de elementos de .4, entao
p (U An> < D u(An).
n=1 n=1

A.7 (La 93, Thm 7.1 (Hahn)) Seja p uma medida positiva em uma dlgebra </ em
X, e suponha que X pode ser expresso como uma unido enumerdvel de conjuntos de <7 .
Entao, p pode ser estendida para uma medida positiva sobre a menor sigma-dlgebra A

contendo <, de forma que para Y € M,

p(Y) = inf iu(An),

o inf sendo tomado em todas as seqiéncias (Ay,) em </ cuja uniao contém'Y . Se X puder
ser expresso como uma unido contdvel de conjuntos de medida finita em <f, entdo existe

uma extensao unica de p para uma medida positiva sobre M .

A.8 (La 93, Lemma 7.2) Seja p uma medida positiva sobre uma dlgebra o/ em X, e
suponha que X pode ser expresso como uma unido enumerdvel de conjuntos em <. Na

sigma-dlgebra de todos os subconjuntos de X, defina

pe(Y) = inf 3 u(A,),

o inf tomando todas as seqiéncias {A,} de elementos de </ cuja uniao contém Y. Entdo

w* é uma medida exterior que estende .
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A.9 (La 93, Lemma 7.3) Seja p uwma medida exterior definida sobre todos os
subconjuntos de X. Seja £ a colegao de todos os subconjuntos A de X tais que, para

todo subconjunto Z de X, vale a igualdade
u(Z) = (20 A)+p(Z N A%,
em que A€ representa o complementar do conjunto A. Entao, £ € uma sigma-dlgebra, e

i € uma medida positiva em £ .

A.10 (La 93, Cor 7.4) Sob as hipdteses do Teorema de Aproximagio, um subconjunto
Z de X tem p*-medida nula se, e somente se, dado um niumero real € > 0, existe uma

cole¢io contdvel {A,} em o/ cuja uniao cobre Z e tal que
> u(4,) <e.
n=1

A.11 (La 93, Thm 8.2) Sejam (X, # ,u) e (Y, N ,v) espagos de medida sigma-finitos
e MN a menor sigma-dlgebra que contém a familia M x N . Ezxiste uma unica medida
positiva (uQv) : M N — [0,00] tal que para todos os conjuntos, A e B de medida

finita em M e N, respectivamente, temos

(11® v)(A x B) = u(A)w(B).

A.12 (La 93, Exercise 7(b), p.173-174) Sejam (X;, #;, i), com i = 1, 2e 3,

espacos de medida. Entao,
(M @ M) @ My = M R (Mo R M3)

(111 @ pi2) @ p3 = 1 @ (p2 @ p3).

Se (X, A, ) e (Y, N ,v) sio espagos de medida; entao, em termos das notagoes

da Proposicao A.1, valem as igualdades

AIN =HADN e IRV =nS V.

A.13 (La 93, Thm 8.4(Teorema de Fubini)) Seja f € £ (u®v). Entdo, para quase
todo x, a fungio f,, definida sobre Y por f.(y) = f(x,y), estd em L (v), a fungio dada
por

x»—>/fxd1/
1%

para quase todo x (e definido arbitrariamente para outro x) estd em L (u); e temos

/X><Yf dp®v)= /X </Y o dV) du(z).
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A.14 (La 93, Thm 9.1) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes > 0 em um intervalo
fechado e limitado I, decrescendo monotonicamente para 0. Suponha que cada f, € uma
fungao escada com respeito a intervalos. Entdo, a sequéncia de integrais (simples e
ordindrias)

/] fn(z)dx

decresce para 0.

A.15 (La 93, Cor 9.2) A funcgao de comprimento dos intervalos estende-se unicamente

a uma medida na dlgebra que consiste de unioes disjuntas de intervalos limitados.
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APENDICE B - llustracdes da

Demonstracao do Lema 3.2.4

Este Apéndice tem como escopo ilustrar o uso do Teorema de Fubini, na
demonstracao do Lema 3.2.4. Nesse mister, faz-se a exposicdo de exemplos
concretos de polindmios em duas e trés indeterminadas. Os graficos deste

Apéndice foram elaborados pelo autor, com o uso do aplicativo Geogebra.

Por questoes de didatica, estudaremos primeiro um exemplo de polinémio em duas
indeterminadas. Depois, examinaremos um exemplo de polinémio em trés indeterminadas
que, embora um pouco mais complexo do que o de duas indeterminadas, fornece uma

melhor interpretacao algebrica e geométrica do Teorema de Fubini.
B.1 Consideremos o polinomio P(X,Y) = X3 — XY?2.

Em termos da notagao da demonstragao do Lema 3.2.4, temos

P(X,Y) = Qo(X) + Q1(X)Y + Q2 X)Y?,
em que Qo(X) = X3, Q1(X) = 0, Q2(X) = —X. Reescrevendo o polinomio, obtemos
PX,Y)=X(X+Y)(X-Y).

Mostremos que o conjunto dos zeros Z(P) do polinomio P(X,Y) = X% — XY?

tem medida nula (i.e., u2(Z(P)) = 0), conforme a demonstragao do Lema 3.2.4.

De acordo com a Observacao 3.2.3, tem-se

pa(2(P)) = [ Xzw)(a.y) dody,

em que xz(p) : R? — R ¢é a fungdo caracteristica de Z(P), que associa o valor 1 aos
pontos do conjunto Z(P) e o valor 0 aos demais pontos de R? e o denota a medida de

Lebesgue em R2.
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A

Figura 1 — Os zeros de P(X,Y) = X? — XY?

A Figura 1 ilustra que o conjunto dos zeros Z(P) é fechado, com respeito a
topologia usual R2. Logo, o conjunto dos zeros de um polindmio ¢ boreliano e,
consequentemente, um conjunto mensuravel a Lebesgue de R?, conforme o Lema 3.2.2.
Do exposto, temos que a fungao xz(py : R — R é mensurdvel. Entao, pelo Teorema de

Fubini, obtemos

/R2 XZ(P)(J%Z/) drdy = /R </RXZ(P)(xay) dy) dr.

A Figura 1 nos mostra que a funcdo secao f(z) = [z xz(p)(,y) dy estd definida
em quase todo ponto de R. De fato, o conjunto A = {z € R: P(z,y) = z(z+y)(z —y) =

0, para todo y € R} é unitario: {0}. Portanto, o conjunto A tem medida nula.

Notemos que, em cada ponto  de A, a funcao f(z) = [z xz(p)(x,y) dy nao esta

definida, pois nesses pontos [p xz(p)(x,y) dy = oo.

Ademais, para cada ponto fixado x do complementar do conjunto A, por exemplo
r = 2, o polindmio P(2,Y) = 8 — 2Y? em uma indeterminada Y nao é identicamente
nulo. Donde, o conjunto de suas raizes é finito, a saber, {—2,2} e, consequentemente, a
funcao xzp)(z,-) : R — R assume o valor 1, num conjunto de medida nula, e 0 nos
demais pontos de R. Entao, temos que f(z) = [z xz(p)(z,y) dy = 0 em quase todo ponto
de R.

Logo,

(Z2(P) = [ Xzw)(ay) de dy

= /R(/RXZ(P)(%?J) dy) dx

= /Rf(a:)dx:O

Constata-se  que ha trés possibilidades para que o  polinémio
P(X,Y)=X(X +Y)(X —Y) seja zerado. A primeira é de um ponto de R? pertencer a

reta de equacio Y = X. A segunda é de algum ponto de R? pertencer a reta de equacio
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Y = —X. A terceira é de um ponto de R? pertencer a reta de equacao X = 0 e, nessa

possibilidade, Y pode assumir qualquer valor.

A figura 1 corrobora com a conclusdo ps(Z(P)) = 0 ; porque, em termos
geométricos, o conjunto Z(P) é constituido por trés retas, que sao claramente conjuntos

de medida nula em R2.

O proximo exemplo, por envolver figuras geométricas espaciais, esclarecera melhor

o uso do Teorema de Fubini na demonstracao do Lema 3.2.4.
B.2 Consideremos o polinomio P(X,Y,Z) = X?7Z3 +Y?Z3 - 73 — X?> - Y? + 1.

Em termos da notacao da demonstracao do Lema 3.2.4, temos
P(X.Y.Z) = Qu(X,Y) + Qu(X,Y)Z + Qa(X,Y)Z* + Qs(X,Y) Z°,
em que Qo(X,Y) = —X2-Y?2+1,Q1(X,Y) =0,Q:(X,Y) =0e Q3(X,Y) = X?+YV2-1.
De acordo com a Observacgao 3.2.3, temos que
ps(Z(P)) = [ Xz)(a.y.2) dadydz,

em que xz(p) : R3 — R ¢é a fungio caracteristica de Z(P), que associa o valor 1 aos
pontos do conjunto Z(P) e o valor 0 aos demais pontos de R?, e uz denota a medida de

Lebesgue em R3.

Figura 2 — Os zeros de P(X,Y, Z) = (- X? - Y?+ 1)+ (X?+Y?* - 123

A Figura 2 ilustra que o conjunto dos zeros Z(P) é fechado, com respeito a
topologia usual R3. Logo, o conjunto dos zeros de um polindmio é boreliano e,
consequentemente, um conjunto mensuravel a Lebesgue de R?, conforme o Lema 3.2.2.
Do exposto, temos que a fungao xz(py : R* — R é mensurdvel. Entéo, pelo Teorema de

Fubini, obtemos

/R3 Xz(p)(@,y, 2) do dy dz = /RQ (/RXZ(P)<x7yaZ) dz) da dy.

A Figura 2 nos mostra que a fungdo secio f(z,y) = [z xz(p)(2,y,2)dz estd

definida  em  quase todo ponto de RZ De fato, o  conjunto
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A= {(r,y) € R?: P(x,y,2) = (—2®> —y* + 1) + (2> + y*> — 1)2® = 0, para todo z € R}
é, em termos geométricos, uma circunferéncia. Portanto, o conjunto A tem medida nula

em R2.

Notemos que, em cada ponto (z,y) de A, a funcao f(x,y) = [px xzp)(z,y,2)dz

nao esta definida, porque nesses pontos [ xz(p) (2, ¥y, 2) dz = oo.

Ademais, para cada ponto fixado (z,y) do complementar do conjunto A, por
exemplo o ponto (1,1), o polinémio P(1,1,7) = —1 + Z3 em uma indeterminada Z nao
¢ identicamente nulo. Donde, o conjunto de suas raizes é finito, a saber, {1} e,
consequentemente, a funcao xzpy(x,y,-) : R — R assume o valor 1, num conjunto de
medida nula, e 0 nos demais pontos de R. FEntao, temos que

f(x,y) = Je x2(p)(2,y, 2) dz = 0 em quase todo ponto de R.

Logo,
ps(Z(P)) = /RSXZ(P)(%ZJ,Z)CZ-T@CZZ

= / (/Xz(p)(x,y,z)dz> dz dy
Rz \JR

= [, f@ydedy=0

Nota-se que ha trés possibilidades para que o polinomio P(X,Y,7) = (- X?—Y?+
1)+ (X?2+Y? —1)2° seja zerado. A primeira é de a projecio ortogonal A" = (z,y) sobre
o plano de equagido z = 0, de um ponto A = (z,y,2) € R?, pertencer a circunferéncia
de centro na origem (0,0) e de raio 1, ou seja, é solu¢ao da equacio X? +Y? —1 = 0.
Nessa situacdo, nao depende dos valores assumidos por Z. A segunda é de um ponto
B = (x,y,z) € R3 petencer ao plano de equagdo Z = 1 e também, nessa possibilidade,
X e Y podem assumir qualquer valor. A ultima possibilidade é, quando fixados X e Y, e
Z € a raiz do polindmio resultante. Por exemplo, fixando X =1e Y = 2, Z tem que ser
raiz do polindmio resultante P(Z) = 3Z% — 4, neste caso, Z = \3/§ :

Observamos, na figura 2, que o conjunto dos zeros do polinémio
P(X,Y,Z) = X?Z34Y?73 — 73 — X? — Y? + 1 ¢ constituido por um cilindro, quando as
projecoes dos pontos de R? sobre o plano de equacdo Z = 0 pertencem a circunferéncia
de equagao X? +Y? — 1 = 0 (Z assume qualquer valor, nessa situagao); por um plano,
na hipétese de os pontos de R? serem solugoes da equacao Z = 1 (neste caso, X e YV
assumem qualquer valor); e por pontos isolados de R?, que sdo raizes de polindmios em

uma indeterminada. Isso ratifica que p3(Z(P)) = 0.
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