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Resumo

Nesta dissertacao iremos fornecer ferramentas para responder quando um nimero inteiro
pode ser escrito como uma soma de quadrados. Usando estas ferramentas, conseguiremos
determinar dado um nimero inteiro  maior que 2, quantos tridngulos retangulos com
lados inteiros, tendo x como um de seus catetos, existem. Determinaremos também todos
os triangulos retangulos que tem x como hipotenusa, em funcao da decomposicao de x

em fatores primos.

Palavras-chaves: Tridangulos retangulos, nimeros inteiros, soma de quadrados.



Abstract

In this dissertation we will provide tools to answer when an integer can be written as a
sum of squares. Using these tools, we will be able to determine given an integer x greater
than 2, how many triangles rectangles with integer sides, having x as one of their legs,
exist. We will also determine all triangles rectangles that have x as hypotenuse, as a

function of the decomposition of z in prime factors.

Key-words:

Rectangles triangles, integers, sum of squares.



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3

Sumario

Introducdao . . . . . . . . . . ... e e e e 11
TEORIA BASICA . . . . . . . e e 13
Divisibilidade . . . . . . . . . .. ... 13
Congruéncia . . . . . . . . .. 17
O anel dos inteirosde Gauss . . . . . . . ... ... ... ....... 21
O anel dos quatérnios . . . . . . . . ... ... 26
Anéis quadraticos . . . . . . . ... 29
O anel dos quatérnios inteiros de Hurwitz . . . . . . . ... ... .. 30

REPRESENTACAO DE INTEIROS COMO SOMA DE QUADRADOS 35

Somadedoisquadrados . . . . . . . ... ... ... ... ... ... . 35
Somadetrésquadrados . . . . . . .. .. .. ... 42
Soma de quatro quadrados . . . . . . .. ... 45
TRIANGULOS RETANGULOS COM LADOS INTEIROS . . . . . . a7
Ternos pitagoricos . . . . . . . . .. ..o 47
Triangulos retangulos com um cateto fixo . . . . ... ... ... .. 50
Triangulos retangulos com a hipotenusa fixa . . . . . . . .. ... .. 53

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . . . .« v v v i 59



11

Introducao

Certamente, a maioria de nds ja se deparou com o desafio de encontrar os catetos
de um triangulo retangulo que possua hipotenusa igual a 5 u.c., por exemplo, e quase que
automaticamente pensou na solu¢ao r = 4 e y = 3. Este é um caso muito facil de resolver,
por ser tratar de um caso de triangulo retangulo com lados inteiros que sempre apareciam
em nossos exercicios e exemplos no ensino basico. Mas, existem algumas perguntas mais
gerais a serem feitas em problemas deste tipo. Algumas destas perguntas sao: "Dado um
numero inteiro x maior do que 2, sempre existe um triangulo retangulo com lados inteiros
que tenha x como um de seus catetos? e se existem, quantos sao?". Ou ainda, "fixando um
nimero inteiro z como sendo a hipotenusa de um tridngulo retangulo, existem tridngulos

retangulos com lados inteiros com hipotenusa 27 Se existem, quantos sao?".

Observe que as perguntas acima podem ser reformuladas matematicamente da
seguinte maneira: Dado um nimero inteiro n, existem inteiros x, y tais que n = z? +y? ?
Ou seja, n pode ser escrito como uma soma de quadrados? Esta e outras perguntas serao

respondidas ao longo do texto.

Esta dissertagao foi dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo, intitulado
"Teoria Basica", definimos os principais termos utilizados ao longo do texto e apresentamos
resultados basicos sobre divisibilidade e congruéncias. Além disso, estudamos alguns anéis
especias que possuem propriedades que nos auxiliarao nas demonstragoes dos resultados
do capitulo 2. Estes anéis sdo: o Anel dos Inteiros de Gauss, Anel dos Quatérnios e o Anel

dos Inteiros de Hurwitz.

No segundo capitulo, intitulado Representacio de Inteiros Como Soma de Qua-
drados, utilizamos as ferramentas do primeiro capitulo para caracterizar os inteiros que
podem ser escritos como soma de quadrados. Mostraremos os casos em que um inteiro

pode ser escrito como soma de dois, trés ou quatro quadrados.

E finalmente no terceiro capitulo, intitulado Triangulos Retangulos com Lados In-
teiros, usando alguns dos resultados obtidos no segundo capitulo, respondemos as pergun-
tas supracitadas. Verificamos que dado um inteiro x maior do que 2, sempre existe um
triangulo retangulo com lados inteiros tendo x como um de seus catetos. E além disso,
através da decomposicao de x em fatores primos, determinamos quantos destes triangulos
existem. Por fim, destacamos também neste capitulo a condicdo necessaria e suficiente
para que dado um inteiro z exista um tridngulo retangulo com lados inteiros tendo z

como hipotenusa.
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1 Teoria Basica

Neste capitulo, iremos apresentar alguns resultados e defini¢bes basicas que nos

auxiliarao no entendimento e nas demostracao do restante do trabalho.

1.1 Divisibilidade

Definicao 1.1. Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo
a | b, quando existir ¢ € Z tal que b = ca. Nesse caso, diremos também que a é um divisor
ou um fator de b, ou ainda, que b € um maltiplo de a ou que b é divisivel por a. Caso nao

exista esse inteiro, diremos que a nao divide b, e denotaremos por a1 b.

Definicao 1.2. Sejam dados dois inteiros a e b, distintos ou ndao. Um nimero inteiro d

serd dito um divisor comum de a e b sed | a ed |b.

Defini¢ao 1.3. Diremos que um ndmero inteiro d > 0 é o mdzimo divisor comum (mdc)

de a e b (denotado por (a,b)), se possuir as sequintes propriedades:

1. d é um divisor comum de a e b,
1. d € divisivel por todo divisor comum de a e b.

Proposigao 1.1. Se a,b,c,m e n sdo inteiros, ¢ | a e ¢ | b entio ¢ | (ma + nb).

Demonstracdo: Sec|aec|b, entdo a = ric e b = ryc para alguns r; e ry inteiros.
Multiplicado-se estas duas equagoes respectivamente por m e n teremos ma = mric
e nb = nryc. Somando-se membro a membro e usando a propriedade distributiva dos

nimeros inteiros obtemos ma + nb = (mry + nry)e, o que nos diz que ¢ | (ma + nb).

U
Exemplo 1.1. Como 3|21 e 3 | 42, entdo 3 | (5.15 + 3.42).

Teorema 1.1. (Algoritmo da Divisao em 7Z) Dados a,b € Z,b > 0, existe um unico par

de inteiros q e r que satisfazem

a=qb+r, com0<r<hb.

q € chamado quociente e r resto da divisdio de a por b.
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Demonstracao: Seja b um nimero inteiro positivo ndao nulo. Se a € Z, entao a é
multiplo de b ou estd situado entre dois multiplos consecutivos de b, isto é ¢gb < a < (¢+1)b.
Somando —gb em todos os termos da desigualdade obtemos gb—gb < a—qb < gb+b—gb
entao 0 < a — ¢gb < b. Desta forma, tomando r = a — gb, segue que a = ¢gb + r, em que
0<r<hb.

Suponhamos agora, que existam ¢y, g2, 71, 72, onde q; # qo € 11 # 1o € que satisfacam
as igualdades: a = q1b+ 71, com 0 <r; <bea=qgb+1ry,com0 <1y <b Seb>rHe
b>ryentdao b >|ry —ry | e a =bq + 13 = bgy+ re. Dessa forma, b(qge — q1) = ro — 1.
Tomando k = (¢2 — ¢1), segue que ro —r; = kb, com k € Z e dai b | (rg — r1). Portanto
b <|re—r1 |, 0 que é um absurdo, pois contradiz b >| ro —r; |. Logo, ro = 1. Concluimos

que (g2 — q1)b = 0. Sendo b # 0, temos que (g2 — g1) = 0 e concluimos que ¢; = @o.

Na equagdo a = gb + r, com 0 < r < b, os inteiros, g e r sao chamados respectiva-
mente de quociente e resto da divisao de a por b. Vale lembrar que b somente é divisor
de a se r = 0. Neste caso, temos que a = bg e o quociente ¢ na divisao exata de a por b

pode ser indicado também por .
O

O algoritmo euclidiano possui uma grande importancia no conjunto dos nimeros

inteiros. Este algoritmo também ¢é valido em outros anéis denominados como euclidianos.

Lema 1.1. (Bézout)Seja d o mdzimo divisor comum de a e b, entdo existem inteiros ng

e mg tais que d = nga + myb.

Demonstracido: Seja o conjunto B = {na +mb | n,m € Z}. Sejam ng, mg € Z tais
que ¢ = nga + mpb é o menor inteiro positivo pertencente a B, vamos provar que ¢ | a e

¢ | b. Para tanto suponhamos que c 1 a.

Pelo algoritmo da divisao existem ¢ e r inteiros, tais que a = qc +r,0 < r < c.
Tomando r = a — gc = a — q(ng + meb) = a(l — neq) + b(—mpq), ou seja, r é um nimero
inteiro positivo e r € B uma vez que, (1 —ngq) e (—moq) € Z. Dai, temos que r > ¢. Mas
do Teorema 1.1, r < ¢, o que é um absurdo. Logo, ¢ | a. Analogamente mostramos que
¢ | b. Assim, ¢ é um divisor comum, e como d = (a, b), temos que ¢ < d.

Resta ainda mostrar que d = nga + mpb. Vejamos que, se d = (a,b) entdo d | a
e d | b, o que implica que a = kid e b = kod para algum ki, ky € Z. Ainda tomando
¢ = noa + mob = no(k1d) + mo(ked) = d(noks + mokz), resulta em d | ¢. Além disso, ¢ # 0
entdo | d |<| ¢ | e como nao é possivel termos d < ¢, uma vez que d = (a,b) entao d = c,

ou seja, d = ng + mgb.

O

Teorema 1.2. Se a|bc e (a,b) =1, entao a | c.
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Demonstracao: Como (a,b) = 1 pelo Lema de Bézout existem inteiros n e m tais
que na+mb = 1. Multiplicando-se dois lados desta igualdade por ¢ temos: n(ac)+m(bc) =

c. Como a | ac e, por hipdtese, a | be entdo, pela Proposi¢ao 1.1, a | c.

U

Proposicao 1.2. Para todo inteiro positivo t, (ta,tb) = t(a,b)

Demonstracao: Pela demostragdo do Lema de Bézout (ta,tb) é o menor valor po-
sitivo de mta + ntb (m e n inteiros), que é igual a t vezes o menor valor positivo de
ma + nb = (a,b), ou seja t(ma + nb) = t(a,b).

g

Proposicao 1.3. Sec >0 ea e b sio divisiveis por c, entdo

a b

(%) = (a,b)

Demonstracdo: Como a e b sdo divisiveis por ¢ temos que a/c e b/c sao inteiros.

Basta, entao substituir na Proposigao 1.2”a” por a/c e ”b” por b/c tomando t = c.

g

Corolério 1.1. Se (a,b) = d, temos que (%,%) =1

Demonstragao: No que acabamos de demonstrar ¢ é um divisor comum de a e b.

Se tomarmos ¢ como sendo o maximo divisor comum d, temos que:

(3 a) = ala,0) = g ab) = 1.

Portanto, (%,2) = 1.

Uloe
Ul

U
Proposicao 1.4. Sejam a e b inteiros e d = (a,b). Se d 1 c entdo a equagio ax + by = ¢

nao possui nenhuma solu¢io inteira. Se d | ¢ ela possui infinitas solugoes e se x = g e

Yy = Yo € uma solucao particular, entao todas as solugoes sao dadas por

y =yo — (a/d)k

onde k ¢ um inteiro.
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Demonstracao: Sed 1t ¢, entao a equagao az+by = ¢, ndo possui solugao, pois como
d|aed]b,ddeveria dividir ¢, o qual é uma combinacao linear de a e b. Suponhamos,

que d | c¢. Pelo Lema de Bézout existem inteiros ng e my, tais que

ang + bmgy = d.

(1.1)

Como d | ¢, existe um inteiro k tal que ¢ = kd. Se multiplicamos, ambos os membros
de (1.1) por k, teremos a(nok) + b(mok) = kd = c. Isto nos diz que o par (zg,yo) com
Ty = nok € Yo = mok é uma solucao de ax + by = ¢. E visivel a verificacdo de que os pares

da forma

x=ux0+ (b/d)k
y=1yo— (a/d)k
sao solugoes, uma vez que
ar +by = a(ze+ (b/d)k)+ b(yo — (a/d)k)
= CL[Eo—f—%bk’—Fbyo—%bk‘

= axy+ byy = c.

O que acabamos de mostrar é que, conhecida uma solugao particular (g, yo) pode-
mos, a partir dela, gerar infinitas solu¢oes. Precisamos, agora, mostrar que toda solucao
da equagdo ax + by = ¢ é da forma = = x4+ (b/d)k, y = yo — (a/d)k. Vamos supor que
(x,y) seja uma solugao, isto é, ax + by = c. Mas, como ax,+ byy = ¢, obtemos, subtraindo

membro a membro, que

ax + by — axg — byo = a(x — xo) + by —yo) =0
o que implica a(z — zo) = b(yo — y). Como d = (a, b) pelo corolario da Proposicao 1.3,
a b

(av g)
Portanto, dividindo-se os dois membros da tultima igualdade por d, teremos

=1.

o) = v v,

(1.2)
Logo, pelo Teorema 1.2, (b/d) | (x—x) e, portanto, existe um inteiro k satisfazendo
x —xo = k(b/d), ou seja © = x + (b/d)k. Substituindo este valor de = na equacao (1.2)

temos y = yo — (a/d)k, o que conclui a demonstragao.

n



1.2. Congruéncia 17

1.2 Congruéncia

Definicao 1.4. Se a,b e m sao inteiros, dizemos que a € congruente a b modulo m com
(m > 0) sem | (a—0b). Denotamos isto por a =b (mod m). Se m 1 (a — b) dizemos que a

¢ incongruente a b médulo m e denotamos a Z b (mod m).

Exemplo 1.2. 14 = 4 (mod 5) pois 5 | (14 —4). Como 719 ¢ 9 = 24 — 15 temos que
24 # 15 (mod 7).

Proposicao 1.5. Se a e b sao inteiros, temos que a = b (mod m) se, e somente se, existir

um inteiro k tal que a = b+ km.

Demonstracao: Se a =0b (mod m), entao m | (a — b) o que implica na existéncia
de um inteiro k tal que a — b = km. A reciproca € trivial pois da existéncia de um k

satisfazendo a = b+km, temos km = a—b, ou seja, que m | a—b, isto é, a = b (mod m).

Proposicao 1.6. Se a, b, m e d sdo inteiros, com m > 0, entdo as sequintes sentencas

sao verdadeiras:

1. a =a (mod m);
2. Se a=b (mod m), entio b= a (mod m);

3. Sea=0b(mod m) eb=d (mod m), entao a =d (mod m).
Demonstragao:

1. Como m |0, entao m | (a — a), ou seja a = a (mod m).

2. Se.a =b (mod m), entio a = b+ mky para algum inteiro ky. Logo, b = a — mky o

que implica pela Proposi¢ao 1.5 que b = a (mod m).

3. Sea=b (modm) eb=d (mod m), entao existem ki e ko tais que a —b = kym e
b—d = kom. Assim, somando estas duas ultimas equagoes teremos a—d = (k1+ks) m

resulta em a = d (mod m).

A proposicao acima nos garante que a relacdo de congruéncia nos inteiros é uma

relacao de equivaléncia.

Teorema 1.3. Se a,b,c e m sdo inteiros tais que a = b (mod m), entdo:
1. a4+c=b+c (mod m);
2. a—c=b—c(modm);

3. ac = bc (mod m);
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Demonstragao:

1. Como a = b (mod m), temos que a—b = km para algum inteiro k e, portanto, como

a—b=(a+c)— (b+c) temosa+c=0b+c (modm).

2. Como (a —c) — (b—c¢) = a—10b e, por hipétese a — b = km, temos que a — ¢ =

b—c (mod m).

3. Como a — b = km, entao ac — bc = ckm, implica que m | (ac — be) e, portanto,

ac = be (mod m).

O

Teorema 1.4. Se a,b,c,d e m sdo inteiros tais que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m),

entao

1. a+c=b+d (mod m);
2. a—c=b—d (mod m);

3. ac = bd (mod m);

Demonstragao:

1. Dea=b (mod m) ec=d (mod m) temos a —b=km e c—d= kym para certos
inteiros k e ky. Somando as duas equagoes teremos (a+c¢) — (b+d) = (k+ ky)m o

que implica que a + ¢ =b+d (mod m).

2. Usando a hipotese, temos as equagoes a — b = km e ¢ — d = kym, obtendo assim
(a—b)—(c—d) = (a—c)—(b—d) = (k—k1)m, o que implica em a—c = b—d (mod m).

3. Multiplicando ambos os lados de a —b = km por ¢ e multiplicando ambos os lados da
equacao ¢ —d = kym por b, teremos ac — bc = ckm e bc — bd = bkym. Basta, agora,
somarmos membro a membro estas ultimas igualdades, obtendo ac — bc + be — bd =

ac — bd = (ck + bky)m, o que implica em ac = bd (mod m).

0

Teorema 1.5. Se a,b,c e m sao inteiros e ac = be (mod m), entio a = b (mod m/d)

onde d = (¢,m).
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Demonstracao: De ac = bc (mod m) temos que ac —bc = ¢(a —b) = km para certo
inteiro k. Se dividirmos os dois membros por d, teremos (¢/d)(a — b) = k(m/d). Logo,
(m/d) | (¢/d)(a —b) e, como (m/d,c/d) = 1, pelo Teorema 1.2, (m/d) | (a — b) o que
implica a = b (mod m/d).

g

Defini¢ao 1.5. O conjunto dos inteiros A = {ry,ra,...,75s} € um sistema completo de

residuos modulo m se

(1) r; #r; (mod m) para i # j

(2) Para todo inteiro n existe um r; tal que n = r; (mod m).

Proposicao 1.7. Sejam a, b e m inteiros tais que m > 0 e (a,m) = d. No caso que
d1b a congruéncia ax = b (mod m) nao possui nenhuma solu¢io e quando d | b, possui

exatamente d solugoes incongruentes modulo m.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.5 sabemos que o inteiro x é solucao , axr =
b (mod m) se, e somete se, existir um inteiro y tal que ax = b+ ym, ou seja, b = ax — ym.
Da Proposicao 1.4 sabemos que esta equagao nao possui nenhuma solugao caso d 1 b, e que
d | b ela possui infinitas solugdes dadas por x = xo — (% )k e y = yo — (§)k onde (z¢, yo) ¢
uma solugao particular da equagao ax —my = b. Portanto, a congruéncia axz = b (mod m)

ird possuir infinitas solugées dadas por x = xo — (%)k.

Desejamos saber a quantidade de solu¢oes incongruentes. Dai, estudaremos as con-
s X : _ m _ m x 4
digoes para as quais 1 = x9 — (% )k1 e T = 29 — (%) k2 sdo congruentes médulo m. Se x;

e x5 forem congruentes, entao xo — k1 = xo — (%} )k2 (mod m), assim

m m
Ty — To — <E)k1 =1x9— 20 — (E)kg (mod m)

dai

m m My m

(ks = (ks (mod m) = 5k = (5

Vko (mod m)

Como (%) | m, pois m = d.("}), temos que (%, m) = %, pelo Teorema 1.5 podemos
fazer o cancelamento (%) na congruéncia anterior, logo k1 = ky (mod m). Note que m foi
substituido por d = m/(m/d).

Portanto, temos as solugoes incongruentes na forma x = xo— (% )k, onde k percorre

um sistema completo de residuos moédulo d.

g

Definicao 1.6. Dizemos que uma solugio xo de ax = b (mod m) é unica mddulo m

quando qualquer outra solugcdo xy for congruente a xo modulo m.
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Definigao 1.7. Uma solugao a de ax = 1 (mod m) é chamado de um inverso de a mddulo

m.

Teorema 1.6. (Wilson) Seja p € N um nimero primo. Entdo, (p —1)! = —1(mod p).

Demonstracdo: Como (2 —1) =1 = —1 (mod 2) o resultado é valido para p = 2.
Pela Proposigao 1.7, a congruéncia ax = 1 (mod p) tem uma unica solugao para todo a no
conjunto {1,2,3,....,p — 1} e como, deste elementos, somente 1 e p — 1 sdo seus proprios
inversos modulo p, podemos agrupar os nimeros 2, 3,4, ..., p—2 em % pares cujo produto
seja congruente a 1 modulo p. Se multiplicarmos estas congruéncia membro a membro,
teremos, pelo Teorema 1.4 (item 3), 2xX3 x4 X ..... x p—2 = 1 (mod p). Multiplicando-se

ambos os lados desta congruéncia por p — 1 teremos

2x3x4x..x(p=2)x(p—1)=(p—-1)= -1 (mod p)

isto é (p— 1)! = —1 (mod p) uma vez que p — 1 = —1 (mod p).
[
Defini¢ao 1.8. Sejam a,m € Z,m > 2 e (a,m) = 1. Dizemos que a é um residuo

quadrdtico médulo m se a equacio > = a mod m tiver solucdo.

Teorema 1.7. Para p primo impar e a um inteiro nao divisivel por p, a congruéncia

abaixo, caso tenha solucao tem exatamente duas solugoes incongruentes modulo p

2% = a (mod p).

Demonstragao: Seja x; solugdo da congruéncia acima, podemos concluir que —x;
também ¢é solucao pois, (—z1)? = (21)? = a (mod p).Temos que mostrar que estas solugoes
sao incongruentes. Suponhamos por absurdo que z; e —x; sejam congruentes modulo p,

ou seja, r1 = —x1 (mod p), dai x1 + x1 = —x1 + x1(mod p), portanto, 2x; = 0 (mod p).

Temos que p é primo impar e nao divide z; pois, se p | 1, temos que p | 3 e como
estamos supondo que 2% = a (mod p) temos que 3 — a = pq, para algum q inteiro. O que
implicaria que p | a contradizendo a hipétese. Logo p 1 1. e sabendo que x; é diferente
de zero pois se z1 = 0 e 22 = a (mod p) implica 2 — a = pq para algum ¢ inteiro, logo
—a = pq e, portanto, p | a, contradizendo a hip6tese. Podemos concluir que nao é possivel
ocorrer a congruéncia 2z, = 0 (mod p), pois p nao divide a e além disso x7 = a (mod p) dai
podemos garantir que p nao divide z? e portanto nao divide 1, assim podemos concluir
que x; e —xy sao incongruentes modulo p. A nossa meta agora e mostrar que existem

apenas estas duas solugoes incongruentes modulo p.

Assim, seja y uma solucio de z2 = a (mod p), entdao y*> = a (mod p) como x; é

solugdo teremos que 3 = a (mod p), portanto x3 = y*> = a (mod p) e assim, 2% — y* =



1.3. O anel dos inteiros de Gauss 21

0 (mod p), onde podemos concluir (z; + y)(x; —y) = 0 (mod p), como p é primo temos
que p | x1+y ou p | 1 —y sendo 0 mesmo que x; +y = 0 (mod p) ou x1 —y = 0 (mod p)
dai y = —x1 (mod p) ou y = x; (mod p). Portanto, caso exista solugoes, serdo apenas

duas solucoes incongruentes modulo p.

Proposigao 1.8. Seja p um nimero primo impar. Dentre os nimeros {1,2,...,p—1}, %

~ . " . 1~ .
sao residuos quadrdticos médulo p e P5= ndo sdo.

Demonstracgao: Serao considerados os quadrados dos ntimeros de 1 a p — 1. Logo,
(1)2 =1 (mod p), ou seja, 1 é residuo quadrético da congruéncia 2 = 1 (mod p), notemos
que (—1)? = (1)> = 1 (mod p),ou seja, —1 também é solugao desta congruéncia e, além
disso, temos que —1 = p+ (=1) = p — 1 (mod p), onde (p — 1) também é solugdo da
congruéncia, pois (p—1)? = p?> —2p+1, portanto (p—1)*> = 1 (mod p), logo pelo Teorema
1.7 concluimos que 1 e p— 1 sdo as tnicas solugoes incongruentes de 2 = 1(mod p), entre

os numeros 1,2, ...,p — 1.

Consideremos agora 22 que serd congruente a algum nimero k diferente de 1, da
mesma forma (—2)? também é. Note que —2 = p + (—2) = p — 2 (mod p), novamente
usando o Teorema 1.7 concluimos que 2 e p — 2 sao as unicas solugoes incongruentes de

2? = k (mod p) dentre os ntimeros i = 1,2,3,...,p — 1.

Se tomarmos agora 32 este serd congruente a algum ¢ diferente de 1 e de k, analo-
gamente ao que foi mostrado temos que (—3)? também serd congruente a ¢ e além disso,
—3 = p—3 (mod p) entdao —3 e p—3 sdo as Unicas solugdes incongruentes de z2 = ¢ (mod p)
dentre os nimeros ¢ = 1,2,3,...,p — 1.

Temos como residuos quadrdticos os ntimeros 1,k e ¢ das congruéncias z? =

1 (mod p),z*> = k (mod p) e 22 = q (mod p) sendo suas respectivas solucoes os pares
(1,p—1)(2,p—2)(3,p—3). Se continuarmos procedendo desta maneira teremos 5 pares

de solucgoes.

(Lp-DEp-2E.p-3),.. )

p—1

onde cada par ¢ solucao para uma dentre as % congruéncia associadas a /=

residuos quadraticos.

g

1.3 O anel dos inteiros de Gauss

Ao estudar questoes de teoria dos numeros relacionadas a reciprocidade cubica e

biquadratica, Gauss (1777-1855) percebeu que essa investigagao se tornava mais simples
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trabalhando em um subconjunto dos nimeros complexos onde a parte real e a parte
imaginaria eram dadas por ntmeros inteiros. Este subconjunto é denominado anel dos
inteiros de Gauss em sua homenagem. Veremos que o problema de caracterizar os inteiros
primos que sao soma de dois quadrados é equivalente a um certo problema de fatoracao

neste anel.

Defini¢ao 1.9. Um anel (A,+,.) é um conjunto A com pelo menos dois elementos, mu-

nido de uma operag¢ao denotada por ” + 7 (chamada adi¢io) e de uma operagao denotada

” N

por 7" (chamada multiplicagcao) que satisfazem as condigoes sequintes:

A1) A adigio é associativa, isto €,

Ve,y,z € A, (z+y)+z=x+ (y + 2).

A.2) Eziste um elemento neutro com respeito a adigao, isto €,

30 € A tal que,Vr € A, 0+zx=zex+0=ux.

A.3) Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adigdo, isto €,

Vee A,dze Atal quex+z=0e z+x=0.

A4) A adigio é comutativa, isto €,

Ve,ye A,z +y=y—+x.

M.1) A multiplicagio é associativa, isto €,

Va,y,z € A, (z.y).z2 = x.(y.2).

M.2) A adigao é distributiva relativamente a multiplicacao, isto €,

Ve,y,z € Ax.(y+ 2) = z.y + z.2.

Se além das propriedades acima, também for satisfeita a propriedade (M.3) abaixo, o anel

é dito ser um Anel Comutativo.

M.3) A multiplica¢io é comutativa, isto €,

Ve, y € Ax.y = y.x.

Quando um anel satisfaz a propriedade (AM) abaizo ele € dito ser um Anel com unidade.
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(AM) Existe um elemento neutro com respeito da multiplicagdo, isto €,

Jl1 € Atal queVze A lx =z ex.l=u.

Definicao 1.10. Seja A,+,. um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Suponhamos

que B seja fechado as operagoes + e . de A, isto €,

1. xv,yeB=x+y€B

2. x,ye B=>xyeB

Asim podemos também considerar a soma e o produto como operagoes em B. Se

B,+,. for um anel com as operacoes de A dizemos que B € um subanel de A.

Exemplo 1.3. (Z,+,.) é um anel, onde + e . sio a adi¢io e a multiplica¢io usuais dos

inteiros. A operacio . é comutativa e 1 € o elemento neutro para esta operacao.

Exemplo 1.4. (Q+,.), (R, +,.) e (C,+,.) sdo anéis, onde + e . sio a adigio e a multi-

plicacao usuais. Em cada caso, a operagio . € comutativa e 1 € a identidade.

Exemplo 1.5. Para todo n > 0, seja nZ = {na;a € Z}. Com as operagoes induzidas
pelas operagoes de 7, temos que (nZ,+,.) é um anel, onde a opera¢io . é comutativa e

nao tem identidade para esta operacio, sen # 1.

Definigao 1.11. O anel dos inteiros de Gauss é definido como sendo o conjunto:
Z[i)| = {a+bi;a,b € Z}.

Com as sequintes operagoes:

Adigdo - 21 + zo = (a1 + b1i) + (az + byi) = (ay + ag) + (by + by)i

Multiplicag¢do - z1.z9 = (ay + byi).(ag + bai) = (ayas — bibs) + (a1by + asby)i
Definicao 1.12. Um anel (D,+,.) é chamado dominio ou dominio de integridade se ele
satisfaz a sequinte condi¢cdo:

M.4) O produto de quaisquer dois elementos nao nulos de D é um elemento nao
nulo, isto €,
Va,y € D\{0},z.y # 0.

Um anel (K,+,.) é chamado corpo se ele satisfaz a sequinte condi¢do:

M.4") Todo elemento diferente de zero de k possui um inverso com respeito ¢ mul-
tiplicacao, isto €,
Ve e K\{0},3y € K tal que z.y = 1.
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Defini¢ao 1.13. Um dominio euclidiano (D, +, ., ) é um dominio de integridade (D, +,.)
tal que exite uma funcao

¢:D\{0} — N=1{0,1,2...}
que satisfaz as propriedades sequintes:
1)Va,b € D,b# 0, existem t,r € D tais que

p(r) < p(b)

a = bt+r com
ou r =0,

2)¢(a) < p(ab),Va,b € D\{0}.
Exemplo 1.6. (Z,+,.) é um dominio

Exemplo 1.7. (Z[i],+,.) é um dominio.

Demonstracdo. Sejam X,Y € Zl[i], onde X = a+bi e Y = c+di, queremos mostrar

que,
XY =0entao X =0o0uY =0.
Suponha entao que Y # 0, ou seja, ¢ ou d # 0. Logo,
XY =(a+bi)(c+di) =0
dai,

ac + adi + bct — bd = 0, logo ac = bd e ad = —be, assim multiplicando a primeira

equagao por c e a sequnda por d obtemos
ac® = cbd e ad® = —cbd, com a soma das duas equagoes possuirmos
a(c® + d?) = 0, por hipétese ¢ ou d sio diferente de 0,
logo, ¢® +d? # 0, entio a = 0. Se ¢ # 0, temos que
ad = —bc, como a =0, logo
0 = —bc ou seja b= 0.
Portanto, X = 0.
O

Teorema 1.8. (Algoritmo de Euclides para 7. )

Seja | | : Z — N a fungao valor absoluto. Entao:

i. (Z,4+,.,]|) é um dominio euclidiano, isto é,

o (Z,+,.) € um dominio,
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e Va,be Z,B #0, existem t,r € Z tais que

- | |<|b]
a=bt+r com
our =0,

o Va,b € Z\{0}, | a |<| ab|.
1. Tais elementos t e r podem ser efetivamente calculados.

i 1. Em geral , tais inteiros t e r ndao sao Unicos.

2. E sempre possivel escolher r > 0, e isso de maneira unica.

Demonstracao. (i) e (i7): Que (Z,+,.) é um dominio, ji que foi visto.

Se b € Z\{0}, temos | b |> 1, e consequentemente

la|<|al|b|=|ab]|,Va € Z.

Agora, sejam a,b € Z,b # 0. Procuramos elementos t e r € Z tais que a = bt +r
com 7 "pequeno’e positivo (afim de obter (7ii.2)), isto é, procuramos ¢ € Z tal que a — bt

seja "pequeno'e positivo.

Vamos prova no caso b > 0 e a > 0. Neste caso, temos b > 1 e existe um tnico
inteiro t tal que
tb<ae (t+1)b>a.

Observamos que este inteiro ¢ é necessariamente tal que 0 < t < a, de modo que
calculando 0b, 1b, 2b, 3b, ..., ab, vamos efetivamente encontréa-lo. Tome r = a—tb( que pode
ser efetivamente calculando pois a e b sao dados e t foi calculado); temos a = bt + r com
r > 0; além disto, de (t + 1)b > a, obtemos | 7 |=r =a —th < b=| b| . Os outros casos

sera de forma andloga.

Tratamos agora o problema da unicidade. Se existem elementos ty,71,t2,70 € Z
tais que
0<rm <| b ‘

0<7ry <‘ b ‘
ro —11 |<| b |, logo | t1 —t2 |= 0 e portanto, t; = t5 e 1, = ro. Falta agora verificar (i7i.1).

a = bty+r; = bty+ry com { , entao temos | b || t1—to |=| b(t1—t2) |=]|

De fato, podemos escrever o nimero 3 das seguintes formas

3=21+1(@=1r=1)
3=224(-1) (t=2,r=-1),

isto é, temos duas possibilidades para a divisao de 3 por 2.
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O

Definicao 1.14. Se D ¢ um anel e a € D, entdo um elemento b € D é um divisor ou

fator de a (em D), se existe ¢ € D tal que a = bc.

Definigao 1.15. Um elemento a € D é invertivel (em D) se existe b € D tal que ab = 1.

Denotaremos por D* o conjunto dos elementos invertiveis de D
Exemplo 1.8. {a € Z | a é invertivel} = {1, -1}
Defini¢io 1.16. Seja N : Z[i| — N, a func¢do norma onde N(a + bi) = a® + b*.

Exemplo 1.9. {« € Z[i] | a é invertivel} = {a € Z[i] | N(«) = 1} = {1, £i}.

De fato, considere o = a + bi € Z[i] um elemento invertivel. Assim, N(a) =
a’? 4+ b? = 1. As unicas solugdes inteiras que satisfazem esta ultima iqualdade sdo a = %1

e b =0, concedendo assim, « = +1, oua =0 e b= =*1 0 que nos dd o = +i.

Defini¢ao 1.17. Dois elementos a,b € D sdo associados (em D) se existe u € D, u

invertivel em D, tal que a = ub.
Exemplo 1.10. Dado a € Z,{b € Z | b é associado a a} = {a,—a}

Defini¢ao 1.18. Um elemento a € D\{0} ¢ irredutivel ( em D) se as duas condigies

sequintes sdo satisfeitas:

1. a nao € invertivel em D.
2. a ndo possui fatoracao nao-trivial em D, isto ¢€,

Vb, c € D tais que a = bc entao b ou c € invertivel em D.

Observe que os unicos divisores de um elemento irredutivel a sdo os elementos

associados de a em D e os elementos invertiveis de D.

Exemplo 1.11. {a € Z | a é irredutivel} = {£p | p primo}.

1.4 O anel dos quatérnios

Definigao 1.19. O anel dos quatérnios é definido como sendo o conjunto Q@ = {a + bi +
cj + dk;a,b,c,d € R}. A operagio de soma € definida coordenada a coordenada e para o

produto serd usada i? = j% = k* = ijk = —1.

Estas igualdades tém os seguintes resultados ij = k, jk = 1, ki = j, ji = —k,

kj = —i e por fim ik = —j. Assim, as leis que definem as operagoes em () sdo:
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(a4+bi+cj+dk)+(d +bVi+dj+dk)=a+d +b+V)i+ (c+)j+ (d+d)k
e

(a+bi+cj+dk).(d +Vi+dj+dk)=ad —bb —cd —dd + (ab + ba’ + cd' —
dd)i+ (ad —bd + ca’ + db')j + (ad' + bc’ — b’ + da')k.

() é um anel de divisao, também conhecido como corpo nao comutativo. Mas, se
a € Reae€ @ entdo a e a comutam, ou seja, aa = ac. Claramente, C = {a + bi;a,b €
R} ={a+bi+0j + 0k;a,b € R} C Q.

Se a = a+bi+cj+dk € Q, definimos o conjugado de o como @ = a — bi — ¢j — dk

e a norma de a como:
N(a) =a.a=(a+bi+cj+dk).(a —bi —cj— dk)

= a? — abi — acj — adk + abi — bi® — bi.cj — bi.dk + acj — cj.bi — ?j* — cj.dk + adk —
dk.bi — ckdj — dk?

= a?—abi+abi—acj+acj—adk+adk-+b*—bcij+beij—bdik+bdik+c? —cdjk+cdjk-+d?

=a?+ b+ +d*#0, no caso em que o # 0, usando a relacdo de Hamilton que
ik = —ki, ij = —ji e jk = —kj.
Segue da definicao de norma que se o # 0, assim:
~1 @

N(a) =a@, a™! = N(a]-

Lema 1.2. . A conjugagcio em @ satisfaz as sequintes propriedades:

1. Se a € @, entao a = «.
2. Sea,BEQer s ER, entdo ra+ sf =ra+ sp.

3. Se a, € Q, entdo aff = Ba.
Demonstragao:

1. Seja a € Q, entao:

a=(a)=(a—bi—cj—dk)=a+bi+cj+dk=a

2. Sejam o, B € Q er,s € R, entao:

ra+sf =r(a; + byt + c1j + dik) + s(ag + bai + o5 + dok)

= (ray + rbyi + repj + rdik) 4 (sag + sbai + scaj + sdak)
=ray —rbii —rcyj — rdik + sas — sbat — scoj — sdok

= r(a1 — bll — Clj — d1k> + S(ag — bQZ — C2j — dgk) =ra—+ SB.
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3. Sejam «, f € (), entao:

af = (a+bi+cj+dk)(a +Vi+cj+dk)

= ad' +abi+ ac'j + ad'k + ba'i + bb'i2 + bc'ig + bd'ik + ca'j + V' ji + cc'j? + cd'jk

Fdak + dbki + dikj + ddk2

=ad' — abli — acj — ad'k — ba'i + bV'i? + bc'ij + bd'ik — ca'j + cb' ji + cc' % + cd' jk —
dak + dbki + dc'kj + dd'k*

=da—"bia—dja—dka—a'bi+Vbi® + ' jbi + d'kbi — a'cj + Vicj + dcj? + d'kej —
a'dk + b'idk + ¢ jdk + d'dk?

=(a =Vi—dj—dk)(a—bi—cj—dk)

= Ba

U

Lema 1.3. A norma em Q) satisfaz as sequintes propriedades:

1. Sea € Q, entdao N(a) e Ry,N(a) >0e N(a) =0<=a =0

2. Se a, f € Q, entdo N(af) = N(a)N(B).
Demonstragao:

. Seja a € () entao:

Na)=aa=a*+b*+*+d*>0eR.

Seja N(«) = 0 entao,

a’ +b* + 2 + d? = 0, note que a® + b* + ¢* + d* € R, assim a tnica possibilidade
seraquandoa =b=c=d=0,entaoa=a+bi+cj+dk=04+0i+05+0k =0
Reciprocamente, seja o =0 e como a =a+bi +cj+dk =0,ousejaa=0=c=

d = 0, logo teremos que:

N(a) =a> + >+ +d*> = 0>+ 02+ 0% + 02 = 0, ou seja, N(a) = 0.

. Seja a, f € @, usando o Lema 1.2, temos:

N(aB) = (aB)(ab)
= a(ff)a
= aN(f)a

= aaN(p)

(

= N(@)N(B)
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Definicao 1.20. Dizemos que m € Z,m # 1, € livre de quadrados quando o unico

quadrado que divide m € 1. Isto é, x* | m implica que x* = 1.

Exemplo 1.12. (a) m = —1 ¢ livre de quadrados.

(b) Todo nimero primo p € livre de quadrados.

1.5 Anéis quadraticos

Definicao 1.21. Seja o € C. Dizemos que o € um inteiro algébrico se a anula um
polinomio monico f(r) = a, X" + a, 1 X" '+ ...+ ag € Z[X].

Definimos entéo os inteiros de Q[y/m] como sendo o conjunto dos inteiros algébricos
que estao em Q[y/m]. Assim, para cada inteiro m livre de quadrado o conjunto dos inteiros

de Q[y/m]. é um anel chamado anel quadratico.

Defini¢ao 1.22. Os elementos de Z[0] podem ser escritos de uma das sequintes formas

1. a+bl, coma,beZ; ou

2. 242 /m coma,b € Z e de mesma paridade, isto é, a =b (mod 2).

2

9_ Ve m =1 (mod 4),
| vmose m=2,3 (mod 4).

Assim, para cada inteiro m livre de quadrado, Z[0] é anel quadrdtico formado pelos

inteiros Q[m].

14iv/3
2

Exemplo 1.13. Z[i] € um exzemplo com m = —1 =3 (mod 4) e Z| ] comm = -3 =

1 (mod 4).

Teorema 1.9. Se m < 0, existe um algorismo da divisao em Z[0], isto €, Z[0] é um anel

euclidiano, quando m = —1,—2, -3, -7, —11.

Demonstragao: Dados «, 5 € Z[0], 8 # 0, queremos encontrar ¢q,r € Z[f] tais que
a=qfB+r com N(r) < N(f). Mas,

N(r) = N(a—qp) = N((

™| 2

e portanto basta mostrar que se v € Q[f] = Q[\/m], o corpo das fragoes de Z[f)], existe
q € Z[0] tal que N(v—¢q) < 1.
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Quando m = 2,3 (mod 4), isto é, quando m = —1,-2, se v = a + by/m com
a,b € Q, tomamos z,y € Z tais que | a —z |[< e | b—y [< 3. Assim, se ¢ = z + y/m,

N(y—q) =N(a—z+(b-y)vm) < (a—1z)>—m(b—y)* <

Quando m = 1 (mod 4), isto é, quando m = —3,—7,—11, se, como acima 7y =
a+by/m com a,b € Q,tomamos y = § com v € Z tal que | b—y |< i e depois x = 5 com
u € Z,u =v (mod 2), tal que | a —z |< 1. Sabemos que m =1 (mod 4), u e v tém que

ter a mesma paridade .

Assim, se ¢ = x + yy/m, entao

N(y—=g¢)=N(a—z+(b-y)vm) < (a—2)’ —mbd-y)’ <

e o Teorema estd demonstrado.

U

1.6 O anel dos quatérnios inteiros de Hurwitz

O anel dos quatérnios inteiros de Hurwitz, subanel do anel dos quatérnios, pode

ser apresentado de duas formas diferentes:

Sejam H = {(af + bi + ¢j + dk);a,b,c,d € Z} e H = {3(d' + Vi + j+
d/k)ﬂl’,b”c/’d/ cZed =bV=c= d’(mOd 2)} Seja £ = %(1 +1+7+ k)

Lema 1.4. Afirmamos que H = H'.

Demonstracao: De fato, se @ = a& + bi + ¢j + dk € H, entao

a = g(1+z‘+j+/lc)+bz‘+qj+clk

2
a . a . a a
= §+Z(§+b)+j(§+c)+k(§+d)

— ;[a—i—i(a +2b) + j(a + 2¢) + k(a + 2d)],

e estes coeficientes satisfazem a = 20+ a = 2¢ + a = 2d + a (mod 2). Entao, o € H'.

Reciprocamente, se a = 1(a’ + b'i + ¢j + d'k) € H' assim,

1 1 1 1
o = 5@' + ib,l + §C/j + id,k
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 5@’ + §a/i - ia’z' + 501/] - i&lj + §a'k - Ea’k‘ + §b’i + §C/j + §d/k
a’ vV —d d—d d —a
= —(I+i+j5+k ) j k
2(+z+]+)+ g itttk
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~ . I o .
entdo @ = '€ +° 5o+ S+ d2“ k e como a,l,c e d tem a mesma paridade,

r_ s '
bza,c2“,d2a €ZeacH.

g

Como acabamos de demostrar que H' = H, passaremos a denotd-lo o anel dos

quatérnios inteiros de Hurwitz por H.

Lema 1.5. H é um subanel de @)

Demonstracao: De fato, seja A = a1£+b1i+c1j +dik e B = ax§ + bat + o + dok

dois elementos de H onde (ay, by, c1,dy, as, by, co € dy € Z), logo, podemos deduzir que:

i. S#Qpois, E=3i+j+2ke H
ii. A= B=a§+bi+c1j+dik — (af + bai + coj + dok)
= (a1 — ag) + (by — be)i+ (c1 — c2)j + (dy — da)k
=adé+Vi+dj+dkeH.
ili. A.B = (a1&+ b1t + c1j + dik).(as€ + bai + coj + dok)

= (a1a28? — biby — c102 — didy) + (a1b2€ + brasg + cidy — c2dy)i + (arca€ — bidsy +
asc1€ + dids)j + (a1de€ + bica — c1by + draxé)k

= f((alagf blbg 6162 1d1d2))+(a1b2§+b1a2£+cld2—cgdl)i—i—(alcgf—bldg—i-
azci§ + d1d2)J + (a1d2€ + bicy — c1by + dyaz§)k

— Vi j+dke H

Portanto, H é um sub-anel de ().

U
Se a = $(a+bi+cj+dk) € H, assim o é araiz o polindmio monico X?—aX +N(«) €
Z1X].
De fato, X? — aX + N(a) = (@)? — aa + N(«)
= (3(a+bi+cj+dk))*+ala+bi+cj+dk) + 1(a® + V* + 2 + d?)
= 1a® — b* — & — d* + (ab + abed — cd)i + (ac — bd + ac + bd)j + (ad + ad + be —
bo)k] + 3(a® + b* + 2 + d2)

Za 1b2 Z 1d2+ abz—i— zacjy + 3 adk—fabz fa —*aC]—*adkﬂ—laQﬁ—

P+ 2+id2—0.

Note que o anel dos inteiros de Gauss, Z[i] = {a + bi,a,b € Z}, é um subanel de
H. Com efeito, se a + bi € Z[i], entdao a + bi = 27“ + %bz +0j + 0k € H. Assim, sejam
A =a;+ bt e B=as+ byi. Dal,
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. A= B=ay+bii—as—byi=2(a1 — az) + 2(b1 — ba) + 0j + 0k € Z[d].

ii. A.B= (a1+b1i).(a2—|—b2i) = (alag—b1b2)+(albg+a2b1)z’ = %a’—l—%b’z—l—Og—i—Ok € Z[Z]

Portanto, Z[i] é um subanel de H.

Lema 1.6. Se o € H entio N(«) € N.

Demonstragao: Considere a = 3(a + bi + ¢j + dk) € H da defini¢ao de H' temos
a mesma paridade. Se a, b, ¢, d sdo todos pares, entdo a2, b?, c¢?, d* sao todos divisiveis por
4 e portanto N(a) = 1(a® + b* + ¢ + d*) € N. Se a,b,c,d sdo todos impares, entao
a? = b = = d> =1 mod 4, logo a® + b* + 2 + d? é divisivel por 4 e portanto
N(a)=1(a*+b*+ A +d*) €N,

O

1
4

Lema 1.7. Seja a € H. Logo, « € inversivel se, e somente se, N(a) = 1.

Demonstragido: Se « é inversivel, entio aa™' = 1 e portanto N(a)N(a™!) =
N(aa™) = N(1) = 1. Pelo Lema 1.6, N(a) € N resulta que N(a) = N(a™') = 1.
1

Reciprocamente, se N(a) =1 entdo aa =1, logo a™' = a.

g

Lema 1.8. H possui exatamente 24 elementos inversiveis.

Demonstracgao: Considere o = 3(a + bi + ¢j + dk) € H um elemento inversivel.
Pelo Lema 1.7, N(a) = 1(a® + b* 4+ ¢ + d?) = 1. Portanto, as solugdes possiveis desta

equacao $ao:

1. Um dos valores a®,b%,c* ou d* € igual a 4 e os demais sdo nulos, resultando 8

elementos inversiveis: £1,+i £ j e £k.

2. a®> = b? = c* = d? = 1 pelo principio fundamental da contagem, tem-se 16 elementos

inversiveis da forma (a+bi+ c¢j + dk) com a,b,c,d € {1, -1}
O

Proposigao 1.9. Fxiste um algoritmo da divisao em H, isto é, dados o, € H,3 # 0,
existem q,r € H tais que a = g8 +r com N(r) < N(B).

Demonstragao: Comecamos como na demonstragao do Teorema 1.9. Dados «, 8 €
H, # 0, queremos encontrar ¢,r € H tais que a = gf + r com N(r) < N(/3). Mas,

N(r) = N(g8— ) = N((Z —¢)B) = N(§ —g)N(B),
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e com % € (@ o anel dos quatérnios, basta mostrar que se v € @), existe ¢ € H tal que

N(y—q) <1l

[

b,c,deZcomaEbECEd(mod2),taisque|v—g |< %,|m—5 |§%
Assim, se ¢ = 3(a + bi + ¢j + dk), entdo

Seja vy = u+vi+xj+yk € Q. Escolhemos a € Z tal que | u— 2 |< 1 e escolhemos
e |

N(y—q) = N((u+vi+zj+yk — 3(a+bi+cj+dk))
so-4 - 4h)
HO= 4P =9+ - 8P

<GP+ =%+ Titi=Dn<],

Definicao 1.23. Sabemos que I é um ideal a esquerda de H se na multiplicagdo € exigido

apenas que Voo € H e p € I,af € 1.

Definicao 1.24. Dizemos que I é um ideal principal de A quando existe a € A tal que

=aA = {ab; be A}

Lema 1.9. Todo ideal I a esquerda de H é principal.

Demonstracdo: Podemos supor I # (0). Seja 5 € I tal que 8 # 0 e N(a) >
N(B),Ya € I,a # 0. Pelo algoritmo da divisao existem ¢,r € H tais que o = ¢f + r
com N(r) < N(f). Entao, como r € I pela escolha de (3, temos que ter r = 0 e portanto
ae€l.

d
Definicao 1.25. Dizemos que um elemento o € H € central se af = o,V € H.
Exemplo 1.14. Todo elemento o € Z é central.

Defini¢ao 1.26. Dizemos que um elemento central o € primo se « | fy = a | 5 ou

al7y.

Lema 1.10. Todo elemento oo € H central e irredutivel é primo.

Demonstragdo: Seja a € H central e irredutivel. Suponha que « | 57y e que a1 3.
Seja § € H tal que ad = . Considere o ideal a esquerda I = («, 3). Como « é irredutivel

e I ¢é principal, resulta que I = (a) ou I = H.

De fato, como (¢) = I = (a, ), e como « € (a, 8) = I = (q), assim « € (q)
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— a=ng,ouseja,n=1leg=aoun=aeq=1

=1 =(a)

Portanto, temos que I = (1) = I = H. Por outro lado como a { 3,8 ¢ (a) e
I = H. Assim, como 1 € I, existem u,v € H tais que 1 = ua + v/3. Multiplicando a

direita por v, temos v = uay + vy = uay + vad. Como « ¢é central o comuta com v e

com 9. Assim, v = uya + véa = (ua + vd)a e « | v, concluindo nossa demonstragao.

4
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2 REPRESENTACAO DE  INTEIROS
COMO SOMA DE QUADRADOS

Historicamente, um problema que recebeu uma boa dose de atencao ¢ o de represen-
tar nimeros inteiros como a soma de quadrados. Entre os matematicos que estudaram este
problema estavam Mohamed Ben Alhocain (século X), Leonardo da Pisa (mais conhecido
como Fibonacci, 1175-1230), Vieta (1540-1603) e Xylander (século X VI, editor e comenta-
rista da Diophantus). Bachet (1581-1638), famoso por sua edigao prépria de Diophantus,
fez algumas observagoes sobre esse problema, mas parece ter sido Girard (1595-1632) que
primeiro declarou corretamente as condigoes necessarias e suficientes para que a equagao

n = 2% + y? possua solucoes inteiras.

Pouco depois, Fermat (1601-1665), muito provavelmente de forma independente,
afirmou, como condigdo sobre n, que n = 1 (mod 4) e que quando n é dividido por
seu maior fator quadrado, o quociente nao deve conter nenhum primo ¢ = 3 (mod 4).
Nao hé indicacao de que Girard tenha (ou mesmo tenha alegado ter) uma prova para sua
declaracao, enquanto Fermat alegou ter uma "prova irrefutavel"de sua autoria, e enquanto
ele nunca tornou publico, o contetido de suas cartas (para Descartes e para Mersenne)
deixa quase nenhuma duvida de que ele tinha uma prova e que isso foi baseado em um

método de sua proépria autoria chamado "método do descenso infinito".

Um pouco mais adiante, o matematico Eduard Waring (1734-1789) estudou com
mais intensidade este problema fazendo varias outras afirmacgoes. Ele chegou a afirmar
que um numero inteiro pode ser representado por no maximo quatro quadrados, nove
cubos e no maximo 19 quartas poténcias. Foi Lagrangre quem conseguiu demonstrar o
problema de Waring para o caso em que a soma pode ser representado por no maximo

quatro quadrados.

Neste trabalho estudaremos critérios para definir quando um inteiro pode ser escrito

como soma de dois, trés ou quatro quadrados.

2.1 Soma de dois quadrados

Nesta secao iremos estudar alguns resultados que nos permitirao caracterizar todos
os inteiros que podem ser escritos como uma soma de dois quadrados, ou seja, todos os

valores inteiros de n de modo que.
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apresenta solucao em inteiros.

Lema 2.1. Seu e v sao cada um uma soma de dois quadrados entao o produto uv também

s

e.

Demonstracao: Sejam u e v cada um uma soma de dois quadrados. Assim, existem
a,b,c e d inteiros tais que u = a? + b? e v = ¢ + d?, nosso objetivo é mostrar que uv
também pode ser representado por uma soma de dois quadrados, ou seja, que existem s

e t inteiros tais que uv = s? + t2. Note que,
wv = (a? + b?) (A + d&?)=a>*c? + a®d® + b*c* + b*d?
= a’c® + V*d® + a*d* + b*.
Agora, vamos somar e subtrair 2(ac)(bd). Obtendo,
uv = (a* + b?) (A + d?)
= a’c® + V*d® + a*d® + v*c* + 2(ac)(bd) — 2(ac)(bd)
e finalmente temos:
uv = (ac)? + 2(ac)(bd) + (bd)* + (ad)? — 2(ac)(bd) + (bc)?
uv = ((ac) + (bd))? + ((ad) — (be))?
Encontramos s = (ac) + (bd) e t = (ad) — (be) de modo que uv = s* + t2.
U

Teorema 2.1. Seja p € N um nidmero primo. As sequintes afirmagoes sao equivalentes

1. p=2oup=1 (mod 4).
2. A equagio x* = —1 (mod p) tem solugio.
3. p € redutivel em Zli].

4. p € soma de dois quadrados.

Demonstracdo: 1 = 2: Se p = 2, basta tomar # = 1 e teremos 12 = 1 =
—1 (mod 2).

Se p =1 (mod 4), usando o Teorema 1.6, temos que (4n)! = (p—1)! = —1 (mod p).
Note que,

(4n) = p — 1 para algum n € Z,
An)l=1x2x3x4x..x2nx 2n+1)x 2n+2) X ... x dn =

Ix(p—1)x2x(p—2)x(3)x(p—3) x .. X (2n) x (p — 2n)
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o que nos da

2n 2n 2n
(n)t =] kp—k) =[] —%k* = (]| k)* (mod p).
k=1 k=1 k=1
2n
Assim, fazendo b = (]] k), temos que:
k=1
2n
(- =(p-1!=Un)! = ([] k)* =b* (mod p)
k=1
e a equacdo 2 = —1 (mod p) tem solugao.
2 = 3: Considere b uma solugao da equacao x> = —1 (mod p). Entao p|(b*+1), em

Z[i], p|(b+1)(b—1). Se p fosse irredutivel em Z[i], como Z[i] ¢ um anel euclidiano, p seria
um elemento primo e logo p|(b+ i) ou p|(b—1). Se p|(b+ i) pelo critério de divisibilidade
existird ¢ + di € Z[i] tal que b+ i = p(c + di). Assim dessa igualdade segue que 1 = pd, o

que nao é possivel, pois p é primo e d € Z.

3 = 4: Como p é redutivel, p = (a + bi)(c + di), com (a + bi) e (¢ + di) nao
sao inversiveis. Logo, N(a 4+ bi) = a®* + V> # 1 e N(c+ di) = ¢ + d* # 1. Como
pxp=p?=N(p)=N((a+bi)(c+di) = N(a+bi)N(c+di) = (a®+b?)(c* + d?), assim
p=a’®>+b>=c?+d? isto é, p é soma de dois quadrados.

4 = 1 Seja x € Z. O valor de z possui duas possibilidades se x é impar logo
2?2 = (1 mod 4) e se x é par, 22 = 0 (mod 4). Suponha que p = a? + b?. Assim,
a’>+0*= Ooua’+b>= 1oua®+b*=2 (mod4). Como p é primo, a>+b*> = 0 (mod 4)

nao acontece, e a?+b* = 2 (mod 4) s6 acontece se p = 2. Portanto, p = 2 oup = 1 (mod 4).

U

Teorema 2.2. Os elementos irredutiveis de Z|i] sdo:

1. £p,£pi, com p primo em N tal que p =3 (mod 4).

2. a+ bi, com a® 4+ b*> = p, p nimero primo em N.

Demonstracdo: Os elementos listados no item 1 sao irredutiveis em Z[i] pelo Teo-
rema 2.1. Considere a + bi € Z[i] um elemento no item 2. Assim, a® +b? = p sendo p € N
nimero primo. Se a + ib sdo redutiveis, logo a + bi = a3, como «, 8 € Z[i] nao inversiveis.
Logo, p = a®> + b* = N(a + bi) = N(af) = N(a)N(3). Neste caso temos que N(a) = 1

ou N(B) =1, isto é, a ou 8 é inversivel o que é considerado uma contradigao.

Vamos agora mostrar que nao existem outros elementos irredutiveis em Z[i]. Su-
ponha que a + bi € Z[i] é irredutivel e que nio ¢ do item 2. Logo, a? + b* ndo é primo
em Z, isto é, irredutivel Z[i], isto é, a®> + > = mn com m # 1 oun # 1. E facil ver
que a — bi também ¢ irredutivel em Z[i]. Com efeito se a — bi fosse redutivel teriamos

a—bi =uvea+ b = uv e assim teriamos que a + bi seria também redutivel. Como



38 Capitulo 2. REPRESENTACAO DE INTEIROS COMO SOMA DE QUADRADOS

(a+bi)(a—bi) = a®> 4+ 0> = mn e a+ bi e a— bi sdo irredutiveis, podemos supor que
a + bi = am, com « inversivel, isto é, « = +1 ou a = +i. Como a + bi é irredutivel em

Z[i], m é irredutivel em Z, isto é, m é primo em Z, e a + bi é um elemento do tipo 1.
]

Pelo Teorema 1.9, Z[i] é um anel euclidiano. Como todo anel euclidiano é um anel

fatorial, temos entao o seguinte resultado.

Teorema 2.3. Todo elemento nao nulo e nao inversivel de Z[i] é escrito de maneira

unica a menos de elementos inversiveis - como produto de elementos irredutiveis.
Observagoes:

1. A maneira de escrever um nimero primo como a soma de dois quadrados p =
a?+ b* com a > b > 0 é tnica. Com efeito note que p = a? + v? = ¢ + d2, assim
(a+bi)(a—bi) = (c+di)(c—di) como estes quatros elementos sdo irredutiveis entao
(a+ bi) = a(c+ di) ou (a+ bi) = a(c — di) como « é inversivel, isto é, « = £1 ou
o = +1i. Portanto, a = £tce b= *td oua = +d e b = *c.

2. Como 1 —i = —i(l +1i),1+iel—1isao associados. Usando a tultima igualdade,
temos 2 =12+ 12 = (1 +¢)(1 — i) = —i(1 +4)2

3. Quando p = 1 mod 4 escrevemos p = a® + b*>. Como p é impar entdo a e b tem
paridade distintas assim supondo a > b > 0. Logo, verificamos que a + bi e a — bi

nao sao associados.

Proposicao 2.1. . Seja p um nimero primo tal que p = 3 (mod 4), d € {1,2,....,p — 1}

€ um residuo quadratico modulo p, entdo p — d nao €.

Demonstracao: Observamos que d # p — d, pois caso contrario 2d = d+p —d =
p. Suponha que p e p — d sejam residuos quadratico médulo p. Entao existem x,y €
{1,2,...,p—1} taisquez #dey #p—d, x> =d mod p e y> = p—d (mod p). Assim,
22+y? = d+p—d = p = 0 (mod p) e portanto p | (z*+y?). Logo, em Z[i], p | (z+iy)(z—iy),
e como pelo Teorema 2.2, p é irredutivel em Z[i], p | (x +iy) ou p | (x — iy). Suponha que
p | (z + iy). Logo, existe a + bi € Z[i] uma vez que p(a + bi) = x + iy e portanto p | =
e p | y o que ndo é possivel pois se este fato acontecer teriamos y < p e x < p, porém

r,ye{1,2,...,p—1}.
[

Teorema 2.4. Sendo p um primo a equacio x* + y*> = p possui solucdo inteira se, e

somente se, p=2 oup =1 (mod 4).
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Demonstracao: Supondo primeiramente que p = 2 ou p = 1 (mod 4), devemos

mostrar que a equacio x> +y* = p onde p é primo, possui solucio inteira.

De fato, se x =1 ey =1 temos que p = 2 = 12+ 12, assim para p = 2 0 nosso

problema estd resolvido. Logo, faltar mostrar no caso de p =1 (mod 4) .

Sabemos que para todo primo impar p, p =1 (mod 4) oup = 3 (mod 4). Lembremos
do sequinte fato, para todo inteiro a, a®* =0 (mod 4) ou a®> =1 (mod 4), este fato é fdcil
de ser mostrado, sendo a um inteiro qualquer, sabemos que 0s possiveis restos da divisao

por a por quatro sao 0,1,2 e 3.

Dai, a = 0,1,2, ou 3 (mod 4). Assim, se a = 0 (mod 4) onde obtemos a* =
02 = 0 (mod 4), da mesma forma sendo a = 1 (mod 4) teremos a®> = 1> = 1 (mod 4),
a = 2 (mod 4) entio a®* = 22 = 4 = 0 (mod 4) e finalmente, a = 3 (mod 4) entdo

a> =3*=9=1 (mod 4), portanto temos que a®> =0 ou 1 (mod 4).

Agora observe que jd possuimos o fato de que a®> = 0 (mod 4) ou a®> = 1 (mod 4)
e 22 + y* = p conclui-se que p = 1 (mod 4), de fato; o que devemos mostrar é que
a congruéncia p = 3 (mod 4) sendo p primo ndo é possivel de acontecer, como jd foi
visto temos que as unicas possibilidades para x ey serao 0 ou 1, assim suponhamos que,
z? = y? =0 (mod 4) teremos x*+y* = 040 (mod 4), logo p = 0 (mod 4), da mesma forma
serd feita para 2* = y* = 1 (mod 4) entio x*+y* = 141 (mod 4) teremos p = 2 (mod 4)
e finalmente se x? = 0(mod 4) e y* = 1 (mod 4), assim z*> +y*> =0+ 1 (mod 4) obtemos

p =1 (mod 4). Portanto, a inica congruéncia possivel de ocorrer é p =1 (mod 4).

Supondo que p = 2 ou p = 1 (mod 4) mostraremos que todo p satisfazendo p =
1(mod 4) pode ser escrito como soma de dois quadrados. Lembre que todo p = 2 jd sabemos
que este poder ser escrito como uma soma de dois quadrados, 2 = 1% + 12.

Tomemos agora um p primo que satisfaz p = 1 (mod 4) e usado o Teorema 2.1
podemos concluir que existe x inteiro tal que x> = —1 (mod p). Vamos definir a sequinte
fungdio f(u,v) = u+ v e consideremos m = [\/p]. Sabendo que \/p ndo é um inteiro,

temos que m < \/p <m+ 1.

Tomemos os pares (u,v) de inteiros onde 0 < u < m e0 < v < m, onde observamos
os intervalos, concluimos que u pode assumir m + 1 valores e v também. Dai o numero
total de pares ordenados (u,v) € (m+1)%. Como m+1 > /p temos que (m+1)* > (/p)?,

dai obtemos que (m + 1)® > p, assim o total de pares é superior a p.

Sabemos que um sistema completo de residios modulos p tem exatamente p ele-
mentos, se consideramos f(u,v) mddulo p teremos mais nimeros do que classes de re-
stduos, dai pelo principio da casa dos pombos existem pelo menos dois pares distintos
(uy,v1) e (ug,v2) com coordenadas satisfazendo 0 < w; < m e 0 < v; < m onde
(1 = 1,2), para os quais f(u;,v1) = r (mod p) e f(ug,v2) = r (mod p) , ou seja,

f(uy,v1) = f(ug,ve) (mod p), o que € equivalente a uy + vy = ug + xve (Mod p), isto é,
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Uy + v — Uy = ug + TV — us (Mmod p)

uy + xv; — uy = xvy (mod p)

dat, uy + xv; — ug — TV, = V9 — vy (Mod p), resultando em
Uy — Uy = vy — vy (Mmod p), assim

uy — ug = —x (v — vg) (mod p)

elevando a poténcia 2 a congruéncia acima temos

(ur — u2)® = (—2)*(v1 — v2)* (mod p) = 2*(v1 — v2)* (mod p).

Portanto, (u; — uz)* = —1(vy — v9)? (mod p), pois x*> = —1 (mod p). Chamando
a=u—uy eb=v;—vy, teremos a®> = —b? (mod p) adicionando b* a congruéncia teremos
a’ +b* = =0 + b* (mod p) o que se resulta em a®> + b* = 0 (mod p), assim concluimos
que p | a®> + b%. Como os pares (uy,vy) e (ug,v2) sdo distintos entdo a e b, ambos inteiros

nao nulos, isto é, a® + b*> > 0.

Sendo uy e uy inteiros do intervalo [0, m] temos que a = uy —ug pertence o intervalo
—m < a <m, da mesma forma b =v; —vy e —m < b < m. Como m < VP concluimos
que | a |< m < \/p, analogamente | b |< m < \/p. Dai | a |>< \/p° = p da mesma forma
| b |?< \/52 =p, assima’>+b* < p+p=2p. Comop|a>+b e0 < a®+b* < 2p,
concluimos que o unico multiplo inteiro de p neste intervalo é ele mesmo, dai a® + b = p.
O

O préximo resultado mais geral do que o anterior nos permite identificar inteiros

que podem ser representados como a soma de dois quadrados.

Teorema 2.5. Um inteiro n pode ser representado como a soma de dois quadrados se, e
somente se, tiver fatoragdo da forma

a1 02

n = 20pYpst pral g5
onde p; =1 (mod 4) e q; = 3 (mod 4), i = 1,2....,r,j = 1,2,....s e todos 0s

expoentes [3; sao pares.

Demonstragao: Considerando n com fatoragdo n = 2%p*p52...po" qf ! q§2...q55, que-

remos mostrar que n pode ser representado como a soma de dois quadrados, ou seja,

tentaremos escrever cada fator n como a soma de dois quadrados.

Note que o primo 2 = 12 4 12, assim aplicando o Lema 2.1 vérias vezes chegamos
ao seguinte resultado 2“ também pode ser representado como a soma de dois quadrados,
conhecemos do Teorema 2.4 que todos p; serao representados como soma de dois quadra-
dos, logo pj* pode ser representado como a soma de dois quadrados, usando o Lema 2.1

novamente, p{'ps?...p%" também.
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Falta mostrar que os qjj podem ser representados por uma soma de dois quadrados.

Por hipétese temos que todos (; sdo pares, ou seja, exite 5/ de modo que f5; = 2/, assim

qf = (¢;)%% = (q?)ﬂg. Podemos escrever qu- = qu- + 0, isto é, podemos escrever qu como
], (2 (e 73 51 62

a soma de dois quadrados, logo usando o Lema 2.1 no produto 2°p{* ps?...p% ¢}  ¢5>...q7%

concluimos que n pode ser escrito como a soma de dois quadrados.

Vamos considerar que n possa ser escrito como a soma de dois quadrados e que
existe um j3; que seja impar, sem perda de generalidade vamos considerar 8; como sendo
fmpar. Consideremos que d = (a,b) onde a e b satisfazem a equagao a* + b?> = n. Como

d = (a,b) entdo d | a e d | b, logo existem 1, e ry tais que a = r1d e b = ryd. Notemos que

a b 1 1
(5 9) =~(ab) = —d=1
entao,
a b B rid Tod B B
@@ =G g) =) =1

Notemos que d? | n,pois d | a e d | b, logo a = ryd e b = rod e a e b satisfazem a equagio

a’? 4+ b?> = n, entdo

n = (rd)®+ (rd)?
= 2 4
= d*(r{ +13)

= rd?,
com r = r% + 7’%

Sendo 3; fmpar e tendo n = rd? onde r = 4, concluimos que o expoente de ¢
em r deve ser impar, pois os nimeros 7 ¢ 3 tém a mesma decomposigao primaria. Como
o expoente de ¢; é fmpar, entdo existe s inteiro tal que r = ¢**"'v e assim escrevemos
r = ¢¥qiy = qi¢¥*~y, ou seja, q; | r e sabendo que (ry,75) = 1 podemos observar (q;,r;) =
(q1,72) = 1. Vamos verificar que (¢;,71) = 1, temos os seguintes dados (ry,r2) =1leq |7,
de (r1,m3) = 1 garantimos a existéncia de x e y tais que zr; + yro = 1, elevando ambos

lados da igualdade ao quadrado, teremos:

(xry +yre)? = (wry)? + 2(xr)(yr2) + (yra)?
22r? + 2xryry + y?ri
= 1.

Guardemos esta informagao por enquanto, temos ainda que ¢; | r, ou seja, existe s
inteiro de modo que r = ¢;s, mas por outro lado r = r? + r2, logo q1s = r? + r2 e assim
segue que r3 = ¢;5 — 7, lembremos também que b = rad, onde d = (a, b), por isso, r, = 2
agora vamos substituir estes valores em z%r? 4+ 2xr1yry + y*r3 = 1 e obteremos que
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2?4 2xryyry + y2rs = 2%ri+ 2ary() + v (qs — 1¥)

b
d
= 2%ri + 22ry (%) + yiqs — P}

= 1,

vamos juntar os termos que contém r; e os que contém ¢;, assim ficaremos com
2?r 4 2zr1y(2) + y2q1s — y*r} = 1. Colocando em evidéncia obtemos ry e g,
b
(x%ry + Qxy(g) —yPrr + (yPs)a = 1,
observamos que t = x%r; + me(g) — y?r e u = y%s sdo nlimeros inteiros, portanto a
expressao try + ugq; = 1 nos diz que ¢; e r; sdo primos entre si, ou seja, (q1,7r1) = 1,

analogamente podemos mostrar que (¢q,7r2) = 1.

Usando a Proposic¢ao 1.7, garantimos que existe  de modo que rix = ry (mod q1).
Como ¢, | 7, concluimos que r = 0 (mod q); Além disso r = r? + r3, implicar em
r=7r]+r; =0 (mod q)
241y —r5=0—715=—r; (mod q1)

Como mx = ry (mod q;), aplicando a poténcia 2 na congruéncia temos r?z>

r2 (mod q1). Agora utilizando a congruéncia anterior r} = —r3 (mod ¢;) e somando as

duas ultimas temos

rix® +ri=r32* +1) =13 —r5 =0 (mod q1)

Portanto, q; | r#(z? 4+ 1). Agora, usaremos o fato de que (q;,7;) = 1 para mostrar
que q; fr?.

Para tanto, usaremos a demonstracao pela contrapositiva. Suponhamos que q; | r3,
dai ¢; | r171. Como ¢ é primo temos ¢; | r1 ou ¢; | r1, portanto ¢; | r1. O que contradiz o
fato de (¢q1,7m) = 1.

Como ¢ é primo e ¢; | r?(2® + 1) entdo ¢, | r? ou ¢ | (2® + 1), mas ¢q; 1 7? assim,
q1 | (#2 + 1), ou seja, > — 1 =0 (mod q;) ou que vale x*> = —1 (mod ¢;). Notemos que a
equacao 2 = —1 (mod q;) possui solugao para q; = 3 (mod 4) o que contradiz o Teorema,

2.1, portanto todos os B}s sao pares.

0

2.2 Soma de trés quadrados

Nesta secao caracterizaremos os nimeros inteiros que nao podem serem escritos

como a soma de trés quadrados.
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Teorema 2.6. Qualquer inteiro escrito como n = 7 (mod 8) ndo pode ser representado

como a soma de trés quadrados.

Demonstracdo: Se n = 7 (mod 8) , entao n pode ser escrito como n = 8k +
7, com k € Z. Sendo a soma de um niumero par com numero impar 8k + 7, logo n €

necessariamente, impar.

Suponha, agora que n = x? + x5 + x5 com xy, Ty, x3 € Z. Entdo

7T=n=2]+ 15+ 25 (mod 8),

ou seja, T = sy + s + s3 (mod 8), como 0s possiveis restos r na divisio de um nimero n

por 8 sao 0,1,2,3,4,5,6 ou 7, temos que

r? = 0% =0 (mod 8)
r?=1*=1 (mod 8)
r? = 2% =4 (mod 8)

r?=32=9=1 (mod 8)

r*=4>=16 =0 (mod 8)

r*=52=25=1 (mod 8)

r? = 6% =36 =4 (mod 8)

2 =7*=49 =1 (mod 8).
Concluimos assim, que $1, so, s3 € {0,1,4}. Entao, a congruéncia 7 = s1+s2+ 3 (mod 8),
indica que s1+ So+ S3 deve ser impar, pois como vimos o nosso n e impar. Logo o nimero

de parcelas sao impares, entao s1 + sy + s3 € 1 ou 3. Como os unicos possiveis valores

para S1,S2 e s3 sao 0,1,4, temos entao que
S1+So+s3=14+14+1=3,
S1+8+s3=1+0+4=25,
S1+8+s3=0+14+0=1,
S1+S2+s3=1+4+4=9=1 (mod 8).

Como em nenhuma dessas situacoes obtemos o resultado 7, n nao pode ser escrito

como soma de trés quadrados.

0

Proposigao 2.2. Sejan € N da forma n = 45(8m +7) com k,m > 0. Entdo n jamais é

soma de trés ou menos quadrados.
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Demonstracao: Serd utilizado indugdo em k para prova este fato, notemos que o
resultado vale para k = 0, dai temos que n = 4°(8m + 7) = (8m + 7). Vamos provar por
absurdo que existem o, yo, 20 inteiros positivos tais que n = (8m +7) = x3 + yo + 23.
Sendo n = 8m + 7 entdo n = 7 (mod 8) e ainda podemos dizer que n = 1 (mod 2).
Note que, quando dividimos a por 8 deixa os restos de 0,1,2,3,4,5,6,7 logo usando o
teorema anterior podemos concluir que a = 0,1,2,3,4,5,6,7 (mod 8) entdo, a®> = 0,1 ou
4 (mod 8). Portanto, ndao possivel termos n =7 (mod 8), assim n ndo serd representado

como a soma de trés quadrados.

Supondo que 4*71(8m + 7) ndo serd escrito como a soma de trés quadrados, resta
mostrar que 4*(8m-+T7) ndo escrito como a soma de trés quadrados. Como k > 1 e supondo
por contradi¢do que n possa ser escrito como a soma de trés quadrados, ou seja, existem
To, Yo, 20 inteiros ndo positivos tais que n = xi + y2 + 28 = 4*(8m + 7) podemos concluir
que 4 | n, ou seja, n € par, de fato, n = 4*(8m + 7) = 4.4*1(8m + 7) = 2241 (8m + 7).
Vamos mostra que, xg, Yo, 2o sao todos pares. De fato, sendo n par entdao n = x% +y8 + zg

tem as sequintes possibilidades:

1. Dois quadrados sao impares e um seja par;

2. Todos os trés quadrados sejam pares.

Observemos que a primeira possibilidade nédo ird ocorrer, pois n = x3 + y2 + 22 =
124124 0% = 2 (mod 4), ou seja, dessa forma 4 ndo divide n o que é um absurdo. Entao,

resta o caso de que todos trés quadrados sdo pares, ou seja, g, Yo, 20 SGo todos pares.

Sendo xg, Yy, 2o todos pares entdo existem wu,v,w inteiros positivos tais que Ty =

2u, 1Yo = 2v, 29 = 2w, logo

£F@m+7) = af+ys+ 2
= (2u)® + (2v)* + (2w)?
= 4u? + 4% + 4w?
= 4(u® 4 0v* + w?),

Fazendo a divisdao por 4, obtemos

41 8m 4+ 7) = u? + v + w?

contradizendo a hipétese de inducdo, portanto n = 4*(8m + 7) ndo pode ser escrito como

uma soma de trés quadrados.

4
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2.3 Soma de quatro quadrados

Como foi abordado na introdugao o mateméatico Waring fez a afirmacao que todo
numero inteiro nao negativo poderia ser representado como a soma de até quatro quadra-

dos. Mostraremos aqui a vericidade da afirmacao de Waring.

Proposicao 2.3. Seja p um niamero primo tal que p = 3 (mod 4). Entao existem a,b € Z
tais que p | (1 + a® + b?).

Demonstragao: Seja d € {1,2,...,p — 1} o menor inteiro tal que d nao é residuo
modulo p. Observamos que d > 1, ja que 1 é residuo quadratico médulo p. Assim, usando
a contrapositiva da Proposicao 2.1, temos que d — 1 e p — d sdo residuos quadraticos
moédulo p e portanto existem a,b € Z tais que a> = d — 1 (mod p) e b*> = p — d (mod p).
Portanto, (1 4+a*+b0*)=14+d—1+4+p—d =0 (mod p). Portanto, p | (1 + a* + b?).

0

Proposicao 2.4. . Seja p € Z um numero primo. Entao p é redutivel em H.

Demonstracdo: Se p = 2 ou p = 1 (mod 4), entao, usando o Teorema 2.1, p é
redutivel em Z[i] e, a fortiori, em H. Se p = 3 (mod 4), pela Proposi¢do 2.3, existem
a,b € Z tais que p | (1 +a®+b?). Logo, p | (1+ ai + bj)(1 — ai — bj). Suponha que p seja
irredutivel em H. Entdo, Lema 1.10, p é primo em H e consequentemente p | (1+ ai + bj)
oup | (1 —ai—bj). Em qualquer uma das duas possibilidades, existe um inteiro z € Z

tal que pxr =14 at + bj dai tem-se 1 = px, o que nao é possivel.

g

Lema 2.2. Sejam x,y € N. Suponha que x e y sejam a soma de quatro quadrados. Entao

xy € soma de quatro quadrados.

Demonstragdo: Suponha que z = a®>+ b0+ +d? ey = (a')? + (V)* + (¢)* + (d)"*.
E considerem o« = a+bi +cj+dk e B =d +bi+ j+ dk elementos de H.

Entdo, zy = (a® + 0 + 2+ d*)((a')? + (b')* + ()? + (d')*) = N(a)N(B) = N(a.f)

¢ a soma de quatro quadrados.

0

Lema 2.3. Seja n € N tal que 2n é a soma de quatro quadrados. Entdo n é a soma de

quatro quadrados.

Demonstragao: Suponha que 2n = a® + b* + ¢ + d?. Existe trés possibilidades:

todos serem pares, todos serem impares ou dois serem pares e dois impares. Vamos supor

a2 +b2 C2 +d2

entao que a ¢ b como ¢ e d tenham a mesma paridade. Temos que n = = 5
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Mas, @40 — (at0)2 4 (a-by2 — (¢/)2 4 ()2, onde o/ = 2 e i = %b. Com a e b tém

2 2 2 2
mesma paridade, o', b" € Z. Analogamente, existem ¢, d' € 7Z tais que # = () +(d)*.
Portanto, n = # + # = (') + (V')?+(¢)*+ (d')* é uma soma de quatro quadrados.

U

Teorema 2.7. Todo niumero inteiro é soma de quatro quadrados.

Demonstracao: O Teorema Fundamental da Aritmética afirma que todo ntimero
inteiro maior que 1 decompde-se em produto de primos(de maneira tunica, a menos da
ordem). Logo mostramos que todo primo é soma de quadrados, pelo Lema 2.2, concluimos
que todo numero inteiro é soma de quatro quadrados. No caso em questao, os inteiros
positivos. Se p =2 ou p = 1 (mod 4), assim p é soma de dois quadrados portanto é soma

de quatro quadrados.

Suponha agora que p = 3 (mod 4). Pela Proposi¢do 2.4, p é redutivel em H.
Logo, existem, «, 3 € H tais que p = af como N(a) > 1 e N(B) > 1. Como p? =
N(p) = N(af) = N(a)N(B), temos necessariamente N(a) = p e N(f) = p. Seja a =
t(a+bi+cj+dk). Entdo, p= N(a) = 1(a® + 0>+ + d?) e dp = a* + b* + * + d?, isto
é, 4p é soma de quatro quadrados. Aplicando duas vezes o Lema 2.3, concluimos que p é

soma de quatro quadrados.

O
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3 TRIANGULOS RETANGULOS COM LA-
DOS INTEIROS

A historia de problemas envolvendo triangulos retdngulos remonta até a remota
antiguidade. Segundo Hgyrup (2002, p. 385) o Teorema de Pitdgoras foi usado em nove
problemas encontrados em textos matematicos babilonicos, que datam de uns mil anos

antes do nascimento do proprio Pitagoras, o que nos leva a um anacronismo.

Este capitulo tem como finalidade estudar os tridngulos retangulos com lados in-

teiros, os quais chamaremos, a partir de agora, apenas de triangulos retangulos.

Se x, y, z sa0 numeros inteiros nao negativos, dizemos que (z,y,z) ¢ um terno
pitagérico quando satisfaz a equacdo z? + y? = 22. Apresentaremos aqui dois teoremas
que nos dao condigbes necessarias e suficientes para que um terno (z,y, z) seja um terno
pitagorico. Utilizando um destes resultados mostramos que se z > 3, existe pelo menos
um tridngulo retangulo com cateto . Mostramos também como encontrar todos eles e

quantos sao em funcdo da decomposicao de x em fatores primos.

J& para a hipotenusa, mostraremos que existe um triangulo retdngulo com hipote-
nusa z se, e somente se, z é divisivel por um primo p = 1 mod 4. Concluiremos mostrando
como encontrar todos eles e quantos sao em funcdo da decomposicao de z em fatores

primos.

3.1 Ternos pitagéricos

Dado um terno pitagérico (z,y, z) se (z,y) = 1 dai temos que (z,y) = (y,2) = 1
dizemos que (z,y, z) é um terno pitagérico primitivo. Se (x,y, z) é um terno pitagérico e k
¢ um numero inteiro positivo, entao (kx, ky, kz) também é um terno pitagoérico. Com efeito
(kx)?+(ky)? = K*(2*+y?*) = k?2* = (k2)*. Se (x,y, 2) é um terno pitagérico e v = kxy,y =
ky, e z = kz;, entdo (z1,y1,21) também serd um terno pitagérico. Com efeito, (kz)? +
(ky1)? = k(23 4y3) = 2®+9y? = 22 = (k2)? = k*27 e como k # 0 resulta que 23 +1% = z3.
Assim, conhecendo os ternos pitagoricos primitivos, conhecemos todos eles. Entao, como
(3,4,5) é um terno Pitagérico sdao, também as ternas (12,16, 20), (18,24, 30), (21, 28, 35).

Teorema 3.1. (x,y, 2), é um terno pitagorico se, e somente, se existem inteiros u, v tais

queu > v > 0,u ev tem a mesma paridade, uv € um quadrado perfeito, v = \/uv,y = “5*

u+v

ez = 2
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Demonstragido: Suponha que (z,y,z) é um terno pitagérico. Como 2% = 2? +
viat =22 -y = (2+9y)(z —y). Sejam u = z + y,v = 2z — y. Entdo u e v sdo inteiros

tais que u > v > 0,u e v tem a mesma paridade uv é um quadrado perfeito, somando as
u+v
2

equagoes temos que, u + v = 2z, ou seja, 2 = , fazendo a substituicdo temos:

T =\ uv,y = “5°.

Reciprocamente, suponha que u e v satisfazem as condi¢oes do teorema. Como u

e v tem a mesma paridade e u > v > 0 entdo y = “5* ¢ 2z = “7” sao inteiros positivos.

Como uv é um quadrado perfeito, z = \/uv também é um inteiro positivo. Assim,

132 + yg _ (\/ﬁy + <%)2 — 4uv+u222uv+y2 _ u2+2;v+v2 _ (uTﬂ;)Q — 22' Portanto,

(x,y,z) é um terno pitagorico.

O

Observagao: Note que os pares (u,v) e (v',v") distintos podem determinar o

mesmo tridngulo retangulo (9,1) e (8,2), note que:
Para o par (9,1) serd, 1 =v1.9=v/9=3ey=21 =% =14
co _ _ _ 82 _ 6 _
Para o par (8,2) serd, v = V28 =16 =4ey=5=3 =3
Assim estes pares determinam o tridngulo retangulo cujos os catetos sao 3 e 4.

Considerando todos triangulos retangulos com cateto x. Observando que para x = 1
e x = 2, ndo existem tridngulos com esse cateto. De fato, ndao existem inteiros positivos
u e v, tais que u > v > 0, de modo que u e v tem a mesma paridade, uv é um quadrado

perfeito e 2 = uv, isto é, uv = 4 ou uv = 1.

Proposicao 3.1. Se x > 3, existem um triangulo retangulo com cateto x.

Demonstraciao: Se z é impar, tomamos v = 22 e v = 1, pois satisfaz o Teorema
3.1, onde:

u > v > 0 tém a mesma paridade e u.v e um quadrado perfeito.

— _ 2 _ 2 __ _ u—wv __ 2°-1
r=yuv=vril=vr=xy=5"=%—"e

2 _ .2 2 _ 2 z2-1\2 _ z —23:2+1 _ (22412
Z=at+yt = (@) + () =2+ = (557)

132

Se x ¢ par, tomemos u = %- e v = 2 aplicando novamente o Teorema 3.1 tem-se

que
u > v > 0 tém a mesma paridade e u.v e um quadrado perfeito.
12 2 2
z? V2 = u—v _ 5— z2—4
= Vu.v = /% 292 =12 yYy="5=25—=%e

D z1—8.22 x2
2= = () + ( 44) = 2? + E=REHE = (2H)?
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Teorema 3.2. Sejam x,y e z inteiros positivos. Entdo sao equivalentes:

L (v,y) =1ea®+y? =22

2. ¢ = 2ab,y = a® — b? ou vice-versa e z = a® + b%, com a e b inteiros tais que
) )

a>b>0,(a,b)=1¢eaebtem paridade distinta.

Demonstragao: 1 = 2) Usando o Teorema 3.1, existem u e v tais que u > v > 0,

u—v

onde u e v tém a mesma paridade, uv é um quadrado perfeito, x = u.v,y = “5* e

_ utv
2—72 .

Suponhamos que u e v sejam ambos pares. Assim, escrevendo u = 2m e v = 2n de
modo que z = uv = V2m2n = 2y/mm ey = 2 = 220 — p — . Com (z,y) = 1,
resulta que (m,n) = 1. Como efeito, se d = (m,n), como u = 2m e v = 2n assim temos
que y = m —n daf d | y. Por outro lado, 2*> = 4mn, usando o fato de que (x,y) = 1,
temos xm + yn = 1 o que resulta z?m + y(zn) = x, ou seja, d | ¥*m + y(zn), logo d | z.

Portanto, d | (z,y) assim temos que d = 1.

Além disso, m e n tém paridade distinta, pois caso contrario, 2 | z e 2 | y, o que
contradiz o fato de (z,y) = 1. Como z* = 4mn e (m,n) = 1 resulta que m e n sdo

2en=>0bea

quadrados perfeitos e portanto existem a,b € Z, a > b > 0 tais que m = a
e b tém paridade diferente. Além disso, z = 2/mn = 2va2b? = 2ab, y = m —n = a® — b?
e como
2 = *+yf

= (2ab)? + (a* — b*)?

= 4a%b® + a* — 2a°b* + b*

= a*+2a°0® + b*

= (a®+b?)?

dai temos, z = a?® + b°.

Suponhamos agora que u e v sejam ambos impares. Mostraremos que (z,y) = 1,
resulta que (u,v) = 1. Com efeito, se d = (u,v) entdo d | u e d | v, de forma andloga que
j foi feito, d | x e d | y e como (z,y) = 1 temos que d = 1. Como 22 = wv e (u,v) = 1,
resulta que u e v sdo quadrados perfeitos e portanto existem m,n € Z ,m > n > 0 tais

que u = m? e v = n% Como u e v sdo impares, m e n também sao impares. Logo,

= 2(mp)(z52)

Além disso,
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T = \u.v

mn
= ()7 = (e
— a2_b2

€ COoImo

2 2 4 o
= (a®—b*)? + (2ab)?
= (a*+ 02,

daf temos que z = a? 4 b?.

Resta mostrar que a e b tém paridade distinta. Se m =n =1 (mod 4) oum =n =

3 (mod 4), entdo m+n = 2 (mod 4) e m —n = 0 (mod 4) de modo que a = 2=

eb="7"¢par. Sem =1 (mod 4) en =3 (mod 4) oun =1 (mod 4) e m = 3 (mod 4),

m4n
2

¢ impar

m—n

5 €

entdo m+n =0 (mod 4) e m —n = 2 (mod 4), de modo que a = épareb=

impar.

2 = 1) Como x = 2ab, y = a®> — b* e 2% = a® + b?, temos que z = 2?2 + 3°. Resta
mostrar que (z,y) = 1. Observe que x = 2ab é par enquanto que y = a* — b* é impar,
uma vez que a e b tém paridade diferente. Suponha que (x,y) # 1 e seja p um ntmero
primo impar tal que p | z e p | y dai temos que p | 2ab, ou seja, p | a ou p | b, como p | y
temos que p | a® — b%, ou seja, p | (a +b) ou p | (a —b), consequentemente temos p | a e

p | b. Assim, (a,b) # 1, uma contradicao.
U

3.2 Triangulos retangulos com um cateto fixo

Agora, trataremos determinadamente de todos os tridngulos retangulos com um
cateto fixo. Pela Proposicao 3.1 para x = 1 ou x = 2, ndo existem triangulos retangulos
com esse cateto.

Para determinar todos os triangulos retangulos com cateto z, tomamos todas de-

2

composigoes £ = uv, com © > v € u € v com a mesma paridade.

Como foi demonstrado pela Proposicao 3.1, sera trabalhado agora com um cateto

2

fixo x, tomamos todas as decomposi¢dbes r° = uv, com v > v € u € v com a mesma

paridade, existira duas possibilidades para = ser par ou impar.

Se x é fmpar, escrevemos x = pi'p5...p;*, como os p}s primos impares distritos e
r; > 0 para i = 1,2,3, ..., k. Lembramos todos divisores de niimero impar sao impares.
Como 22 = pi"p3™..pp™* daf % tem (2r; + 1)(2ry + 1)(2r3 + 1)...(2r + 1) divisores que
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formam os pares (u, v) tais que % = uv. Porém, pelo Teorema 3.1, s6 estamos interessados
nos pares (u,v) de modo que u > v. Logo, o par (z,z) serd desprezado, e dos demais,
apenas a metade satisfaz a condicdo u > v. Entao, levando em conta que para cada par
(u,v) acima com u > v existem um tridngulo retdngulo com cateto z, se £ é um nimero
impar, existem
(2r1+1)(2re+ 1)(2rs+1)...(2r, +1) — 1
2

triangulos retangulos nao semelhantes com cateto x.

m =

’ o r1 79 Tk / . ’
Suponha agora que x é par. Escrevemos z = 2" py*...p,* com os p}s primos impares

2

er; >0, para todo: =1,2,3,..., k. Assim, x°* = uv é par e u e v tém a mesma paridade

resta que u e v sdo ambos pares. Escrevendo u = 2u’ e v = 20" daf 2% = uv = (2u/)(20),

22

ou seja, “- = u'v’, logo consideremos os pares (u',v’) divisores de ””742 tais que %2 =uv e
u' > v'. Como z? = 221 p3"™ . pi’* assim, %2 = 21” pa"..pt, ou seja, %2 = Q2ri=2par2
entao % tem (2r; — 1)(2ry + 1)...(2r + 1) divisores que formam os pares (u/,v’) tais
que % = u/v’. Usando o Teorema 3.1, s6 estamos interessados nos pares (u',v’) tais que
u' > v'. Logo, o par (3, 5) deve ser desprezado, e dos demais, apenas a metade satisfaz

a condicao u' > v, isto é, u > v existe um tridngulo retangulo com cateto x, se x é um

nimero par, existem

(2r —1)(2re+1)(2rs+1)...(2rp +1) — 1
2

triangulos retangulos nao semelhantes com o cateto x.

Portanto, mostramos o seguinte Teorema.

Teorema 3.3. Seja x um inteiro tal que x > 3. Escrevemos x = pi'py?...p,* se x é impar

ex =2"pR..pk sex € par, com pis primos impares distintos e r > 0. Entdo existem m

triangulos retangulos nao semelhantes com cateto x, onde

(2r1 +1)(2rg +1)(2rs +1)...(2ry +1) — 1
2

com x impar, e

(27”1 — 1)(27“2 —+ 1)(27”3 =+ 1)(2’f’k + 1) -1
2

com x par.

Proposicao 3.2. Ezistem infinitos triangulos retangulos com um de seus catetos e a
hipotenusa niumeros consecutivos.
Demonstracdo: Tomando cada nimero impar x,z > 3, consideremos u = 22 e

'Uzl.Logo,peloTeorema3.1,22#2%2%4—1:“;“+1:y+1.
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O

3.3 Exemplos

Exemplo 3.1. Seja v = 12 = 22 x 3 Serd encontrado todos os triangulos retangulos com
um dos catetos igual a 12. Como 12 € par, determinamos inicialmente todos os pares
(', v") tais que % = 36 = u'v' como u' > v'. Sdo eles (36,1),(18.2),(12,3),(9,4). Os

valores para v = 2u',v = 20,z = Juv,y = Y e 2z = T estdo calculados na tabela

2 2
abaizo:

w v uw vz |y |z

361 |72 2] 12| 85| 37

1812 | 36| 4| 12| 16| 20

1218 242|129 | 15

9 |4 |18 8| 12|5 | 18

2

Note que todos os casos temos 2> = x2+1y* e que o numero de triangulos retdngulos,

4, estd de acordo com o Teorema 3.3, pois

_(-n@e+n-1_33-1 8
2 2 2
Exemplo 3.2. Seja x =45 =32 x5

Serd encontrado todos os triangulos retangulos com um dos catetos igual a 45. Como
45 € impar, determinamos inicialmente todos os pares (u,v) tais que 45% = 2025 = uv
com u > v. Sao eles (2025,1), (675,3), (405,5), (225,9), (135, 45), (81,25) e (75,27). Os

valores para x = \Juv,y = *5* e z = Lgy estao calculados na tabela abaixo:

u v olz |y z

2025 |1 | 45| 1012 | 1013

675 | 3 | 45| 336 | 339
5
9

405 451 200 | 205
225 45| 108 | 117
135 | 15| 45|60 | 75
81 | 25|45 28 |53
5 |27 451 24 | 51

Assim, todos os casos possiveis de triangulos retangulos com o cateto fivo x = 45 é

7, usando o Teorema 3.3, pois

@+ 1.241) -1 53-1 14
me= 2 =5 —5 7

Exemplo 3.3. Seja v = 147 = 3 x 7?

Encontraremos todos os triangulos retangulos com um dos catetos igual a 147.

Como este miimero é impar, entdo iremos encontrar todos os pares (u,v) tais que 147? =
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21609 = uv, como u > v. Sao eles (21609, 1), (7203, 3), (3087, 7), (2401, 9), (1029, 21), (441, 49)

e (343,63). Os valores para v = \Juv,y = *5% ez = L‘gy estao calculados na tabela abaizo:

u v |z Y z
21609 | 1 | 147 | 10804 | 10805
7203 | 3 | 147 | 3600 | 3603
3087 | T | 147 | 1540 | 1547
2401 |9 | 147 | 1196 | 1205

1029 | 21| 147 504 | 525
441 | 49| 147|196 | 245
348 | 63| 147 | 140 | 2083

Assim, todos os casos possiveis de triangulos retangulos com o cateto fixo x = 147

é 7, para comprovar isso, iremos trabalhar com o Teorema 3.3

o_@+DE+n-1 35-1 14
2 2 2

3.3 Triangulos retangulos com a hipotenusa fixa

Agora, determinaremos os nimeros inteiros positivos z que sao hipotenusa de um
triangulo retdngulo. Assim, vamos encontrar todos os triangulos retdngulos que possui z

como a hipotenusa e quantos sao eles, em funcao da decomposicao de z em fatores primos.

Como foi demonstrado no Teorema 3.1, o qual determina as solucoes de % +y? = 2*

pode ser reescrito como o produto de dois ntimeros inteiros: 2% = (2 + y)(z — y) = uv.

Para determinarmos os inteiros z que sao hipotenusa de um triangulo retangulo,
nao é possivel escrever z2 como produto de dois inteiros em funcao de z e y, porém de modo
similar ao da resolucao da equacao de grau 2 com discriminante negativo, que ira recair
no conjunto dos niimeros complexos onde encontramos as nossas raizes, a dependerao das

varidveis r e y: 22 = 22 + y* = (z + yi)(z — yi). Como z,y € Z.

Como foi estudado, onde foi utilizado a decomposicao de z em fatores irredutiveis

de Z[i] demostramos nossos resultados.

Teorema 3.4. Seja z um numero inteiro positivo. Entao existe um triangulo retangulo

com a hipotenusa z se, e somente se, z € divisivel por um numero primo p tal que p =
1 (mod 4).

Demonstragdo: Seja p um ntmero primo tal que z = pz; com p = 1 (mod 4).

Usando o Teorema 2.1, temos que existem inteiros positivos a e b tais que p = a? + b* =
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N(a + bi). Logo,
p? = N(a+ bi)?
N((a+ bi)?)
N(a* — b* + 2abi)
= (a® = b*)? + (2ab)*.
Supondo que a > b > 0, temos que a?> — b?> > 0 e 2ab > 0. Assim,

22 = pP?

((a = b)* + (2ab)*)(27)
= ((a—= )"z + (2ab)*)(27)
((@ —b)21)? + (2abz; ).

Reciprocamente, suponha que z nao seja divisivel por nenhum primo p tal que
p=1(mod4)equez?+y?=2%comx,y €N, z,y > 0. Assim, a decomposi¢do de z em
fatores primos é da forma z = 29¢{*¢52...q)" como ¢; = 3 (mod 4). Sendo 2% = (x +yi)(x —
yi) e como N(x + yi) = N(x — i), logo tomando a decomposicao de 2% em elementos
irredutiveis de Z[i] usando o Teorema 2.2 temos que x + yi = u(l + i)' ¢3>...q;" =
w((144)2) ¢ ¢52...q)" = u(20)Yq} q52...q;" com v inversivel em Z[i]. Entao, z + yi é um
nimero real ou nimero imaginario puro, implicando, que y = 0 ou x = 0, que seria uma

contradicao.
O

E f4cil ver que, como p é primo, a e b sdo primos entre si. Assim, pelo Teorema
3.2, a> — b? e 2ab sdao primos entre si. Seja p = a® + b? ou seja a? = p — b? assim,
d = (b,a?®) = (b,p — b?) sendo d que ird dividir uma combinagdo d | (b.b) + p — b* ficando
assim, d | p, entdo temos d = 1 ou d = p, porém a,b < p entdo a tnica possibilidade serd

d = 1 sendo um caso particular do lema a seguir.

Lema 3.1. . Sejam py, ..., py, nidmero primos distintos tais que p; = 1 (mod 4). Suponha
que p; = a?%—b? coma;,b; € Z e seja o = x+yi = (a1+b19)™ (a2 +b91)™* (a3 +bsi)"™*...(ar+

bpi)™ . Entdo x ey sao primos entre si em Z.

Demonstracao: Primeiro observamos que, pelo Teorema 2.1 podemos escrever p; =
a3 4 b3. Logo, usando os Teoremas 2.2 e 2.3 temos que (a; + byi)™ (ag + bai)™(as +
bsi)"3...(ar + bri)™ é a decomposi¢do (tnica) de a divisiveis por 2 ou por um primo ¢
tal que ¢ = 3 (mod 4), pois 1 + i e ¢ nao aparecem na decomposigao de « e x e y pois
a =z+yi = (a1 + byi)" (ag + boi)"(az + bzi)™...(ax + bri)™ nao podem ser ambos
divisiveis por um primo p tal que p = 1 (mod 4), porque para cada a + bi que aparece na
decomposicao de a, o seu conjugado complexo nao aparece nesta decomposi¢ao. Tiramos

a conclusao de que x e y sao primos entre si.

O
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Agora iremos ver como encontrar todos os triangulos com a hipotenusa z.

: tr , . L
Teorema 3.5. Seja z = pﬁlpgz...pk"w. Suponha que os nimeros primos p; sao distintos,

que p; =1 (mod 4) e que w nao é divisivel por nenhum primo p tal que p =1 (mod 4).

Entao existem
k

> 2 > titjy - tj)

m=1 1<j1<je<...<jm<k

triangulos retangulos nao semelhantes com hipotenusa z.

Demonstracao: Seja z = 2122, onde todos primos p; que dividem z; sao tais que
p; = 1 (mod 4) e todos aqueles ¢; que dividem 2, sdo tais que ¢; = 2 ou ¢; = 3 (mod 4).
Como foi feito na demonstracao do Teorema 3.4, que como consequéncia dos Teoremas
2.2 e 2.3, r e y tém que ser multiplos de z,. Portanto, o que realmente importa na

determinacao dos triangulos retangulos hipotenusa z sao os primos p; que dividem 2.

Considerando d um divisor de z1, z = dz3. Vamos obter xq,y; primos entre si tais

que 22 + y? = d? e tomando x = 123 e y = y; 23 teremos que

?+y? = (123)° + (y123)°
= (21)%(23)” + (11)*(23)°
= (a1 +yi)=
= d?*22
= (dz)?

= 22.

Logo, podemos supor que z = pﬁlpgz...pzkw com p; =1 (mod 4) e vamos encontrar = e y

primos entre si tais que x? + y2 = 22

Iremos trabalhar primeiramente para o caso particular para k = 1. Suponha entao

z=7p', como p=a*®+b* = (a+ bi)(a — bi). Logo

2 2t

w
Il
= 3

()
N((a+bi))N((a— bi))
N((a+b))N((a+ bi))

= N((a+bi)*).

Portanto, se (a + bi)* = z + yi entdo como N(a + bi)* = N(x + yi) = 22 + 92,

logo 22 = 22 4+ 4% e, pelo Lema 3.1, x e y sdao primo entre si. J4 no caso de x ou y serem
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negativos, trocamos o sinal para obter o valor do cateto. Podemos escolher

2 2

z p
= N(p?)
= N((a+bi)")N((a - bi))
= N((a—b)")N((a —bi)")
= N((a—b)*).

Mas, pela propriedade da conjugacio complexa (a—bi)?* = x—yi, assim obtemos o mesmo

triangulo retangulo.

Porém, nao podemos trocar alguns dos fatores a + bi por a — bi sem trocar todos
eles porque, assim, neste caso, os inteiros x e y sao ambos divisiveis por p. Ainda mais,
devido a decomposigao unica dos elementos de Z[i] em produto de elementos irredutiveis,
sendo assim, nao é possivel encontrar outro triangulo retdngulo nao semelhante a este
com catetos primos entre si. Portanto, temos um triangulo retangulo com hipotenusa z e

catetos x e y primos entre si.

Suponha agora que k > 1,p; = a? + b3 = (a+bi)(a — bi) e o = a; 4 bji. Considere
@ = x + yi um dos ntimero complexos (1 3205...0; onde B; = a;*% ou f; = Oz?tj. Assim,

N(a) = 22, ou seja, 22 + y* = 22

e pelo Lema 3.1 x e y sdo primos entre si. Contando
agora o total de tridngulos. Existem 2* possibilidades para escolha de a, porém, estamos
contando mais dois a dois, um é o conjugando, gerando o mesmo triangulo retangulo.
Logo, temos o total de % = 2k~ triangulos retdngulos com catetos x e y primos entre si,
tais que 22 + y* = 2%. Analisando para o caso k = 1 s6 possuird um tridngulo retangulo
com catetos primos entre si nao semelhante a estes ja obtido.

Considere z = p{'p2p%..pf¥ com p; = 1 (mod 4). Vamos contar quantos sio os

triangulos retangulos com hipotenusa z.

Tomemos um divisor d = p;fl jf pjf’pj;k de z com expoentes positivos, z = dz;.
Sendo que este divisor terd 27! tridngulos retangulos com catetos primos entre si e sua
hipotenusa d. Fazendo a multiplicagdo z; a expressao ficara z = dz; = pjfl pjf pjf pjf:“ 21,
obtemos, portanto 2™~ ! tridngulos retangulos com hipotenusa z. Como estes primos
Dj1Djs---Djn, 530 tj t),...1;5  divisores. Variando jija....Jm com 1 < gy < jo <o < gy < Ky
como observamos que

> tinljs--tj,

1<51<g2<...<jm <k
divisores possuindo exatamente m primos distintos. Assim, fazendo a variagdo do m de 1
até k.

g

Agora analisando um caso particular em que z = pipsps...prw obteremos uma

formula atraente.
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Corolario 3.1 Suponha que z = p1pops...prw e que as condigdes do Teorema 3.5

= (0)

triangulos retangulos nao semelhantes com hipotenusa z e catetos inteiros.

estejam satisfeitas. Entao existem

3.5 Exemplos

Exemplo 3.4. z = 425 = 52 x 17

Primeiro passo é verificar os restos de 5 e 17 quando dividimos por 4, que nesse

caso sera 1. Sao dois divisores com os primos 5 e 17.
e Para 5 temos 227! = 2 tridngulos retangulos.
e Para 17 temos 227! = 2 tridngulos retangulos.
e Sdo 2 divisores com primo 5, daf 2271 = 2 tridngulos retangulos.
e Sdo 1 divisores com primo 17, dai 2!~ = 1 tridngulos retangulos.

Portanto, temos 24-2+2-+1 = 7 tridngulos retangulos nao semelhantes a hipotenusa

425, ou poderia usar o Teorema 3.5 onde p; = 5%, py = 17 e w = 1, logo

2> H.20)+@27H.2+1) =7

Comob5=22+12=(2+4)(2—1i)el7=4>+1% = (4 +14)(4 — i), sejam
=244+ = (-T+24i
(

(8 + 15) = —297 + 3044,
= (24+0)4 —0)? = (=7 + 24i)(—

—8i + 15) = 87 + 4164,

= 5(2+1)2(4 +

)

)
)2 = 5(3 + 44)(8i 4 15) = 65 + 420i,
i) )(—

ay = 5(2414)2(4 — §)? = 5(3 + 4i)(—8i + 15) = 385 + 1804,

as = 17(2414)" = 17(=7 + 24i) = —119 + 408,
ap = 25(4 + )% = 25(8i + 15) = 375 + 2004,
a7 = 85(2 4 1)? = 85(3 4 44) = 225 + 3404,

Como N(a;) = 4252, temos entao

297% + 3042 = 4252
872 + 416> = 4252
652 + 420> = 4252
3852 + 1802 = 4252
1192 44082 = 4252
3752 + 2002 = 4252
2252 + 340> = 4252
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e encontramos os 7 triangulos retangulos com hipotenusa 425.

Exemplo 3.5. z = 237133 = 13 x 17 x 29 x 37

Sao 247! = 8 tridngulos retangulos com catetos x e y primos entre si.

Como 13=3%+22=(3+2i)(3—2i), 17=4>+12= (4+1i)(4—1i),29 =52+ 2% =
(542i)(5b—2i) e37=06%+1%= (6 +1)(6 — 1), sejam

a1 = (3+ 20)2(4 + 1)2(5 4 20)2(6 +0)% = (5 + 124)(15 + 8i)(21 + 20i)(35 + 12i) =
—219835 + 83908,

an = (3 + 20)2(4 + )2(5 4 20)2(6 — )% = (5 + 124)(15 + 8i)(21 + 20§)(35 — 12i) =
—119035 + 205092i,

as = (3 + 20)2(4 + )2(5 — 20)2(6 + 0)% = (5 + 124)(15 + 8i)(21 — 20i)(35 + 12i) =
78085 + 2239084,

oy = (34 20)2(4 4 )2(5 — 20)2(6 — i)% = (54 124)(15 + 8i) (21 — 20i)(35 — 12i) =
199045 4 1288924,

as = (3 + 20)2(4 — 0)2(5 4 20)2(6 4+ 1) = (5 + 12¢)(15 — 8i)(21 + 20)(35 + 12i) =
—48635 4 232092i,

ag = (3 + 20)2(4 — i)2(5 4 20)2(6 — i) = (5 + 124)(15 — 8i)(21 + 20)(35 — 12i) =
104005 + 213108,

a7 = (3 + 20)2(4 — i)2(5 — 20)2(6 4+ 1) = (5 + 124)(15 — 8i)(21 — 20)(35 + 12i) =
229445 + 59892i,

ag = (3+20)2(4 — i)2(5 — 20)2(6 — i)% = (5 + 120)(15 — 8i)(21 — 204)(35 — 12i) =
217925 + 93492i,

Como N(a;) = 2371332, assim

2198352 4+ 889082 = 2371332
119035% + 2050922 = 2371332
780852 4 2239082 = 2371332
1990452 + 1288922 = 2371332
486352 + 2320922 = 2371332
104005% + 2131082 = 2371332
2294452 4+ 598922 = 2371332

217925% +93492% = 2371332
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