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RESUMO

A Matemaética presente no vestibular da Universidade Estadual do Ceara - (UECE) requer
do candidato conhecimentos especificos, esperando-se que o mesmo possua competéncias
e habilidades para resolver as questoes e situacoes problemas propostas no decorrer da
prova. Partindo desse principio, o presente trabalho retrata um breve historico sobre os
contetidos de Matematica mais frequentes no vestibular da UECE nas suas tltimas edicoes,
mais precisamente no periodo de 2011 a 2018 (8 anos). Sao apresentados contetidos e
depois algumas questoes com solucoes e comentarios acerca dos temas mais recorrentes,
onde espera-se que o mesmo possa contribuir e nortear professores do Ensino Médio a

trabalharem contetidos que possam oportunizar o aluno a realizar uma prova exitosa.

Palavras-chave: Matematica. UECE. Vestibular.



ABSTRACT

The Mathematics present in the entrance exam of the State University of Ceara - (UECE)
requires from the candidate specific knowledge, hoping that he / she will have skills and
abilities to solve the problems and problems proposed during the exam. Based on this
principle, the present paper portrays a brief history about the most frequent Mathematics
contents in the UECE entrance exam in its latest editions, more precisely from 2011 to
2018 (8 years). Contents are presented and then some questions with solutions and
comments on the most recurring topics, where it is expected that it can contribute and
guide high school teachers to work on content that may enable the student to take a

successful exam.

Keywords: Mathematics. UECE. Entrance exam.
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1 INTRODUCAO

O ingresso ao quadro de alunos da Universidade Estadual do Ceara (UECE)
se da através de vestibulares assim como na Universidade Regional do Cariri (URCA),
entretanto, o acesso & Universidade Federal do Ceard (UFC) e & Universidade Federal do
Cariri (UFCA) se da através do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Ressalta-se que dos vestibulares que acontecem no Estado do Ceara, o vestibular
da UECE apresenta um bom nivel de avaliacao. Realizado em duas fases, onde a se-
gunda fase é composta de questdes especificas da area/curso escolhido ou pretendido pelo
candidato.

As questoes da area de Matematica sao responséaveis pelo baixo rendimento, ou
pela reprovacao de muitos candidatos na primeira fase do vestibular da UECE. Conforme
[5], nas ultimas 14 edi¢oes dos vestibulares da UECE, houve 3487 candidatos eliminados
no certame pelo fato de terem zerado a prova de Matematica, isso representa uma média
de 249 candidatos reprovados por edicao.

Assim, as questoes da area de Matemaética sao responsaveis pela nao aprovacao,
para a maioria dos candidatos, na primeira fase. A reprovacao ou o candidato nao atingir
o perfil em Matematica esta ligada as dificuldades de aprendizagem de Matematica que,
de acordo com [15] (1994, p. 14), afirma que a Organizacdo das Nagdes Unidas (ONU)
considera que as escolas brasileiras possuem o segundo maior indice de reprovagao na
disciplina de Matematica em todo o mundo, e isso se torna um problema nao s6 para os
candidatos, mas para as instituicoes escolares da Educacao Béasica que precisam desenvol-
ver estratégias, rever metodologias para corrigir a defasagem de aprendizado e oportunizar
ao candidato ter chances reais de aprovacao.

O foco desse trabalho é identificar quais os conteiidos de Matematica mais cobra-
dos nas provas de vestibulares da Universidade Estadual do Ceara (UECE) cujo resultado
pretende subsidiar professores do Ensino Médio para desenvolverem acoes nas aulas de
Matematica de preparagao para os vestibulares da referida instituicao e um material de
apoio que possa ajudar os alunos candidatos interessados em Matematica.

A justificativa para a presente pesquisa surgiu a partir do momento que fui pro-
curado por alunos e ex-alunos com dificuldades em resolver as questoes de Matematica
dos vestibulares da UECE, muitos comentavam que as questoes eram abordadas de uma
maneira diferente do que era visto na sala de aula. Vale ressaltar que a escolha da UECE
para a pesquisa, se deu pelo sua importancia nao s6 para o estado do Ceara, mas como
também para outros estados da Regiao Nordeste, visto que a mesma esté espalhada por
todo o Ceara.

Sobre o trabalho, o mesmo busca apresentar, de forma sucinta, sob a forma de

tabelas, quais os assuntos mais abordados no exame. No decorrer da anilise percebe-se
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que assuntos se repetem ao longo dos editais dos anos escolhidos para a pesquisa.

Para uma melhor compreensao, dividiu-se o presente trabalho em cinco capitulos,
assim distribuidos. No Capitulo 2 encontra-se informagoes sobre a UECE, seu vestibular,
cursos de graduacao e pos graduagao e seus projetos de extensao pelo interior do estado.
Ainda nesse capitulo, aborda-se quais contetidos foram mais cobrados nos ultimos oito
anos para assim identificar quais as prioridades elencadas na preparacao para a prova,
bem como a andlise de questoes de graus de dificuldades diferentes.

No Capitulo 3, apresentaremos os principais resultados como teoremas, proposi-
¢oes e defini¢oes, que julgamos serem necessarios para que o candidato obtenha éxito na
prova de Matematica do vestibular da UECE. Dividido em 4 secoes, esse capitulo fari
uma abordagem mais detalhada de conteidos como func¢oes quadraticas, lei dos cossenos,
Teorema de Pitagoras, entre outros assuntos. Vale ressaltar que todos os contetidos pre-
sentes nestas secoes foram escolhidos a partir do resultado obtido no Capitulo 2, isto é, a
partir da analise dos contetidos de Matematica mais recorrentes nos ultimos 8 anos deste
exame.

Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos algumas questoes dos vestibulares da
UECE. Essas questoes abrangem os contetdos vistos no capitulo anterior. Para facilitar
o entendimento das solucgoes, decidimos expor em algumas questoes, figuras, desenhos ou
esboco da situacao pedida, pois o objetivo aqui é que o leitor nao tenha nenhuma duvida

a respeito das solucoes apresentadas.



2 A MATEMATICA NA 12 FASE

A Universidade Estadual do Ceara (UECE) ¢ uma das universidades que com-
poem o quadro de universidades ptblicas no Ceara ao lado da Universidade Federal do
Ceara (UFC), Universidade Federal do Cariri (UFCA), Universidade Regional do Cariri
(URCA) e da Universidade Estadual Vale do Acarat (UVA). Seu vestibular ¢ um dos mais
procurados pelos discentes cearenses. Pensando nisso, este capitulo tem como propoésito
fazer uma anélise das questoes de Matemaética presentes nas edicoes dos seus vestibulares
nos ultimos 8 anos.

Iniciaremos o capitulo com um breve histérico sobre a UECE, e sua expansao pelo
interior do Ceara. Todas as informacoes necessarias para escrever este capitulo podem
ser encontradas em [2], [3], [4], [5] e [6].

2.1 Breve Historico Sobre a UECE

A Universidade Estadual do Ceara (UECE) teve sua origem a partir da lei N°
9.753 de 18 de Outubro de 1973, com o Poder Executivo instituindo a Fundacao Edu-
cacional do Estado do Ceara (FUNEDUCE). Inicialmente, a fundagao foi presidida pela
professora Antonieta Cals de Oliveira.

Em 1975, as Unidades de Ensino Superior: Escola de Servico Social de Forta-
leza, Faculdade de Veterinaria do Ceara, Escola de Administracao do Ceara, Escola de
Enfermagem Sao Vicente de Paula, Televisao Educativa Canal 5 e a Faculdade de Fi-
losofia Dom Aureliano Matos, em Limoeiro do Norte foram incorporadas ao patrimoénio
da FUNEDUCE. Essa incorporacao foi resultado da resolucao N° 2 de 05 de Marco de
1975, referendada pelo Decreto N° 11.233, de 10 de marco do citado ano, a qual criou a
Universidade Estadual do Ceara (UECE). O 1° reitor da instituigao foi o professor Anto-
nio Martins Filho, o qual prestou relevantes servicos na area da Educacao no Ceara, vale
destacar que o mesmo contribuiu significativamente na criacao da Universidade Federal
do Ceara (UFC) e da Universidade Regional do Cariri (URCA).

Atualmente, a UECE possui cursos de graduacgao e pos-graduagao em diversas
areas do conhecimento, sua principal missao é produzir conhecimentos e formar profis-
sionais qualificados para promover o desenvolvimento do Ceara, e com isso, melhorar a
qualidade de vida do povo cearense. Como se observa, a referida instituicao tem papel
importante nao s6 em Fortaleza, como também em diversas regides do estado.

Conforme [2|, a UECE possui atualmente cerca de 19 mil estudantes e 1.000
professores espalhados por 12 centros e faculdades, que oferecem 77 cursos de graduagao

presenciais e a distancia, 27 mestrados, 9 doutorados, 154 grupos de pesquisa atuantes
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em 138 laboratorios e 57 projetos de extensao.

Oferece doutorados em Administragao, Biotecnologia, Ciéncias Fisiologicas, Ci-
éncias Veterinarias, Educacao, Geografia, Cuidados Clinicos em Enfermagem e Satude,
Linguistica Aplicada, Educagao e Satude Coletiva.

Em relagao aos cursos de mestrado, além daqueles ofertados no Campus sede,
podemos destacar o curso de Educacio e Ensino ofertado em Quixada/Limoeiro do Norte,
o mestrado interdisciplinar em Histéria e Letras com funcionamento em Quixada, além
do Mestrado Profissional em Matematica em rede nacional (PROFMAT) que é ofertado
em Fortaleza e na cidade de Quixada.

De acordo com o Ranking Universitario da Folha de Sao Paulo (RUF) de 2018, é
considerada a 11* melhor universidade estadual do Brasil. Por este mesmo ranking, é a 57*
melhor universidade brasileira. Em 2016, seus cursos atingiram nota maxima no Exame
Nacional de Desempenho de Estudantes (Enade). Além disso, os cursos de maiores notas
na UECE foram o de Medicina e Enfermagem com notas 5, e os de Nutricao, Servico
Social e Medicina Veterinaria com notas 4, conforme [3].

A UECE também tem papel importante na educagao profissional. Conforme [4],
a instituicao oferece cursos de formacao inicial e continuada e de educacao profissional de
nivel médio voltado para o publico interno e externo da Universidade além de permitir
0 acesso ao Programa Nacional de Acesso ao Ensino Técnico e Emprego (PRONATEC)
programa do governo federal, os cursos sao ofertados através da Unidade de Educacao
Profissional (UNEP).

A UECE tem como principal campus o do Itaperi em Fortaleza-CE.

O campus ¢ dividido em centros ou ntucleos, agrupando os cursos por afinidades,
sendo assim distribuidos: Centro de Ciéncias da Satde (CCS): Ciéncias Biologicas, Edu-
cagao Fisica, Enfermagem, Medicina, Nutri¢ao, Terapia Ocupacional. Centro de Ciéncias
e Tecnologia (CCT): Ciéncia da Computacao, Ciéncias, Fisica, Geografia, Matematica e
Quimica. Centro de Educagao (CED): Formagcao de professor para o Ensino Fundamental
do primeiro ao nono ano nas areas especificas e Pedagogia. Centro de Estudos Sociais
Aplicados (CESA): Administracdo, Servigo Social, Ciéncias Contabeis e no Centro de Hu-
manidades (CH) oferta os Cursos de Ciéncias Sociais, Filosofia, Historia, Letras, Musica
e Psicologia. Faculdade de Veterinaria (FAVET): Medicina Veterinaria.

2.1.1 Expansao da UECE pelo Interior no Ceara

A UECE oferece cursos de graduacao presenciais em vérias cidades do interior
como se detalha a seguir. Na cidade de Crateis tem-se a Faculdade de Educacao de
Crateus (FAEC), que oferece os cursos de Licenciatura em Ciéncias Biologicas, Pedagogia,
Quimica e Historia.

Na cidade de Tguatu, a Faculdade de Educacao de Ciéncias e Letras de Iguatu



CAPITULO 2. A MATEMATICA NA 1* FASE 15

(FECLI), onde oferta os cursos de Licenciatura em Fisica, Ciéncias Biologicas, Letras,
Matematica e Pedagogia.

No municipio de Itapipoca a Faculdade de Educagao de Itapipoca (FACEDI),
oferta os cursos de Ciéncias Biologicas, Ciéncias Sociais, Pedagogia e Quimica.

Na cidade de Limoeiro do Norte com a Faculdade de Filosofia Dom Aureliano
Matos (FAFIDAM), onde oferta os cursos de Ciéncias Biologicas, Educacao do Campo,
Fisica, Geografia, Historia, Letras, Matematica e Pedagogia.

Na cidade de Quixada com a Faculdade de Educacao, Ciéncias e Letras do Sertao
Central (FECLESC), que oferece os cursos de Licenciatura de Ciéncias, Ciéncias Biologi-
cas, Fisica, Historia, Letras, Matematica, Pedagogia e Quimica.

Na cidade de Taua com o Centro de Educacao, Ciéncias e Tecnologia da Regiao
dos Inhamuns (CECITEC), onde oferta os cursos de Licenciatura em Pedagogia e Quimica,
e Ciéncias Biologicas.

A expansao da Universidade Estadual do Ceara para as cidades do interior, além
de favorecer a inser¢ao do jovem na academia minimizando a distancia e as dificuldades
de acesso também apresenta-se como um ponto de crescimento econémico das cidades nas

quais existem a ramificacao da UECE.

2.2 Contetudos Presentes no Vestibular da UECE

Conforme editais, o ingresso aos cursos da UECE acontece de duas formas. Pelo
vestibular, onde as vagas sao distribuidas em duas modalidades: 50% das vagas em todos
os cursos sao disponibilizadas para ampla disputa e 50% das vagas para o sistema de
cotas; pelo ENEM, caso existam vagas ociosas referente a modalidade ampla disputa.

Dividido em duas fases, o vestibular ¢ realizado semestralmente, sendo a segunda
fase exclusiva para as provas especificas e a redacao.

Atualmente o vestibular da UECE (primeira fase) é composto por uma prova ob-
jetiva de conhecimentos gerais, de multipla escolha, com quatro alternativas (A, B, C, D),
de carater eliminatorio e classificatério. A prova é composta de 70 questoes distribuidas

da seguinte forma.
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Tabela 1: Composicao da prova.

Disciplina ‘ Numero de questoes ‘ Escore bruto por questao ‘ Valor total
Lingua Portuguesa ‘ 12 ‘ 2,0 ‘ 24,0
Lingua Estrangeira ‘ 08 ‘ 2,0 ‘ 16,0

Geografia | 08 | 2,0 16,0

Historia | 08 | 2,0 16,0
Matematica | 10 | 2,0 20,0
Fisica | 08 | 2,0 16,0
Quimica | 08 | 2,0 16,0
Biologia | 08 | 2,0 16,0
Total | 70 | - | 140,0

A Matematica do vestibular da UECE nas suas tltimas edigoes, mais precisa-

mente no periodo de 2011 a 2018 (8 anos), constou de 10 (dez) questoes. Conforme os

editais do referido exame, os contetidos programéticos estao divididos em 15 itens expli-

citados a seguir:

1.

Conjuntos: Nocoes basicas de conjuntos. Operagoes com conjuntos: uniao, inter-
secao, diferenca, complementacao e produto cartesiano. Cardinalidade de conjuntos

finitos. Raciocinio l6gico-matematico.

. Conjuntos Numeéricos: Conjunto dos nimeros naturais N, inteiros Z, racionais Q

e reais R. Operacoes: adicao, subtracao, multiplicacao, divisao, potenciacao e radi-
ciagao nos conjuntos numéricos. Propriedades destas operagoes. Médias (aritmética
e ponderada). Modulo e suas propriedades. Desigualdades. Intervalos. Sistema de

Medida: comprimento, superficie, volume, tempo e massa.

Teoria Elementar dos Nimeros: Ntumeros primos, algoritmo da Divisao. Siste-
mas de numeragao. Critérios de divisibilidade. Maximo Divisor Comum (MDC) e

Minimo Multiplo Comum (MMC). Principio de indugao finita.

. Proporcionalidade: Razoes e proporcgoes: propriedades. Regra de trés simples e

composta. Regra de sociedade. Porcentagem. Juros simples. Escalas.

Relacoes e Fungoes: Relacoes binarias. Dominio, contradominio e imagem de
funcoes reais de variavel real. Graficos de relagoes e funcoes. Funcoes injetivas,
sobrejetivas, bijetivas, pares, impares e periodicas. Composicao de fungoes. Fungoes

invertiveis.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Nuameros Complexos: O conjunto C dos complexos. Modulo, argumento, formas
algébrica e trigonométrica. Operagdes com nimeros complexos: adi¢ao, subtragao,

multiplicagao, divisao e potenciacao. Interpretacao geométrica.

Polinémios: Conceitos. Funcoes lineares e quadraticas - propriedades, raizes, e
graficos. Equacoes biquadradas. Adicao e multiplicacdo de polinémios. Algoritmo
da divisao. Fatoragao. Equacdes polinomiais. Relacoes entre coeficientes e raizes.

Raizes reais e complexas. Raizes racionais de polindmios com coeficientes inteiros.

Exponenciais e Logaritmos: Funcgoes exponenciais e logaritmicas: propriedades

e graficos. Mudanga de base. Equagoes e inequagoes exponenciais e logaritmicas.

Trigonometria: Grau e radiano. Func¢oes trigonométricas: seno, cosseno, tangente,
cotangente, cossecante e secante - propriedades e graficos. Formulas trigonométri-
cas. Identidades trigonométricas. Funcgoes trigonométricas inversas e seus graficos.
Equacgoes trigonométricas. Leis do seno e cosseno. Resolucao trigonométrica nos

triangulos.

Progressoes: Progressoes aritméticas - termo geral, soma dos termos, proprieda-
des. Progressoes geométricas - termo geral, soma e produtos dos termos, proprie-
dades.

Analise Combinatoéria: Principio geral de contagem. Arranjos, permutacoes e

combinagoes simples. Binémio de Newton. Triangulo de Pascal.

Matrizes e Sistemas Lineares: Operacoes com matrizes - adigao, subtracao e
multiplicagao. Propriedades destas operagoes. Sistemas lineares e matrizes. Reso-
lugao e discussao de sistemas lineares. Determinantes e suas propriedades. Regra

de Cramer, Regra de Sarrus e Teorema de Laplace.

Geometria Plana: Triangulos e quadrilateros. Igualdade e semelhanca de trian-
gulos. Propriedades dos angulos, lados, alturas e medianas de triangulos. Relacoes
métricas nos triangulos. Circunferéncias, poligonos regulares e relacoes métricas.

Areas e perimetros.

Geometria Espacial: Retas e planos. Prismas, pirdmides, cilindros, cones e esfe-

ras. Poliedros e relagao de Euler. Areas e volumes.

Geometria Analitica Plana: Distancia entre dois pontos. Equacao da reta. Pa-
ralelismo e perpendicularismo. Angulo entre duas retas. Distancia de um ponto a
uma reta. Equacoes e propriedades das curvas - circunferéncia, elipse, hipérbole e
parabola. Posicao relativa de uma reta em relacao a uma circunferéncia. Identifica-

cao da curva representada pela equacao Ax? + By? +Cx + Dy + F = 0.
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Em sequéncia faremos uma analise dos itens de Matematica que estao presentes
nas questoes dos vestibulares da 1* fase nos tltimos 8 anos, com o proposito de obser-
varmos quais os conteidos que ocorrem com maior frequéncia. Para esse levantamento,
dividiremos as questoes em dois tipos:

TIPO 1: Questoes que abordem apenas um contetdo.

TIPO 2: Questoes que abordem mais de um contetdo.
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Tabela 2: Questoes 2018.2.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(13) ‘ 1 ‘ Conjuntos
(14) ‘ 1 ‘ Exponenciais e Logaritmos
(15) ‘ 1 ‘ Progressoes
(16) ‘ 2 ‘ Teoria Elementar dos Numeros, Conjuntos Numéricos
(17) ‘ 1 ‘ Geometria Analitica Plana
(18 | 1 | Trigonometria
(19) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(20) ‘ 1 ‘ Progressoes
(21) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(22) ‘ 1 ‘ Geometria Espacial

Tabela 3: Questoes 2018.1.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(13) ‘ 2 ‘ Teoria Elementar dos Numeros, Conjuntos Numeéricos
(14) ‘ 1 ‘ Progressoes
(15) ‘ 1 ‘ Trigonometria
(16) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(17) ‘ 1 ‘ Geometria Espacial
(18) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(19) ‘ 1 ‘ Exponenciais e Logaritmos
(20) ‘ 1 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares
(21) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(22) ‘ 1 ‘ Trigonometria
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Tabela 4: Questoes 2017.2.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(13) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(14) ‘ 1 ‘ Relagoes e Fungoes
(15) ‘ 2 ‘ Polinémios, Trigonometria
(16) ‘ 1 ‘ Progressoes
(17) ‘ 1 ‘ Polin6mios
(18 | 1 | Anélise Combinatoria
(19) ‘ 2 ‘ Progressoes, Trigonometria
(20) ‘ 2 ‘ Polinémios, Geometria Analitica Plana
(21) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Geometria Espacial
(22) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
Tabela 5: Questoes 2017.1.
Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(13) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(14) ‘ 2 ‘ Teoria Elementar dos Numeros, Polinémios
(15) ‘ 1 ‘ Numeros Complexos
(16) | 1 | Polinomios
(17) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(18) ‘ 1 ‘ Anélise Combinatoéria
(19) ‘ 2 ‘ Progressoes, Geometria Plana, Trigonometria, Polinomios
(20) ‘ 1 ‘ Geometria Analitica Plana
() | 1 | Polinomios
(22) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Geometria Espacial
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Tabela 6: Questoes 2016.2.

Questao ‘ Tipo

Item Cobrado

|

(15) ‘ 1 ‘ Conjuntos

(16) ‘ 1 ‘ Conjuntos Numéricos

(17) ‘ 1 ‘ Conjuntos Numeéricos

(18) ‘ 1 ‘ Progressoes

(19) ‘ 1 ‘ Geometria Plana

(20) ‘ 1 ‘ Geometria Plana

(21) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Trigonometria

22 | 1 | Polinomios

(23) ‘ 1 ‘ Conjuntos Numeéricos

(24) ‘ 1 ‘ Geometria Espacial

Tabela 7: Questoes 2016.1.
Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado

(15) ‘ 1 ‘ Conjuntos Numeéricos
(16) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
(17) ‘ 2 ‘ Progressoes, Polinomios, Conjuntos Numéricos
(18) ‘ 2 ‘ Exponenciais e Logaritmos, Polinémios
(19) ‘ 2 ‘ Relagtes e Fungoes, Exponenciais e Logaritmos
(20) ‘ 2 ‘ Polinémios, Geometria Plana
(21) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Trigonometria
(22) ‘ 1 ‘ Anélise Combinatoéria
(23) ‘ 2 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares, Polinémios
(24) | 1 | Polinomios
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Tabela 8: Questoes 2015.2.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 1 ‘ Polin6mios
(16) ‘ 1 ‘ Conjuntos
(17) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
(18) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(19) ‘ 1 ‘ Trigonometria
(20) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(21) ‘ 2 ‘ Exponenciais e Logaritmos, Polinomios, Trigonometria
(22) ‘ 2 ‘ Polinémios, Geometria Analitica Plana
(23) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(24) ‘ 1 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares
Tabela 9: Questoes 2015.1.
Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 1 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares
(16) | 1 | Polinomios
(17) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
(18) ‘ 1 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares
(19) ‘ 2 ‘ Relagtes e Fungoes, Anélise Combinatoria
(20) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(21) ‘ 2 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares, Trigonometria
(22) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(23) ‘ 2 ‘ Progressoes, Exponenciais e Logaritmos
(24) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Geometria Analitica Plana
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Tabela 10: Questoes 2014.2.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 2 ‘ Teoria Elementar dos Numeros, Progressoes
(16) ‘ 2 ‘ Numeros Complexos, Polinémios
(17) ‘ 1 ‘ Geometria Analitica Plana
(18) ‘ 1 ‘ Polin6mios
(19) ‘ 1 ‘ Conjuntos Numeéricos
(20) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(21) ‘ 2 ‘ Exponenciais e Logaritmos, Geometria Analitica Plana
22 | 1 | Trigonometria
(23) ‘ 1 ‘ Progressoes
(24) ‘ 1 ‘ Geometria Espacial
Tabela 11: Questoes 2014.1.
Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 2 ‘ Polin6émios, Matrizes e Sistemas Lineares
(16) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Conjuntos Numéricos
(17) ‘ 1 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares
(18) | 1 | Polinomios
(19) ‘ 2 ‘ Progressoes, Teoria Elementar dos Numeros
(20) ‘ 2 ‘ Analise Combinatoéria, Trigonometria
(21) ‘ 1 ‘ Geometria Espacial
(22) ‘ 2 ‘ Relagtes e Fungoes, Anélise Combinatoria
(23) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(24) ‘ 2 ‘ Progressoes, Exponenciais e Logaritmos
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Tabela 12: Questoes 2013.2.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 2 ‘ Teoria Elementar dos Numeros, Anélise Combinatoria
(16) ‘ 1 ‘ Polin6mios
(17) ‘ 2 ‘ Progressées, Trigonometria
(18) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
(19) ‘ 1 ‘ Exponenciais e Logaritmos
(20) ‘ 2 ‘ Geometria Analitica Plana, Conjuntos Numeéricos
(21) ‘ 1 ‘ Geometria Analitica Plana
(22) ‘ 2 ‘ Conjuntos Numéricos, Geometria Espacial
(23) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
24) | 1 | Polinomios
Tabela 13: Questoes 2013.1.
Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(16) ‘ 2 ‘ Geometria Espacial, Geometria Plana
(17) ‘ 2 ‘ Conjuntos Numeéricos, Matrizes e Sistemas Lineares
(18) ‘ 2 ‘ Polin6émios, Matrizes e Sistemas Lineares
(19) ‘ 2 ‘ Conjuntos Numéricos, Exponenciais e Logaritmos
(20) ‘ 2 ‘ Conjuntos Numeéricos, Progressoes
(21) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Polinomios
(22) ‘ 1 ‘ Anélise Combinatoéria
(23) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(24) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
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Tabela 14: Questoes 2012.2.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Proporcionalidade
(16) ‘ 1 ‘ Polin6mios
(17) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(18) ‘ 2 ‘ Relagoes e Fungoes, Conjuntos Numéricos
(19) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(20) ‘ 1 ‘ Exponenciais e Logaritmos
(21) ‘ 1 ‘ Geometria Analitica Plana
(22) ‘ 2 ‘ Geometria Espacial, Anélise Combinatéria
(23) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(24) ‘ 2 ‘ Polinémios, Numeros Complexos
Tabela 15: Questoes 2012.1.
Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 1 ‘ Conjuntos
(16) ‘ 1 ‘ Teoria Elementar dos Numeros
(17) ‘ 2 ‘ Progressoes, Exponenciais e Logaritmos
(18) ‘ 1 ‘ Anélise Combinatoéria
(19) | 1 | Polinomios
(20) ‘ 1 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares
(21) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
(22) ‘ 2 ‘ Geometria Espacial, Geometria Plana
(23) ‘ 1 ‘ Trigonometria
(24) ‘ 1 ‘ Geometria Plana
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Tabela 16: Questoes 2011.2.

Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15) ‘ 1 ‘ Conjuntos
(16) ‘ 2 ‘ Teoria Elementar dos Numeros, Anélise Combinatoria
(17) ‘ 1 ‘ Progressoes
(18) ‘ 1 ‘ Trigonometria
(19) ‘ 2 ‘ Polinémios, Exponenciais e Logaritmos
200 | 1 | Polinomios
(21) ‘ 1 ‘ Conjuntos Numeéricos
(22) ‘ 2 ‘ Conjuntos Numeéricos, Polinémios
(23) ‘ 2 ‘ Matrizes e Sistemas Lineares, Geometria Analitica Plana
(24) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
Tabela 17: Questoes 2011.1.
Questao ‘ Tipo ‘ Item Cobrado
(15 | 1 | Conjuntos
(16) ‘ 1 ‘ Relacoes e Funcoes
(17) ‘ 1 ‘ Analise Combinatoéria
(18) ‘ 2 ‘ Progressoes, Exponenciais e Logaritmos
(19) ‘ 1 ‘ Proporcionalidade
(20) ‘ 2 ‘ Geometria Analitica Plana, Geometria Plana
(21) ‘ 1 ‘ Trigonometria
(22) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Polinomios
(23) ‘ 2 ‘ Geometria Plana, Trigonometria
(24) ‘ 2 ‘ Geometria Espacial, Geometria Plana

2.2.3 Sinteses das Analises

Conforme vimos anteriormente, percebe-se que nessas edicoes dos vestibulares ha
uma grande maioria de questoes do Tipo 1. Das 160 questoes analisadas, 104 questoes
sao do Tipo 1, o que correspondem a 65% do total, e 56 questoes sdo do Tipo 2, o que
correspondem a 35%.

Outra informacao importante é que das 16 edi¢oes analisadas, apenas em 3 dessas
a quantidade de questoes do Tipo 2 foi superior as do Tipo 1, a saber: 2013.1, 2014.1 e
2016.1.
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Feito esse levantamento, analisaremos a distribui¢ao das questées (Tipo 1 ou Tipo

2) por contetdos dos editais ao longo desses 8 anos:

Tabela 18: Questoes tipo 1 por contetudo.

Contetdo ‘ Numero de Questoes ‘ Porcentagem
Conjuntos | 6 5%
Conjuntos Numéricos ‘ 6 ‘ 5,77%
Teoria Elementar dos Ntmeros ‘ 8 ‘ 7,69%
Proporcionalidade ‘ 8 ‘ 7,69%
Relagoes e Fungoes ‘ 2 ‘ 1,92%
Nuameros Complexos ‘ 1 ‘ 0,96%
Polinémios | 14 | 13.46%
Exponenciais e Logaritmos ‘ 4 ‘ 3,85%
Trigonometria ‘ 8 ‘ 7,69%
Progressoes ‘ 7 ‘ 6,73%
Anlise Combinatéria | 6 5%
Matrizes e Sistemas Lineares ‘ 6 ‘ 577%
Geometria Plana ‘ 18 ‘ 17,.31%
Geometria Espacial ‘ 5 ‘ 4.81%
Geometria Analitica Plana ‘ 5 ‘ 4,81%
Total | 104 | 100%
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Tabela 19: Questoes tipo 2 por contetdos.

Contetudo ‘ Numero de Questoes ‘ Porcentagem
Conjuntos Numéricos, Teoria Elementar dos Nimeros ‘ 2 ‘ 3,57%
Conjuntos Numéricos, Polinémios, Progressoes ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Numéricos, Geometria Plana ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Niuméricos, Geometria Analitica Plana ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Numeéricos, Geometria Espacial ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Numéricos, Matrizes e Sistemas Lineares ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Numéricos, Exponenciais e Logaritmos ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Numéricos, Progressoes ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Numéricos, Relagoes e Fungoes ‘ 1 ‘ 1,79%
Conjuntos Numéricos, Polinomios ‘ 1 ‘ 1,79%
Teoria Elementar dos Nimeros, Polinomios ‘ 1 ‘ 1,79%
Teoria Elementar dos Nimeros, Progressoes ‘ 2 ‘ 3,57%
Teoria Elementar dos Numeros, Anéalise Combinatoria ‘ 2 ‘ 3,57%
Proporcionalidade, Geometria Plana ‘ 1 ‘ 1,79%
Relagoes e Fungoes, Exponenciais e Logaritmos ‘ 1 ‘ 1,79%
Relagoes e Fungoes, Analise Combinatoria ‘ 2 ‘ 3,57%
Numeros Complexos, Polindmios ‘ 2 ‘ 3,57%
Polinémios, Trigonometria ‘ 1 ‘ 1,79%
Polinémios, Geometria Analitica Plana, ‘ 2 ‘ 3,57%
Polindmios, Progressoes, Geometria Plana, Trigonometria ‘ 1 ‘ 1,79%
Polindmios, Exponenciais e Logaritmos ‘ 2 ‘ 3,57%
Polin6mios, Geometria Plana ‘ 3 ‘ 5,36%
Polinémios, Matrizes e Sistemas Lineares ‘ 3 ‘ 5,36%
Polindémios, Exponenciais e Logaritmos, Trigonometria ‘ 1 ‘ 1,79%
Exponenciais e Logaritmos, Progressoes ‘ 4 ‘ 7,14%
Exponenciais e Logaritmos, Geometria Analitica Plana ‘ 1 ‘ 1,79%
Trigonometria, Progressoes ‘ 2 ‘ 3,57%
Trigonometria, Geometria Plana ‘ 3 ‘ 5,36%
Trigonometria, Matrizes e Sistemas Lineares ‘ 1 ‘ 1,79%
Trigonometria, Analise Combinatéria ‘ 1 ‘ 1,79%
Analise Combinatoria, Geometria Espacial ‘ 1 ‘ 1,79%
Matrizes e Sistemas Lineares, Geometria Analitica Plana ‘ 1 ‘ 1,79%
Geometria Plana, Geometria Espacial ‘ 5 ‘ 8,93%
Geometria Plana, Geometria Analitica Plana ‘ 2 ‘ 3.57%
Total \ 56 | 100%
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Analisando as tabelas 18 e 19, percebe-se que alguns contetdos sao mais recor-

rentes em relacao aos demais. Entre os mais cobrados, temos os seguintes:

Tabela 20: Contetdos recorrentes.

Conteados ‘ N° de Questoes Tipo 1 ‘ N° de Questoes Tipo 2 ‘ Total
Geometria Plana ‘ 18 ‘ — ‘ —
Polinémios ‘ 14 ‘ — ‘ —
Trigonometria ‘ 8 ‘ — ‘ _
Progressoes ‘ 7 ‘ — ‘ _
Total | a7 | 41 E

De acordo com a tabela 19 (Questdes Tipo 2), temos um total de 34 combinagoes
diferentes de contetdos, assim, decidiu-se observar quais os 4 conteiidos mais presentes
nessas combinacoes.

Feita essa anéalise, concluimos que de 160 questoes analisadas, 88 questoes (55%)
versam sobre os contetidos de Geometria Plana, Polindmios, Trigonometria e Progressoes,
e 72 questoes (45%) sdo referentes a outros itens, os quais ndo abordaremos neste trabalho.

A partir desse levantamento, no capitulo seguinte trataremos sobre os contetidos

mais frequentes.



3 ABORDAGEM DE CONTEUDOS

O capitulo em questao traz os principais resultados dos contetdos que foram mais
recorrentes nos vestibulares da UECE nos tltimos 8 anos.

Para um bom éxito na prova, o aluno precisa ter em mente alguns resultados para
as resolucoes das questoes. No decorrer do capitulo, trataremos de algumas definicoes,
proposicoes e teoremas que sao importantes para a resolugao da prova de Matemaética.

Neste capitulo serao abordados os principais resultados da Geometria Plana, Po-
linomios, Trigonometria e Progressoes. Lembrando que tais resultados sao apenas um
complemento para a resolugao das questoes, para uma melhor aprendizagem e consequen-
temente um sucesso na prova, & aconselhavel que o aluno busque outras referéncias para
que o mesmo tenha um conhecimento mais sélido.

Toda a teoria apresentada neste capitulo pode ser encontrada em [1], [7], [8], [9],
[10], [11], [12], [13] e [14].

3.1 Geometria Plana

A Geometria Plana é um tema imprescindivel nos curriculos do Ensino Basico,
uma vez que seus conceitos, suas formulagoes e suas aplicagoes sdo extremamente rele-
vantes para os alunos nessa fase de ensino.

E no minimo contraditéria uma primeira discussdo sobre o tema “Geometria
Plana” somente na tltima fase do Ensino Fundamental (9° ano) na maioria das insti-
tuicoes publicas do nosso pais, pois o contato dos educandos com o tema apresenta-se
constantemente em sua vida cotidiana, no contato com a arte e, principalmente, em seu
meio cultural.

Outro fato notorio que acaba agravando mais ainda a situagao ocorre através da
divergéncia entre o ntumero de professores com formacao em Matematica e o ntimero de
professores que ministram Geometria Plana nesta taltima etapa do Ensino Fundamental.

Dessa forma, ha uma sobrecarga dos professores de Matematica do Ensino Médio
ao ministrarem Geometria na ultima fase do Ensino Basico. Fato bastante preocupante,
visto que, nesse momento os alunos estao prestes a se depararem com os vestibulares, nos
quais a exigéncia sobre o tema Geometria ocorre com uma frequéncia alta.

Devido as dificuldades citadas acima, serao explanados os principais conceitos e
resultados da Geometria Plana a fim de torné-los acessiveis e compreensiveis pelos alunos
da Educagao Bésica e, sobretudo, para aqueles que almejam prestar vestibular na UECE.

Os axiomas sao imprescindiveis na Geometria Plana por envolver também defi-

nicoes, propriedades e teoremas. Neste texto omitiremos os axiomas que sao a base da
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Geometria Plana.
Assumiremos que ponto, reta e plano sao conceitos primitivos, isto é, nao sao

passiveis de definicao. Tais conceitos sao essenciais para o desenvolvimento da Geometria.

Definicao 1 Sejam A e B pontos distintos de um plano o. Define-se segmento de reta

AB (indicado por AB) como a unido dos pontos que estao entre A e B e os extremos A

e B.

N
e

Figura 1: Segmento de reta AB.

Escreveremos AB para denotar a medida do segmento AB.
Se P é um ponto qualquer de o, entao existem duas possibilidade para P em

relacdo ao segmento AB.

e P pertence a AB. Neste caso, P = A, P = B ou P esta no interior de AB.

[ 4 d
A P B
Figura 2: P pertencente a AB.

e P nao pertence a AB. Neste caso, ocorrem trés casos simultaneos: P # A, P # B e P

no exterior & AB.

P

L
B

e

Figura 3: P nao pertencente a AB.

Definigao 2 Sejam A e B pontos distintos de um plano o. Define-se semirreta AB
(simbolizado por @) como a unido do segmento de reta AB com o conjunto dos pontos

P € o tais que B encontra-se entre A e P.

| |

o

@
B

Y

Figura 4: Semirreta AB.
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Definicao 3 Sejam A, B e O pontos distintos em o. Define-se dngulo de vértice O e
H A~ A~
lados OA e O@ (simbolizado por AOB ou O) como uma das regides de o limitada pelas
. 51 o OF
semirretas OA e OB.

A
Figura 5: Angulo AOB.

Usaremos «, (3, v ou # para denotarmos as medidas de angulos, e quando for necessério,
identificaremos o angulo com a sua medida. Por exemplo, AOB = «a, ou O = « para

significar que a medida do angulo AOB ¢ « graus.

Definicao 4 Dizemos que os pontos distintos A, B e C' de um plano o sao colineares
quando existir uma reta r tal que A, B,C € r, caso contrdrio, dizemos que $4o nao

colineares.

Definicao 5 Sejam A, B e C pontos nao colineares em o. Define-se tridngulo ABC

(simbolizado por ANABC') como a regiao de o delimitada pelos segmentos de reta AB, BC'
e CA.

Figura 6: Triangulo ABC.

No triangulo ABC' da Figura 6 destacam-se seus principais elementos:
I. A, B e C sao os vértices do AABC
II. AB,BC e AC sao os lados do AABC
II. AB=¢,BC =aeCA = b sio as medidas dos lados do AABC;

IV. ABC = 3,BCA =~ e CAB = a sao as medidas dos angulos do AABC,
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V. 2p=a+ b+ c é o perimetro do AABC;

a+b+c

VI. p= — é o semiperimetro do AABC.

Além disso, um triangulo ABC' qualquer em um plano o pode ser classificado

conforme as medidas de seus lados como Fquildtero, Isdsceles ou Escaleno.
I. Se os trés lados possuem medidas iguais, entao o AABC é equilatero;
IT. Se pelos menos dois dos lados possuem mesma medida, entao o AABC' é isGsceles;
III. Se os trés lados possuem medidas distintas, entdao o AABC' é escaleno.

Também é possivel classificar um triangulo ABC' quanto as medidas de seus
angulos. Para esta finalidade é importante destacar que um angulo de medida « é dito

agudo, reto ou obtuso respectivamente, quando 0° < a < 90°, a = 90° ou 90° < o <
180°.

I. Se todos os angulos forem agudos, entao o AABC' é acutangulo;
I1. Se algum angulo for reto, entao o AABC' é retangulo;
III. Se algum angulo for obtuso, entao o AABC' é obtusangulo.

Dado um tridangulo ABC' qualquer em um plano ¢ destaca-se ainda alguns ele-

mentos quanto ao estudo de triangulos: altura, mediana, bissetriz e mediatriz.

Definicao 6 Seja ABC' um tridngulo. A altura relativa ao lado BC ¢é o segmento de

reta AH, onde H é o pé da perpendicular baizada de A a reta % De modo andlogo
definimos as alturas relativas aos lados AC e AB.

Figura 7: Altura do AABC.

Definicao 7 A mediana relativa ao lado BC' € o segmento de reta AM, onde M € o

ponto médio do lado BC'. De forma similar definimos as medianas relativas aos lados AC
e AB.
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Figura 8: Mediana do AABC.

Definicao 8 A bissetriz relativa ao dngulo BAC ¢ a semirreta E que divide o dngulo
A em dois angulos iguais. Analogamente definimos as bissetrizes dos dngulos ABC e
ACB.

B D C

Figura 9: Bissetriz do AABC.

Definicao 9 A mediatriz relativa ao lado BC € a reta perpendicular que intercepta seu

ponto médio.

D C

Figura 10: Mediatriz do AABC.

A seguir, enunciaremos e demonstraremos uma proposicao a fim de construir um
argumento eficiente para a demonstracao do teorema do dngulo externo. Mas antes disso,
considere no plano as retas r, s e t, com t intersectando r e s respectivamente, nos pontos

A e B, conforme figura abaixo:
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Figura 11: Angulos alternos internos e colaterais internos.

Como indicado na Figura 11, os angulos de medida « e 3 sao dngulos alternos
internos e os angulos de medida «a e v sao dngulos colaterais internos. De posse das

notagoes acima, assumiremos o seguinte critério para o paralelismo de duas retas:
r|sea=p<a+y=180".

Proposicao 3.1.1 A soma das medidas dos dngulos internos de um tridngulo € igual a
180°.

Demonstracgao: Considere ABC' um triangulo tal que ﬁ é a reta paralela a reta %

eAeﬁ.

B C

Figura 12: Soma das medidas dos angulos internos do AABC.

Perceba que:
e 3 =0, pois sao alternos internos;

e 7 = ¢, pois sao alternos internos. Logo,

f+a+6=180° =
B+a+y=180°
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Teorema 3.1.1 Dado um tridngulo qualquer, a medida de um angulo externo € igual a

soma das medidas dos dois dngulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstracgao: Seja ABC um triangulo qualquer, conforme Figura 13.

A

oo

B C

Figura 13: Teorema do angulo externo.

Devemos mostrar que o = 6 + (5. De fato, pela Proposicao 3.1.1 temos,

O+ B+~=180° = 0+ 8 = 180° — 7.

Por outro lado,
v+ a=180° = a = 180° — ~.

Portanto, o = 6 + (3. O

3.1.1 Teorema de Tales e Semelhanca de Triangulos

Nesta subesecao apresentaremos dois dos principais resultados da Geometria Eu-
clidiana Plana, o Teorema de Tales e os casos de semelhanca de triangulos. A partir destes
resultados, enunciaremos e demonstraremos as relacoes métricas no triangulo retangulo,

bem como o Teorema de Pitdgoras.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Tales). Sejam r,s et retas paralelas. Dados os pontos
AA €er, BB € s eC,C" €t tais que A,B,C e A, B e C', nessa ordem, pontos

colineares. Entao

AB A'B
BC BC"
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o \¢ :

A A r
x / \x'

Figura 14: Teorema de Tales.

A prova deste teorema pode ser encontrada em |[14].

Definicao 10 Dois triangulos sao semelhantes quando existir uma correspondéncia biu-
nivoca entre os vértices do primeiro com os do sequndo tridngulo tais que os dngulos

correspondentes sejam iguais e as razoes entre os lados correspondentes seja constante.

A

kCl kb/ /

B ka' C B' a C
Figura 15: Semelhanca de triangulos.
Simbolicamente para indicar que o AABC é semelhante ao AA’'B'C’ escrevemos,
NABC ~ NA'B'C".

A partir da definicao 10 e da Figura 14, temos

AB B BC B AC _
A’B’_B’C/_A’C’_ )

onde k é um nimero real positivo chamado de razao de semelhanca.
Existem trés casos de semelhanca entre triangulos: LLL, LAL e AA. Vamos so-
mente enunciar cada caso através de proposicoes, porém todas as demonstracoes poderao

ser encontradas em [1].

Proposicao 3.1.2 (Caso: LLL). Se ABC e A'B'C’ sao tridngulos quaisquer em um

plano o tais que

AB BC AC

AB B0  AC
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entao NABC ~ NA'B'C".

kc kb /

B ka' C B' a c
Figura 16: Caso de semelhanca LLL.

Proposigao 3.1.3 (Caso: LAL). Se ABC e AB'C’ sao tridngulos quaisquer em um
plano o tais que L
AC  BC

A'C" B'C
entao NABC ~ NA'B'C".

A
A
« (6
B ka' C B' a C'

Figura 17: Caso de semelhanca LAL.

e ACB=A'C'B = q,

Proposicao 3.1.4 (Caso: AA). Sejam ABC e A'B'C' trigngulos quaisquer em um
plano o tais que

BAC = B'A'C' = B e ABC = A'B'C' = a,

entao NABC ~ NA'B'C".

A
A
g
g
(0% «
B C B C

Figura 18: Caso de semelhanca AA.

Particularmente, temos,

AB  BC  AC
A'B - BC ACT
A partir dos casos de semelhanca de triAngulos, podemos demonstrar as relacoes

métricas no triangulo retangulo, bem como o Teorema de Pitagoras. A seguir veremos

como obté-las.
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Proposicdo 3.1.5 Seja ABC um trigngulo retangulo em A, com catetos AB = c e AC =

b e hipotenusa BC = a. Se H é o pé da altura relativa & hipotenusa, BH = m,CH =n
e AH = h, entdo

(a) ah = bc
(b) b* =an
(¢) ¢ =am
(d) h* = mn

(e) a*> = b* + ¢* (Teorema de Pitdgoras).

Figura 19: Caso de semelhanca AA no tridngulo retangulo.

Demonstracio: (a) e (¢) Note que AABC ~ AABH pelo caso AA, pois BAC =
BHA =90° ¢ CBA = ABH = a, logo valem as igualdades

| o
=S

Substituindo os valores, temos

Portanto,

ah =bc e & =am.

(b) Perceba que AABC ~ AAHC pelo caso AA, pois BAC = AHC = 90° e ABC =
CAH = a. Sendo assim,

2| &g
218
Il
Qlf
Sl
I3
(ol s
Sle

Portanto, b = an.
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~

(d) Note que AABH ~ AAHC pelo caso AA, pois ABH = CAH = a e HAB =
ACH = (90° — a), logo:

Portanto, h? = mn.
(e) A partir dos itens (b) e (c), obtemos:

Mas, m + n = a. Logo, a® = b* + 2. O
A seguir enunciaremos e demonstraremos um teorema pouco visto nos livros

didéticos, apesar de sua auséncia, ele é de grande utilidade na resolucao de questoes.

Teorema 3.1.3 A mediana relativa & hipotenusa de tridngulo retdngulo mede metade da

hipotenusa.

Demonstracao: Seja ABC' um triangulo retangulo em A com catetos AB = ¢, AC =b

e hipotenusa BC' = a. Considere H o pé da altura relativa a hipotenusa, onde AH = h
- —_ a

e AM = m é a mediana relativa a hipotenusa, considere ainda MH =x e HC = 5~ x.

Conforme Figura 20:

B@® @C

a
2
Figura 20: Mediana relativa a hipotenusa.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, respectivamente, nos triangulos ABH e ACH,

teremos:

2
02:%+ax+x2+h2 (3.1)
, 2 2

b*=——ax+az"+h (3.2)

4
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Somando as equagoes (3.1) e (3.2), obtemos:

2
b2+c2:%+2m2+2h2:>

a2
a2:E+2x2+2h2:>

a2

h? = T z?, (3.3)

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AM H, temos:
m? = h? 4 22

Usando o resultado encontrado em (3.3), obtemos:

Portanto:

3.1.2 Areas de Figuras Planas

Nesta subsecao apresentaremos algumas figuras geométricas planas, munidas das

formulas para o calculo de suas areas.

1) (Quadrado). Um quadrado ABCD de lado x tem area

A(ABCD) = 2.
D C
X
A T B

Figura 21: Quadrado ABCD.

2) (Retangulo). Um retangulo ABCD de lados z e y tem &area

A(ABCD) = x - y.
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D C
Y
A €T B

Figura 22: Retangulo ABCD.

3) (Paralelogramo). Um paralelogramo ABCD de base x e altura h tem area

A(ABCD) =z - h.

Figura 23: Paralelogramo ABCD.

4) (Triangulo). Se ABC & um triangulo de lado BC = a e altura h relativa ao lado
BC, entao,

A(ABC) = %

Figura 24: Triangulo ABC.

Destacaremos a seguir, duas férmulas que fornecem a area de um triangulo sem
o uso explicito de qualquer altura do mesmo. A primeira é conhecida como férmula de
Herao, cuja area do tridngulo esta em funcao do semiperimetro do tridngulo, e na segunda
a formula trigonométrica, cuja area estd em funcao do seno de um angulo do triangulo

e dos lados compreendidos entre ele.
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Proposigao 3.1.6 (Férmula de Herdo). A drea A(ABC) de um tridgngulo ABC de
lados BC =a,AC' =b e AB =c¢ € igual a

A(ABC) =+\/p-(p—a)-(p—1) - (p—¢),

a+b+c
onde p = % ¢ o semiperimetro do tridngulo ABC.

A prova da proposi¢ao acima pode ser encontrada em [14].
Proposicao 3.1.7 (Férmula Trigonométrica). A drea A(ABC) de um tridngulo

ABC de lados BC = a,AC =b e AB = ¢ e medidas de dngulos BAC = o, ABC = ¢
ACB = v é:

bcsena.  acsen 3 absenvy

2 2 2 7
Demonstragao: Seja A(ABC) a area de um triangulo ABC. Denotemos BC = a, AC =
b e AB = ¢ e medidas de angulos BAC = a, ABC = 8 ¢ ACB = ~, conforme ilustracao

a seguir.

A(ABC) =

Figura 25: Formula trigonométrica.

Tragando-se AH, onde AH = h é a altura relativa a BC, segue do triangulo
h

retangulo AH B que sen 3 = —, ou seja, h = ¢sen 3. Como A(ABC) = % conclui-se que
c

A(ABC) = “052“3’“5 .
As demais igualdades seguem de modo analogos. 0

Proposicao 3.1.8 (Trapézio). Se ABCD ¢ um trapézio de bases AB = x,CD =y e

altura z, entao

A(ABCD) = %
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Figura 26: Trapézio ABCD.

Demonstracao: Tracando-se a diagonal BD do trapézio ilustrado na Figura 26, obtemos
dois tridangulos ABD e BC'D de mesma altura z, dai segue que:
A(ABCD) = A(ABD) + A(BCD) = % + %

(x—l—y)z'

Segue entao que A(ABCD) = 5

O
Proposicao 3.1.9 (Losango). Se ABCD ¢é um losango de diagonais AC' e BD, entdo

AC - BD

A(ABCD) = —

B

Figura 27: Losango ABCD.

Demonstragao: Perceba que

A(ABCD) = A(ACB)+ A(ACD) =
AC-BM AC-DM

A(ABCD) = S5 55 4 S
AC - (BM + DM
A(ABCD) — ( - +DM).

AC - BD

Como BM + DM = BD, segue que A(ABCD) = 5
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Proposigao 3.1.10 (Circulo). Seja C um circulo de raio r, entdo

A(C) = 772,

Figura 28: Circulo C' de raio r.

A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em [11].

Proposigao 3.1.11 (Setor Circular). Seja C um circulo de raior, e AB um arco com

medida de dngulo central AOB = a, entio

A(AOB) = % 2,

Figura 29: Setor circular AOB.

A prova dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [11].

3.2 Trigonometria e Aplicacoes

A trigonometria é um dos topicos importantes da Matematica. Constantemente
temos que usar alguns de seus resultados em outros ramos da Matematica.
Para a resolucao de algumas questoes de Geometria, torna-se imprescindivel a

utilizagao de resultados classicos da trigonometria, os quais veremos nesta secao.
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Iniciaremos com as razoes trigonomeétricas no triangulo retangulo, a partir

demonstraremos alguns resultados usando tais razoes.

dai,

Definicao 11 Seja ABC um tridngulo retingulo em A, em que a medida do dngulo ACB

é igual a o, e a medida do dngulo ABC ¢ wgual a 8. Valem as sequintes afirmacgoes:

C

-

®
A ¢ B

Figura 30: Razoes trigonométricas.

i N cateto oposto a ¢
O seno de o é a razdo senao = 8 = —.
hipotenusa a

) . cateto adjacente a b
e O cosseno de o é a razao cos a = - =—.
hipotenusa a

) . cateto oposto a « c
A tangente de « é a razao tana = - = -.
cateto adjacente a o b

cateto oposto a b
O seno de 3 é a razao sen 3 = - D ﬁ:—.
hipotenusa a

cateto adjacente a 3

) ~ c
O cosseno de [ é a razao cos 3 = - —.
hipotenusa a

cateto oposto a 8 b

A tangente de § é a razao tan = =-.
g b B cateto adjacente a ¢

Note que,

Cc
senoy = — € Cosy = —.

Q
S|

Logo,

c=asena e b=acosa.

Dai, pelo Teorema de Pitagoras segue que

> =0+ = da®=(acosa)’ + (asena)’

— a?=d? (sen2 a + cos? a)

2

= sen’ a + cos® o = 1.

(3.4)
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A igualdade (3.4) é chamada relagao fundamental da trigonometria. De modo analogo,
conclui-se que

sen? f + cos? = 1.

A deducao da relacao fundamental foi obtida para a € (0, g), porém pode ser estendida
para todo a € R.

Ainda utilizando as razdes acima, podemos obter a tangente de um angulo co-
nhecendo os valores do seno e do cosseno. Para mostrarmos isso, considere o triangulo da

Figura 30, entao temos:

. c
a=-.
Y75
Mas,
c=asenw
b = acos .
Substituindo, obtemos:
sen o
tga =
CoS &

Agora vamos utilizar as razoes trigonométricas para determinarmos o seno, cos-
seno e tangente dos angulos notaveis 30°, 45° e 60°.

e sen 30°, cos 30° e tg 30°.

Considere o triangulo equilatero ABC' de lado (:

Figura 31: Angulos notéveis.

Do tridngulo AH B, temos:
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e sen 60°, cos 60° e tg 60°.

Ainda pelo triangulo AH B acima, obtemos:

e sen 45°, cos 45° e tg 45°.

Considere o quadrado ABC'D de lado I:

A

Figura 32: Angulos notéveis.

Do triangulo ABC, temos:

I V2
sen4h® = — = —;
W2 2
l V2
cos45° = —= = —;
W2 2
[
tg45o = Z =1.

E imediato que os alunos fagam a pergunta: como podemos determinarmos o seno,
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o cosseno e a tangente de angulos nao notaveis? Essa resposta encontra-se na subsecao

seguinte.

3.2.1 Foérmulas de Adicao

As formulas que expressam cos(a + [3) e sen(a + ) em termos de cos «, cos f3,
sen « e sen 3 sao de grande utilidade na resolugao de questoes, apesar de sua importancia,
os alunos ainda demonstram grande dificuldade de assimilé-las. A seguir mostraremos
como obté-las. Vale ressaltar que existem varios métodos para prova-las, porém, faremos
aqui uma demonstracao mais simples.

Inicialmente, vamos demonstrar a formula do seno da soma. Para isso, utilizare-
mos o conceito de areas de triangulos conforme vimos na Secao 1 desse capitulo. Considere

o triangulo:

Figura 33: Seno da soma.

Note que a area do triangulo ABC' é igual a soma das areas dos triangulos ABH

e AHC', calculando a area em funcao do seno, teremos:

c-d-sen(a+f) d-h-sena c¢-h-senf
2 -T2 T

2
Multiplicando ambos os lados da igualdade por L obtemos:
C .

sen(a + ) = E-senong-senB.
c

Mas, dos triangulos ABH e AHC temos, respectivamente,

h
— =cosa e — =cosp.
d c

Portanto, segue que

sen(a+ ) = sen« - cos 5 + sen 3 - cos a.
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Para obtermos o cosseno da soma, utilizaremos a relacao fundamental da trigonometria e

o resultado encontrado acima, logo:

jsen(a + B)J2 + [cos(a + B =1 =
[cos(a + B))° = 1 — [sen(a + B))2. (3.5)
Note que:

sena - cos’ B+ 2-sena-cosa-sen - cos B+ sen’ B - cos®

[sen(a + B)]*

(1 —cos®a)-cos? B+ 2-sena-cosa-senf3-cosf3+
+ sen® 3 - (1 —sen” @)

sen? 8 + cos? f — cos® - cos? f+2-sen - cosa - sen 3 - cos f —

— sen’a-sen’

= 1—cos’a-cos’B+2 sena-cosa-senf - cos 3 —sen® a - sen’ f3.
Substituindo esse valor em (3.5), teremos:

[cos(oz—i-ﬁ)]Q = 1—14cos’a-cos’B—2-sena-cosa-sen /- cos 3 +sen’a -sen’ 3

= cos’a-cos’B—2-sena-cosa-senf - cos B+ sen® a - sen® B

= (cosa -cos 3 —sena -sen f3)>.
Finalmente, obtemos:
cos(a+ ) = cosa - cos f — sen v - sen f3.

Para determinarmos a tangente da soma, facamos:

sen(a + 3
cos(a + B)

~—

tg(a+8) =
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Utilizando os resultados encontrados para sen(a + ) e cos(a + ), teremos

sen a - cos 3+ sen 3 - cos

tgla + =
8 f) cosa - cos 3 —sena - sen 3

sena  sen
cosa - cosf3 ( + ﬁ)
cosa  cosf

sen « Senﬁ>

cosa - cos 3 <1 —
cosa  cos 3

sena  senf

cosa  cosf3
sena  sen 3

cosa  cosf3
tga +tgf
l1—tga-tgf

A partir do seno da soma, podemos obter o seno da diferenca, para isso, basta notar que

sen(a — ) = sen[a + (—f)]

= sena - cos(—f) + sen(—p) - cosa.
Como seno ¢ uma funcao impar, e cosseno é uma funcao par, segue
sen(a — ) =sena - cos f — sen 3 - cos a.
Analogamente obtemos o cosseno da diferenca,

cos(aw — 8) = cosa-cos(—f) —sena - sen(—pf)

= cosa-cosf +sena-senp.
Para obtermos a tangente da diferencga, basta notar que

tg(a —B) = tgla+ (—p)]
tg o + tg(—p)
1—tga-tg(—p)

Como tg(—p) = —tg 3, segue que

tga —tg g

tg(a — B) Thtga tgd

Proposicao 3.2.12 (Let dos Senos) Ser € o raio do circulo circunscrito a um tridngulo
ABC' de lados AB =c¢, AC =b e BC = a, entao

a b c

sena  senf  senwy

= 2r,



CAPITULO 3. ABORDAGEM DE CONTEUDOS 52

onde o, B ey sao as medidas dos dngulos A, B e C, respectivamente.

A demonstragdo da Lei dos senos pode ser encontrada em [1|. Encerraremos esta segao

enunciando e demonstrando a Lei dos cossenos.

Proposicdo 3.2.13 (Lei dos Cossenos) Se ABC é um triangulo de lados AB = c,
AC =b e BC =a, e a € a medida de A, entao

a?=b0+c%—2-b-c-cosa.
Demonstracao: Consideremos separadamente os casos 0° < a < 90°, a = 90° e a > 90°.

(a) (0° < a <90°) Sejam H o pé da altura relativa ao lado AC e BH = h o seu

comprimento, com base nessas informacoes, temos a seguinte ilustracao:

Bl

A z Hb—z C

Figura 34: Lei dos cossenos para a < 90°.

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos AHB e C'HB, teremos:

@ = 4+ h? (3.6)
a> = R4+ —-2-b-x+2° (3.7)

Subtraindo as equagoes (3.7) e (3.6), obtemos:
a?—A=hmM+bv-2-b-x+a?—2>-h2=

a2=0V+*-2-b-x.

. x
Note que do triangulo ABH temos cosa = — = & = ¢ - cos Q.
c

Portanto,
=0V +*—2-b-c-cosa.

(b) (a0 =90°) Neste caso, cosa = 0 e segue do Teorema de Pitagoras que

=+t =a*=P+3*—-2-b-c-cosa.
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(¢) (a >90°) Considere o triangulo ABC, seja H o pé da altura relativa ao lado AC e

h o seu comprimento, com base nessas informagcoes, temos a seguinte ilustracao:

B

Figura 35: Lei dos cossenos para a > 90°.

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos AHB e C'HB temos

A = 22+ h? (3.8)
a> = R+ +2-b-x+2° (3.9)

Subtraindo as equagoes (3.9) e (3.8), obtemos:

ad—A=m+V+2-b-rx+2?—2*—h=
a?=b+c*+2-b-z.

Note que do triangulo ABH temos,

COS(lSOO—Oz):£:>x:C~COS(1800—Oz).
c

Como cos(180° — o) = — cos v, segue que

a?=0V+*—2-b-c-cosa.

3.3 Sobre Funcoes Quadraticas e Polin6mios

Iniciaremos essa secao apresentando alguns conceitos e defini¢des sobre funcoes

quadraticas, e ao final, encerraremos com alguns teoremas sobre polinémios.

Definicao 12 Uma funcio f : R — R chama-se quadrdtica quando existem niumeros

reais a,b,c, com a # 0, tais que f(x) = ax® + bx + ¢ para todo x € R.
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As raizes da fungdo quadratica f(x) = az? + bz + ¢ s@o os valores de z reais tais que
f(x) = 0, portanto, sio as solugoes da equagao do segundo grau az? + bz + ¢ = 0.

A seguir vamos encontrar uma expressao que nos leva a obtermos as raizes de
uma fungao quadratica. Considere f(x) = ax? + bz + ¢, com a, b, ¢ reais, e a # 0, note

que:

ar’ +br+c = a

br b b2 c)
a 4a?2 4a?  «a

ot Py (2 o]
a 4a? 4a?2 «a

(
(g - ()]

conhecida como forma canénica da fun¢ao quadratica f(z) = ax® + bz + c.

Escrevendo f(z) = 0 para determinarmos suas raizes obtemos pela forma canénica de f,

b\* A

b>2
— ] >0.
<x+2a -

Logo, a igualdade em (3.10) so vale se A > 0.

Perceba que,

Portanto,

P N
2a|  2a
b VAL

v 2aq 2a
—b+ VA

r=—
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Note que a existéncia de raizes reais para a equacao do segundo grau az?+bxr+c =

0 esta diretamente vinculado ao fato de A > 0. Assim concluimos que:
e Se A > 0, entao a equagao possui duas raizes reais e distintas.
e Se A =0, entao a equacao possui duas raizes reais e iguais.
e Se A <0, entao a equacao nao possui raiz real.

e Observe ainda que
T + To — ——
a

1+ T = —.
a

Além de obtermos uma expressao para as raizes da funcdo quadratica, a forma

candnica também nos auxilia na determinacao dos valores maximo ou minimo. Seja,

fr=af(e 8 2] =e[(e 2+ (2]

Suponhamos a > 0, note que na tltima igualdade, no interior dos colchetes, hd uma soma
de duas parcelas, a primeira parcela é sempre maior do que ou igual a zero. A segunda é

constante. O menor valor dessa soma ¢é atingido quando

2
(ZL‘—|—£> =0=x b

2a T o

Logo, neste ponto, f(z) também assume seu valor minimo. Portanto, quando a > 0, o

menor valor assumido por f(z) = az? + bx + ¢ é
—b) —A
(5=

Se a < 0, o valor f (;—) é o maior dos nimeros f(z) para qualquer x € R. Nesse caso,
a

a funcdo f(z) assumird um valor méaximo.

Com relacao ao grafico da fungao quadratica, assumiremos que 0 mesmo é uma
parabola. Conforme a Figura 36, percebe-se que se o coeficiente a for maior do que zero,
a concavidade da parabola estara voltada para cima; ja a Figura 37 nos mostra que se o

coeficiente a for menor do que zero, a concavidade estard voltada para baixo.
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a>0

Figura 36: Gréafico da fungao quadratica (a > 0).

a<0

Figura 37: Gréafico da fungao quadratica (a < 0).

Observando o gréafico da funcao quadratica, percebemos que ha uma simetria no
seu formato, para um melhor entendimento, vamos mostrar que para pontos x; e xs, com

1 # To, entao

De fato,

l’l—i-il'z:? e a($1+$2)+b:()
— a(zf—a23) +blzy—x2) =0
< ax}+bry+c=ars+brs+c

= f(r1) = f(22).

Com o resultado acima, podemos concluir que os pontos x; e x5 sao simétricos em

relacao a reta vertical z = 20 ou seja, a reta x = % é o eixo de simetria da parabola.
a

a
Observe que se b = 0, o eixo de simetria da parabola coincidird com o eixo y.
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Com relacao ao vértice da pardbola, assumiremos que o mesmo tem coordenada,

—b —A)
V‘(%’E :

3.3.1 Polindémios

Essa subsecao tem como finalidade apresentar um pequeno resumo sobre polind-
mios, omitiremos algumas demonstracoes, pois essa nao ¢ a principal finalidade desse

trabalho. Iniciaremos com a definicdo de polindmio.

Definicao 13 Chamaremos de funcao polinomial ou polindmio, a fungcao P do tipo

n

P(z) = ag + a1x + asx® + -+ ap_o2" 2+ ap_ 12"+ apa” = Z a;x".
i=0
Onde:
® 4,,dy_1,0p_2,...,09,0a1,0dy SA0 0S coeficientes de P;
e n ¢ um numero inteiro positivo ou nulo;

® 4, 2", p 17" Ap_ox™ 2, ..., 2T, 121, Gy SA0 05 termos de P.

Se Z & um numero complexo e P é um polinémio tal que P(Z) = 0, entao diremos

que Z é uma raiz complexa ou zero de P.

Teorema 3.3.4 Dois polindmios P e () sao iguais se, e somente se, 0s coeficientes de P
e (Q forem ordenadamente iguais.

n

Demonstragao: Sejam P(z) = Z a;7' e Q(r) = Z b’
=0 =0
Perceba que

P(z) =Q(z) <= i a;x’ = ibixi
i=0 i=0
<— Zn:aixi — zn:bi:vi =0
i=0 i=0

n

=0
< a; — bZ =0
a; = bz‘, Vi.
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Definigao 14 Seja P(z) = ap2™ + a4y 12" ' + @y 02" 2 + -+ + a2 + a1 + ag um
polindémio nao nulo. Chamaremos de grau de P, e representaremos por gr(P), o nimero

natural n de maior expoente na varidvel x, com coeficiente nao nulo.

Definicao 15 Sejam P(z) e H(x) polinémios, com H(x) ndo nulo. Dividir P(x) por
H(z) € determinar dois outros polinomios Q(z) e R(z) que satisfacam as sequintes con-

digoes:
I P(x)=H(z) Q(x) + R(x);
II. gr(R) < gr(H), (quando R =0 a divisdo € ezata).
Na notagao acima, P(x) € o dividendo, H(x) o divisor, Q(x) o quociente e R(x) € o resto.

Através do Método de Descartes, ou método dos coeficientes a determinar, tam-
bém é possivel dividir um polinémio P(x) por H(x) e obtermos o quociente Q(x) e o resto
R(z), para isso, utlizaremos a igualdade de polinémios, o fato de que o grau do resto deve
ser menor do que o grau do divisor, e que gr(Q) = gr(P) — gr(H). Vejamos um exemplo
da aplicacao do método.

Vamos obter o quociente e o resto da divisao de 23 + 1 por = — 1.

Solugdo. Sejam P(z) = 23+ 1 e H(z) = x — 1. Note que gr(Q) = 3 — 1 = 2, logo,
Q(z) = az? + bz + c.

Perceba também que gr(H) = 1, logo, gr(R) = 0, ou seja, R(xz) = r (constante). Dai
teremos:

P(r) = H(z) - Q(x) + R(x) =
P 4+1= (m—1)~(ax2—|—bx+c) +r=
P rl=ar* + b +cr—ar? —br—c+r=
P rl=a+22(b—a)+z(c—b) —c+r.
Utilizando a igualdade de polindmios, obtemos:

a=1, b=1, c=1 e r=2.

Portanto, Q(z) = 2* +z + 1 e R(z) = 2. O

Teorema 3.3.5 (Teorema do Resto) O resto da divisao de um polinémio P(z) por

(x — a) é igual ao valor numérico P(a).

Demonstracao: Da definicao de divisao de polinomios, existem Q(z) e R(z) tais que

P(r) = (¢ —a)- Q(x) + R(x),
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onde Q(z) e R(x) sdo, respectivamente, o quociente e o resto. Note que (x —a) é o divisor

e tem grau 1, logo, o resto é uma constante, dai teremos:
P(z)=(x—a)-Q(x)+ R= P(a) = R.

O

Teorema 3.3.6 (Teorema de D’Alembert) Um polinémio P(x) é divisivel por (x — a)

se, e somente se, a € raiz de P(x).

Demonstracao: Primeiramente, vamos provar se P(x) é divisivel por (x — a), entdo a é

raiz de P(z). Por hipotese, temos:
P(z)=(z—a) -Q(z) = Pla) = 0.

Portanto, a é raiz de P(z).
Agora, provemos que se a é raiz de P(x), entdo P(zx) é divisivel por (x — a). Por
hipotese, a é raiz de P(z), logo, P(a) = 0. Note que pelo teorema anterior, o resto da

divisao de P(x) por (x — a) é igual a zero. Portanto, P(x) é divisivel por (x — a). O

Teorema 3.3.7 (Teorema da Decomposi¢ao) Todo polindomio
P(z) = ap+ a1z + agr® + -+ ap_92" 2 + ap_12" "t +a,z” comn > 1ea, #0
pode ser decomposto em um produto de n fatores do 1° grau, ou seja:
P(z) = an(z — x1)(x — x9) (2 — 223) -+ ... (T — ),

onde 1,3, x3,...,T, $Go as raizes compleras de P(x).

A prova do teorema acima poderd ser encontrada em |[7].

Finalizaremos esta secao com um resultado bastante frequente nos vestibulares da
UECE, que sao as relacoes de Girard, conhecida também como relacoes entre coeficientes
e raizes. Com esse resultado, é possivel ter uma reducao significativa na resolucao da ques-
tao. Iremos apresentar somente o resultado, porém a demonstracao pode ser encontrada
em |[7].

Teorema 3.3.8 (Relagées de Girard)
1. Consideremos a equacio do 2° grau definida como: ax* + bx +c¢ =0, com a # 0,

cujas raizes Sao T e To, entao teremos,

—b

T+ 2 = ;

|Q@|

T+ T2 = —.

IS
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2. Consideremos a equacdo do 3° grau definida como: ax® + bx® +cx +d = 0, com

a # 0, cujas raizes sao x1, x4 € T3, entao teremos,

_b.

ZE1+I2+ZL’3:—,
a

c
Tl T+ To T3+ 2123 =—;
a

—d
Tr1 T T3z = —.
a

3.4 Progressoes

Essa secao tem como finalidade apresentar alguns resultados sobre progressoes

aritméticas e geométricas.

Definicao 16 Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros (a;)!_, na
qual a diferenca entre cada termo e o termo anterior é uma constante r chamada razao

da PA.

Seja (ay,as,as,...,a,_1,a,) uma PA, como consequéncia da definigdo, obtemos a propri-
edade:

r=a2 —a;y =a3 — Qg = Q4 — A3 = "+ = Ay, — Ap—1-
As progressoes aritméticas classificam-se em trés categorias.

e ('rescentes. Sao as progressoes aritméticas em que cada termo é maior que o anterior,

nesse caso, temos r > 0;

e (Constantes. Sao as progressoes aritméticas em que cada termo ¢é igual ao anterior,

nesse caso, temos r = 0;

e Decrescentes. Sao as progressoes aritméticas em que cada termo é menor que o

anterior, nesse caso, temos r < 0.
Teorema 3.4.9 A formula do termo geral de uma PA € a, = a; + (n — 1)r.

Demonstracao: Pela definicao 16 temos,

a; = ap

ay = ai1+r

as = ag+r

as, = ag—+r
Qp-1 = Qp2+7T

A, = GQp_1+T.



CAPITULO 3. ABORDAGEM DE CONTEUDOS 61

Somando membro a membro, obtemos a,, = a; + (n — 1)r. U
Teorema 3.4.10 A soma S,, dos n primeiros termos de uma PA €

(a1 + an)n

Sp = 5

Demonstracao: Temos que S, = a; +ay +as+ -+ a,_1 + a,. Escrevendo a soma na
ordem inversa, obtemos S,, = a,, + a,,—1 + - - - + a3z + as +a;, e somando membro a membro

as equacoes acima obtemos
25, = (a1 + an) + (a2 + apn—1) + (a3 + apn—o) + - + (apn_1 + az) + (a, + ay).

Note que, ao passar de um paréntese para o seguinte, a primeira parcela aumenta de r e
a segunda parcela diminui de r, o que nao altera a soma. Portanto, todos os parénteses

sao iguais ao primeiro, (a; + a,). Como sdao n parcelas segue
25, = (a1 + ap) -n =

(a1 + an)n

Sp = 5

O

Definicao 17 Uma progressio geométrica (PG) é uma sequéncia numérica (a;)i~, na
qual cada termo, a partir do sequndo, € igual ao anterior multiplicado por uma constante

q chamada de razao da PG.

Seja (a1, as, as, ..., a,1,a,) uma PG, como consequéncia da defini¢do, obtemos a propri-
edade:

ag as Q4 Qn

ai az as an—1

As progressoes geométricas classificam-se em cinco categorias:

e (rescentes. Sao as progressoes geométricas em que cada termo é maior que o ante-

rior. Note que isto pode ocorrer de duas maneiras:
(a) PG de termos positivos
Ap > Ap—1 =

An

>1=

Ap—1

q> 1.

(b) PG de termos negativos
Ap > Qp—1 =

Ap—1 < Qp.
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Como os termos sao negativos, entao

A1 < Ay < 0=

oy a
rls s 0=
ap—1 ap—1
1>q¢g>0=
0<qg<l.
e Constantes. Sao as progressoes geométricas em que cada termo é igual ao anterior.

Note que isto ocorre em duas situagoes:

(a) PG com todos os termos nulos
a; = 0 e g qualquer.
(b) PG com termos iguais e nao nulos
Ay = Qp_1 =

I 1o

Ap—1

qg=1.

e Decrescentes. Sao as progressoes geométricas em que cada termo é menor que o

anterior. Note que isto pode ocorrer de duas maneiras:

(a) PG com termos positivos

ap < Qp—1 =
Ap—1 > Q.

Como os termos sao positivos, entao

Ap—1 > ay > 0=

Ap—1 a
s T S 0=>
Ap—1 Ap—1

1>¢g>0=
0<g<l1.

(b) PG com termos negativos

Ay < Qp_1 =

Qp, Ap—1
>

Ap—1 Ap—1
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q> 1.

e Alternantes. Sao as progressoes geométricas em que cada termo tem sinal contrério

ao do termo anterior. Isto ocorre quando ¢ < 0.
e FEstaciondrias. Sao as progressoes geométricas em que
a1#06a2:a3:a4:---:().

Isto ocorre quando ¢ = 0.
Teorema 3.4.11 A férmula do termo geral de uma PG é a,, = a, - ¢" .

Demonstracao: Pela definicao 15 temos

ap = aq
az = a1-¢q
as = az-¢q
Qp—1 = Qp—2-°(q
p = Qp-1-¢
Multiplicando membro a membro obtemos, a, = a; - ¢" . U]

Teorema 3.4.12 A soma S,, dos n primeiros termos de uma PG de razao q # 1, €

Demonstragao: Temos,
Sp=a1+a+az3+ -+ a,_1+ a,.
Multiplicando ambos os lados da igualdade por ¢, obtemos:
qSn =as+az+as+ -+ ay + apiq-
Subtraindo 5, de ¢S, teremos:

Sp—q-S, = a1 — apy =

1-q)S, = ai(1—-¢") =
1_

Sn = ap- g .




4 RESOLVENDO QUESTOES

O capitulo em questao tem a finalidade de apresentar as solugoes detalhadas de
algumas questoes de Matemaética dos vestibulares da UECE nos tltimos 8 anos. O critério
de escolha das questoes foi baseado nos contetidos que foram mais recorrentes nestas
edicoes dos vestibulares, conforme vimos no Capitulo 2, bem como na complexidade da
questao a ser resolvida pelo candidato.

Para resolvermos as questoes, faz-se necessério a utilizacao dos principais contei-
dos mencionados no Capitulo 3.

Ao final de cada solugao encontra-se um comentéario de quais contetidos foram
utilizados para a resolucao do problema.

Para o desenvolvimento deste capitulo utilizamos a referéncia [5].

4.1 Questoes e Solucoes

Selecionamos um total de 20 questoes, as mesmas sao referentes aos itens de
Geometria Plana, Polinomios, Trigonometria e Progressoes.

Inicialmente abordaremos questoes que envolvam contetidos de Geometria Plana.

1. (UECE 2018.2, Q. 21) No triangulo OY Z, o angulo interno em O é igual a 90
graus, o ponto H no lado Y Z é o pé da altura tracada do vértice O e M é o ponto
médio do lado YZ. Se Y — 27 = 10 graus (diferenca entre a medida do angulo
interno em Y e duas vezes a medida do angulo interno em Z igual a 10 graus),

entao, é correto afirmar que a medida do angulo H OM & igual a:

170
(a) — graus.

14
(b) ?O graus.

(©) 110

c) —— graus.
3 g
100

(d) —3 graus.

Solugido. Sejam YV = v, Z =46e0=090° entdo
v+ 6+90°=180° = v+ d = 90°.

Pelo enunciado segue que v — 20 = 10°. Dai teremos,
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v+ 38 =90° (4.11)
v — 28 = 10°. (4.12)

Fazendo 2 - (4.11) + (4.12) teremos,

190°
2y + 26 + v — 25 = 180° + 10° = 37 = 190° = 7 = ——.
90° 190° 80°
Note que v+ 0 = 90°, logo +0=90°= 9 =90° — 3 =0 = 3

Considere MOZ = o, HMO = 8 ¢ HOM = 6, com isso, temos o triangulo retan-
gulo OY Z ilustrado a seguir:

Figura 38: Triangulo retangulo OY Z.

Como OM ¢é a mediana relativa a hipotenusa Y Z, entao OM = ZM = MY . Logo,
o tridangulo OZM é isosceles de base OZ, ou seja, as medidas dos angulos de sua

base sao iguais. Dai, segue que

80°
a = .
3
Pelo teorema do dngulo externo,
80° 80°  80° 160°
b=y ta=zli=g ity =i=7

Do triangulo HM O, temos que

90°+B+6 = 180° =

160°
90° + 5 +6 = 180° =
160°
0 = 180°—90° — 5
160°
0 = 90° — .
3

110°
Portanto, 0§ = 5 O
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Observemos que os contetidos necessarios para resolver a questao sao os seguintes:

Soma das medidas dos angulos internos de um triangulo;

e Ponto médio de um segmento;

Altura de um triangulo;

Mediana de um triangulo retangulo;

Teorema do angulo externo;

e Triangulo isosceles.

2. (UECE 2017.1, Q. 17) Considere a circunferéncia com centro no ponto O e cuja
medida do raio é 2 m. Se AB é um didmetro desta circunferéncia e C' é um ponto
sobre a circunferéncia tal que a medida do angulo COB ¢é 60°, entao, a medida da
area da regiao interior a circunferéncia, limitada pela corda AC' e pelo menor arco

determinado por A e C, é:

(a) T s

6
() T+ V3
(c) 4%—\/_

(d) 4—”+¢'.

Solucao. Sejam «, [ e 0 respectivamente, as medidas dos angulos COA, BCO e

OBC. Com isso, temos a seguinte figura:

Figura 39: Area hachurada.

Veja que, a area da regiao desejada encontra-se na forma hachurada, conforme
ilustracio acima. Considere Aj,: Area hachurada; A;: Area do triangulo AOC e A,:
Area do setor circular AOC. Portanto, A, = A, — A,.
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Do triangulo OBC', temos
6+ 5+ 60°=180° = 0 + 8 = 120°.

Pelo teorema do angulo externo segue que o = 0 + § = 120°. Assim,

Por outro lado, perceba que A; é dado por:

&

1
At:5-2-2-sen120°:>At:2-sen120°:>At:2-§:>14t:

Logo,

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Soma das medidas dos angulos internos de um triangulo;
e Teorema do angulo externo;
e Area do setor circular;
e Area de um triangulo.
3. (UECE 2012.2, Q. 19) Sejam r e s retas paralelas cuja distancia entre elas é
3 m e MN um segmento unitario sobre a reta s. Se X é um ponto em r tal que a

medida do segmento M X é 6 m e se P é a projecao ortogonal de N sobre M X ou

seu prolongamento, entao a medida do segmento NP é:

a

b

(c
(d) 0,80 m.

(a) 1,20 m.
(b) 0,50 m.

)
)
) 1,00 m.
)

Solucao. Conforme enunciado da questao, considere a seguinte ilustracao:
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w

mmmmmemmm—memee-@T

M 1 N

Figura 40: Medida do segmento N P.

Se M H é a distancia entre as retas r e s, entao M H = 3. Note ainda que, M X =6

e, além disso, a = 3, pois tais angulos sao alternos internos.

Logo, AMHX ~ ANPM pelo caso Angulo, Angulo (A, A). Dai, segue que

_ 1
PN 2

215
—1 o

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Retas paralelas e transversais;

e Semelhanca de triangulos.

4. (UECE 2017.1, Q. 19) As medidas, em metro, dos comprimentos dos lados de
um triangulo formam uma progressao aritmética cuja razao é igual a 1. Se a medida

de um dos angulos internos deste triangulo é 120°, entao, seu perimetro é:

Solucdo. Seja ABC um triangulo tal que AC =z, BC =z +1e AB =z +2, pois
a medida das lados de ABC' formam uma P.A de razao igual a 1. Como o maior

lado de um triangulo opoe-se ao maior angulo, entao geometricamente temos,
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120°

T r+1

x—+ 2

Figura 41: Triangulo ABC.

Pela lei dos cossenos teremos,

(x+2)? = 22+ (x+1)*=2-2-(x+1)-cos 120°
1

P44 +4 = :v2+1:2+23:+1—2(:172+x)-<—§)

2 +dr+4 = 222 +20+ 1+ 2%+ 1.

Segue que,
P’ +4r+4 = 32243+ 1.
Portanto,
2 3
20" —r—3 = 0= 2x=-1 ou £L':§.
3 — 5 — ) ,
Logo, AC = 2 BC = e B = 3 consequentemente, o perimetro de ABC' é:

1
AB+BC+AC:;:7,5.

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Definicao de uma P.A;

Desigualdade em um triangulo;

Lei do cosseno;

e Funcao quadratica;

Perimetro de um triangulo.
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5. (UECE 2011.1, Q. 22) Se a soma das medidas das diagonais de um losango é

6 m, entao o maior valor que a area deste losango pode assumir, em m?, é:

Solucao. Sejam D a medida da diagonal maior, d a medida da diagonal menor e

A area do losango. Dai segue que

D+d=6 (4.13)
D-d
A= ——. (4.14)
2
Pela equagao (4.13) temos, D = 6 — d. Assim, substituindo esse resultado em (4.14)
obtemos,
d-(6—d d?
A(d) = ¥ = A(d) = —— + 3d.
2 2
. . - i d? o1
Como o coeficiente dominante da fungao quadratica A(d) = 5 +3d, é —3 Segue
3
que A terd valor maximo no ponto d = 7y ou seja, em d = 3.
ey
2
Logo,
32
A(3):—3+3-3:—§—|—9:>A(3):— A(3) =4,5

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Area de um losango;
e Grafico de uma fungao quadratica (valores maximo e minimo).
6. (UECE 2011.2, Q. 20) O polinémio p(z) = 2* + 22® — 4z — 4 é divisivel por
d(z) = x* + k, onde k ¢é constante. Sobre as raizes da equagao q(x) = 0, sendo

q(x) o quociente da divisdo de p(x) por d(x), podemos afirmar corretamente que

sao duas raizes:

(a) iguais.
(b) racionais.

(c) irracionais.
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(d) nao reais.

Solucao. Como p(z) é divisivel por d(x) segue que o resto é r = 0. Vamos utili-
zar o método de Descartes (métodos dos coeficientes a determinar) para resolver o
problema. Sejam gr(p) o grau de p(z), gr(d) o grau de d(x) e gr(q) o grau de g(x).
Entao,

gr(q) = gr(p) — gr(d) gr(q) = 2.

Portanto, existem a,b,c € R e a # 0 tais que ¢(z) = az? + bz + ¢. Como p(z) =
q(z) - d(x) segue que

et +22° —dr —4 = (ax®+br+c) (2P + k)=

et 4+ 223 —dx —4 = ax’ + b2 + (c+ ak)z? + (bk)x + ck =

( ( ( (

a=1 a=1 a=1 a=1
b=2 b=2 b=2 b=2
c+ak=0 c+k=0 =4qc—2=0 =(c=2
bk = —4 2k = —4 k=-2 k= -2
ck =—4 \ck:—4 \—202—4 c=2

Portanto, ¢(x) = 2% + 2z + 2. Para o célculo do discriminante de ¢ fagamos,

A=22—-4.1-2=—-4 A < 0.

Logo, o polinémio ¢(z) possui duas raizes ndo reais (raizes complexas). O

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Adicao, subtracao, multiplicacao e divisao de polinémios;

e [gualdade de polinomios;

e Funcao quadratica.

. (UECE 2014.1, Q. 18) Sejam f : R — R a fungdo definida por f(z) = 2+ 2z +1,
P e @) pontos do grafico de f tais que o segmento de reta P() é horizontal e tem

comprimento igual a 4 m. A medida da distancia do segmento P(@) ao eixo das

abscissas é:

Observacao: A escala usada nos eixos coordenados adota o metro como unidade

de comprimento.

(a) 5,25 m.
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(b) 5,05 m.
(c) 4,95 m.
(d) 4,75 m.

Solugao. Note que f(x) = 22 + 2 + 1 é uma fungao quadratica cujo grafico ¢ uma
parabola com concavidade voltada para cima. Além disso, f nao possui raizes reais,
pois seu discriminante A = 12 —4-1-1 = —3 < 0, logo o gréafico de f nio intersecta
0 eixo z. Sejam P = (m,n) e @ = (p,n) pontos cujas ordenadas coincidem, pois

o segmento PQ é horizontal. Além disso, a abscissa do vértice do grafico de f é

b 1
Ty =—5 =3 Note que x, esta sobre o eixo de simetria € da parabola.
a

 y

Y

Figura 42: Grafico de f.

Como PQ = 4 e x, encontra-se sobre o eixo de simetria segue que:

_4:> ( 1>_2:> +1_2:> _3

3
Perceba que a distancia pedida é igual a n, mas Q = (p,n) = <§,n> pertence ao

3
grafico de f,isto én = f (5) Logo,

3\? 3 9+6+4 19
n (2> +2+ 1 4:>n , 75

Contetidos necessarios para resolver a questao:
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e Funcao quadratica;

e FEixo de simetria e vértice da parabola.

8. (UECE 2013.2, Q. 24) A soma dos valores reais de a para os quais o polinémio
P(x) =23+ (1 —a)z® + (1 + a)x — 1 & divisivel por x — a &:

Solugao. Pelo teorema de D’Alembert, p(z) é divisivel por (x — a) se, e somente

se, p(a) = 0. Logo,

pla)=0 = a*+(1—-a)a*+(1+a)a—-1=0
= 2d°+a—-1=0.

Pela relacdo de Girard segue que a soma (S) dos valores de a é a soma das raizes

da equacdo 2a? +a — 1 = 0. Portanto,

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Teorema de D’Alembert;
e Relagoes de Girard;
e Polinémios.

9. (UECE 2017.2, Q. 15) A soma dos elementos do conjunto formado por todas as

solugoes, no intervalo [0, 27|, da equagao 2sen*(z) — 3sen?(x) + 1 = 0 é igual a:
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10.

Solugao. Note que 2sen?(x)—3sen?(x)+1 = 0 ¢ uma equagao biquadrada. Fazendo

y = sen®(z) segue que 2y? — 3y +1=0,com a =2, b= —3 e c= 1. Logo,
A=V —4dac=(-3)>-4-2-1=1.

Dai,
b VA  —(=3)+V1 3+1 1
2 2:2 4 T T2

Portanto, para x € [0, 27| segue que:

Y

1 V2 {71' 3m br 7%}'
47 47 )

y; = sen’(r) = sen’(r) = 5= sen(z) =+t—=u¢€

3
yo = sen’(z) = sen’(z) =1 = sen(z) =+l =z € {g, g} ;

I o Solucio & | IS{W37T7T37T57T77T}, q )
njun i S ==, ==, —, —, — m rai

0go o conjunto solugao é igual a 5 901 40 4 4 J CWasoma das rafzes

é dada por

2+ 06mr+ 7+ 37+ 57+ T 24w

= = 6.

iy A 4

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Equacao biquadrada;

e Raizes de uma funcao quadratica;

e Ciclo trigonométrico.
(UECE 2016.1, Q. 20) No sistema de coordenadas cartesianas usual, o grafico da
funcao f: R — R, f(x) = 22* — 8x +6 ¢ uma parabola cujo vértice ¢ o ponto M. Se

P e () sao as intersecoes desta parabola com o eixo das abcissas, entao, a medida

da area do triangulo M PQ, em w.a. (unidade de area), é igual a:

a) 1,5
b) 2,0
(¢) 2,5.
(d) 3,0

(
(

Solugdo. Sejam z; e x5 as raizes da fungiao f(z) = 222 — 8z + 6. Como P e Q
sdo as intersegoes entre o grafico de f (parabola) com o eixo z, entao P = (1,0) e

Q) = (22,0). Agora, facamos f(z) = 0 para determinarmos os valores de z; e x.

fl)=0=>22"-8r4+6=0=A=(-8)"-4-2.6=> A =16.
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Portanto,

—(—-8)£v16 8+4
2-2 4

Dai, P =(3,0) e @ = (1,0). Além disso, o vértice do grafico de f é igual a

o (e8) - (2 - n

Ty =3 ou o =1.

Figura 43: Area do Triangulo M PQ.

Do AMPQ,abase ¢b=3—-1=2ecaalturaé h=0—(—2) =2. Logo, a area A

do AM P() sera:

. 2-2

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Funcao quadratica;

e Area de um triangulo.

11. (UECE 2014.2, Q. 20) Se P é um ponto no interior de um triangulo equilatero

cuja medida de cada um dos lados é /12 m, entao a soma das distancias de P aos

lados do triangulo é:
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(a) 4,5 m.
(b) 4,0 m.
(c) 3,0 m.
(d) 3,5 m.

Solugao. Seja ABC um triangulo equilatero de lado v/12. Dai, considerando d,

ds e d3, respectivamente, as distancias de P aos lados AB, AC e BC' segue que

A

Figura 44: Triangulo Equilatero ABC.

A(ABC) = A(APB)+ A(APC) + A(BPC) =
(V12)2-V/3 \/ﬁ-d1+\/ﬁ~d2+\/ﬁ'd3j

4 2 2 2
123 V12

1 = - (dy + dy + ds) =

2/3
3v3 = %_-(d1+d2+d3)=>
3 = dy+dy+ds.

Logo, a soma das distancias de P aos lados do tridngulo equildtero ABC' mede 3

metros. O

Contetido necessario para resolver a questao:
e Area de triangulos.

12. (UECE 2014.1, Q. 23) Sejam XY um segmento de reta cujo comprimento é 4 m
e Z um ponto da mediatriz do segmento XY cuja distancia ao segmento XY é 6 m.
Se P é um ponto equidistante de X, Y e Z, entao a distancia, em metros, de P ao

segmento XY é igual a:
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=T ] © Wl =T Wl oo

Solucao. Seja M o ponto de interseccao da mediatriz com o segmento XY, logo
- _— 4
M ¢ o ponto médio de XY. Dai, segue que XM = MY = 3= 2.

Por outro lado, a mediatriz é perpendicular ao segmento XY. Além disso, tomando-

se PM = d temos, ZP = 6 — d. Veja ilustracio a seguir:

—@N

X 2 M 2 Y

Figura 45: Distancia de P ao segmento XY'.

Do triangulo X M P, segue pelo Teorema de Pitagoras que:
5 2 2 e 2
XP)? = (XM)*+ (PM)' =
(XP)" = 2?+d=

XP)? = 4+

Como P equidista de X,Y e Z, entao XP =Y P = ZP. Dali, segue

(XP)>=(ZP)> = d*+4=(6—d)
= d®>+4=236—12d+ d*
8

= 12d=32 .. d=-.
3

— 8
Portanto, a distancia de P ao segmento XY é d = 3 metros. O

Contetidos necessarios para resolver a questao:
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e Mediatriz de um segmento;
e Pontos equidistantes;

e Teorema de Pitagoras.

13. (UECE 2016.1, Q. 24) O polinémio de menor grau, com coeficientes inteiros,

divisivel por 2z — 3, que admite x = 2i como uma das raizes e P(0) = —12 é:

Observacgao: i ¢ o nimero complexo cujo quadrado é igual a -1.

(a) P(z) = 2z® — 32% — 8z — 12.
(b) P(z) = 223 + 32% — 8z — 12.
(c) P(x) = —22% — 32% — 8z — 12.
(d) P(x) =223 — 32 + 8z — 12.

Solugao. Seja P(z) o polinomio procurado. Como P(z) é divisivel por (2z — 3),
entao pelo Teorema de D’Alembert P 5) = 0. Por outro lado, se 2i é raiz de P(x)
entdo —2¢ também ¢é raiz de P(z), pois os coeficientes de P sao inteiros. Como P ¢é
o polindmio de menor grau, cujas raizes sao: —2i,2i e g, entao a decomposicao de
P ¢ expressa por P(z) = a(z 4 2i)(z — 2i) (z — ), com a # 0. Como P(0) = —12
temos,

3
a- 2 (—2i)- <—§> = —12= —6a=—12 .. a=2

Logo,

P(z) = 2(z + 2i)(x — 249) (x — g) = 9223 — 322 + 8¢ — 12.

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Teorema de D’Alembert;
e Multiplicagao de polindmios;
e Teorema da decomposicao.
14. (UECE 2017.2, Q. 17) O polinémio P(z) = az®+ bx? + cx + d ¢é tal que as raizes

da equacdo P(x) = 0 sdo os nimeros —1, 1 e 2. Se P(0) = 24, entdo, o valor do

coeficiente a é igual a:
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Solugao. Note que P(x) = az+br?+cr+d = d = P(0). Mas P(0) = 24 = d = 24.

Sejam x7 = —1,29 = 1 e x3 = 2 as raizes de P(x). Assim, pelas relagoes de Girard
temos,
d —24
Ty Xy 3=——=>—-1-1-2=— = —2a=-24=a=12.
a a
O

Contetido necesséario para resolver a questao:
e Relagoes de Girard.

15. (UECE 2014.2, Q. 22) A figura abaixo representa um retangulo formado pela

justaposicao de trés quadrados.

A B C D

Assim, as medidas dos segmentos AB, BC, CD, FF, FG, GH, AE, BF, CG e
DH sao iguais. Nestas condicoes, podemos afirmar corretamente que a soma das

medidas, em graus, dos angulos CEH ¢ DEH ¢ igual a:

a) 60°.

b

(c
(d) 50°.

(a)
(b) 45°.
) 55°.
)

Solucao. Sejam « e [ respectivamente, as medidas dos angulos CEH e DEH.
Considere ainda AB = BC = CD = EF = FG = GH = AE = BF = CG =

DH = z. Com essas consideracoes, observe a ilustracao a seguir:
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A
@

Figura 46: Soma das medidas dos angulos a e S.

Note que o triangulo CEG é retangulo em G, logo:

t xXr a
o = = — =
& r+zxr 2

1
5

Perceba que o triangulo DEH é retangulo em H, logo:

tg B = T or 1
Sy Yr+as 3z 3
Temos,
1+1
tga+tgp 23
t = = 1.
gla+B) 1 _tga-tgf 1_1.1
2 3
Portanto, o + 8 = 45°. O

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Trigonometria no triangulo retangulo;
e Tangente da soma de dois angulos;
e Tangente de angulos notaveis.
16. (UECE 2012.1, Q. 23) Sejam f,g : R — R fungoes definidas por f(x) = senz,

g(x) = sen2x e P(a,b) um ponto na intersecao dos graficos de f e g. Os possiveis

valores para tg2a sao:

(a) 0 ou 1.
(b) 0 ou 2.
(¢) 0 ou 3.
(d) 0 ou /3.
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Solugao. Seja P = (a,b). Como P é a intersecao entre os graficos de f e g segue,
b=sena (4.15)

b = sen 2a. (4.16)

Comparando as equagoes (4.15) e (4.16), teremos:

sen2a = sena =
2senacosa = sena =
sena(2cosa—1) = 0.
Com isso, obtemos:
sena =0 (4.17)
2cosa—1=0. (4.18)

Note que sen?a + cos?a = 1 (Relagao Fundamental da Trigonometria). Assim, da
equacao (4.17) obtemos:

sena =0 = cosa = £1.

Da equagao (4.18) teremos:

V3

1
QCosa—le:>cosa:§:>sena:j:—.

2

Dai, existem duas possibilidades a serem analisadas. Isto é,

( sen? a 0?

tg?a = = =0

8 cos? a  (£1)?
2
) sen? a (iTB) %

tgZa = = 5 =1 = 3

\ Ccos* a (§> 1
Portanto, tgZ2a = 0 ou tg?a = 3. O

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Seno da soma de dois angulos;
e Fquagoes trigonométricas;

e Identidades trigonométricas.

17. (UECE 2013.2, Q. 17) Se a é um angulo entre 0° e 90° tal que os nimeros *32,

sen «, tg a, nesta ordem, constituem uma progressao geométrica, entao o valor de

a é:
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30°.
b) 45°.
(c) 75°.
(d) 60°.

(a)
(b)
)
)

Solugao. Note que em uma P.G. de razao ¢ temos que ¢ = —
a

Como
as as sen o tg o
a;  as SEN & sen o
2
Segue entao que
9 sen o
sen” o = “tg o
2
9 sen o sen «
sen” a = .
2 cos «
) sen®
sen” a =
2cos «
9 sen? a
sen” o — =0
2cos «

9 1
sen“al|l— =0
2c08 «

Com isso, obtemos:
sen® a =0

1
=0.

1— =
2co0s «

an—l—l

Qn

«Q . ~
, sen a e tg a, nesta ordem, constituem uma P.G., entao temos que

(4.19)

(4.20)

Da equagao (4.19), temos que sen’a = 0 = sen a = 0 = a = 0° (ndo convém, pois

0° < a < 90°).

1
Da equacao (4.20), temos que 1 — =0=
60°, pois 0° < a < 90°.

2c08 « 2co08 «

Contetidos necessarios para resolver a questao:
e Definicao de uma P.G;
e [quagoes trigonométricas;

e Cosseno de angulos notaveis.

=1=cosa=

N | —

g

Q
<
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18.

19.

(UECE 2018.2, Q. 15) Se (ai,as,as,aq,...) é uma progressao aritmética cuja

. 2 2 ~
razdo é igual a r e se para cada n tomarmos b, = (a,4+1)” — (a,)”, entao, b1 —

é igual a:

Solucao. Como (aq,as, as,ay,...) ¢ uma P.A de razdo r, entao vale que
A — A1 = A3 — Ay = A4 — A3 = -+ =0py1 —Ap =T
Note que
by = (an+1)2 - (an)Q = (an—i—l - an)(an—f—l + an) = T(an-i-l + an)-
Como a,, = a; + (n - 1) -7 = ay,y1 = a1 +n-r. Dai, segue que

b, = [(a1+nr)+ (a1 + (n—1)r)]r
= [2a1+ (2n — D)r|r
= 217+ (2n — 1)r?

Logo,
boy1 = 2a17 + (2n + 1)r?
Segue que,

bps1 —bp = (2n+ 1)1 — (2n — )r* . bpyy — by = 217

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Definicao de uma P.A;

e Termo geral de uma P.A.

(UECE 2016.2, Q. 18) Considere uma progressao aritmética, ndo constante, com

by

sete termos, cuja razao é o numero r. Se o primeiro, o terceiro e o sétimo termo

desta progressao formam, nesta ordem, os trés primeiros termos de uma progressao

geométrica, entao, a soma dos termos da progressao aritmética ¢é igual a:
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Solugao. Considere (a,) uma P.A finita de sete termos e razao r # 0.
Como ay, az e a; formam nessa ordem uma P.G, entao (a3)* = a; - ar.

Logo,
(a1 +2r)? = ay - (a1 +6r) = (a1)® +4arr + 41 = (a1)® + 6arr . ay = 2r.

Dai, a; = 2r e a; = 8r. Logo, a soma S7; dos 7 primeiros termos da P.A é igual a:

_(a1+a7)~7_707"_
S, = 5 = = 35r.

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Termo geral de uma P.A;
e Propriedades de uma P.G;
e Soma dos termos de uma P.A.
20. (UECE 2013.1, Q. 20) Os estudiosos de astronomia constataram que o Cometa
Halley se aproxima e pode ser visto da Terra a cada 76 anos. A mais antiga visao
de que se tem registro data do ano de 1530 e a mais recente ocorreu em 1986. Uma

vez mantida a constatacao, ao longo do tempo, é possivel prever corretamente que,

no século X X X1, o Cometa Halley podera ser visto da Terra:

a) uma unica vez, no final da terceira década.

b
(c

(d) duas vezes, nas segunda e nona décadas.

uma Unica vez, proximo a metade do século.

(a)
(b)
) duas vezes, nas primeira e oitava décadas.

)

Solugao. Temos que o cometa Halley é visto a cada 76 anos, logo, temos uma P.A

de razao r = 76. Note que a; = 1530, dai teremos a seguinte P.A:

(1530, 1606, . .. 1976, . . . a,,).
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Perceba que o inicio do século X X X I ocorre em 3001 e fim em 3100, logo a,, > 3001.

Portanto,
1547
1530+ (n — 1) - 76 > 3001 = 76n > 1547 = n > T con > 20,35.

Como n é inteiro tem-se n = 21. Assim, as; = 1530 + 20 - 76 = 3050. Logo a
P.A é dada por (1530, 1606, . .. 1986, ... 3050, 3126, . ..) e, portanto, o cometa Halley

podera ser visto uma tnica vez proximo a metade do século X X X 1. O

Contetidos necessarios para resolver a questao:

e Sistema de medida: tempo;
e Definicao de uma P.A;

e Termo geral de uma P.A.



5 CONSIDERACOES FINAIS

O ensino de Matematica tem-se caracterizado pela preocupacao de apresentar
regras, defini¢oes, técnicas, nomenclatura de uma maneira prética e eficiente. No entanto,
h& uma necessidade de transformacao dos métodos de ensino dessa area, visto que muitos
discentes nao conseguem assimilar os assuntos abordados em sala de aula com os assuntos
cobrados nos vestibulares, por exemplo, o vestibular da UECE.

A Matematica estuda objetos abstratos através de métodos dedutivos. Por essa
razao, os professores de Matematica da Educacao Béasica devem dinamizar suas atividades
de modo a motivar os alunos, e com isso, desenvolver estratégias focadas no interesse pela
aprendizagem da disciplina, de modo a garantir o éxito nas questoes de vestibulares, e
consequentemente, o ingresso na universidade.

Este trabalho teve como proposta esbocar um perfil da prova de Matematica do
vestibular da UECE, para que assim, o aluno tenha uma base de quais contetdos sao
mais importantes para a realizacao da prova, bem como analisar, apresentar e resolver as
questoes de Matematica mais recorrentes nos vestibulares da UECE, de modo a fornecer
auxilio aos professores da 4rea através de um banco de questdes/solugbes sempre atentando
para manter a relacao entre o conteiido estudado e a teoria aplicada.

A pesquisa bibliografica foi desenvolvida sob a organizacao de um cabedal de
questoes de Matematica cujo teor foram os temas mais explorados no vestibulares da
UECE em um periodo de 8 anos. Com isso, foram destacados os principais conceitos e
resultados necessarios para o éxito dos alunos nas questoes da disciplina, e de posse desses
resultados, foram apresentadas as solucoes das questoes unindo teoria e pratica.

Espera-se que o material desenvolvido nesta pesquisa sejam utilizados por alunos
e professores de Matematica do Ensino Médio, de modo a orienté-los na preparacao para

o vestibular da UECE e demais universidades do pais.
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