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Resumo

As novas tendéncias de ensino direcionam para a utilizagdo de tecnologias, almejando estu-
dantes mais participativos e autbnomos na busca do seu conhecimento. Dentro dessa pers-
pectiva a abordagem matematica, utilizando recursos tecnoldgicos, se mostra muito eficaz, e
portanto serd evidenciado durante este trabalho. Constatamos que utilizando o software Ma-
xima € possivel conjecturar padrdes, demonstrar algumas proposi¢des matematicas € pro-
mover a iniciacdo a pesquisa matemdtica. No trabalho também € apresentado um método
alternativo para o cdlculo do determinante de uma matriz quadrada qualquer de ordem n,
cuja demonstragdo € estabelecida a partir de resultados semelhantes encontrados na litera-
tura matematica.

Palavras Chaves: Maxima . Calculo. Determinantes.

viil



Abstract

The new teaching trends lead to the use of technologies, aiming for more participative and
autonomous students in search of their knowledge. Within this perspective, the mathematical
approach, using technological resources, proves to be very effective and, therefore, will be
evidenced during this work. We noticed that using the Maxima software it is possible to con-
jecture patterns, demonstrate some mathematical propositions and promote the initiation to
mathematical research. An alternative method for calculating the determinant of any square
matrix of order n, it is also presented in this paper, whose demonstration is based on similar

results found in the mathematical literature.

Keywords: Maxima, calculation, determinants.
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Capitulo 1

Uso do computador em sala de aula

1.1 Introducao

No decorrer de uma das aulas da disciplina de recursos computacionais do PROFMAT,
através de um didlogo com o professor orientador sobre possiveis temas para dissertacdo de
conclusdao do mestrado, o professor me contou um fato interessante sobre uma propriedade
de determinantes que ocasionalmente ele conseguiu perceber para algumas determinadas
matrizes de ordem menores. Sendo assim, surgiu a ideia de tentar mostrar que a propriedade
observada poderia resultar em um método alternativo para calcular o determinante de uma
matriz qualquer.

Uma das grandes dificuldades seria estabelecer a propriedade para determinantes de
matrizes de ordens maiores do que 5. Dai surgiu a ideia de utilizar um software de ma-
nipulacdo de expressdes simbdlicas e algébricas para ajudar a fazer esses célculos, e que
por coincidéncia era um dos temas das nossas aulas o qual trabalhdvamos com o Software
Miéxima. Ao utilizarmos as potencialidades desse Software podemos testar uma gama de
exemplos com rapidez, precisdo, construir algumas conjecturas e refutar outras. Utilizando
a defini¢do de determinantes e o Médxima, podemos estabelecer uma conjectura para calcular
o determinante de uma matriz de ordem qualquer reduzindo ao determinante de uma ma-
triz de ordem 2 e posteriormente utilizando as propriedades elementares dos determinantes
podemos validar essa conjectura através de uma demonstragdo formal.

O trabalho se organizard em 6 capitulos. Inicialmente, no capitulo 1, fazemos uma
pesquisa bibliografica acerca do uso computador, mais especificamente de softwares, como
um potencial material didético para ser utilizado em sala de aula, tendo como base da pes-
quisa a BCNN, os PCN’s, livros ou revistas que tratem do tema. Em seguida, no Capitulo
2, apresentamos uma amostragem dos comandos basicos do software Maxima, sendo esses
relacionados com tépicos algébricos destacando aqueles que nos permitem operar matri-
zes e realizar pequenos calculos de determinantes. Logo apds, no Capitulo 3, revisamos o

conceito de determinantes e algumas de suas propriedades que poderdo ser utilizadas nas



aplicacdes. Posteriormente, no Capitulo 4, apresentamos varios exemplos de como podemos
utilizar o Maxima para se estabelecer padroes, demonstrar algumas propriedades e verifi-
car resultados particulares e suas respectivas demonstragdes. Esse processo leva em conta o
viés da pesquisa cientifica: perceber padrdes, conjecturar proposi¢des, testar hipdteses em
casos particulares, generalizar resultados e pesquisar se os resultados ja foram estabelecidos
pela comunidade cientifica. Para tanto, utilizamos o Méaxima para validar alguns padrdes
de determinantes de algumas matrizes pré-definidas e generalizar resultados. Quando possi-
vel, apresentamos as demonstracdes dos resultados. No penultimo Capitulo confrontamos a
nossa conjectura com resultados similares encontrados na literatura matematica. No dltimo

Capitulo apresentamos nossas conclusdes.

1.2 Revisao de Literatura

Quando se fala em recursos tecnoldgicos voltados ao ensino nas escolas vem logo em

mente o computador e o acesso a informatica, segundo Borba (2001, p. 17):

O acesso a Informatica deve ser visto como um direito e, portanto, nas escolas
publicas e particulares o estudante deve poder usufruir uma educagdo que no
momento atual inclua, no minimo, uma "alfabetizag¢do tecnoldgica". Tal alfabe-
tizagdo deve ser vista ndo como um curso de Informdtica, mas, sim, como um
aprender a ler essa nova midia. Assim, o computador deve estar inserido em
atividades essenciais, tais como aprender a ler, escrever, compreender textos,
entender gréificos, contar, desenvolver nogdes espaciais etc. E, nesse sentido, a
Informética na escola passa a ser parte da resposta a questdes ligadas a cidada-

nia.

Lembrando que, para que isso ocorra o professor terd um papel determinante,conforme
Gouvéa (1999, p. 14):

O professor serd mais importante do que nunca, pois ele precisa se apropriar
dessa tecnologia e introduzi-la na sala de aula,no seu dia-a-dia,da mesma forma
que um professor,que um dia introduziu o primeiro livro numa escola e teve de
comecar a lidar de modo diferente com o conhecimento sem deixar as outras
tecnologias de comunicagdo de lado. Continuaremos a ensinar e a aprender pela
palavra, pelo gesto, pela emocao, pela afetividade, pelos textos lidos e escritos,
pela televisdao, mas agora também pelo computador, pela informag¢do em tempo

real, pela tela em camadas, em janelas que vao e aprofundando as nossas vistas.

Nesse processo o professor faz uso dos recursos tecnolégicos para contribuir para a
formacdo do conhecimento, dessa forma "aprende-se a conhecer, aprendendo a fazer e refle-

tindo sobre esse fazer". Diante disso, esse trabalho pretende utilizar os sistemas de computa-
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cdo algébrica como uma ferramenta importante de apoio ao ensino, e em particular que eles

possibilitem:

1. Motivar os alunos para o estudo e aprendizagem do tema abordado;

2. Evitar a algebrizacdo da Matematica através do uso do computador para o cdlculo
que demandam muitas operagdes algébricas, permitindo uma andlise qualitativa dos

problemas propostos.

3. Encorajar os alunos a explorar mais profundamente os conceitos ensinados, utilizando
o computador como uma espécie de laboratdrio para matematica experimental, levan-

tanto conjecturas, testando hipoteses e estabelecendo padroes.

Entre a diversidade de recursos tecnoldgicos existentes, destaci-se o software Maxima
porque é um sistema de computagdo algébrica e € gratuito., o qual nos fornece suporte para

estudarmos varios ramos da matemadtica. Segundo Victor Giraldo,(2012, p. 208 e 211):

Os recursos disponiveis nos sistemas de computagdo algébrica fornecem ferra-
mentas para abordar, numérica e simbolicamente, problemas envolvendo uma
ampla gama de conceitos matematicos: desde os mais basicos, como operagdes
aritméticas elementares, passando por graficos em duas ou trés dimensdes, reso-
lucao de equacgdes e sistemas, operacdes vetoriais € matriciais; até os mais avan-
cados, tais como limites, derivadas, integrais, expansdes em séries de funcdes,
resolucdo de equagdes diferenciais. Entretanto, o uso de tais recursos requer
linguagem de programacdo com comandos e sintaxe especificos, que podem ser
bastante sofisticados, e cuja aprendizagem pode ser dificil para alunos do ensino
basico. Por outro lado, esse grau de dificuldade pode ser dosado de acordo com
o nivel escolar, por meio do planejamento de atividades envolvendo sintaxe mais

elementar.

Diante do exposto, vale ressaltar que a prépria sintaxe computacional permite ao edu-
cando a oportunidade de operar estruturas Iégicas que pode favorecer o aprendizado através
de um pensamento estruturado, critico e reflexivo dos resultados obtidos. Isso pode ser ob-
tido com abordagens adequadas do professor e o uso das linguagens computacionais e de
suas aplicagcdes. Destacamos que a metodologia apresentada ao longo deste trabalhos pode
ser trabalhada em sala de aula, sendo uma forma de instigar o aluno a observar padrdes e
construir suas proprias conjecturas. E, com o auxilio do software, os proprios alunos podem
testar seus cdlculos, reproduzir suas proprias conjecturas, vindo a demonstrd-las ou nao.
Mas, ndo se pode esquecer que o uso do software Maxima € apenas uma forma de validagcdo
dos resultados, sendo indispensavel conhecimento matematico para interpretar os dados ob-
tidos. e nao diminui em nada o papel do professor que cada vez mais precisa estar preparado
para trabalhar com essa tecnologia em sala de aula, no decorrer do trabalho serdo expostas

algumas conjecturas que servirdo de exemplo de como deve-se trabalhar em sala de aula.
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1.3 BNCC e PCNs

Nesta secdo abordaremos o uso da tecnologia tendo em vista os documentos ofici-
ais BNCC (Base Nacional Curricular Comum) e PCN (Parametros Curriculares Nacionais).
Entre as tecnologias destacd-se o computador o qual é retratado nos documentos citados.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs, p. 146 e 147):

O uso do computador €, a0 mesmo tempo, uma ferramenta e um instrumento
de mediacdo. E uma ferramenta porque permite ao usudrio realizar atividades
que, sem ele, seriam muito dificeis ou mesmo impossiveis. E um instrumento
de media¢do na medida em que possibilita o estabelecimento de novas relagdes
para a construcdo do conhecimento e novas formas de atividade mental. O uso
do computador possibilita a interacdo e a producao de conhecimento no espaco e
no tempo: A incorpora¢ao de computadores no ensino nao deve ser apenas a in-
formatizagdo dos processos de ensino ja existentes, pois ndo se trata de aula com
"efeitos especiais". O computador permite criar ambientes de aprendizagem que

fazem surgir novas formas de pensar e aprender.

Os PCNss tratam o uso do computador sobre a perspectiva de uma ferramenta que pode
auxiliar no aprendizado, quando utilizado de maneira correta, de forma hibrida com outros
métodos educativos. Mesmo nao sendo um documento muito recente os PCNS, ja destacam a
importancia do computador, o que também € vivenciado no documento mas recente que trata
sobre educagdao a BNCC. Como sabe - se a BNCC (Base Nacional Curricular Comum) € um
documento oficial composto de dez competéncias normativas da educacdo bdsica, e as novas
relacdes de aprendizagem por meio da tecnologia ganham espaco expressivo em duas entre
dez delas. Enquanto uma faz referéncia ao digital como uma das linguagens a serem utiliza-
das, a outra foca totalmente no aprofundamento de seu uso com senso critico. Vale salientar
que, quando se considera o uso dos meios digitais atualmente, essas duas competéncias sao,
na verdade, apenas o reflexo de uma realidade a qual o sistema de ensino precisa se adaptar.
A tecnologia ndo é de forma alguma novidade para os alunos da "Geragdo Z", nascidos entre
1995 e 2010, que hoje estdo presentes nas salas de aula. Essas criancas e adolescentes per-
tencentes a "Geracdo Z", sdo considerados nativos digitais, ou seja, pessoas que jd nasceram
lidando com os diversos meios digitais e internet no cotidiano, ja ndo enxergam a realidade
de maneira separada do mundo virtual. Para eles, mundo online e off-line funcionam como
camadas sobrepostas para assimilar conhecimentos, atitudes e relagdes interpessoais, vamos
entender melhor essas competéncias:

Competéncia 4: Utilizar diferentes linguagens - verbal (oral ou visual - motora,
como Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital, bem como conhecimentos das
linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacées,
experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que levem
ao entendimento miituo.



Na competéncia supracitada, o digital aparece como uma das diferentes linguagens que
necessita ser utilizada de forma hibrida a outras formas de comunicagdo. Essa competéncia
relembra a relevincia de uma experiéncia mais completa por meio de diferentes formatos de
expressoes e plataformas. Hoje o ensino possui um foco maior na leitura e escrita, enquanto
h4 tantas outras necessidades a se trabalhar. E notério também o quanto o digital nio vem
para substituir por completo a forma de se comunicar dos alunos. E preciso que eles en-
contrem uma maneira de absorver e sintetizar o conhecimento pelas diferentes linguagens,
incluindo aquelas que sdo pouco exploradas, como a corporal, porém com propdsitos defi-
nidos de aplicacdo pratica. O digital com certeza representa uma dessas linguagens, apenas
ndo € a unica.

Competéncia 5: Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao
e comunicaciao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas
sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacoes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida
pessoal e coletiva.

A quinta competéncia trata da tecnologia digital de maneira mais especifica. Ao enten-
der sua abrangéncia e inevitabilidade nas mais diversas circunstincias, o item apresenta um
objetivo de seu uso acompanhado de entendimento e responsabilidade. Afinal, por maior que
seja o senso de interatividade aparente, desenvolver o préprio protagonismo nao sé daquilo
que chega, como do que € assimilado e transformado, é um dos grandes dilemas em uma
era de excesso de informacgdes e fontes tendenciosas que se apoiam no conceito de virali-
zacdo. Em esséncia, os dois itens tém forte ligacdo com as novas maneiras de se assimilar
informacao e se expressar com objetivos que impactem nao s6 a realidade individual como
a coletiva. Isso porque ao se pensar que a tecnologia possui uma cultura fortemente atrelada
a internet e as interagdes em rede, as consequéncias do seu bom e mau uso sio facilmente
amplificadas, o que refor¢a ainda mais a urgéncia da temadtica pelo viés do senso critico que
apresentam as duas competéncias da BNCC.

Essas competéncias também estdo representadas nas habilidades de matemética dos
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEMs), que relacionam o uso da
tecnologia como ferramenta matematica, com a investigagdo e compreensao de procedimen-

tos matematicos, os quais estdo representados nas habilidades abaixo:

Formular hipéteses e prever resultados.

Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.

Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos, fatos

conhecidos, relagdes e propriedades.

Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.



Isso é o que nos direciona a um modelo de um método cientifico de pesquisa, no qual
seus passos sdo: observacdo, hipdtese, experiéncia e teoria. Em suma, o trabalho que foi
desenvolvido é uma iniciagcdo a pesquisa baseado no método cientifico e nas orientagdes dos

(PCNEMs), no estudo de determinantes de matrizes.

1.4 Objetivos

1. Incentivar o uso do computador como instrumento de aprendizagem.
2. Utilizar a tecnologia como fonte potencializadora de aprendizagem matematica.

3. Utilizar o Méaxima para reconhecimento e teste de padrdes envolvendo matrizes, e

determinantes.
4. Estabelecer um método alternativo para o célculo de determinantes.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padroes, ex-
perimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nio, de uma

demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.



Capitulo 2
Maxima

Mixima € um sistema de manipulacio de expressdes simbdlicas e numéricas, incluindo
diferenciacdo, integracdo, expansao em série de Taylor, transformadas de Laplace, equagdes
diferenciais ordindrias, sistemas de equagdes lineares, vetores, matrizes e tensores. Maxima
produz resultados de alta precisdo usando fragdes exatas, nimeros inteiros de precisdo ar-
bitraria e nimeros de virgula flutuante com precisdo varidvel. Pode ainda tragar graficos de
fungdes e dados em duas ou trés dimensdes.

O presente estudo deixa explicita a utilidade do ambiente virtual quando trabalha-se
com determinantes, serdo elencados alguns comandos bdsicos como: criar matrizes, calcular
determinantes, fazer operacdes entre outras coisas necessdrias para compreender as ativi-
dades a serem desenvolvidas nos proximos capitulos.O leitor interessado pode consultar o

manual do médxima ([9]), e pode ter acesso a outros comandos interessantes.

2.1 Comandos Maxima

Nesta secdo, serdo abordados alguns comandos bdsicos do software Mdxima para in-
troduzir matrizes aleatdrias, calcular determinantes, expandir expressdes algébricas e sim-
plificar algoritmos extensos. Na interface Mdxima, vocé poderd digitar os comandos direta-
mente na linha de comando. Para indicar o encerramento de cada bloco de comandos, vocé
deverd pressionar simultaneamente as teclas shift e enter. O software executard entdo a ins-
tru¢do programada, registrando a entrada e a resposta, respectivamente, nas linhas indicadas
por simbolos %i e %o (abreviagdes dos termos em ingl€s input e out put) seguidos de um

nimero. Outros comandos que serdo usados neste trabalho vem a seguir.

a) genmatrix (nxn): Com este comando no submenu élgebra, conseguimos introduzir

uma matriz genérica.



b)

9)

d)

Exemplo: genmatrix(a, 3, 3);

a1 aip aig
a| axp a3 (% ol)

asq daszp dss

matrix: Com este comando, conseguimos definir uma matriz com a ordem e elemen-

tos desejados. Exemplo: O comando

A: matrix([a,b,c.d],[e.f,g,h], [i,j,k,1],[m,n,0,p]); gera a seguinte matriz:
a
e

(A)

~ > X

i

S <~ % &
S & = o

m p

determinant: Este comando calcula o determinante de uma matriz.
Exemplo: vamos calcular o determinante da matriz A, do exemplo anterior.
determinant (A);

a(f (kp—1lo)—g (jp—In)+h (jo—kn))—b (e (kp—1lo)—g (ip—Im)+h (io — km)) +

cle(jp—In)—f (ip—Im)+h (in— jm))—d (e (jo—kn) — f (io —km) + g (in — jm))
(% o7)

expand: Este comando permite expandir uma expressao simbdlica.
Exemplo: vamos expandir a expressao do determinante da matriz A, do exemplo ante-
rior.

expand (%07);
afkp—bekp—agjp+cejp+bgip—cfip—aflo+belo+ahjo—dejo—bhio+dfio+

agln— celn —ahkn+dekn+ chin—dgin—bglm+c flm+bhkm —d fkm—chjm—+dg jm
(% 08)

ratsimp: Com este comando, simplificaremos expressdes numéricas.
Exemplo: aplicaremos na expressao numérica do exemplo anterior.
ratsimp(%o08);

((af —be)k+ (ce—ag) j+ (bg—cf)i) p+ ((be —af)l+ (ah—de) j+ (df — bh)i) o+

((ag —ce)l+ (de —ah)k+ (ch—dg)i)n+ ((cf —bg)l+ (bh—df)k+ (dg —ch) j)m
(% 09)
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f) factor: Este comando permite fatorar expressdes numéricas e simbdlicas. Como po-

demos ver nos exemplos a seguir:

i) Fatorando o polindmio:

x>y — 19xy + 30y 4 2x> — 38x + 60 (% 03)

factor(%o03);
(x—3) (x—2) (x+5) (y+2) (% o4)

i1) Fatorando a expressao:

—npz+mpz —npy+ mpy — npx + mpx (% 012)

factor(%o012);

—(n—m)p (z+y+x) (% 013)

2.2 Conhecendo o Maxima

Neste capitulo, hd uma exploracdo minuciosa do ambiente dlgebra do Méaxima e do

passo a passo de como criar matrizes e como efetuar o cilculo dos determinantes.

Na Figura 2.1, podemos visualizar o ambiente Médxima, em destaque estd o submenu
algebra, o qual serd mais utilizado durante este trabalho. Com ele é possivel gerar matri-
zes, fazer operagdes matriciais, calcular determinantes, autovalores, autovetores entre outras

fungdes. Logo em seguida veremos como algumas das funcdes funcionam.
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0 woMaxima 13.01.2¢ [ nio salve* | - X

Editar View Célula Maxima Equagdes | Algebra Calculo Simplificar List Grafico Numérico Ajuda

&2 ) E] F Maths. - b s

G
G
I
I
P

Deter

Autov:

Figura 2.1: Ambiente Médxima

Na Figura 2.2 vemos submenu dlgebra podemos gerar uma matriz arbitraria. Funciona
da seguinte maneira: primeiramente clicamos no menu dlgebra, "gerar matriz", e podemos
escolher uma matriz genérica, o simbolo que representa seus elementos, a quantidade de
linhas, de colunas e seu nome, como no exemplo abaixo temos uma matriz A, 3x3, sim-
bolizada pelo elemento a;;, também podemos introduzir uma matriz dessa maneira, pode-se
escolher o nimero de linhas e colunas e todos os elementos que compdem essa matriz. Sendo
de maneira andloga a maneira de introduzir uma matriz paramétrica.

- -
A . -
5
A genmatrix(az, 3, 3) rompm— x
aa 1 a5 a3 4 v @
(A) BR; § A5 BBy Linas: |3
Neme: ’—

Figura 2.2: gerando matrizes
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Apo6s gerar uma matriz e voltando ao submenu dlgebra, escolhendo a opcao determi-
nantes, automaticamente o programa utilizard o desenvolvimento de Laplace para calcular o
determinante. Podemos observar nas Figuras 2.3 e 2.4 onde foi calculado o determinante da
matriz A, 3x3, na forma genérica.

i waMaxima 19.01.2x [ ndo salve™ | - x
Arquivo  Editar View Célula Maxima Equacdes | Algebra Calculo Simplificar List Gréfico Numérico  Ajuda

= i &4 D : Gerar matriz. [ Maths = J v

Gerar matiiz da expressacn.

| ~
A: genmatrix(a, 3, 3). Introduzir matriz.
A Inverter matriz
2 ST Polinémio caracteritico...
(A) a1 a2 33 Determinante
Autovalores
35,1 33,2 333
Autovetores
Matriz acjunta
Transpor matriz
Cria lista
Aplicar a lsta...
Map to List(s).
Mapear a uma matiz.
v
i votMaxima 19.01.2¢ [ ndo sahvo” | - X
uquivo Editar View Célula Maima Equacbes Algebra Clculo Simplificar List Gréfico Mumérico Ajuda
= 5 Iz ol | .
B &3 [j ¥l | g | & 2 9l Maths 2 J -
~
A: genmatrix(a, 3, 3);
311 812 3 3
(A) 321 82,2 3]

23,1 33,2 33

determinant(%).

a1,1(8y,283 3782 383,7) ~81,2(83,183 3783 383 1) +a1 3(83 183 287 283 1)

Figura 2.4: determinante

No submenu simplificar, podemos fatorar, expandir, simplificar expressoes, entre ou-

tras operacdes. Na figura 2.5, podemos observar os comandos expandir expressao e simpli-
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ficar expressao (expand e ratsimp).

§ wxMaima 19.01.2¢  ndo salvo™ ]

Arquivo Editer View Célule Maxime Equages Algebra Calculo | Simplificar | List Gréfico Numérico Ajuda

Bala - || Simplificar expressio } >

— simplificar radicais
~
A: genmatrix(a, 3, 3) Fatorar expressio
Fatorar complexo
i 4 812
T M2 Eenindifeaeag
(A) a1 d22 923 Expandir logaritmos
Contrair logaritmos
23,1 93,2 23,3
Fatoriais e gama >
detenminani) Simplificagio trigonométrica >
Simplificagio complexa >
ay,1(83,283,378,383,2) ~8,2(82,183,3" 1,1)
Substituir...
expand(%) Avaliar formas substantivas
Alternar flag slgébrico
A8, AT 2 B T R A I e b de g dbriean) 1392,283,1
Calculo com médulo...
ratsimp(%)

(@118 9= 28y 1) 83 3+(81 38y 1-81 18 3) 83 3+(84, 38 381,38 5) 83 4

Figura 2.5: submenu simplificar

Com essa ferramenta conseguimos estudar propriedades dos determinantes e testar va-
rias hipéteses afim de encontrar padrdes, o que sera feito no decorrer do trabalho ao qual sera
exposto uma nova visdo de cdlculo de determinantes utilizando para isso um novo método
de se calcular o mesmo, usando o Médxima para validar esse resultado para algumas matrizes
de ordens menores e partindo para sua demonstragao.
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Capitulo 3
Determinantes

O primeiro contato com determinantes no ensino médio causa uma certa estranheza
aos alunos e a primeira pergunta que ouvimos € a seguinte "Onde € que vou usar isso na
minha vida?", ndo é de se estranhar essa pergunta uma vez que os livros do ensino médio
trabalham com determinantes apenas visando a resolu¢do de sistemas lineares, o que leva de
certa maneira a uma rejeicdao dos alunos, ja que existem outros métodos para resolver tais
operagoes.

Com o conteudo limitado nos livros didaticos, cabe ao professor utilizar uma aborda-
gem que seja motivadora. por exemplo, apresentando a relagdo do determinante em aplica-
coes diretas, tais como seu uso em célculos de dreas de tridngulos ([16]), na resolugdo de
sistemas de equacdes lineares (Regra de Crammer), volumes de tetraedros, paralelepipedos
([8]) e determinacdo de equagdes de retas ([13]), dentre outras aplicagdes. Com todas essas
aplicagdes, o aluno j4 ird ter uma nocao do quao importante € entender o contetdo citado.

No que segue, apresentaremos uma defini¢do formal para os determinantes e em se-
guida serdo expostas as suas propriedades encontradas na literatura ([3]). Cabe mencionar
que esses resultados serdo imprescindiveis para a abordagem das demonstragdes estabeleci-
das nas conjecturas estudadas.

3.1 Definicao

O determinante de uma matriz quadrada A = [g; ], denotado pelos simbolos |A| ou
det(A), é dado pela defini¢do a seguir:

Al =Y (1) aijiaz2 - anjn onde J=J1s 1 jn)-
P

¢ o niimero de inversdes da permutagio (ji,j2, -, jn)€ p indica que a soma é estendida a

todas n! permutacgdes de (1,2,---n).
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Em relacdo a esta definicdo podemos fazer trés observacoes:

a) Se a permutac@o (jjj2 - j,) tem um ndmero par de inversdes, o coeficiente (—1)/ do
termo correspondente na somatoria terd sinal positivo; caso contrério,terd sinal nega-

tivo.

b) Em cada termo da somatodria, existe um e apenas um elemento de cada linha, um e

apenas um elemento de cada coluna na matriz.

¢) Através de uma reordenagdo conveniente dos termos, mostra-se que também € possi-

vel definir determinante por

det|aij| =Y (=1)/aj 10,2 ajm
p

3.2 Propriedades dos determinantes

Abaixo, apresentamos algumas propriedades dos determinantes que sao consequéncias
da sua definicao.

i) |A| = |AT|, onde AT é a matriz transposta de A.

Demonstragio: Se A = [a;;], sabemos que AT = [b;;], onde b;; = a;;. Entdo pela defi-

ni¢cdo de determinante, temos

A" =det[b;] = Y.(=1)7bijibaja-+-bnjn
p

= Z(—l)jajllaj22"‘ajnn
p

= det|a,~j\ = ’A|..

i1) Se todos os elementos de uma linha (coluna) de uma matriz A sao nulos, det A = 0.

Quando temos uma fila (linha/coluna) composta por zeros, todos os produtos no cal-
culo do determinante tem um elemento igual a zero, o que anula o resultado, ou seja,

o determinante € zero.

iii) Uma vez trocada a posi¢ao de duas linhas, o determinante troca de sinal. Essa proprie-
dade, estd relacionada com a paridade e o nimero de inversdes dos indices, dada uma

matriz A e uma matriz B, que teve linhas/colunas permutadas de A, temos:
k
Bl = (=1 4]

com k numero de permutacdes.
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iv) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais € zero.

Trocando a posi¢ao das duas filas iguais, o determinante permanecerd o0 mesmo, mas

por iii), o determinante deveria trocar de sinal. Logo concluimos que o determinante é

Z€10.

As proximas duas propriedades (v e vi) asseguram que o determinante de uma matriz

¢ linear em relacdo a cada uma de suas linhas ou colunas.

v) Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinante fica multi-

plicado por esta constante. Por exemplo:

kan

azl

anl

kalz

azn

an2

kaln

azp

[

ail ap
az|y ay
anl danp2

Aln

azp

Ann

como podemos observar a propriedade foi utilizada na primeira linha.

Em particular | —A| = (—1)".]A|.

ai

vi) | by +cit

anl

Esta propriedade pode ser assim traduzida: se somarmos a uma linha (coluna) de A,

outra linha (coluna) de A multiplicada por uma constante, o determinante nao se altera.

Por exemplo:

aln

bin+cin

Ann

17

ain

bi1

apl

aln

[

ail -+ Aain
Cit "t Cin
apl - Apn




kayy kayy, ap
a1 +kapq ay, +kay, | au
anl Ann ani
ari

R

anl

ain
ann

ap2

ain

an

ap2

Aaln

an

Aln

an

Apn

k-

ailp a2 Aln
azy ay azy
anl an2 Ann

Note que k estd multiplicando uma matriz cujo o determinante é zero.

vii) Como consequéncia das ultimas duas propriedades, observamos que determinante de

uma matriz nao se altera se somarmos a uma linha (coluna), outra linha (coluna) mul-

tiplicada por uma constante.

viii) |A.B| = |A|-|B]

A demonstracdo desse resultado utiliza as propriedades de matrizes elementares, as

quais foge do objetivo do trabalho. O leitor interessado pode consultar, por exemplo,

o livro do Boldrini ([3]).

A préxima propriedade € tao importante e ttil no cdlculo de um determinante que des-

tacamos sua importancia apresentando-a numa secao separada.

3.3 Desenvolvimento de Laplace

Utilizando o Mdxima, vamos ver o que acontece quando calculamos o determinante da matriz

genérica 3x3:
A: genmatrix(a, 3, 3);

Al =

a1 (axpaz3—axzazp) —ain (ax1as3—axzaz))+ai3 (ax1asp—azzaz ;)

Ou ainda,

ai; aip a3
A=lay1 ap ar3
a1 azp a3

as,|
asy

18

a3
as 3

a1
as,

ap
aspn

(A)

(% 021)




Observe que o determinante da matriz inicial 3x3 pode ser expresso em funcio dos determi-

nantes de submatrizes 2x2, isto €,
Al = a1,1|A11] —a12|A1 2| +a13]A1 3]

onde A; ; € a submatriz da inicial, de onde a i-€sima linha e a j-€sima coluna foram retiradas.
Além disso, se chamarmos

Aij=(=1)"|Aj]
obtemos a expressao

Al = a1,1A11 —a12A12 + a1 341 3.

Essa propriedade continua sendo vélida para matrizes de ordem n, cujo resultado pode ser
obtido pela propriedade conhecida pelo Desenvolvimento de Laplace.

Proposicdo 3.1 Seja A = [a; j] € Myxn(R), entdo para qualqueri € I, = {1,2,...,n} fixado,

vale:
’A| = ai,lAi,l 4. +ai,nAi,n

n
_ i+
= Y aij(=1)"]A;]
=1
n
= ) aijAi;
=1
Ao nimero A; ; (que € o determinante afetado pelo sinal (—1)/ da submatriz A; ;,

obtida de A retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna), chamamos cofator ou comple-

mento algébrico do elemento a; ;.

Observacao: O Maxima calcula o determinante de A, utilizando o desenvolvimento de La-

place ao longo da primeira linha de A. Por exemplo:

1. calculando o determinante de uma matriz de ordem 2x2.

B: genmatrix(b, 2, 2);
bii bip (B)
by1 bap

b11b2p—b12b2) (% oT)

determinant(B);
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2. calculando o determinante de uma matriz de ordem 3x3.
C: genmatrix(c, 3, 3);

c11 €12 €13
1 2 3 ©
€31 €32 €33

determinant(C);
c1,1 (22033 —c23¢32)—ci2 (c21033—C23¢3,1)+c13(c21¢320—c22¢31) (% 09)

3. calculando o determinante de uma matriz de ordem 4x4.
D: genmatrix(d, 4, 4);

’ (D)

determinant(D);
di1 (dap (d33dsa—dsadaz) —das (d3pdsa—dsadan)+daa(d3ndssz—dszdan))

—dip (do (d33dsa—dszads3) —das (d31dsa—dzadsy)+dra (d3idssz—dzzdsy))
+dy 3 (doy (d3pdas—d3adsn) —drr (d31dssa—d3aday)+dra(dsidsr—d3nday))

—di 4 (dy1 (dzpdsz—d3zdan) —drn (d31daz—dzzdsy)+das (d31dap—dsndsy))
(% ol1)
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste Capitulo apresentamos algumas aplicagdes do Maxima para estabelecer as formulas
dos determinantes de algumas matrizes especiais. De inicio, queremos obter o determinante
de uma matriz especifica de ordem n,n > 2. Iniciaremos a investigacao buscando estabelecer
um padrdo para os determinantes das matrizes, de mesmo tipo, com ordens n = 2,n =3
e n = 4. Obtido o padrio, verificamos sua validade para alguns valores de n, elaborando
um conjectura. A atividade € finalizada buscando provar ou refutar a conjectura com uma
demonstracdo ou um contra-exemplo.

Objetivos:
(1) Utilizar padrdes para desenvolvimento cognitivo do aprendiz;

(i) Elaborar e testar conjecturas a partir de padrdes observados e observancia da metodo-
logia cientifica;

(i11) Utilizar propriedades bésicas de determinantes de matrizes para consolidar a teoria de
matrizes de nimeros reais.

Para tanto, utilizaremos os seguintes comandos do Maxima:

A : matrix([linha,),[linhay], ..., |linha,)) para gerar uma matriz;

determinant(A) para o cdlculo do determinante da matriz A;

expand (%) para desenvolver as operagdes obtidos com o comando anterior;

factor(%) para fatorar a expressao do determinante em produtos lineares;

e ¢, se necessario, o chamado ratsimp(%) para simplificar os resultados obtidos.
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4.1 O determinante de Vandermonde.

Uma matriz de Vandermond surge quando buscamos determinar um polindmio P de
grau n conhecendo n + 1 pontos (xg,yx),k=0,1,2,...,n que satisfazem a equacdo P(x) = 0.
Com efeito, busca-se determinar os coeficientes do polindmio P que € obtido pela resolucao
de um sistema linear de ordem n + 1 cuja matriz dos coeficiente € a matriz de Vandermond.
Mais precisamente, chamamos de matriz de Vandermonde, toda matriz quadrada de

ordem n > 2, com a seguinte forma:

1 1 | I 1
aj a as ay
2 2 2 2

n—2 n—2 n—2 2

n—
al 612 613 R an
n—1 n—1 n—1 n—1
| 4 a, as ey
Matematicamente, seja a = (aj,as,...,a,) uma n—ipla ordenada de nimeros reais

fixada. Defimos a matrix de Vandermond de ordem n, associada a n—tpla a a matriz:
A =laijli<i j<n,

onde a;; = a{_l, vV1<i,j,<n.

Como podemos observar, cada coluna dessa matriz € formada por poténcias de mesma
base com expoentes inteiros, que variam de 0 até n — 1, de modo que em cada coluna os
elementos formam uma progressao geométrica cujo o primeiro elemento € sempre igual a 1.
Os elementos ay,ay,as,- - ,a, de segunda linha sdo chamados de elementos caracteristicos

da matriz.

(a) Resultados obtidos a matriz de dimensao 2:
A: matrix([1,1],[a1,az]);
(A)

determinant(%);

b—a (% 030)

(b) Resultados obtidos a matriz de dimenséo 3.
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A: matrix([1,1,1), [a1,a2,a3), [a},a3,43));

1 1 1
ay az as
2 2 2
ay a; 43
determinant(%);
azag — am% — a%ag, + a%ag + ala% — a%az
factor(%032);

(a2 —a1)-(az—a1)- (a3 —az)
(¢) Resultados obtidos a matriz de dimensao 4.

Az matrix([1,1,1,1),[a1,a2,a3,a4], [a%,a%,a%,ai], [a?,a%,a%,ai]);

1 1 1 1

ay ap az a4

ai’? a? az® a4’

a13 a23 6133 6143

factor(determinant(A));

(a2 —a1) (a3 —a1) (as —a1) (a3 — a2) (a4 — a2) (as — a3)

(A)

(% 032)

(% 033)

(A)

(% 040)

Como € notdrio nos resultados acima, existe um padrao, logo podemos conjecturar que

o determinante desse tipo de matriz é dado por:

Conjectura 4.1

Al= [T (@-a)

1<i<j<n

Destacamos que o resultado acima também foi testado, utilizando o software Maxima, para

matrizes de ordens 5 € 6.

Para realizar a demonstracao, utilizaremos o principio da indug¢do finita. Assim, verifi-

camos como base de inducao, para n = 2, a veracidade deste fato.

A :matrix([1,1],[ay,a2]);
1 1
ay; ap

23
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determinant(A);

az —daj

Com isso, o determinante de Vandermonde € vélido para n = 2.

(% 015)

Agora, suponhamos que a propriedade seja valida para uma matriz de Vandermond de

ordem n — 1. Vamos provar que também € verdadeira para uma matriz de ordem n, ou seja,

para:

a2 a3 oo a

an—2

n
n—1
n

Aplicaremos a propriedade vii) em (1), da seguinte forma:

ey

1. Paracada j,j=1,2,3,...,n— 1 adicionaremos a linha de indice j+i, a linha de indice

J multiplicada por —a;.

Com isso, obteremos o determinante equivalente abaixo:

1

a)—a

2 2
ar—ay

n—2 n—2
a;  —aq

n—1 n—1
a,  —a

n
a

n
a

-2
-1

1
az —aj

2
a, —day-ax

n—

n—

1
asz —daj
2
az—dap-as

3 n—?2 n—3

2 n—1 n—2

1

ap, —daj

2
a, —ap-ay

n—2 n—3
ar<—ap-al

n—1 n—2
ar’ —ay-a,

Reduzindo o determinante (1.1) a termos semelhantes, teremos

o O

=]
Q
[

]
Q
(SRS

1

az —daj

a-(ax—ay)

1
az —aj

az- (a3 —a)

ap —daj

an'(an_al)

a3 (ay—ar)

a 2'<an_a1>

(1.1

(1.2)



Aplicando o Teorema de Laplace na primeira coluna do determinante (1.2), teremos

ay) —aj asz —ag a, —aj
ay-(ay—ay) asz- (a3 —ay) an - (a, —ay)
(1.3)
dy 3 (aa—ar) a7 -(az—ar) - @y (an—an)
a2 (ay —ay) a’g_z-(a3—a1) o d 7 (ap—ay)

Agora, em cada uma das colunas de (1.3), aplicamos a propriedade da linearidade do

determinantes sob linhas ou colunas, obtendo:

1 1 1
a as dap
(aa—ay)-(az—ay)-(as—ay).--- (ap—ay)| : :
n—3 n—3 n—3
a, as a,
n—2 n—2 n—2
a, © ay a,
Chamando,
a as e ap
!
n—3 n—3 n—3
az a3 e an
n—2 n—2 n—2
a as n

I, . .
observamos que A € um determinante de Vandermonde de uma matriz de ordem n — 1, con-

cluimos, por hipétese de inducdo, que:

A= T (aj—a).

2<i<j<n
Dessa forma, o determinante de Vandermonde é vélido para toda matriz de ordem

n > 2, ou seja:

Al= ] (aj—a).

1<i<j<n

Como o determinante de Vandermonde € obtido multiplicando-se todas as diferencas

possiveis (a; — a;) entre os elementos caracteristicos, com a condi¢do que j > i, podemos
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concluir que se pelo menos dois dos elementos caracteristicos forem iguais entre si, o deter-
minante serd nulo, pois aparecerd um zero no produto.

Exemplo: Calcule o determinante da matriz de Vandermonde abaixo:
A:matrix([1,1,1,1],[2,3,4,5],[4,9,16,25],[8,27,64,125]);

1 1 1 1
2 3 4 5
(A)
4 9 16 25
8 27 64 125
Al = (a2 —a1)(a3 —a1)(az —az)(as —a1)(as —ar)(as —ar)
= (3-2)(4-2)(4-3)(5-2)(5-3)(5-4)
= 12
4.2 Determinante de uma matriz: Caso 1.
Considere um n-upla (ay,az,...,an,—1,a,) de nimeros reais. Defina a matriz A, = [a;j]xn,
definida por:
aj, se i<]j
a,-j = al N+ i=j
Ai—j+1, Se 1>]

Aplicando estes comandos as matrizes de ordem 2, 3 e 4 obtemos:

(a) Resultados obtidos a matriz de dimenséo 2:

ay; ap
<a2 a]) (A)

aj-—ap (detA)

A :matrix([ay,az),[a2,a1]);

detA:determinant(A);

expand(%);

a;z—ag (% 03)



factor(%);

—(az—ay) (a2 +ay) (% o4)

(b) Resultados obtidos quando aplicados a matriz A de ordem 3.

A matrix([a17a27a3]7 [a27a17a3]a [613,612,611]);

a; a; as
a ay az (A)
az a; aj
detA:determinant(A);
—as (a1 a —a32) +aj (a12 —a2a3) + a3 (a22 —aj a3) (detA)
expand(%);
agagz—alagz—i—agzag—a1a2a3—a1a22—|—a13 (% ol1)
factor(%);
(ay—aj) (a3 —aj) (az+az+ay) (% 012)

(c) Resultados obtidos quando aplicados a matriz A de ordem 4.

A matrix([a17a27a37a4]7 [a27a17a37a4]7 [(13,02,01,04], [(14,(13702,(11]);
ay dpy az a4
a, a; az a4

(A)

az az d4aj aq

ays az dz daj

detA:determinant(A);
—ap (—a3 (a] as —a42) +az (a;z—a2a4) +ay (azaz —ay a4))—|—a3 (—a1 (a] as —a42))

(+az (ajaz —azaq)+ay (a32—a2a4)) +a; (—a3 (ajaz;—azaq) +a (ajz—a2a4) +)

((Clzz—a]ag) a4) —ay (a3 (6132 —612614) —daj (a2a3 —a1a4) +as (6122 —a;ag))
(detA)
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expand(%);
—a2a3a42+a1 a3a42—|—a1 a2a42 —61126142 —a2a32a4—|—a1 a32a4 —a22a3a4+2a1 araszday

—a12a3a4+a1 a22a4—a12a2 as+ajpar a32—a12a32—|—a1 azzag—ajzagag—a]2a22+a14
(% o7)

factor(%);

—(az—ay) (az—ay) (as—ay) (as+az+az+ay) (% 08)

Como podemos observar nos resultados acima, existe um padrdo quando calculamos o
determinante de A, em fun¢do da dimensao n e dos nimeros aj,as,...,a,, levando - nos a

estabelecer a seguinte conjectura:

Conjectura 4.2
n

n
det(A,) = (—1)”*1-[H(ak—a1)]~[z a] 4.1)
k=2 k=1

Aplicamos a Férmula 4.1 as matrizes de ordem n =5 e n = 6 e verificamos que ela
continua vélida. O préximo passo € procurar demonstrar o resultado para tornd-lo uma pro-
posicao.

A demonstragdo segue por propriedades basicas de determinantes, tais como, o de-
terminante de uma matriz nao muda se substituirmos uma linha (coluna) da matriz por ela

mesma mais um multiplo de outra linha (coluna).

(Caso k =2) Note que

ay az 2_ 2 2-1
det =aj—a;=(—1)""(ax—aj)(a +a)
a ap
(Caso k = 3) Note que
ay az as
a as ai a a2
det | a» a1 a3 = azdet — aprdet +aidet
ap as ax as a a
ay a; a

= az(apaz —a1a3) —ax(ajaz — azaz) + a1 (a1 —az) (a1 + az)
= d(aw—a) —aar(a — a) +a1(a1 — ) (a1 +az)
= (az—al)(ag—i—awz—a%—alaz)

= (—1)371((12—(11)((13 —al)(al +ap —l—a3)
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Caso Geral k =n

ap  ay az a4 ap—1 ap
a ay a3 a4 ap-1 ap
as ay ay a4 an—1 Gan
det(A,) = det as as a a a,—1 ay
an—-1 ap—2 ay-3 dy—4 ... ay  ap
Qn ap—1 dp—2 ap-3 ... as ai
ai az as an—1 an
ar) —aj al—ap 0 0 0
1 as —aj 0 ap—as 0 0
= det
p—1—ay ap2—ay dp,-3—as aj —ap— 0
an—day dp—1—4az dap-2—4as az —dp—1 4y —d
Z’]’(lzl ag ar as an—1 ap
0 ay—ap 0 0 0
2 0 0 ay—ajs 0 0
= det
0 ap—2—az ap-3—as ay —ap—| 0
0 ap—1 —a2 dap—4—4as an—1 —Aap—1 4aip —dap
1 n n
n—
= (=" Y)Y a) [[(ax—ar)
k=1 k=2
onde na primeira igualdade executamos para cada linha L;,i = 2,3,...,n a operagdo

elementar L; <— L; — Ly, enquanto que na segunda igualdade executamos a operacdo ele-

mentar na primeira coluna C| «— C; + Y}, C;. Ambas as alteragdes conservam o determi-

nante da matriz.

Vamos utilizar a proposi¢@o acima para calcular os determinantes das matrizes abaixo.

1. Exemplo (1)

Al =

>

I
—_ W
B W B
W =

(-1’1 (4-3).(1-3).3+4+1)

1.1.(-2).8
—16
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2. Exemplo (ii)

-2 3 2 5
B— 3 -2 2 5
2 3 =2 5

5 2 3 =2

Bl = (=113 -(-2)).2-(-2)).(5-(-2))-((=2) +3+2+5)

= (~1).54.78
= —1120
3. Exemplo (iii)
1 2304
2130 4
C=[32104
0321 4
40321
Bl = (—1)>"L2-1).3-1).(00-1).(4—1).(1+2+3+0+4)
= 1.1.2.(=1).3.10
= —60

4.3 Determinante de uma matriz: Caso 2.

Considere um n-upla (ay,az,...,dn,—1,a,) de nimeros reais. Defina a matriz A, = [a;j]nxn,

definida por

aj—i+1, se <]
aij=<{ a se i=j 4.2)

Ai—j+1, Se 1> ]

Aplicando estes comandos as matrizes de ordem 2, 3 e 4 obtemos:

(a) Resultados obtidos a matriz de dimensao 2:

a; ar
)
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detA:determinant(A);

ar’ —ay* (detA)
expand(%);
ar® —ax? (% 03)
factor(%);
—(a2—ay) (a2 +ay) (% o4)

(b) Resultados obtidos quando aplicados a matriz A de ordem 3.

A :matrix([ay,a2,a3), a3, a1, a2, a3, a2,a1]);

a; a; a;
a; a; a (A)
az ap; aj

detA:determinant(A);

az (azaz—ajaz)—az (ajaz —azaz) +ay (a12 —a22) (detA)
expand(%);
agagz—a1a32+a22a3—a1a2a3—a1a22—|—a13 (% o7)
factor(%);
(a2 —ay) (a3 —ayp) (a3 +az+a;) (% 08)

(¢) Resultados obtidos considerando a matriz Ag.

A:matrix([al,az,ag,(u],[a4,a1,a2,a3],[a4,a3,a1,a2],[a4,a3,a2,a1]);
ay; dp az a4
aq aj az as

(A)

ag az aj a

as az ax; aj
detA:determinant(A);
—d) (613 (61204 —daj a4) —ay (a; ay —a2a4) + (6112 —6122) Cl4) —day <612613 —daj 613) aq—aj
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(azag—ajaqg)+asz ((ajaz —azaz) ag—aj (ajag —azas)) +aj (a3 (azaz —ajaz))

2 2
(—a2 (a1a3—a2a3)—|—a1 (a1 —a )) (detA)
expand(%);
—a2a3a42—|—a1a3a42—|—a1a2a42—a12a42—a2a32a4+a1a32a4—a22a3a4+2a1a2a3a4

—a12a3a4—|—a1a22a4—a12a2a4+a1a2a32—a12a32+a1a22a3—a12a2a3—a12a22+a14
(% 03)

factor(%);

—(az—ap) (a3 —ay) (ag—ay) (ag+az+ax +ap) (% o4)

Como podemos observar nos resultados acima, existe um padrao quando calculamos o
determinante de A,, em funcdo da dimensao »n e dos nimeros ay,as,...,a,, levando a estabe-
lecer a seguinte conjectura:

Conjectura 4.3
n

det(Ay) = (=1)"""[[T(ax —a1)]- [Xn: a] (4.3)
k=1

k=2
Aplicamos a Formula 4.1 as matrizes de ordem n =5 e n = 6 e verificamos que ela
continua vélida. O proximo passo € procurar demonstrar o resutlado para torna-lo uma pro-
posicao.
A demonstragdo segue por propriedades basicas de determinantes, tais como, o de-
terminante de uma matriz ndo muda se substituirmos uma linha (coluna) da matriz por ela

mesma mais um multiplo de outra linha (coluna).

(Caso k =2) Note que

a a 2 2 2-1
det =aj—a5=(—1)""(aa—a1)(a; +ay)
a ai
(Caso k = 3) Note que
ay ady ajs
a az as ap as aj
det | a3 a; ap = ajdet —ardet + azdet
a ai as ai azy az
ai az aj

= ay(a? —a3) — ax(aza) — a3az) + az(azar — aya3)

= ai(a) —ay)(a) +ay) —araz(a; — ax) + azaz(ay — ay)
ay —ay)(—aja; —ayaz + aras -I—a%)

ay —ay)(—aja) +ajaz — ayar + araz — ajaz +a3)

a —ay)[(—a1 +a3)a; + (—ai +a3)ax + (—a; +a3)as]

—1)3_] (ay—ay)(az —ay)(a; +ax+a3)
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Caso Geral k =n

aj ar as ... Ap—2 ap_q an
an A a ... 4p-3 dp-2 dp—|
anp dp—1 4i ap—4 dp-3 Qp-2
det(A,) = det
an Qap—1 A4p-2 ai as as
an ap—-1 A4ap-2 ... 4ap-2 di as
a, ap—1 aAu—2 ... as ar aj
1 a a ap-2 Au—1 ap
I a & ap-3 Ap—2 Ap—|
n I a1 a ap—4 dp-3 Qp-2
L Z a; | det
i=1
I a1 apo a  a as
1 a,—1 a,—» ... a3 ay a
1 ap—1 ayn—2 ... as ar ai
1 0 0 0 0
1 a—-—a a—az ... Qu_2—0a,_1 Qau—_1—ay
2 i o | det I ap-1—ay ay—az ... ap3—ay,1 ap2—ay
i=1
1 ap-1—ay ayp2—az ... a1—au_ a) —an
1l ap_1—a» ap—n—a3 ... ax—a,_ ay—ap
1 0 0 e 0 0
l ai—ay 1 ax—ayp2 ... ap2—ay ay,1—ay
; 1 0 ay—day_> ... Au_3—dady d,_o—dy,
El Z a; | det
= 1 0 0 e 0 as—ay
1 0 0 e.ooar—ap ar — ay
1 0 0 .o 0 a) —ay
ay—dp—1 a2 —A4ap-2 ... dp-3—d43 dp-2—AdA2 dup—1 —dyn
0 ay—ap—2 ... A 4—0a3 ay-3—ay au2—dy
n
d Z a; | det
i=1 0 0 ... ap—as 0 asz —ay
0 0 - 0 ay—ap a —ay
0 0 . 0 0 ay — ay

[l
—~
—_—
~—
N
L
—~
1=
)
~
~—
—
)
~
|
2
~—
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onde:

e Na primeira igualdade, substituimos a primeira coluna da matriz por ela mesma mais a
soma das demais colunas (C; <— C1 +Y;_,) e utilizamos a linearidade do determinante
na primeira coluna;

e Na segunda igualdade, substituimos cada coluna Cy,k = 2,3,... n por ela mesma me-
nos um multiplo escalar (a;) da primeira coluna (Cy <— C; — a;C) ;

e Na terceira igualdade, substituimos cada coluna Cy,k = 2,3,...,n— 1 por ela mesma
menos um multiplo escalar (a; — a, 1) da primeira coluna (Cy <— Cy — (ax — ay—+1)C1)

b

e Na quarta igualdade, calculamos o determinante pelo desenvolvimento de Laplace ao

longo da primeira linha;

e Na quinta igualdade, usamos o fato de que o determinante de uma matriz triangular é

o produto dos elementos da diagonal principal.

Vamos utilizar a proposi¢cao acima para calcular os determinantes das matrizes abaixo.

1. Exemplo (1)

4 5 =2
A=] -2 4 5
-2 5 4
Al = (=131 (5-4).(-2-4).(4+5-2)
= 1.1.(-6).7
= —42
2. Exemplo(ii)
2 415
a_| 5241
512 4
51 4 2
Bl = (-1)*1(4-2).(1-2).(5-2).2+4+1+5)
= (=1).2.(=1)3.12

= 72
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3. Exemplo(iii)

74 -1 5
27 4 -1 5
C=|25 7 4 -1
25 -1 7 4
25 -1 4 7
ICl = (D> L@ -7.(-1-7).5-7).2=T7).(T4+4+(-1)+5+2)
= 1.(=3).(—8).(=2).(=5).(17)

= 4080

Verificamos a veracidade da proposi¢do, nas matrizes numéricas de ordem 3,4 e 5.

4.4 Uma propriedade interessante do Determinante de uma

matriz qualquer de ordem n > 3.

4.4.1 Uma nova Conjectura relacionando o determinante de uma ma-
triz

Nesta secdo apresentamos uma atividade de investigacdo que relaciona o determinante
de uma matriz A com cinco determinantes de submatrizes da matriz avaliada.

A idéia surgiu quando trabalhdvamos com matrizes tridiagonais, tentando criar situ-
acoes préaticas de investigacdo escolar. Rapidamente percebemos que a propriedade, a ser
apresentada mais adiante, se estendia para todos as matrizes. E que, de fato, se tornou um
trabalho de pesquisa, inclusive com consulta a artigos cientificos para validar a conjectura
estabelecida.

Para compreender o surgimento da idéia, vamos considerar um caso particular n = 3.

Para tanto considere a seguinte matriz

ailp aiz2 aijs
ay ap axp (4.4)
a3y dzzy dasjs

Quando selecionamos as submatrizes de A, de ordem 2, que destacam os ‘“cantos” da
matriz A (Figura 4.4.1), e observamos as quatro submatrizes, notamos um elemento em co-
mum (Figura 4.4.1), o elemento a»;. O que gostariamos de investigar € como esse elemento

se relaciona com os determinantes dessas quatro submatrizes.
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a3
azs
az1 Gz 0433

(a) (b) a;; 42 aiz |

z1 | Gz Q3
ajp Qi Q13
.
ass

Ian a2 a13] aszq, daszp; dass
(©) d

a1
az1

az1 dzz azz

;i
as
Figura 4.1: Submatrizes de ordem n — 1 que destacam os “cantos” da matriz A.

Ao definirmos as matrizes

apl an ap az
My = e M=
| a21 ax | | an ax |
ax axy axy ax
My = e My=
| @31 a3 | | a3 a3z |

e operamos com os seus determinantes, percebemos que a expressio
a’et(Mn) -det(Mzz) —det(Mu) -det(le) 4.5)
pode ser expressa como
ax - (a11a22a33 — a12a21a33 — a11a23a32 +a13a21a32 +a12a23a31 —a3anasr)). (4.6
Ora, a equacgdo (4.5) é exatamente o determinante da matriz

det(Mn) del‘(Mlz)
det(MZl) det(Mzz)

Y

enquanto que o fator multiplicativo do termo ay; em (4.6) € o determinante da matriz A. Ou
seja,
det(M) = apy - det(A). 4.7)

A igualdade (4.7), ndo s € interessante do ponto de vista de que podemos calcular
o determinante de A se az; # 0, mas porque o método se estende a matrizes ordem mais
elevadas, permitindo um caminho mais natural do que o dispositivo como “Regra de Sarrus”
que s6 funciona quando n = 3. Além disso, através das propriedades de determinantes que
envolvem permutagdes de linhas e colunas da matriz, 0 método torna-se vidvel quando ao
menos um elemento da matriz é ndo nula ( uma submatriz tem determinante nao nulo).

Além disso, a propriedade estabelece que para obter o determinante de uma matriz de
ordem 7 sdo0 necessdrios apenas quatro determinantes de ordem (n — 1) e um determinante
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de ordem (n — 2), bem menor do que os n determinantes de ordem (n — 1) utilizados pelo
Desenvolvimento de Laplace em relacdo a uma linha ou coluna da matriz. Como também,
observamos que investigamos a relacdo de outras matrizes quadradas e os elementos de sua
interse¢do e o resultado foi estabelecido na conjectura que passamos a descrever.

Dado n € N um nimero natural, escrevemos I, = {1,2,...,n}, para representar o con-
junto dos nimeros naturais compreendidos entre 1 e n. Sejam 1,J C I,,, com n — 1 elementos
distintos, ordenado de forma crescente e considere K = I'NJ. Defina as seguintes submatri-

zZes,

My = [(aij)lictejer
i) ictejer
My = [ al])]tejejel
Mj = [ alj)]lGJejGJ

Mk k = [(aij)]i jek

Por exemplo, se I = {1,2,...,n—1},J={2,...,n} entdo, K =INJ ={2,....n—1} e

an as o0 dip
My = azn 0%73 e a2.,n
an—-12 Aap—-13 - Aun—-1n
e
a1 azp v Ayp-d
M]J _ azp azz - 03,7—1
ap1 4p2 - Adpn—1
Operando uma matriz A qualquer com o software Médxima, construimos a seguinte
conjectura:

Conjectura 4.4

(4.8)
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Vamos testar, esse método para algumas matrizes de ordens menores, cabe aqui uma
observacdo: a quantidade de casos que devem ser considerados na demonstracao consiste em
analisar as combinagdes dois a dois do conjunto {X;,X>, ..., X; }, onde X; é um subconjunto
com n — 1 elementos distintos de I, e X; # X .

Ao considerar o par de conjuntos X;, X;, basta considerar o caso em que j > i. Com
efeito, basta notar que vale a seguinte propriedade:

‘MX,-.,X-| _ ’MXhXi‘ ’MXhXj‘ _ |MXj,Xj’ ‘MX/',M[| _ |MX-,X,<’-
! |MXj,Xi| |MXj,Xj| ’MXi7Xj| |MXi,Xi‘ !
Uma vez que a matriz M; ; € obtida da matriz M; ; permutando suas linhas e suas colunas. O
nimero de combinagdes a ser considerado de / e J para a demonstracdo do resultado, € dado
por

(m)x(n—1)

Ciy= > ;

ey

onde n € a ordem da matriz.

Comecaremos por uma matriz de ordem 3, usaremos para isso todas as combinagdes
possiveis para I,J, com I # J, totalizando tré€s casos a considerar.

Os comandos abaixo representam os comandos executados no Maxima e seus respec-

tivos resultados possiveis, com adaptagdes na notagdo para facilitar a leitura do texto.

Dada a matriz A:

A rmatrix([ay 1,a12,a1 3], [a2.1,a22,a23),]a3.1,a32,a33));

ap; ajp a3
azj azp a3 (A)
as; azp dasg

Caso 1: Tomaremos, I = {1,3} ,J={1,2} e K = {1},

MII : matrix([ay 1,a13),]a3 1,433

)E
apg a3 (MII)
asj asgs

Ml1J . matrix([al,l,am], [613,1703,2])§

ap; a2 (ML)

43,1 43,2
MJI : matrix([ay 1,a13),[az,1,a23));

ap; a3 (MID)

(a2 a23)
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MJJ . matrix([a171,a172], [a271,a272]);

[611,1 61172] (MJT)
azjp azz
deltaii : determinant(MII);

aj,ja3z3—aj3as | (deltaii)
deltaij :determinant(MIJ);

aj;az»—apas (deltaij)
deltaji: determinant(MJI);

ajjaz3—aj3ay | (deltaji)
deltajj : determinant(MJJ);

apjaz2—aj 20z (deltajj)

Logo:
delta : ay | xdeterminant(A) — determinant (matrix(|deltaii,deltai |
,|[deltaji,deltajj)));
ar g (apg (azza33—azzazz)—ap2 (aza33—azzazg)+apz(aza32—azzasz;))

—(arja2p—ajpazy) (arjas3—ajzaz ;) +(apjaz3—apzaz;) (arjaz2 —ajza;z;)

(delta)
expand(%);
0 (% 019)
Como o resultado é nulo, delta = 0. Ou seja, |K|-|A| — |M| = 0.
Caso 2: Tomaremos agora, I = {1,3},J ={2,3} e K = {3}, logo
MII : matrix(|ay 1,a1 3], [a3,1,a33));
ap; a3 (MII)
as; asgs
M1J : matrix(|a; 2,a1 3], a3 2,a33]);
ajz a3 (MIJ)
asz a3
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MJI : matrix([a271,a273], [a3,1,a3,3]);

(612,1 612,3) (MJT)
as| asgs
MJJ : matrix([az2,a23], (a3 2,a33]);
(az,z 61273) (MJT)
asz 4as;s
deltaii:determinant(MII);
ajjazz—ap3az; (deltaii)
deltaij: determinant(MIJ);
ajrazz—aj3as? (deltaij)
deltaji:determinant(MJI);
azjazz—az3as] (deltaji)
deltajj: determinant(MJJ);
az2a33—az3dzp (deltajj)

Logo
deltal : a33 x determinant (A) — determinant (matrix([deltaii,deltai ]
,|deltaji,deltajj)));
az s (ar g (azza33—azzazz)—apz (aza33—azzazg)+apz (aza32—azzaz;))

—(ar1a33—ajzaz;) (a2paz3—azzasz)+(ajz2az3—ajzazp) (aza33—az3as;)
(deltal)
expand(deltal);

0 (% ol1)

Como o resultado € nulo, deltal = 0. Ou seja,

K|-|A|—|M|=0.
Caso 3: Tomaremos agora, I = {1,2},J ={2,3} e K = {2}, logo
MII : matrix(|ay 1,a12),]a21,a22));
<a1,1 al,z) (MID)
az; a2
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MI1J : matrix([ay 2,a13),[a22,a23));

a2 a3
azpz az3s

MJI : matrix([a271,a272], [61371,61372]);

azj azp
as asp

MJJ . matrix([a272,a273], [a372,a373]);
azpy az3
asz dss

ajjaz2—ajp2az

deltaii: determinant(MII);

deltaij: determinant(M1J);

ajpaz3—ap3az?
deltaji: determinant(MJI);

azjaz2—az2ds
deltajj: determinant(MJJ);

az2a33—az3d32

Logo:

delta2 : aj  x determinant (A) — determinant (matrix(|deltaii,deltai |
,|deltaji,deltajjl));

(MIJ)

(MIT)

M)

(deltaii)

(deltaij)

(deltaji)

(deltajj)

az2 (ag (azza33—azzasz)—ajo (az a3z —azzas ;) +apz (azaz2—azzasz;))

—(arja2p—ajpazy) (azpa33—az3zazz)+(ajz2a23—aj3a27) (aza32 —azza3, 1)

expand(delta2);
0

Como o resultado € nulo, delta2 = 0. Ou seja,

K|-|A]—|M]=0.
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Como fica evidente, todas as possibilidades para I, J, foram demostradas, validando o método
para matrizes de ordem 3.
Passamos a demonstracdo do resultado para matrizes de ordem 4. Neste caso temos
seis casos possiveis.No que segue apresentamos um dos casos a ser considerado, os demais
casos encontram-se no apéndice do texto.
Considere a matriz A abaixo: A : matrix([al,l,al,z,a173,a174], [az’l,a2’2,61273,(1274], [a371,a372,a373,a374],

las,1,a4,043,044]);

ajj aj2 a3 ajq

azjp azz az3z dx4 (A)
as 4z az3z das4

aq] a4 aq43 dq4

Caso 1: Tomando 7 ={1,2,3},J = {1,2,4} e K = {1,2}, temos

MII : matrix([ay 1,a12,a13),[a2.1,a22,a23], [a3.1,a3 2,43 3]);

aj; aj2 a3
azp dzz a3 (MID)

asj 4azz 4z

MlJ : matrix([a171,a172,a174], [a271 ,a272,a274], [a3’1,a3’2,a3’4]);

apj; aj2 a4
a; azz Ay (MLJ)

azj azp azg4
MJI : matrix([ay 1,a12,a1 3], [a2.1,a22,a23], [as.1,a4.2,a4 3));

apj; aj2 a3
ap dzz a3 (MIT)

asq G472 Q43
MJJ : matrix([ai,1,a12,a1,4],a2,1,a22,a2,4],[as,1,a42,a4.4));

apj; ap2 a4
a; dzz azy (M)

aq] a4 a44

deltaii : determinant(MII);
arg(axza33—azzazz)—apz (az a3z —azzaz;g)+aps (azjaz2—azzaz;) (deltaii)

42



deltaij :determinant(M1J);

ajg(azzaz4—azqazp)—apz (azjaz4—azgazg)+apy (azja32—azzaz;) (deltaij)

deltaji: determinant(MJI);

arg(azzas3—azzayn)—apz (azjas3—azzaqgg)+aps (azjas2—azpay;) (deltaji)

deltajj : determinant(MJJ);
arg(azzas4—azqgaq2)—agz (azjas4—azgaqg)+apy (azjas2—azoay;) (deltajj)
deltak : determinant(matrix(|a) 1,a12],[a2,1,a22]));
ajjazz—aj2az (deltak)

deltal :
expand(deltak*determinant(A) - determinant(matrix([deltaii,deltaij],[deltaji,deltaj;]));

0

Como fica evidente, o método funcionou para uma combinagdo de / e J, A demonstracao
dos casos restantes que validam o método para matrizes de ordem 4, se encontram no anexo
deste trabalho.

No que segue, exemplificamos um caso para matrizes de ordem 5. N&do apresentamos 0s
demais casos por entender que o texto ficaria demasiadamente enfadonho e repetitivo. No
entanto, ratificamos que o método funciona para matrizes de ordem 5.

Dada a matriz

A tmatrix([ay1,a12,a13,a1.4,a15],[a2,1,a22,a2 3,02 4,02 5], [a3.1,a3 2,03 3,a3 4,03 5,
[as,1,a42,a43,a4 4,045, (a5 1,as52,a5 3,05 4,05 5]);

aj; ajz a3z a4 4s
az; azz a3 Qa4 425
az; aszz az3z d4z4 ass (A)

ag] aq2 aq3 Q44 a45

las;; asp asz asg4 ass)

Caso 1: Tomaremos I = {1,2,3,4},J={2,3,4,5} e K={2,3,4}
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Al :matrix([a11,a12,a13,a14),[a2,1,a22,023,a2 4], |a3.1,a3 2,03 3,03 4],
[as.1,a42,a43,0a44));

A2 :matrix([a) 2,a13,a1.4,a15),[a22,a23,a2.4,02 5], (432,03 3,03 4,03 5],
laa2,a43,a4.4,045));

A3 :matrix([az1,a22,a23,a2,4),[a3,1,032,03 3,03 4], [A4.1,042,043,04 4],
las 1,a52,a53,05.4));

A4 :matrix([az2,a23,a24,025),[03 2,03 3,03 4,03 5], [A42,04 3,04 4,

ass),|asn,as3,as.4,a55));

aj] aj2 a3 dajq
azjp azz azz a4 (Al
asj asz azi daszgq

(a4 aq2 aq3 aq4)

aj2 ajz aj4 4ajs
a2 azz azg4 azs (A2)
azz azz dazg4 ass

(as2 aq3 aqq aqs|

azjp azz azz a4
aszj azz azi daszgq (A3)
ag] aq2 a43 Q44

| d5,1 ds52 d53 454

a2 azz dazg4 azs
az2 azz az4 ass (Ad)
az2 aq3 Q44 a45

a5y as3 asg4 asgs|

W :matrix([az,a23,a2.4], (a3 2,03 3,03 4], [a4 2,04 3,04 4]);

a; a3 dazgq
as> d4z3 azgq (W)
a42 a43 aq4

Calculando os determinantes
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detAl : expand(determinant (A1)
(A2));
(A3)
(A4)
)

(
detA2 : expand(determinant
detA3 : expand(determinant
detA4 : expand(determinant (A4));
detW : expand(determinant(W')

detA : expand(determinant (A));

Aux1 = expand(detW xdetA) — expand (determinant (matrix([detAl,detA2],
[detA3,detAd])));

Auxl = 0,como queriamos demonstrar. (% 013)

Nao apresentaremos aqui a demonstra¢ao da generalizagdo desse resultado. Ele seguird

como caso particular do resultado que serd discutido no proximo Capitulo.

4.4.2 Um método alternativo para calcular determinante de matriz de

ordem 7, (n > 3), método da reduciio a uma matriz de ordem 2.

O método apresentado € um caso particular da conjectura apresentado na Secdo ante-
rior. Para tanto, consideramos I = {1,2,....n—1},J ={2,3,4,...,.n} e K ={2,3,...,n—
2,n—1}.

Com esta escolha estamos considerando as quatro submatrizes da matriz A, de ordem
n— 1, que contém os “cantos” da matriz original e os seus determinantes. Em termos do me-
nores da matriz A, estamos considerando M, 1,M; ,,M, 1,M, ,, onde M; ; € o determinante
da submatriz de A removendo-se a i-ésima linha e j-ésima coluna de A.

De acordo com a se¢@o anterior, podemos obter o determinante de uma matriz de ordem
nxn, (n > 3), calculando quatros determinantes de ordem (n— 1)x(n — 1) e um determinante
de ordem (n —2)x(n —2), sob a condigdo que o determinante de ordem (n — 2)x(n —2) seja
diferente de zero. Isso € extremamente interessante uma vez que o cdlculo do determinante
de ordem n, utilizando o desenvolvimento de Laplace, requer n determinantes de ordem
n—1. O novo método tem um custo muito menor!!

De acordo com equacdo (4.8), o calculo do determinante de uma matriz pode ser, via
de regra, visto a partir do calculo de um determinante de uma matriz 2 x 2. Isto sugere um
processo interativo, no qual a tinica condicao € que em cada etapa a matriz K, do lado direito
da equacdo (4.8) seja escolhida de modo que seu determinante seja nao nulo.

Nesta secao utilizamos o método para obter um novo esquema de célculo dos determi-
nantes de ordem 3, bem mais sugestivo que outros dispositivos que existem para o calculo
de determinantes de ordem 3.

Usando I = {1,2},J = {2,3}, aplicando a férmula (4.8) e com o auxilio do méxima,

vamos calcular o determinante das matrizes abaixo:
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A: matrix([1,2,11,[4,2,51,[3,2,11);

1 21
425 (A)
3 21
C: matrix([1,2],[4,2]);
1 2
(4 2> ©
D: matrix([2,1],[2,5]);
2 1 (D)
25
E: matrix([4,2],[3,2]);
4 2 (E)
3 2
F: matrix([2,5],[2,1]);
25
(2 1) )

B: matrix([2]);

()

det (A) : (determinant(C)*determinant(F)-determinant(D)*determinant(E))

/determinant(B);

det(A) = [(—6%8) — (2x8)]/2 = 16

Como visto acima, o novo método realmente funciona, agora podemos fazer a seguinte
pergunta "O que acontece quando o determinante da matriz formada pelos elementos da in-
ter secdo das submatrizes for igual a zero?", obviamente nao temos divisdo por zero, iSsO
nos faz pensar que em algumas matrizes a féormula mostrada acima ndo conseguird resolver.
Mas, para contornar esse problema podemos utilizar a propriedade iv) dos determinantes.
Ou seja, para calcular o Determinante desse tipo de matriz trocaremos duas filas paralelas de

maneira que o Determinante da matriz formada pela a intersecdo das submatrizes nao seja
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zero, depois € so efetuar o cdlculo normalmente. No final s6 precisamos multiplicar o re-

sultado por (—1) para cada fila paralela trocada, como podemos observar no exemplo abaixo:

A: matrix([1,3,11,[5,0,21,[3,2,1]);

(A)

W W =
N O W
—_— N =

Como a interse¢ao das submatrizes A, B, C, D € zero, vamos trocar a posi¢cao de duas linhas:

A1l: matrix([5,0,2],[1,3,11,[3,2,1]);

5 0 2
131 (AD
3 21
C:matrix([5,0],[1,3]);
50
<l 3) ©
D: matrix([0,2],[3,1]);
0 2
D
<3 1) (D)
E: matrix([1,3],[3,2]);
1 3
E
(3 2) E)
F: matrix([3,1],[2,1]);
31
F
<2 1) ®

B: matrix([3]);

)

det (A1l): (determinant(C)*determinant(F)-determinant(D)*determinant(E))

/determinant(B);

det =[(15%1)— (—6x—7)]/3=-9
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Logo:

det(A) =det(Al)x(—1)=(-9)x(—1)=9

Assim, conclui-se que, com o auxilio da propriedade iv), podemos facilmente calcu-
lar qualquer determinante ndo importando a matriz a que esteja considerando. Os casos de
matrizes de ordem maiores de n > 4 ¢ feito de maneira anédloga, apenas vale reforcar que
quando houver mais de uma troca de filas paralelas o determinante é dado por:

D] =k.(—1)",
sendo:

e [k, sendo o determinante da matriz original’. (ou seja, antes de trocar as filas paralelas),

e [, sendo a quantidade de permutacdes.
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Capitulo 5

Uma proposicao surpreendente dos
determinantes menores

O resultado da dltima Se¢do realmente é muito interessante € gastamos um bom tempo
tentando demonstrd-la. Devido a dificuldade de se obter uma demonstracdo matemaética
propria, buscamos na literatura resultados semelhantes que pudessem embasar nossas ideias
e fundamentar nossas técnicas de abordagem.

Foi, através de uma pequisa em artigos da drea, que encontramos um resultado mais
geral e demonstra a nossa Conjectura como caso particular. O artigo "A strange property of
the determinant of minors"(ver [1]), que estabelece nosso resultado como caso particular,

€ o objetivo desse Capitulo.

5.0.1 Teorema Principal

No que segue, é dada uma matriz real A = [a;;] de ordem n. Escrevemos M;; para
designar os menores da matriz A associados aos indices i e j, ou seja, M; ; = det(A; j) onde
A; j € a submatriz de A removendo-se a i-ésima linha e j-€sima coluna de A.

Onde M}, é qualquer submatriz quadrada de ordem k da matriz dos menores M, A re-
lagdo acima generaliza o caso trivial para k = 1 e € consistente com a relagdo comprovada

para k = n quando &, é considerado como 1.

Seja M a matriz de menores de uma matriz quadrada A de ordem n. Para cada submatriz
quadrada de ordem k; Mj, = [M;;], de M, definimos & como o determinante da submatriz de A
de ordem (n — k), tomando os complementos das posi¢des de linha/coluna que foram usadas
em My, e 1 <k <n,isto é:

O =|(apg)l, 1<p,qs pFi,q#].

Com essa no¢do, nds provamos a relacao:
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Teorema 5.1
M| = |A[*" 8 (1)

Observe que o resultado € trivialmente verdadeiro para k = 1 como se segue da defini-
cdo de menores. Com efeito, se k = 1, suponha sem perda de generalidade que M € definido

pelos indices i e j (fixados). Entao,

ail - aijj-1  Aije1 ccc o din

ai—11 0 Gi-1j-1 @i-1j+1 ** Gi-1n .
M| = |M;j] = =81(i,)).

Air11 + Qiplj—1 Giglj+1 - digln

apl - dpj-1 apj+1 - dpn

No restante do texto utilizaremos as duas identidades abaixo, as quais sdo derivadas
do célculo do determinante da matriz A pela i-ésima linha aplicando o desenvolvimento de
Laplace.

anMi —apMp + -+ (=1)"aypM;, = (—1)|D|. “)
anMj —apMp+---+(—1)"ayuM;, =0 ¥V 1<i#j<n. 5)

Na equacgdo (4) nés temos o determinante D (até um sinal) usando os elementos da
i-ésima linha e os menores correspondentes. Na equacgao (5), temos o mesmo determinante

de uma matriz com idénticas linhas i e j, com i # j).

Demonstracao de (1): Usaremos inducdo em k para provar equacao (1). J4 indicamos que
a equacdo (1) é valida para k = 1. Assumiremos que ela vale para o determinante de menor
ordem de (k— 1) e provaremos o resultado da equagéo (1) utizando essa suposi¢ao.
Com efeito, expandindo o determinante de M pelo desenvolvimento de Laplace na

primeira linha, obtemos:

My My, - My My My -+ My
: Do 1| =Mn Do
My Mgy -+ Mg M Miz -+ My
My My - My My My -+ M-
M| i b e (D My (6)
My Mpz -+ My My My -+ Mg
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Note que cada um dos determinantes dos menores no lado direito é de ordem (k— 1),
portanto, segue da hipdtese de inducdo que:

My My My
My Mo Mg
ai; Ay aip
:|D|k*2{M1| Ak+11  Ak+1k+1 Ak+1n My
anl Apk+1 Ann
ayg  dig+1

ain
ak+12

ap2

alk+1

Af4-1k+1

Ank+-1

Aln

—f—-'~—|—(—1)k71M1k

Ank

Ag+1k  Ak+1k+1

Apk+1

Expandindo cada um dos determinantes do lado direito usando a primeira linha

correspondente, nds temos

A+ 1n

Ann

Ak+11
Ar121

Ak+1n

Ak+2n

Ai+-1n—1

Ar42n—1

Af+-1k+2
Ap4-2k+2

ank+2

Ann

My M, My
. k—2
: = D" “{Mi1{a11 6 — air41
My M, My
Ak+11  Qk+1k+1 Ak+1k+3 """
Aky21  A42k+1 A4+-2k+3 "7
+airi2
anl Apk+1 Ank+3
ag+11  Ak+1k+1
ag421  Ak4+2k+1
—k
+- (_1)n aln
anl Apk+1
ag+12  Ak+1k+2
ag422  Ap42k+2
—Mi2{ai26 — air+1 ) }
an2 Ank+2
ag+12  Ak+1k+1  Ak+1k+3
ag+22  Ap4+2k+1  Ak+2k+3
+aiii2 . .
anl Ank+1 Ank+3
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Ak+1n

Ae2n

Ann

Ak+1n
A+2n

[

Aln

Ak+1n

Ann

Ak+1n

A+2n
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ag+12  Ak+1k+1 - Ak+1n—1
ag422  Qk42k+1 - Ak2n—1 }

an2 Apk+1 t Apn—1

A1k Ak+1k+2 " Ak+-1n

Ak+2k  Ag+2k+2  °°  Qk+2n
k-1
+-+ (=) {Migan b — airr , ,

Ank Apk+2 te Ann
Ap4+11  A+1k+1  Ak+1k+3  *°° dik+1n
Ap421  Qk42k+1 Ak+2k+3 °°°  Gk4+2n
+aikt2 .
anl Ank+1 Apk+3 T ay
Ai4+1k  Ak+1k+1 - Ak+1n—1
g2k Ak+2k+1 " Ak42n—1
—k
+oet (=D am| . . . 13
Ank Ank+1 T Apn—1

Agrupando os termos semelhantes, obtemos:
My My - My

My Mio - M
= |D[**{(aniM11 —appMin+ -+ (= 1) ay M) &

Ak+11  Qk+1k+2 " AK+1n Ak+12  Ak4-1k+1
—ay1{My | : : — M :
anl Apk+2 T Ann ap Apk+2
Ag+1  Ak+1k+1  Ak+1k+3  °° Aik+1n
k—1 . . ) .
+oH (D) M| : : S
Ank Apk+1 Ank+2 T Ann
411 Qk+1k+1 Ak+1k+3 " dik+1a
ajk2{Mn : :
apll Anlk+2 Apk+3 s Ann
ag4+12  Qk1k+1  Ak+1k+3  °°° Aik+1n
My ) . .
an2 Ank+1 Apk+2 te Ann
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A1k Ak+1k+1  Ak4+-1k4+3  *°° Qk+1n
o (D) M| : o)

anlk Ank+1 ank+2 T Ann

Ar4+11  Qk+1k+1 - Ak+1n—1
—k
—|—---+(—1)n aln{MH

anl Ank+1 T Apn—1
ag+12  Ak+1k+1 - Ak+1n—1
—M;>
an2 Apk+1 te Apn—1
A4+-1k  Ak+1k+1 - Aik4+-1n—1
k1
+- 4 (=1) My : : : 1} )
Ank Apk+1 T Apn—1

Afirmacdo: o coeficiente de (—1)'aj;,;(1 <1< n— k) na equacio é exatamente

(=) M4y 6.

Substituindo cada coeficiente do termo (—1)’ay;; na equagdo (9) e utilizando a afirmagio,
cuja demonstracdo serd provada logo adiante, obtemos:

My My - My
My, My - Mg
= A2 {a My —apMpp 4+ (=) Lay My + (= 1) ay ;Mg
o (1) M} 8 = AT AIS = (AT S g 4, (10)

Demonstracao da Afirmacao. Observe que queremos verificar a seguinte igualdade:

Ak+11  Qk+1k+2 - Gkt ag+12 Ak+1k+1  *°° Gk+ln
My, : : o | =M : :
anl Apk+2 R 7777) an2 Ank+2 te Apn
Ak+1k  Qk+1k+1  °° Gk+1n
o (D M| Lo =E) M e A
Ank Ank+1 e Ann

Note, inicialmente, que

A+-1k+1 A+1k+2 --- Qktln
Ap42.k+1  AU+2k+2 -+ k420
6k — . . .
An—1k+1 An-1k+2 --- An-1n
An k+1 Ank+2 - an.n
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Escrevendo (J);; como o determinante da submatriz de & eliminando-se a —ésima linha e
primeira coluna, expandindo os determinantes na equagdo (11) usando a primeira coluna
em cada caso e agrupando os termos semelhantes ((J)1), 0 lado esquerdo da equagdo (11)

pode ser reescrita como:

(811 (ars11M11 — ag 1My + -+ (=D g Myy)
—(8)a1 (@21 M1t — agioMig 4+ (=D g oMy ) + - -
+(_1)n—1 (Sk)nl (anlMll —apMipp+---+ (—1)k_lankM1k)

que, utilizando a equacdo (5) para j = 1,i =k+ 1,k+2,...n, obtemos:

(—DM(80) 11 [k 1k 1Mk 1 — agereroaMigsa + -+ (= 1) Lagy,My,)

—(8) 21 [aks 26+ 1M1g1 — rroks2Miga + -+ (= 1) lay o, My,

oo (D)) n kit [k 1 Mg 1 — @i 2Migga + -+ (= 1)  Lay, My, }

= (=" "My {(8) n1arr1ks1 — () naiani + -+ (=1 (&) n_r1@ms1}

=(— 1)"’1M1 k+10k, onde, para o coeficiente de My 1, nds utilizamos a equacéo (4)
com i = 1. Os coeficientes de M7, ...Mj,, sdo todos zeros como segue da equacdo (5).

Isso completa a prova da equacdo (11) e consequentemente da equagdo (1).

5.0.2 Demonstracao da Conjectura 4.4.

Proposicdo 5.2 Dado n € N, escrevemos I, = {1,2,...,n}, para representar o conjunto dos
niimeros naturais compreendidos entre 1 e n. Sejam I,J C I,,, com n— 1 elementos distintos,

ordenado de forma crescente e considere K = INJ. Defina as seguintes submatrizes,

MII = [ aijj ]1613161
MIJ = [ aij ]tGIejEJ

(aij)

(aij)
My = [(aij))icejer

= [(aij)]i

Mk x = [(aij)]i jex

Por exemplo, se [ ={1,2,...n—1}, J ={2,...,n} entdo, K=1INJ ={2,...n—1} e

ajp a1z - aip
ap a3 - Ay
My = . .
an—-12 Aap—-13 " Aun—-1n
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a1 azp v Ayp-

azl azz -0 a3p—1
My = !
ap,1 dp?2 ann—1
Entdo, vale a formula:
My My
4] Myl = | M0 M 61
(M| Myl

Demonstracao: Dados os conjuntos /,J C I, com n — 1 elementos distintos, ordenados de

forma crescente, seja K = INJ. Considere iy € I,\I e jo € I,\I. Temos que :

(i) |M1,1| :MioJo

(i) M| =M, j,
(iii) (M| = My,
(iv) |MJ7J| =Mj, j

onde M; ; representa o menor obtido pelo determinante da submatriz de A, eliminando a
i-ésima linha e j-ésima coluna de A. Com essa nota¢do, aplicamos o Teorema 5.1 para
k =2, obtendo

Miyiy  Miyj,

A| - Mk k| = AP 8 = |My| = =
MjoJo Mj07j0

M| My
My | My

)

onde &, é o determinante da matriz A eliminando-se a linha iy € a coluna jj.
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Capitulo 6
Conclusoes

Com evolucdo tecnoldgica da sociedade atual, as informacdes circulam rapidamente,
desse modo somos obrigados a acompanhar essa supervelocidade. Na matematica nao € dife-
rente, calculos enormes e cansativos que eram feitos a mao s@o cada vez mais desnecessarios
uma vez que a tecnologia, especialmente os computadores, através de softwares e aplicati-
vos, sdo capazes de fazé-los “poupando” nosso tempo e viabilizando estudos qualitativos tais
como, compreender e estabelecer proposicdes, conjecturas e propriedades importantes.

Diante do exposto, o uso do computador, nesse trabalho, parte do pressuposto de uma
abordagem significativa, onde por meio do qual é possivel dar énfase nas relacdes que con-
tribuem para uma aprendizagem centrada no sujeito, este torna-se autor da propria apren-
dizagem onde a formacgdo de conceitos e compreensdo de propriedades matemdticas sao
consideradas mais importantes do que a realiza¢do de operagdes dispendiosas.

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma experiéncia de aprendizagem
com o uso do software Médxima, viabilizando estudos qualitativos tais como, compreender e
estabelecer proposigdes, criar e testar conjecturas, de maneira a promover novas formas de
pensar e saber. Mais especificamente, o trabalho permitiu criar ambientes interativos a fim de
realizar cdlculos com os determinantes e assim testar algumas propriedades, executar célcu-
los longos e elaborar conjectura para o determinante de matrizes que seguem um padrao de
formacdo onde s6 varia sua ordem e validar algumas dessas conjecturas com o conhecimento
de matemadtica do ensino basico.

Como resultado principal de investigacao obtivemos uma relacdo surpreendente entre o
determinante de uma matriz A de ordem n > 3,n € N com um determinante de uma matriz
de ordem 2, cujas entradas consistem de menores da matriz A, enunciado no Teorema 5.2.
Esta relacdo permite estabelecer um método para o cdlculo do determinante de A de qualquer
ordem.

Apesar do resultado principal desse Trabalho derivar de um Teorema, sua descoberta deu-
se de forma completamente independente. Neste sentido, o computador ajudou a criar um
ambiente de aprendizagem autdonomo, dindmico, de investigacao cientifica, onde os agentes

tornaram-se participantes ativos do proprio conhecimento.
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Acreditamos que o modelo proposto, visto como dispositivo pratico, € mais interessante
de se trabalhar em sala de aula uma vez que sua utilizacdo ndo se restringe as matrizes
de ordem 3. Acreditamos ainda que a Propriedade (5.1) estabelecida no trabalho pode ser
generalizada pelo Teorema (5.1).

Podemos concluir que o0 Madxima é muito eficaz para elaborar conjecturas, uma vez que
podemos testar muitos exemplos em pouco tempo e com auxilio de suas ferramentas de fato-
racdo e simplificacdo dar énfase nos resultados qualitativos. Essa prética de uso de uma fer-
ramenta tecnoldégica para conjecturar e demonstrar propriedades matemadticas estd alinhada
com os documentos oficiais, BNCC e PCNs, onde percebemos que o método proposto de in-
vestigacdo estd embasado oficialmente e cumpre a expectativa de ser uma ferramenta facili-
tadora de aprendizagem matemadtica, como foi demonstrado nas conjecturas e demonstragdes
no decorrer deste trabalho.

Vale ressaltar que o intuito e o cerne do trabalho foi contribuir para compreender, de
maneira fundamentada, o fendmeno do desenvolvimento do aprendizado do aluno no que se
refere ao cdlculo dos determinantes, através da constru¢cdo do seu conhecimento ao utilizar
e explorar as tecnologias, mais precisamente um software. Porém, € importante destacar
que somente a utiliza¢do de softwares ndo propicia a criacdo de ambientes completos para o
aprendizado das andlises estruturais, deste modo cabe enfatizar que estes devem estar intrin-

secos ao processo de ensinar e consequentemente interligado ao professor.
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Apéndice A

Primeiro Apéndice

Neste capitulo, vamos demonstrar os casos restantes que demonstram a validade da conjec-

tura 3, para matrizes de ordem 4.

Caso 2: Tomaremos: I = {1,2,3},J=1{2,3,4} e K ={2,3}

MII : matrix([ay 1,a12,a13],[a2,1,a22,a23), [a3,1,a32,a3 3));

ap; aj2 a3
azjp azz a3
asj] asz ass

MlJ : matrix([a172,a173,a174], [a272,a273,a274], [a372,a373,a374]);

a2 aj3 aj4
a2 azz a4
az> azz asz4

MJI : matrix([az 1,a22,a23], (a3 1,a32,a3 3], [as.1,a4.2,a4 3));

azjp azz a3
asj asz ass
as] aq2 a43

MJJ :matrix(laz2,a23,a2 4], (032,03 3,03 4], (42,04 3,04 4] );

a2 azz a4
azy azz asz4
az2 aq43 Aq4

deltaii : determinant (MII);

arg (azpazz—azzazz)—apz (azja33—azzaz ) +aps (azjaz2—azpaz;)
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deltaij : determinant (M1J);
ajz (az3a34—azaaz3)—apsz (az2pa34—azgazz)+arqg (az22a33—azzazz)  (deltaij)
deltaji : determinant (MJI);
azj (azzas3—az3as2) —azz (az1a43—aszzas;)+azs (asa42—aszzaq;)  (deltaji)
deltajj : determinant (MJJ);
az (az3zass—azqgaq3)—azsz (azzas4—azgaq2)+azy (az2a43—azzayr) (deltajj)
deltak : determinant(matrix(|az2,a23],[a32,a33)));
az2d33—dadz3d3? (deltak)

deltal :
expand(deltak*determinant(A) - determinant(matrix([deltaii,deltaij],[deltaji,deltajj]));

0

Caso 3: tomaremos: [ ={1,2,4},J={2,3,4} e K ={2,4}

MII : matrix(|ay 1,a12,a1.4),[a2,1,a22,02 4], [a4.1,04. 2,04 4]);

aijz aj4
azj azz a4 (MII)
aq] a4 Q44

MI1J : matrix(|a) 2,a1 3,01 4], [a22,023,02.4], (42,04 3,04 4]);

ajp a;3 ajg
azy a3 Ay (MLJ)
aqp a43 a44

MJI : matrix(|az,1,a22,02.4),[a3,1,03 2,043 4], [a4.1,04.2,04 4]);

aj axp dazy
as; 4z azgq (MJID)
aq a42 a44

MJJ : matrix([az2,a23,a2.4),1a32,03 3,03 4], (42,04 3,04 4]);

axp a3 daxy
asy 433 Ay (MJJ)
a4p a43 a44
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deltaii : determinant (MII);
arg(azzas4—azqaq2)—apz (azjas4—azqaqg)+apy (azjas2—azzay;) (deltaii)
deltaij : determinant (M1J);
arz (az3as4—azqgaq3)—apsz (azza44—azgaq2)+agy (az2a43—azzayr) (deltaij)
deltaji : determinant (MJI);
aj(azpass—azqaq2)—azz (azjasq—azqgaq;)+azy (azjas2—azpayg;) (deltaji)
deltajj : determinant (MJJ);
a2 (az3zasq—azqaq3)—azs (azzas4—azqgaq2)+azy (az2a43—azzaygr) (deltajj)
deltakl : determinant(matrix(|az 2,a 4], [as2,a4 4]));
az2044— a2 4042 (deltak1)

delta :
expand(deltak1*determinant(A)-determinant(matrix([deltaii,deltaij],[deltaji,deltajj]));

0

caso 4: Tomaremos: I = {2,3,4},J={1,3,4} e K = {3,4}

MII : matrix(laz 2, a2 3,a2 4], (a3 2,03 3,a3 4], (42,04 3,04 4] );

azp a3 az4
az2 dzsz dasy (MII)

as2 As3 d44
M1J : matrix(az,1,a23,a2,4],[a3 1,03 3,a3.4], [as,1,a4.3, a4 4]);

az; a3 daxgq
as; 43 ag (M1J)

as] a43 a44
MJI : matrix(|a) 2,a1 3,01 4], [a32,a3 3,03 4], [a42,04 3,04 4]);

ajp aj3 ajg
as> d4z3 ag (MIT)

az2 aq3 Q44
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MJJ : matrix([ay,1,a13,a1.4],[a3,1,a3 3,03 4], [a4.1,04.3,a4 4]);

ay; aj3 a4
aszj asz a4
as] aq3 a44

deltaii : determinant (MII);

azp (3344 —azqa43) —az3 (a32044 —a340a42) +a24 (a32043—a33042)
deltaij : determinant (M1J);

azj (azza44—azqsas3)—azz (azjas4—azqaaqs;)+azq (azjag3—azzaq;)
deltaji : determinant (MJI);

arz(azzasq—azqas3)—ayz (az2a44—0a34a42)+asqg (az2a43—0a330a42)
deltajj : determinant (MJJ);

ajg(azzass—azqaq3)—apsz(azjasq—azqgaq;)+apyg (azjas3—azzay;)
deltak? : determinant(matrix(|az 3,a3 4], (a4 3,04 4]));

a3 3044 —0az4a43

delta :

M)

(deltaii)

(deltaij)

(deltaji)

(deltajj)

(deltak2)

expand(deltak2*determinant(A) - determinant(matrix([deltaii,deltaij],[deltaji,deltajj]));

Caso 5: Tomaremos: [ = {1,2,3},J={1,3,4} e K = {1,3}

MII : matrix(|ay 1,a12,a13), [a2,1,a22,a23), [a3.1,a3 2,43 3]);

ap; aj2 a3
azjp azz a3
asj asz ass

MI1J : matrix(|ay 1,a13,a1.4),[a2,1,a23,a2.4], [a3.1,a3 3,03 4] );

ap; ap3 a4
azjp a3 a4
asj] asz asz4

63

(MII)

ML)



MJI : matrix([a171,a172,a173], [a371,a372,a373], [a471,a472,a473]);

aj; aj2 a3
aszj azz ass
as] aq2 a43

MJJ : matrix([ay1,a13,a14],[a3,1,a33,a3,4],[a4,1,04,3, a4 4]);

ay; aj3z a4
asj azz a4
ag] aq43 Aq4

deltaii : determinant (MII);
ar g (azpaz3—azzazz)—apz (azja33—azzaz ) +aps (azjaz,—azpaz;)
deltaij : determinant (M1J);
ajg(axzazs—azqaz3)—apsz(azja34—azqaz;)+apy (az a3z —azzaz ;)
deltaji : determinant (MJI);
apg(azpasz—azzayr)—apz (azjas3—azzaq;)+aps(azjasz—azpay;)
deltajj : determinant (MJJ);
ajg(azzass—azqgaq3)—apsz(azjasq—azqgaq;)+apy (azjas3—azzay;)
deltak3 : determinant(matrix(|a 1,a1 3], [a31,a33]));

aj1a33z—ajp3as

delta :

(MIT)

M)

(deltaii)

(deltaij)

(deltaji)

(deltajj)

(deltak3)

expand(deltak3*determinant (A) - determinant(matrix([deltaii,deltaij],[deltaji,deltajj]));

Caso 6: Tomaremos: I = {1,2,4},J={1,3,4} e K ={1.4}

MII : matrix([a1,1,a12,a1 4], [a2,1,a22,02 4], [a4.1,a42,04.4]);

ap; aj2 aj4
azjp azz a4
ag] aq2 Q44
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MI1J : matrix(|a1,1,a13,a1.4),[a2,1,023,02.4], [A4.1,043,04.4]);

ajp; apjz aj4
az; a3 azs
aq) a43 dq4

MJI : matrix([a1,1,a12,a1,4],[a3,1,a32,a3,4],[a4,1, 042, a4 4]);

ajp; aj2 a4
aszj azz a4
as] aq2 a44

MJJ : matrix(lai,1,a13,a1.4],[a3,1,a3 3,a3 4], [a4,1,a4 3,04 4]);

ajp; apjz a4
as 4azsz daszg
aq a43 dq4

deltaii : determinant (MII);

aj; (ag’g agq4—azy a472) —aj;? (az,] a44—a24 a4,]> +ajq (a2,1 aq2—az>2 a4,1)
deltaij : determinant (M1J);

ajg(ax3ass—azqgay3)—apsz(azjasq—azqgayg)+apy(azjas3—azzay;)
deltaji : determinant (MJI);

arg(azpaga—azaasz) —ao (azjas4—azgaaqs))+arqg (azjasp—azpaq;)
deltajj : determinant (MJJ);

aj (a33a44—0a34a43) —a3(a3 1044 —az4a4,1)+ a4 (aza43—as3a4;)
deltak6 : determinant(matrix(|a 1,a1 4], [as,1,a44)));

ajjaqq—ajqeaq]

delta :

(MIJ)

(MII)

M1))

(deltaii)

(deltaij)

(deltaji)

(deltajj)

(deltak6)

expand(deltak6*determinant (A)-determinant(matrix([deltaii,deltaij],[deltaji,deltajj]));

Demonstramos todos os 6 casos possiveis de 1,J, o que valida o método para matrizes de

ordem 4.
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